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BEVEZETES

A konyv az el6z6 kiadés javitott és bévitett valtozata.
Kiknek ajanljuk?

A konyv egy bevezets egy vagy két féléves linearis algebra targy anyagat
Oleli fel, és betekintést nyudjt tovabbi témakba is. ElsGsorban a matematikus,
informatikus és matematika tanéarszakos hallgatok szempontjait tartja szem
el6tt, de jol hasznalhaté més természettudoményi, mtiszaki és tarsadalomtu-
domanyi teriileteken is. Emellett alkalmas a linearis algebra 6nalld tanulma-
nyozésara, igy mindenki haszonnal forgathatja, aki érdeklédik a téma irant.

ElGismeretek

A Kkozépiskolas anyagon tdlmenden nincs sziikség elGismeretre. A fel-
hasznalt algebrai fogalmakat (komplex szamok, polinom, test, gytirid stb.)
és ezek leglényegesebb tulajdonsigait a kényv végén az , Algebrai alapfogal-
mak” c. fejezetben foglaljuk 6ssze. Ez a ,fliggelék” amellett, hogy megkonnyiti
a konyv tobbi részének a megértését, egy dnmagaban is érdekes és hasznos
teriiletre nyujt betekintést.

Moébdszer

A hogyan” mellett a ,miért” megvalaszolasara is nagy hangsulyt fek-
tetiink, tehat a fogalmak, tételek és modszerek részletes targyalasa magéba
foglalja az anyag mélyebb Osszefliggéseinek a megvilagitasat is. A fogalmakat
és allitasokat a formalis megfogalmazason ttlmenden is alaposan ,korbejér-
juk”, emberkozelbe” hozzuk; ezeket mindig példakkal illusztraljuk, megproé-
baljuk a ,szemléletes” tartalmukat megjeleniteni, a ,lényegi” vonédsaikat megra-
gadni, bemutatjuk a korabbi anyaghoz és a matematika més teriileteihez vald
kapcsolddast, felhivjuk a figyelmet az esetleges buktatokra, és elemezziik, mi
indokolja az adott fogalom bevezetését. Nagy silyt helyeziink arra, hogy
lehetéleg a konkrétbol kiindulva haladjunk az altalanos felé.

A bizonyitésok leirdsakor — kiilondsen a bevezetSbb jellegii témakoroknél
— elemi és kevésbé absztrakt segédeszkozoket hasznalunk, és a tulzottan tomor
indoklésok helyett inkdbb részletes magyarazatokat adunk, hogy a megértést
a ,kezd§” Olvasok szaméara is maximélisan megkonnyitsiik. Gyakran kiilon is
emlékeztetiink a korabban kikétott vagy a kordbbiakbol kovetkezo feltételekre.

Valodi és szorakoztaté alkalmazasokat kindlunk, amelyek gyakran mér
meglepGen egyszert linearis algebrai eszkozokkel is latvanyosan kezelhet&k.
A teljes 9. fejezetet kombinatorikai jellegii probléméknak szenteljiik. Itt a
linearis algebra természetes (és sokszor az egyetlen hatékony) eszkoz szamos
grafelméleti, geometriai, szamelméleti kérdés megvalaszolasidra. Megoldjuk
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Hilbert harmadik problémajat, ellatogatunk Paratlanvarosba és Parosvarosba,
és el6vessziik Erdds Pél egyik kedvenc téméjat, a Sidon-sorozatokat. A 10. fe-
jezet rovid bevezetd egy masik fontos alkalmazéasba, a kddelméletbe.

Feladatok

A fejezeteket alkoté minden egyes pont utan feladatok kovetkeznek. A
feladatok részben az aktualis fogalmak, tételek és modszerek megértését el-
lenérzik és ezek elmélyitését segitik els, részben ujabb példakat, Osszefiig-
géseket és alkalmazasokat mutatnak be, részben pedig az adott témakorhoz
kapcsolodd egyéb problémaékat vizsgédlnak. Gyakran szerepelnek feladatnak
yalcazott” tételek is, amelyek az anyag részletesen nem targyalt tovabbi érdekes
vonatkozasaira, tavolabbi Gsszefiiggéseire hivjak fel a figyelmet.

Ennek megfelelGen a feladatok mennyisége és nehézsége igen tag hatarok
koézott mozog, az éppen sorra keriil§ anyag témajatol, terjedelmétsl és mély-
ségétol figgben. A(z altalunk) nehezebbnek itélt feladatokat csillaggal, a
kiemelkedGen nehéz feladatokat pedig két csillaggal jelezziik. (Természetesen
egy feladat nehézsége mindig relativ; a megold6 képességeitsl, érdeklédésétél
és altalanos elGismeretétdl eltekintve jelentGsen fiigghet — tobbek koézott — a
korabban megoldott feladatoktol is.)

A legtobb feladat eredményét és/vagy a megoldashoz vezets ttmutatast
az ,Eredmények és utmutatasok” c. fejezetben kozoljiik. Néhany (elsGsor-
ban nehezebb) feladathoz részletes megoldast is adunk a ,Megoldéasok” c. fe-
jezetben, ezeket a feladatokat a kittizésnél M betiivel jeloltiik meg.

Az egyes fejezetek kapcsolata

Szoros egységet alkot és egymaésra épiil az 1., a 2. és a 3. fejezet, ame-
lyekben a ,legklasszikusabb” lineéris algebra anyagot jelenté determinénsokat,
matrixokat és linearis egyenletrendszereket targyaljuk.

Hasonl6 szoros kapcsolatban all egymassal a 4., az 5. és a 6. fejezet, ame-
lyekben a vektorterekre, valamint a lineéris leképezésekre és transzforméciokra
vonatkozé altalanos alapismeretek szerepelnek. A 4. és 5. fejezet legnagyobb
része az elsé harom fejezet nélkiil is megérthetd.

A 7-10. fejezetek altalaban erdsen tamaszkodnak az els§ hat fejezetre.
Koziiliik a bilinearis fliggvényeket és az euklideszi tereket bemutaté 7. és 8. tar-
tozik szorosan Ossze. A 9. fejezetben f6leg kombinatorikus jellegti alkalmazé-
sokat gytjtottiink csokorba, a 10. fejezet pedig algebrai kddokkal foglalkozik.
Ez a két fejezet egyméstol és — a 9. fejezet néhany részét leszamitva — a 7. és
a 8. fejezettdl is fliggetlen.

A konyv végén szerepls ,A” jeli fejezetben — mint mar emlitettiik —
roviden Osszefoglaljuk a konyvben felhasznélt algebrai alapismereteket.
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Technikai tudnivalok

Az egyes fejezetek un. pontokra tagolodnak. A definiciokat, a tételeket,
feladatokat és képleteket k.m.n tipusi médon szamoztuk, ahol k a fejezetet,
m ezen beliil a pontot és n a ponton beliili sorszamot jelenti. A definicidk és
a tételek ,kozos listan” futnak, tehat pl. az 5.1.4 Definicié utén az 5.1.5 Tétel
kovetkezik. Az illusztracios példak (sima, egy szadmmal torténd) szamozasa
pontonként djrakezdddik. A definicidk, illetve a tételek megfogalmazasanak a
végén & all, a bizonyitasok befejezését pedig m jelzi.

A jelolések, fogalmak, tételek visszakeresését megkonnyit(het)i a , Targy-
mutatod, jelolések” c. fejezet, amelyet igyekeztiink nagyon részletesen Gsszeal-
litani.

A leggyakrabban el6fordulé fogalmakkal kapcsolatban itt is felsoroljuk,
hogy a vektorokat vastag latin kisbettivel (pl. a), a skalarokat altalaban gorog
kisbettivel (pl. «), a matrixokat délt latin nagybetiivel (pl. A), a linearis
leképezéseket irott latin nagybettvel (pl. A), a bilinearis fiiggvényeket pedig
vastag latin nagybetiivel (pl. A) jeloljiik. Felhivjuk még a figyelmet arra,
hogy a nulla nagyon sok mindent jelenthet (egész szamot, gytird nullelemét,
testbeli skalart, vektort, vektorteret, alteret, métrixot, linearis leképezést, bi-
linearis figgvényt stb.), és ezek koziil tobbet ugyanigy is jeloliink, azonban a
szovegosszefiiggésbdl mindig kideriil, hogy melyik jelentésrsl van szo.

A polinomokat f vagy f(z), a fokszamukat ,deg”, a komplex szamok valos
és képzetes részét ,Re”, illetve ,,Im” jeldli, pl. deg(z® +z) = 3, Re (4 — i) = 4,
Im(4 — i) = —1. Megkiilonboztetjik a (valos) szamok also és fels§ egész
részét, és ezeket | |, illetve [ | jeloli, igy pl. |w] = 3, [7] = 4. Az oszt-
hatosagra, a legnagyobb kozos osztora és a legkisebb kozos tobbszorosre (az
egész szamok és a polinomok esetén is) a szokasos jeloléseket hasznaljuk, tehat
pl.z—1]x%—1,(9,15) = 3, [9,15] = 45. A [ ] szdgletes zéarojel a legtébbszor
egyszertien zardjelet, néha legkisebb kozos tobbszordst, a 9.6 pontban pedig
zéart intervallumot jeldl, tovabba [A], illetve [A] az A linearis leképezés, illetve
az A bilinearis fliggvény matrixat jelenti.

Tanacsok

Matematikarél lévén sz6, nem kell kiilén hangsilyoznunk, hogy az egyes
fogalmak, tételek alapos megértése nélkiil azok megtanulasa fabatkat sem ér.
Ezért azt javasoljuk az Olvasonak, hogy ne ugorja at a legaprébb homalyosnak
tling részletet sem, a felhasznélt hivatkozésokat keresse vissza és ellendrizze,
és pontosan gondolja végig a ,konnyen igazolhatd” jelzéssel kozolt allitasokat
is.
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A formalis, pontrol pontra térténé megértésen ttulmenden egy fogalomnak
vagy tételnek akkor lesz igazan ,mondanival6éja”’, ha azt jol el tudjuk helyezni
a matematikai kornyezetében, vildgosan latjuk a kapcsolatait és alkalmazasait.
Ehhez érdemes minél t6bb illusztracios példat végiggondolni, valamint az adott
fogalomhoz, tételhez kapcsolodo feladatokat megoldani.

Néhany tovabbi jotanacs az Olvasbhoz. A tanulés soréan ne ragaszkod-
jon betlrdl betiire a konyvbeli széveghez, fogalmazza meg masképp, sajat
szavaival az adott fogalmat vagy allitast (de gondosan ellendrizze, hogy tény-
leg ,ugyanazt” mondja-e). Vizsgalja meg, hogy egy tétel bizonyitasakor az
egyes feltételeket hol hasznaljuk ki, hogyan szél és igaz-e a tétel megforditasa
stb.

A feladatok megoldasat (a legkdnnyebbektsl eltekintve) ne csak fejben
gondolja at, hanem irja is le részletesen; ekozben gyakran egyszertisodik a
gondolatmenet, vilagosabba valik a lényeg, és a(z esetleges) hibak vagy hidnyok
is kevésbé sikkadnak el.

Mindig probalja meg kideriteni a feladat ,mondanivalojat”. Az is nagyon
hasznos, ha altalanosit vagy 6nalloan vet fel tjabb problémakat (még akkor
is, ha ezeket nem tudja megoldani).

Lehet6leg csak akkor nézze meg a feladatokhoz adott utmutatést vagy
megoldast, ha semmiképpen sem boldogul a feladattal. Térjen inkabb visz-
sza tObbszOr is ugyanarra a problémaéra, esetleg oldja meg el6bb valamelyik
specialis esetet.

Eltérések az el6z6 kiadashoz képest
A konyv szerkezete alapvetSen nem valtozott. A hibajavitasok, atfogal-
mazasok, néhany bizonyitas egyszertisitése és egy-egy feladat cseréje, torlése
vagy atcsoportositiasa mellett
e a 6. fejezet kibgvitettiik a Cayley—Hamilton-tétel és a Jordan normélalak
bizonyitéséaval;
e a 9. fejezetben t6bb tjabb alkalmazés szerepel feladatok formajaban;
e a 10. fejezet targyaldsmodjaban attértiink a szokésos terminologiara: a
kod (nem a kodolo fliggvényt, hanem) a kodszavak halmazat jelenti;
e az A fejezet elejére harom 1j pontot iktattunk be kombinatorikai, szam-
elméleti és a komplex szamokra vonatkoz6 alapismeretekrdl.

Hibak és hidnyossagok

A kényvben minden igyekezetem ellenére bizonyara akadnak hibak és
hianyossagok. Minden észrevételt (legyen az akar a legaprobb sajtohiba, akar
a konyv egészére vonatkozo alapvets koncepcionélis megjegyzés) barkitsl ko-
szonettel fogadok.
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Ko&sz6netnyilvanitas

Tobb érdekes feladatot és sok értékes megjegyzést kaptam kollégaimtol, az
ELTE Matematikai Intézet (belsé és kiils¢) munkatarsaitol. Koszonettel tarto-
zom hallgatéimnak is, részben azért, mert t6liik is szamos visszajelzés érkezett,
részben pedig azért, mert sok évtizedes oktatoi palyafutasom soran elsésorban
a nekik tartott eladésok és gyakorlatok soran szereztem meg azokat a tapasz-
talatokat, amelyekre a konyv irdsakor td&maszkodni tudtam.

Név szerint szeretnék koszonetet mondani BABAI LAszLOnak, akit6l na-
gyon sokat tanultam, és mindezt a konyvben is jelentésen hasznositottam.

Kiilon koszonetet mondok néhai feleségemnek, GYARMATI EDITnek, hi-
szen a konyv felépitése, szemléletmodja és stilusa egyarant magan viseli az
6 sok évtizedes oktatdi munkajanak, kisérletezG kedvének és szamos alapvets
tartalmi és formai jitdsanak a jegyeit. Emellett ,nemhivatalos lektorként”
messze a legszigorubb kritikusomnak bizonyult, és rengeteg szakmai, didak-
tikai és stilaris javaslattal segitette a konyv megsziiletését.

Végiil, szeretném megkoszonni azt a nehéz és aldozatos munkét, ame-
lyet az els§ kiadas két lektora, HERMANN PETER és Kiss EMIL végzett, akik
rendkiviili alapossaggal nézték at a kéziratot, aprolékosan ellenérizték a felada-
tokat és azok eredményét, illetve megoldasat, és a hibak kiszlirésén tul igen
sok altalanos, konkrét és stilaris észrevételt tettek, amelyeket igyekeztem ma-
ximélisan figyelembe venni. Kiss EMIL emellett igen nagy segitséget nyujtott
azoknak a technikai problémaknak a megoldasaban is, amelyek a szamitogépes
»szedési” munkam soran mertltek fel.

Budapest, 2024. augusztus 17.

Freud Robert, freudro8@gmail.com
ELTE TTK Matematikai Intézet
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1. DETERMINANSOK

A determinansfogalom kialakulésa torténetileg a linearis egyenletrendszerek
megoldasahoz kapcsolodik, de a determinénsok azéta a matematika szinte min-
den teriiletén alapvets fontossdguva valtak. Ez a bonyolultnak és mesterkélt-
nek latszo fogalom (amely tulajdonképpen csak egy célszeri jellésrendszer)
nagyon szerencsésnek bizonyult a legkiilonb6zébb problémak kényelmes, ele-
gans és természetes kezeléséhez. Erre szamos példat tartalmaznak majd a
késébbi fejezetek is.

1.1. Permutacidk inverzidészama

kiilonbo6z6 elemnek valamilyen sorrendje. Jo6l ismert, hogy adott n elem esetén

nl=mn-(n—1)-...-2-1 ilyen sorrend lehetséges.
A tovabbiakban feltessziik, hogy a kérdéses elemek szdmok, és ezen beliil
is altalaban az 1,2,...,n szidmok permutacioirol lesz sz6. Megallapitasaink

ugyanigy érvényben maradnak, ha az elemek kozott egy ,természetes sor-
rendet” rogzitiink, és a permutéacidknak az ,ehhez a természetes sorrendhez
viszonyitott eltéréseit” vizsgaljuk.

Tekintsiik tehat az 1,2,...,n szamoknak egy sorrendjét. Az elsé helyen
allo szamot jeloljik o(1)-gyel, a masodik helyen &allot o(2)-vel stb. Ha pl.
n = 5, akkor a 31452 permutacio esetén o(1) = 3,0(2) =1,0(3) =4,0(4) =5
és 0(5) = 2. Ez tulajdonképpen azt is jelenti, hogy a permutaciot felfoghatjuk
mint egy figgvényt: ez a o fuggvény az {1,2,...,n} halmaznak dnmagara
torténd kolesonosen egyértelmii (bijektiv) leképezése (az i-edik helyhez az ott
allo o(i) szamot rendeljiik).

Megjegyezziik, hogy a permutéaciot legtobbszor ilyen bijekcioként célszert
tekinteni. A mi szempontjainknak azonban tokéletesen megfelel, ha a per-
mutacioéra, mint az 1,2,...,n szamok egy sorrendjére gondolunk.

Most ratériink az inverzi6 definicidjara. Az inverzio(=,forditottsag”) azt
jelenti, hogy egy permutaciéban két elem egymashoz képest a természetestsl
eltérs, ,forditott moédon” helyezkedik el:
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1.1.1 Definici6
koziiliik a nagyobbik megel6zi a kisebbiket. Egy permutéacié inverzidszdmén
az inverzioban allo elemparok szamat értjik. &

A o permutéaci6 inverzidszamat I(o)-val jeloljiik. A fenti 31452 példaban
adésazl,a3désa?2 adésa 2 valamint az 5 és a 2 allnak inverzidban, az
inverzidszam tehat 4.

A o jeloléssel az inverzio ugy fogalmazhaté meg, hogy valamely i < j-re
o(i) > o(j) (azaz az elérébb, az i-edik helyen 4ll6 o (i) elem nagyobb a hatrébb,
a j-edik helyen kovetkezd o(j) elemnél).

A tovabbiakban csak az jatszik majd szerepet, hogy egy adott permuté-
cibban az inverzidészam péros-e vagy paratlan:

1.1.2 Definici6
Egy permutéacié aszerint pdros, illetve pdratlan, hogy az inverzidszama
péaros, illetve paratlan. &

A fenti 31452 permutéacio6 tehat paros. A legegyszertibb paros permutacio
az 12...n természetes sorrend, amely a o(x) = x identikus fliggvénynek felel
meg; ennek 0 az inverzidszama.

1.1.3 Tétel
I. Ha egy permutacioban két szomszédos elemet felcseréliink, akkor az in-
verzioszam 1-gyel valtozik (ng vagy csokken).
II. Ha egy permutacioban két tetszéleges elemet felcseréliink, akkor az in-
verzioszam paratlannal valtozik. &

Bizonyitds: 1. A két felcserélt elem viszonya megvaltozott, azaz ha eredetileg
inverziéban alltak, akkor a csere utan mar nem allnak inverziéban, és forditva.
Mivel szomszédosak voltak, ezért a tobbi elemhez képest az elhelyezkedésiik
nem valtozott, és természetesen a tobbi elem egymaéashoz viszonyitott helyzete
sem modosult.

II. Ha a két elem, b és ¢ kozott k darab masik all, akkor el6szor a hatrébb
allo6 c-t sorra megcseréljiik a mindig éppen el6tte alloval, amig kozvetleniil b
mogé nem kertil, ez szomszédos elemek kozotti k cserét jelent. Ezutan meg-
cseréljiik (a most egyméas mellett levs) b-t és c-t. Végiil tjabb k cserével b-t
rendre megcseréljiik a mogotte all6 elemekkel, amig végiil a b elem a c eredeti
helyére nem keriil. Ez 6sszesen 2k + 1, szomszédos elemek kozotti csere volt,
amelyek mindegyikénél 1-gyel valtozott (nétt vagy csokkent) az inverzioszam.
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Osszességében az inverzidszam tehéat (egy 2k + 1-nél nem nagyobb) paratlan
szammal valtozott. m

Az el6z6 tétel segitségével konnyen nyerhetiink informaciot a paros, illetve
paratlan permutacidok szamara:

1.1.4 Tétel
Ha n > 1, akkor n elemnek ugyanannyi paros és paratlan permutacioja
van. &

Bizonyitds: Tekintsiik az 1,2,...,n szadmok Osszes paratlan permutaciéjat, és
mindegyikben cseréljiik fel az elsG és a masodik helyen 4116 elemet. Ekkor csupa
paros permutéciéhoz jutunk, amelyek mind kiilénbéz6k. Ebbél azt kaptuk,
hogy legaldbb annyi péros permutécié van, mint paratlan. Ha ugyanezt az
eljarast a paros permutaciékbol kiindulva hajtjuk végre, akkor az adédik, hogy
legalabb annyi paratlan permutacié van, mint paros. Igy a paros és paratlan
permutéaciok szama valéban megegyezik (= n!/2). m

Feladatok
Valamennyi feladatban az 1,2, ..., n szdmok o permutaci6irél lesz sz6.
1.1.1
(a) Bizonyitsuk be, hogy 0 < I(c) < (5).

(b) Legyen 0 < k < (72‘) tetszéleges egész. Bizonyitsuk be, hogy van

olyan o, amelyre I(o) = k.
1.1.2 Mennyi az alabbi permutaciok inverzioszama (n = 101)7
(a) 1,3,5,...,99,101,100,98,...,4,2;
(b) 51,52,50,53,49,...,101,1;
c) 62,63,64,...,101,61,60,59,...,1;
d) 100,101,98,99,96,97,...,2,3,1.
1.1.3 Vegyiink egy tetszGleges permutaciot, majd irjuk fel az elemeit pon-
tosan forditott sorrendben, ezzel egy masik permutéciot kaptunk.
(PL. a 25413-bol kiindulva a 31452 permutaciot nyerjiik.) Mi a sziik-

séges és elégséges feltétele annak, hogy a két permutécié azonos pari-
tast (azaz vagy mindketts paros, vagy mindkettd paratlan) legyen?
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1.1.4 Egy permutaciéban az elsé helyen allo elemet az utolsd, n-edik helyre
vissziik (a tobbi elem pedig egy hellyel elébbre csuszik). Mi volt az
elmozgatott elem, ha az j permutaciéban ugyanannyi inverzié van,
mint az eredetiben?

(a) Mi a lehetd legnagyobb inverzioszam-valtozas, amelyet két elem cse-
réjével megvalosithatunk? Milyen esetben 1ép ez fel?

M*(b) P és C az alabbi jatékot jatsszak. P valaszt egy tetszéleges per-
mutéciot. Ezutan C ebben a permutécioban felcserél két tetszéleges
elemet, majd megnézik, hogy a cserénél mennyit véltozott az in-
verzidszam. P-nek az a célja, hogy a lehet§ legkisebb inverzidszam-
valtozas kdovetkezzen be, C-nek pedig az, hogy a lehets legnagyobb.
Mekkora lesz az inverziészam-valtozas, ha mindketten optimaélisan
jatszanak?

1.1.6 P és C jatékszenvedélyiiket tjabb jaték(ok)ban élik ki. P vélaszt egy
tetszéleges permutaciot. C feladata ezutan a természetes sorrend
visszadllitasa bizonyos megengedett 1épések egymas utani alkalma-
zasaval. P-nek az a célja, hogy C a természetes sorrendet a lehets
legtSbb 1épésben érje el, C-nek pedig az, hogy a lehets legkevesebben.
Mekkora lesz a lépésszam, ha mindketten optimalisan jatszanak és
egy lépés

(a) két szomszédos nagysagi elem cseréjét jelenti (pl. a 6-ét és a 7-ét,
akarhol is allnak);

*(b) két tetszoleges elem cseréjét jelenti;

(c) az l-esnek valamelyik méasik elemmel torténd cseréjét jelenti?

1.1.7 Mely n-ekre létezik az 1,2,...,n szamoknak olyan permutécidja,
amelyben minden elem pontosan  (a) 1; (b) 2; M**(c) k
mésik elemmel all inverzioban?

*1.1.8 Jeloljik f(n,k)-val az 1,2,...,n elemek azon permutacidinak a sza-
mat, amelyekben pontosan k inverzié van.

(a) Bizonyitsuk be, hogy f(n,k) = Zl g1 f(n—1,1).
(b) Bizonyitsuk be, hogy f(n,k) = f(n—1,k)+f(n,k—1)—f(n—1,k—n).
(c) Adjuk meg egyszertibb alakban a ), f(n, k) Gsszeget.
(d) Adjuk meg egyszertibb alakban a ), k- f(n, k) Osszeget.
e) Bizonyitsuk be, hogy n > 2-re maxy f(n,k) > 2(n — 2)!
)

(
(

f) Mely k-ra lesz f(n, k) maximalis (rogzitett n mellett)?
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1.2. A determinans definici6ja

Legyen n rogzitett pozitiv egész. A determinénst els6 kozelitésben ugy te-
kinthetjiik, mint egy szdmot, amelyet n? darab szambol bizonyos bonyolult
szabélyok szerint szamitunk ki.

Tz

T kommutativ test elemeire fogjuk kimondani. A kommutativ test pontos
definicioja megtalalhaté az A.5 pontban, réviden Gsszefoglalva ez azt jelenti,
hogy a ,négy alapmiivelet” (a nullaval valo osztas kivételével) elvégezhetd, és a
szokasos miiveleti azonossagok érvényesek. Legfontosabb példak: R, C, illetve
Q, a valds, a komplex, illetve a racionélis szamok teste, valamint F),, a mo-
dulo p maradékosztalyok teste, ahol p primszam. Azt is megjegyezziik, hogy
a determinans definiciojahoz és az ebben a fejezetben targyalt tulajdonsagai-
hoz osztasra nincs is sziikség, és igy pl. egész szamokbol vagy polinomokbol
képezett determinansrol is beszélhetiink.

Nem befolyasolja a tovabbiak megértését és az Olvasd helyes képet fog
kapni a megfelel§ fogalmakrol akkor is, ha a tovabbiakban a , 7" kommutativ

test elemei” helyett egész egyszertien (pl. valés vagy komplex) szamokra gon-
dol.

A determinéans definiciojahoz lényeges lesz, hogy n? darab T-beli elemet
egy n X n-es négyzet alaku tablazatba rendezziink. Az ilyen és az ennél al-
talanosabb, téglalap alaku tablazatokat matrixoknak nevezziik:

1.2.1 Definici6

Legyen T egy kommutativ test és k,n adott pozitiv egészek. Ekkor a
T test feletti k x n-es mdtrizon egy olyan téglalap alaki tablédzatot értiink,
amelynek k sora és n oszlopa van, és amelynek elemei T-bdl valok. &

Jelolések: Magat a matrixot ugy jeloljiik, hogy a tablazatot zardjelek kozé
foglaljuk. A tovabbiakban sima gémbolyt () zardjelet fogunk hasznalni, de
szokasos a szogletes | | zarojel hasznélata is.

0 7 5

Példa: (1 3 4

> egy 2 X 3-as (valos elemii) matrix.

Egy altalanos A matrix i-edik soranak j-edik elemét o;;-vel fogjuk jeldlni.
Az els6 index tehat azt jelzi, hogy a széban forgd elem a tablazat hanyadik
sordaban all, a masodik index pedig azt, hogy hanyadik oszlopban. Az el6z6



18 1. DETERMINANSOK

példaban as3 = 4. Ennek megfelelGen egy k x n-es matrix altaldnos alakja

Q11 Q@12 ... Oqp

21 22 e Qop
A=

ap1 o2 ... Oknp

A matrixok részletes targyalasa a kovetkezo fejezetben kezdddik.
Ennek a fejezetnek a tovabbi részében csak n x n-es négyzetes matrixokrol
lesz sz6. Ezek altalanos alakja

a1 12 e A1p

a921 29 e Aon
A= )

ap1  QOp2 oo Qpn

Most ratériink a determinans definicidéjara. Az A maéatrix determinan-
san (ezt det A-val jeloljik majd) egy olyan T-beli elemet értiink, amelyet a
kovetkezSképpen hatdrozunk meg. ElGszor is n-tényezds szorzatokat képeziink
minden lehetséges moédon gy, hogy a matrix minden sorabél és minden osz-
lopabol pontosan egy tényezst vesziink (Osszesen n! ilyen szorzat képezhetd).
A kovetkezd lépésben minden egyes szorzatot ,,+” vagy ,—" elGjellel latunk el:
ez azt jelenti, hogy vagy magat a szorzatot tekintjiik, vagy pedig a negativjat
(ellentettjét). Az elGjelezési szabalyt a kovetkezs bekezdésben részletezziik.
Végiil ezeket az elGjeles szorzatokat osszeadjuk (azaz az Osszeg minden tagja
vagy egy ilyen szorzat, vagy pedig a szorzat negativja). Az igy kapott (n!-tagi)
osszeget (amely tehat egy T-beli elem) nevezziik az A métrix determinansanak
vagy mas szoval az «;; elemekbdl képezett (n-edrendd vagy n x n-es vagy n
meéreti) determinansnak.

Egy szorzat ,elGjelezése” a kovetkezSképpen torténik. A szorzat tényezdit
irjuk fel olyan sorrendben, hogy az elsé helyen az 1. sorbol vett elem &lljon,
a masodik helyen a 2. sorbol vett elem stb. Ha itt rendre megnézziik, hogy
a szorzat tényez6i hanyadik oszlopbdél valok, akkor ezek az oszlopindexek is
valamilyen sorrendben az 1,2,...,n szamokat futjak be (hiszen minden osz-
lopbdl pontosan egy elem szerepel), tehéat ezek az oszlopindexek az 1,2,...,n
negativ elGjellel (tehat aszerint szerepel maga a szorzat, illetve az ellentettje
majd az Osszegben), hogy ez a permutécio paros, illetve paratlan.

1 2 3
Példa: A= 4 5 6 | esetén az egyik szorzat a 2-6-7. Itt a tényezSk mar
7 8 9

sorok szerint vannak rendezve, és ezeket a tényezdket rendre a 2., a 3., majd az
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1. oszlopbol vettiik. Az oszlopindexek permutéacidja tehat 231, amelyben két
inverzi6 van. Igy ez paros permutacio, a szorzat elGjele tehat pozitiv (vagyis
maga ez a szorzat, nem pedig az ellentettje fog szerepelni a determinanst
megado Osszegben).

FIGYELEM! A szorzat elGjelezésének semmi koze sincs maguknak a szor-
zOtényezGknek az értékéhez, ez kizarolag az n tényezének a matrixon beliili
elhelyezkedésétsl fiigg. Az eljel meghatarozasanal csakis az oszlopindexek
imént emlitett permutaciojanak paritasa szamit, ez a permutécio pedig mindig
az 1,2,...,n természetes szamokra vonatkozik, fliggetleniil attol, hogy a mét-
rix elemei (valos, komplex stb.) szamok vagy sem (pl. maradékosztalyok).

A determinanst ugy jeloljiik, hogy a tablazatot (a zardjelek nélkiil) két
fligg6leges vonal kozé tessziik.

A fentieket az alabbi definicibban foglaljuk Gssze:

1.2.2 Definici6

a1 Q12 ... Qip
21 Q922 ... (Q2pn . o
Az A= ) . . . méatrix determindnsa (vagy mas szoval
ap1 Op2 ... Qpp
az a;j, i,7 = 1,2,...,n elemekbdl képezett determinans)
a1 Q12 ... Qap
921 922 N 0 oY)
I
det A = : . .. : = Z(_l) (U)alc(l)a2o(2) e ang(n) . *
: : . : =
An1 Qp2 ... Qpp
A jobb oldalon 4ll6 ) Osszegzést az 1,2,...,n szamok minden lehetséges

o permutacidjara kell elvégezni. Az Gsszegben az n! tagnak pontosan a felét
lattuk el negativ elGjelezéssel (azaz ennyiszer szerepel a szorzat helyett az
ellentettje), hiszen ugyanannyi péaratlan és péaros permutéacié van (az n = 1
trivialis esettdl eltekintve).

Példa:

111 § 2—{(—1>01.5.9+(—1>11-6~8+(—1)12-4~9+<—1>22'6'7
28 9 Cl4(=1)23-4-8+(=1)33-5-7=0.

A definici6 alapjan meglehetGsen nehézkes egy determinéns kiszamitasa.
Késébb latni fogjuk, hogy egy determinénst szinte sohasem a definici6 alapjan
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szamitunk ki, hanem azoknak a mddszereknek a segitségével, amelyeket majd
a kovetkezd pontokban targyalunk.

Néhény tovabbi megjegyzés a determinans definicidjaval kapcsolatban.
Ha jobban belegondolunk, akkor a(z n-edrendii) determinans tulajdonképpen
egy fiiggvény, amely az n X n-es matrixokhoz rendel T-beli elemeket. Egy adott
métrix determinénsa ekkor egy konkrét fliggvényérték. A ,determinans” szot
mindkét értelemben fogjuk hasznalni (tehat mind a fliggvényt, mind pedig
annak egy értékét igy nevezziik), de ez (reméljiik) nem okoz félreértést.

Ha ki akarjuk hangstlyozni, hogy egy adott A maétrix determinanséarol
van sz0, akkor erre a det A jelolést hasznaljuk. Ha egy determinéns valame-
lyik soraroél, oszloparol vagy elemérdl beszéliink, ezen a megfelel§ matrix adott
sorat, oszlopat, illetve elemét értjiik. Példaul egy olyan kijelentés, hogy ,a de-
terminansban két sort felcseréliink”, annak a réviditett megfogalmazéasa, hogy
a matrixban felcseréliink két sort és az igy keletkezd matrix determinénsat
vizsgaljuk.

Még egyszer hangsulyozzuk azonban, hogy a métrix és a determinans
alapvetGen kiilonb6zé matematikai fogalmak. A matrix egy tablazat, tehat
T-beli elemek bizonyos rendszere, mig a determinéns egyetlen T-beli elemet
jelent. Ezért nagyon iigyeljiink a hatarolojelek helyes hasznalatara; matrixnal
ez gombolyd (vagy szogletes) zarojel, determinansnal pedig két fliggsleges
egyenes vonal.

A determinéns fenti definiciojaban lényeges volt, hogy egy n-tényezss
szorzatot el6szor a sorindexek szerint rendezziink, és csak utdna nézzilk az
mas sorrendben irjuk fel a tényezGket, akkor az oszlopindexek permutacioja
is més lesz, és a paritds is megvaltozhat, ily médon nem nyeriink informa-
ciot az elGjelezéssel kapcsolatban. Az alabbi tétel akkor is lehetévé teszi az
elGjel meghatarozasat, ha a tényezdket tetszéleges sorrendben irtuk fel. Ez
a kiszamitasi moéd egyben megsziinteti a sorok és oszlopok szerepének eddigi
aszimmetridjat.

1.2.3 Tétel

Tekintsiink egy, a determinans definiciojaban szerepld n-tényezds szorza-
tot, ahol tehat minden sorbél és minden oszlopbdl egy elem szerepel. Ez
a szorzat (a tényezdket tetszbleges sorrendben felirva) a,(1)x(1) - - Qp(n)r(n)
alaki, ahol p a sorindexeknek, 7 az oszlopindexeknek megfelel§ permutacio.
Ekkor az elsjelet (—1)/(P+(™) hatarozza meg. &

Bizonyitds: Ha p a természetes sorrendnek megfelel6 permutécio, akkor ez ép-
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lathato, hogy a tényez6knek ebbdl a sorrendjébdl kiindulva cserék egymésutan-
javal barmelyik masik sorrendhez eljuthatunk. Igy elég azt megmutatnunk,
hogy ha a szorzatban két tényezst felcseréliink, akkor az I(p) + I(m) Osszeg
paritasa nem valtozik. Ez valéban igaz: egy ilyen csere ugyanis mind a p, mind
a 7 permutaciéban két elem cseréjét jelenti, ezért mindkét permutaciéban az
inverzioszam paratlannal valtozik, tehat az inverziészamok Gsszegének paritasa
valtozatlan marad. m

c sz

sorok és oszlopok szerepe felcserélhetd; az elGjelezést ugy is végezhetjiik, hogy
a szorzatok tényezGit az oszlopok sorrendjében irjuk fel, és az ekkor kialakulo
sorindexek permutacidjanak a paritasat nézziikk. Ez az 1.2.3 Tétel jelolései
szerint annak az esetnek felel meg, amikor m éppen a természetes sorrend.

Feladatok
1.2.1 Mi az alabbi polinomokban 3 egyiitthatoja?

3z 5 7 1 322 5 7 1
2¢2 bxr 6 2 2¢2 5xr 6 2
@ 17 4 03 N N
2 1 4 7 2 1 4 7

1.2.2 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) Ha egy méatrix minden eleme racionalis szam, akkor a matrix deter-
minénsa is racionélis szam.

(b) Ha egy matrix minden eleme irracionalis szam, akkor a méatrix de-
terminansa is irracionélis szam.

(c) Ha egy méatrixnak pontosan egy eleme irraciondlis szam, a t6bbi pedig
racionalis, akkor a métrix determinansa irracionalis szam.

(d) Ha egy n x n-es métrixnak legalabb n? —n+1 eleme 0, akkor a matrix
determinansa 0.

(e) Ha egy métrix determinénsa 0, akkor a matrixban eléfordul 0 elem.

(f) Ha egy maétrix elemei racionélis szamok és a determinansa 1/27,
akkor a métrixban van olyan elem, amelynek a nevez&je 3-hatvany.

(g) Ha egy matrix elemei racionélis szamok és a determinénsa 1/27,
akkor a méatrixban van olyan elem, amelynek a nevezGje 3-mal oszt-
hato.
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1.2.5

1.2.6

1.2.7

1.2.8

1. DETERMINANSOK

Szamitsuk ki az n-edrendd determinanst, ha tudjuk, hogy
a1; = 0 minden j-re (azaz az els6 sor minden eleme 0);
a;; = 0 minden ¢ < j-re (azaz a f6atlo6 felett minden elem 0);

a;; =0, hai+j >n+1 (azaz a matrix bal alsoé és jobb felsé sarkat
Osszekotd atlo alatt minden elem 0).

Szamitsuk ki az alabbi n-edrendd determinansokat (n > 1).
=L ha j =i+ 1 (mod n);

10, egyébként
(azaz kozvetleniil a f6atlo felett, valamint a bal als6 sarokban 1-ek
allnak, minden mas elem 0).

a;; = 1 (azaz minden elem 1).
L mali—i =1
10, egyébként
(azaz kozvetleniil a f64tlo felett és alatt 1-ek allnak, a tobbi elem 0).

Egy n X n-es matrixban van egy k sorbdl és m oszlopbdl all6 téglalap
alakt rész, amelyben minden elem 0. Bizonyitsuk be, hogy ha
k +m > n, akkor a matrix determinénsa O.

Egy n x n-es métrixban két elemet felcseréliink, a tébbin nem véal-
toztatunk. Tekintsiik az eredeti és az j matrix determinansanak
a definici6 szerinti felirasat. Hény azonos szorzat szerepel a tagok
kozott, ha a szorzatok elGjelezését nem vessziik figyelembe? Valtozik-
e a helyzet, ha a szorzatok elGjelezését is figyelembe vessziik?

Egy 1000 x 1000-es valés elemti matrixban tetszéleges szami elem
helyére altalunk valasztott elemeket irhatunk. Legkevesebb hany
elem modositasaval tudjuk elérni, hogy a keletkez& determinans 0
legyen?

Tekintsiik az o121 + aors = B1, Qo121 + qosxe = [ linearis

1o = 0. Bizonyitsuk
21 (22

be, hogy az egyenletrendszer egyetlen megoldasa

egyenletrendszert, és tegyiik fel, hogy Z

B1 a2 ar B

52 Q22 Q21 52
Tl = ) To =

Q11 (12 Q11 (12

o1 (29 Q21 (22
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Tekintsiik azt a paralelogrammat, amelynek egyik csicspontja az
origo, két masik csiucspontja pedig (51, 52), illetve (01, d2). Bizonyit-
B B2

suk be, hogy a paralelogramma teriilete 55
1 02

‘ abszolit értéke.
Tekintsiik az Osszes olyan n X m-es A matrixot, amelyek minden
soraban legfeljebb két darab nem nulla elem all. Jeloljik k(A)-val,
hany nem nulla tag 1ép fel abban az (elGjeles n-tényezds szorzatokbol
képezett) Osszegben, amely det A definicio szerinti felirasat adja. Mi
k(A) lehets legnagyobb értéke?

Bizonyitsuk be, hogy

1849 1444 1896 1222

1490 1703 1790 1526 £0
1342 1566 1541 1514 '
1242 1552 1382 1825

1.3. Elemi tulajdonsagok

1.3.1 Tétel
I. Ha a f6atlo (azaz a bal fels6 sarkot a jobb alsé sarokkal ésszekots , ENy-
DK” irdnyt egyenes) alatt vagy folott minden elem 0, akkor a determinans
a féatlobeli elemek szorzata.
II. Ha valamelyik sor vagy oszlop minden eleme 0, akkor a determinans is 0.
III. Ha valamelyik sor vagy oszlop minden elemét A-val megszorozzuk, akkor
a determinans is A-val szorzodik. &

Bizonyitds: 1. és I1. lényegében szerepelt az 1.2.3 feladatban. III. esetében
a determinans definicié szerinti felirAsdban minden szorzat A-val szorzodik,
hiszen minden szorzatban pontosan egy tényezd van az adott sorbdl, illetve
oszlopbdl. Mivel az elGjelezés nem moédosult, igy a A-t minden tagboél kiemelve
kapjuk, hogy a determinanst ad6 elGjeles Gsszeg is A-szorosara valtozott. m

Megjegyezziik, hogy a II. allitas a III-nak a A = 0 specialis esete.
A kovetkezs tulajdonsag hasonloan igazolhatod (a bizonyitast az 1.3.4 fel-
adatban tiztiik ki):
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1.3.2 Tétel

Ha valamelyik sor vagy oszlop minden eleme egy kéttagu Osszeg, akkor
a determinans két determinéns Osszegére bomlik, ahol az egyikben az adott
sorban, illetve oszlopban rendre az Osszegek egyik tagja szerepel, a mésikban
pedig a méasik tag, a tobbi elem pedig mind a két determinédnsban ugyanaz,
mint az eredetiben volt. Azaz (pl. az els§ sor elemeire nézve)

/ i / " / "
app tap; apptapy .. ap, Tag,
Q921 Q29 e Q2n
(0751 (07°%)) . Ann
/ / / " " "
all 0512 .« .. aln all a12 .. aln
921 29 e Aon a1 929 . (079
= . . R . R

an1 [67°%)] ... Onpn [67%%1 (07°%) oo Opn

Mielstt tovabbmennénk, egy altalanos észrevételt tesziink. Az eddigiek-
ben dgy tapasztaltuk, hogy ha egy tulajdonsig sorokra érvényes volt, akkor
ugyanugy fennallt oszlopokra is (és viszont). Megmutatjuk, hogy ez mindig
sziikségképpen igy van. Az 1.2.3 Tétel alapjan ugyanis a determinédnsban a
sorok és az oszlopok szerepe teljesen szimmetrikus, vagyis ha a determinans
definiciojaban a ,sor” és ,oszlop” szavakat kivetkezetesen kicseréljiik, akkor
ugyanahhoz a fogalomhoz jutunk. (Vigyazat, magabol az 1.2.2 Definiciobol
ez nem latszott, viszont az 1.2.3 Tételbsl mar kovetkezett.) Tegyiik fel most,
hogy a sorokkal kapcsolatban igazoltunk valamilyen altalanos tulajdonségot.
Ha itt a bizonyitasban kovetkezetesen a ,sor” sz6 helyett az ,oszlop” szo6t ir-
juk és viszont, akkor ugyanennek a tulajdonsidgnak az oszlopokra vonatkozo
valtozatara kellett hogy nyerjiink egy kifogastalan levezetést.

Ennek alapjéan barmely, a sorokra fennall6 tulajdonsig oszlopokra is igaz.
Megjegyezziik, hogy mindez majd az 1.3.6 Tételbdl is kozvetleniil adodik. A
tovabbi tulajdonsagokat ezért csak sorokra fogjuk kimondani (de természete-
sen oszlopokra ugyanigy érvényesek).

1.3.3 Tétel
Ha két sor egyenls (azaz a megfelels elemek megegyeznek), akkor a de-
terminéns 0. &

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy a determinans definici6 szerinti felirdsaban a
szorzatok parba allithatok tigy, hogy barmely két 6sszetartozo szorzat ugyanaz,
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azonban az elGjelezésiik ellentétes. Mivel minden par 6sszege 0, ezért a deter-
minéns is 0.

A bizonyitast az egyszertiiség kedvéért arra az esetre mondjuk el, amikor
az els6 két sor egyenls: aq; = ap; minden j-re.

A bizonyitas gondolatat eldszor egy konkrét példan illusztraljuk. Legyen
n = 5, és tekintsiik a determinéns definiciéjaban az

S = a130050340041 (52

szorzatot. Mivel a feltétel szerint a3 = aing és ans = a5, ezért a determinans-
ban szintén szerepld
!/
S" = a5023034041 052

szorzat egyenlS S-sel.

Vizsgaljuk most meg az S, illetve S’ szorzatok elGjelezését. Ehhez az
oszlopindexekbdl képezett 35412, illetve 53412 permutacié inverzidszamat kell
tekintenlink. Az utobbi permutaciot az el6z6bdl tgy nyertiik, hogy az els6
két elemet felcseréltiik. Ennek alapjan az inverzioszam paratlannal valtozott
(jelen esetben 1-gyel, mert a felcserélt elemek szomszédosak voltak). Ez azt
jelenti, hogy a két permutécio ellentétes paritasu, és igy az S és S’ szorzatok
elGjelezése is ellentétes (jelen esetben a determinanst ad6 6sszegben —S' és +5’
fog szerepelni).

Pontosan ugyanigy kell végiggondolni az altalanos esetet is. A deter-
minéns definiciéjaban szerepld szorzatok altalanos alakja

S = Q15(1)X25(2) X35(3) - - - Ano(n)-

Ugyanez a szorzat még egyszer el6fordul mint

S" = 10(2)¥20(1)¥30(3) - - - Uno(n)

hiszen ay,(1) = Qa5(1) €8 Qa5(2) = Qig(2). Konnyen lathato, hogy ezzel a
szorzatokat valéban péarba allitottuk.

Végiil igazoljuk, hogy S és S’ ellentétes elGjelid lesz. S elGjelét a
o(1)o(2)0(3)...0(n) permutacio paritasa, S’-ét pedig a o(2)o(1)o(3)...0(n)
permutéaci6 paritasa adja. Mivel az utobbi permutéacio az el6bbibdl (az elss)
két elem cseréjével keletkezett, igy a paritas valéban az ellenkezGjére valtozott.

|

Az 1.3.3 Tételt az 1.3.1 Tétel III. részével kombinalva azonnal adodik az
alabbi kovetkezmény:
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1.3.3A Tétel
Ha valamelyik sor egy masik sor A-szorosa, akkor a determinéns 0. &

Az alédbbi tulajdonsag lesz az, amelyet a determindnsok szamolasanél
taldn a legtobbszor fogunk alkalmazni.

1.3.4 Tétel
Ha egy sorhoz hozzaadjuk egy masik sor \-szorosat, akkor a determinans
nem valtozik. &

Bizonyitds: Az egyszeriibb leirds kedvéért tekintsiik azt az esetet, amikor az
els6 sorhoz adjuk hozza a masodik sor A-szorosat. Ekkor az 1.3.2 Tétel alapjan

app + Az Qi+ Aagy ... i + Aazg,
a921 Q929 e Qop
[07%%1 [07%%] . Apyn,
a1 12 oo O )\0621 )\0422 e )\Oégn
a91 29 . (057 921 29 e (657
= . . . .t . . . . )
anp1 Qp2 oo Opn [07%%1 [67°%)] e Apn,

és a jobb oldalon 4ll6 mésodik determinéns az 1.3.3A Tétel szerint 0. m

1.3.5 Tétel
Ha két sort felcseréliink, akkor a determinans a negativjara valtozik. &

Bizonyitas: A bizonyitast most is az els6 két sor esetére végezzik. Az 1.3.4
Tételt fogjuk tobbszor egymas utan alkalmazni. Elészor a masodik sort kivon-
juk az els6 sorbol, majd az (1)) els6 sort hozzaadjuk a masodik sorhoz, végiil
a(z 1j) masodik sort kivonjuk az (1j) els sorbol. Ekozben a determinans nem
valtozik, az els6 két sor j-edik eleme pedig a kovetkezSképpen modosul:

a1 NN a1 — Qg4 NN a1 — Qg4 NN —Qy )
Q2j Q2j Qaqj Qqj
Végiil az elsé sorbol (—1)-et kiemelve, a kapott determinans egyrészt az ere-

deti determinéns (—1)-szerese (1.3.1/III Tétel), masrészt ez a determinans az
eredetibdl éppen az elsd két sor felcserélésével keletkezett. m
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1.3.6 Tétel
Ha az elemeket a f6atlora tiikrozziik, akkor a determinéns nem valtozik.

L)

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy a két determinans definicio szerinti felirdsdban
ugyanazok a szorzatok szerepelnek és az elGjelezésiik is azonos.

Az eredeti determinans elemeit jeloljiik o;j;-vel, az tjét pedig 3;;-vel. A
feltétel szerint 8;; = aj; minden 1, j-re.

Az eredeti determinénsban szerepld szorzat dltalanos alakjat most az 1.2.3
Tételben szerepld modon, a,(1)x(1) - - Qp(n)r(n) formaban irjuk fel, ahol p a
sorindexek, 7 az oszlopindexek permutacidéja. Ugyanez a szorzat a fGatlora
torténd tiikrozés utan is szerepelni fog, éspedig Br(1)p(1) - - - Br(n)pn) alak-
ban. A két szorzat elGjelezése is megegyezik, hiszen az elGjelet az 1.2.3 Tétel
szerint az eredeti determinansban (—1)7(P+1(™) 4 tiikrozés utaniban pedig
(—=1)I(M+1(P) hatarozza meg. m

Megismételjiik, hogy az 1.3.6 Tételbsl (is) kovetkezik, hogy barmely, a
sorokra érvényes altaldnos determinénstulajdonsag sziikségképpen igaz az osz-
lopokra is.

Az 1.3.1-1.3.6 Tételek alapjan egy determinanst altalaban a kovetkezs
modszerrel tudunk kiszamitani. Arra toreksziink, hogy végiil a f6atlo alatt
csupa 0 legyen, ekkor a determinans a f6atlobeli elemek szorzata. Ha az eljaras
kézben barmikor az adddik, hogy valamelyik sorban vagy oszlopban csupa 0
all, akkor a determinéns 0. Az eljaras soran csak olyan lépéseket alkalmazunk,
amikor a determinans nem valtozik, illetve csak elGjelet valt (ez utobbiakat
természetesen gondosan nyomon kell kévetni).

Ha «ay1 # 0, akkor minden sorbdl az elsé sor alkalmas t6bbszorosét le-
vonva, elérhetjiik, hogy az els6 oszlop tobbi eleme 0 legyen. Ha a bal fels
sarokban eredetileg 0 4llt, akkor az elsé sort elgbb felcseréljiik egy olyan sorral,
amelynek els6 eleme nem volt 0, és ezutan végezziik a fenti kivonogatasokat.
(Ha nincs ilyen sor, akkor az elsé oszlop minden eleme 0, tehat a determinéns

0.)
Ha az els6 oszlopban az els§ elem kivételével mar minden elem 0, akkor
megtehetjiik, hogy az elsé sor mésodik, ..., n-edik elemét minden gondol-

kodas nélkiil O-ra véltoztatjuk. Ez abbol kovetkezik, hogy ha az els§ oszlop
megfelel§ tobbeseit a tobbi oszlopbdl levonjuk, akkor az els§ sorban ezeknek
az elemeknek a helyére 0 keriil, és kozben semelyik mésik elem sem moédosul,
valamint a determinans sem véaltozik. Erre a 1épésre azonban tulajdonképpen
nem lesz sziikségiink.

A kés6bbiekben az els§ oszlop mar mindenképpen valtozatlan marad.
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Most tovabblépiink (az 1j) ags-re. Ha ez nem nulla, akkor a harmadik, ...,
n-edik sorbol a masodik sor megfelels tobbszorését levonva, a f6atlo alatt a ma-
sodik oszlopba is csupa 0 keriil. Ha ags = 0, akkor ezen tgy segithetiink, hogy
a masodik sort valamelyik alkalmas késdbbi sorral felcseréljiik. (Ha a masodik
oszlop minden tovabbi eleme is 0, akkor a determinéns konnyen lathatéan
maga is 0.) Ezt az eljarast folytatva, vagy kideriil, hogy a determinéns 0, vagy
pedig elérhetjiik, hogy a f6atlo alatt csupa 0 alljon.

1 2 3
Példa: Az el6z6 pontban mar szerepelt |4 5 6| determinanst a kdvetkezs-
7 8 9
képpen szamithatjuk ki. A masodik, illetve harmadik sorbol levonjuk az elsé
1 2 3
sor 4-, illetve 7-szeresét: |0 —3 —6|. Itt a harmadik sor a mésodik sor
0 —6 —12

kétszerese, tehat a determinans 0. (Ugyanez adodik a fenti eljarasbol is: a
harmadik sorbol a masodik sor kétszeresét levonva, a harmadik sorba csupa 0
kertiil.)

A fenti eljarast, pontosabban annak finomitasat fogjuk linearis egyenlet-
rendszerek megoldasanal is alkalmazni; ezt hivjak Gauss-féle kikiiszébolésnek
(lasd a 3.1 pontot).

Megjegyezziik, hogy a determinans kiszamitasanal a sorok helyett ter-
meészetesen az oszlopokkal is hasonléan manipulalhatunk, s6t akar felvaltva,
hol oszlopokkal, hol pedig sorokkal dolgozhatunk. Szémos determinéns ki-
szamitasanal nem feltétleniil a fenti altalanos modszer a célravezetd, hanem
mindenféle egyedi triikkkoket lehet (vagy kell) alkalmazni.

Néhdny jotandcs. Erdemes a determinans elemeib6l minél tobbet részlete-
sen felirni, és ezeknek a valtozasat az egyes lépéseknél gondosan regisztralni.
Gyakran a részletes és pontos felirds mar félmegoldés, mert szinte sugallja,
hogy a kovetkez§ lépésben mit érdemes csindlni. Azt is fontos jelezni, hogy
mi az a lépés, amit éppen végeztiink, mert kiilonben késébb (pl. egy esetleges
hibakeresésnél) gyakran mar magunk sem tudjuk rekonstrualni, hogy mire is
gondoltunk akkor.

Nagyon veszélyes, ha tobb lépést megpréobalunk Osszevonni. Ha pl. a
masodik sorboél kivontuk az els6 sort, akkor a koévetkezd 1épésben mar egy
,masik” determinénst alakitunk tovabb, amelynek 0j a mésodik sora. Ezért
legfeljebb olyan tipust 6sszevonésokat szabad csinalni, amikor az egyes 1épések
nem befolyasoljak egymaést, pl. az elsd sort kivonjuk az Osszes tobbi sorbol.

Pontosan at kell gondolni a ,minden sorbol kivonjuk a félétte allé sort”
tipust mandvereket. Nem mindegy ugyanis, hogy ezt alulrél, vagy feliilrél
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Ha feliilrsl kezdjiik, akkor a harmadik sorbdl mar egy mddositott

masodik sort (ti. az eredeti masodik sornak és az eredeti elsé sornak a kiilénb-
ségét) kell levonni. Ha alulr6l haladunk felfelé, akkor mindig az eredeti sorok
keriilnek levonasra. Azt se felejtsiik el, hogy az els§ sor mindenképpen val-
tozatlan marad.

Feladatok

1.3.1

1.3.2

1.3.3

1.3.4
1.3.5

1.3.6

1.3.7

1.3.8

(c)
1.3.9

Mi torténik egy determinanssal, ha a fiigg6leges kdzépvonalara tik-
rozzik?

Hany olyan komplex szadm van, amellyel egy n X n-es komplex ele-
mi matrix minden elemét megszorozva a métrix determinénsa az
ellentettjére valtozik?

Szamitsuk ki az alabbi determinansokat:

1111 111 11
11111 1111 111
12345 1234 123

(@) 123456 123426 )
&) 11923457 123427 °

Bizonyitsuk be az 1.3.2 Tételt.

Bizonyitsuk be az 1.3.5 Tételt kdzvetleniil, az 1.3.4 Tétel felhaszna-
lasa nélkiil.

Mutassuk meg, hogy pl. valos szamokra az 1.3.5 Tételbdl azonnal
kovetkezik az 1.3.3 Tétel. Alkalmazhato-e ez a gondolatmenet bar-
mely test esetén?

Legyen «a # 0 rogzitett komplex szam. Egy (komplex elemti) n x n-es
métrixban (minden k-ra és j-re) a k-adik sor j-edik elemét a) o’ k-
val; b) a/**-val megszorozzuk. Mi a kapcsolat a régi és az 11j matrix
determinansa kozott?

Szamitsuk ki az alabbi n x n-es determinénsokat.
|14, hai=y; I

as={} miZd () iy = min, ).

Oéij :Zj (d) Oé”:Z—F] (e) aij:i2+j2.

Egy determinans minden sora szamtani sorozat. Szamitsuk ki a de-
terminanst.
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1.3.10

1.3.11

1.3.12

1.3.13

1.3.14

1.3.15

1.3.16

1.3.17

1. DETERMINANSOK

5 3 0 1

e 4 2 2 7

315301, 314227, 3|8340, 3|2346 és torténetesen 3 | 8 3 40
2 3 4 6

Vajon a véletlen jatékaval allunk-e szemben? Mi a helyzet 3 helyett
23-mal?
Legyenek ~1, ..., v, és 61, ..., 0 tetszdleges komplex szamok, és

tekintsiik azt a métrixot, amelyben az i-edik sor j-edik eleme 14;0;.
Szamitsuk ki a matrix determinansat.

Egy determinans f6atlojanak minden eleme ~y, a tébbi helyen pedig
6 all. Szamitsuk ki a determinanst.

Egy paratlan rendd négyzetes métrixban «;;+a;; = 0 teljesiil minden
i, j-re (ferdén szimmetrikus vagy antiszimmetrikus matrix). Mennyi
a determinansa?

Egy komplex elemti D determinans barmely sordhoz van a deter-
minansnak (legalabb egy és az adott sortdl nem feltétlentil kiilon-
boz8) sora, amely ennek a sornak a konjugaltja (azaz a megfelels
elemek egymés konjugaltjai). Bizonyitsuk be, hogy D? valés szam.

Szamitsuk ki az alabbi determinanst és altaldnositsuk a feladatot:
1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

Szamitsuk ki az alabbi n x n-es determinansokat; b)-ben «;; =i, ha
j =1 (mod i), a tobbi helyen pedig 1 &ll.

111 11 1111 1
10 0 0 1 2 1 2 1 2
01 0 0 1 31 1 3 1

@ o o 1 0 1 ® 14 111 4
000 ... 11 n 11 1 1

Egy n x n-es matrix f6atlojaban csupa 1l-es all, kozvetleniil a f64atlo
alatt mind az n — 1 elem —1, kozvetleniil a f6atld folott rendre
12,22 ... (n — 1)? helyezkedik el, a tobbi elem pedig 0. Szamitsuk
ki a matrix determinansét.
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1.3.18 Legyenek ¢1, ..., ¢, tetszéleges szogek és az n X n-es A méatrix elemei
a;; = cos(¢; + ¢;j). Szamitsuk ki det A-t.

1.3.19 Egy n x n-es matrix elemei egész szamok, és egyetlen sorban sincs két
olyan szam, amely azonos maradékot adna n-nel osztva. Bizonyitsuk
be, hogy ha n paratlan szam, akkor a méatrix determinénsa oszthaté
n-nel. Mit allithatunk paros n esetén?

1.3.20 Egy p(n) X ¢(n)-es matrix elemei n-hez relativ prim egész szamok, és
egyetlen sorban sincs két olyan szdm, amely azonos maradékot adna
n-nel osztva (¢p(n) az Euler-féle ¢-fiiggvény). Bizonyitsuk be, hogy
ha n > 2, akkor a matrix determinansa oszthatd n-nel.

*1.3.21 Legyen n > 7 és tekintsiik azt az n X n-es maétrixot, amelyben
a;; = ij legkisebb pozitiv maradéka modulo n (tehéat ha ij oszthato
n-nel, akkor a;; = n, nem pedig 0). Bizonyitsuk be, hogy a matrix
determinéansa 0.

1.4. Kifejtés

Ebben a pontban a determinans egy masik, rekurziés tipusa kiszamitasi mod-
javal ismerkediink meg, amikor egy n-edrendd determinanst n darab n — 1-
edrendi determinansra vezetiink vissza. Ez elsGsorban elméleti szempontbol
jelent6s, de egyes determinénsok gyakorlati kiszamitasénal is jol alkalmazhato.

Ehhez elGszor az elGjeles aldeterminans fogalmét definialjuk. Ebben a
pontban végig feltessziik, hogy n > 1.

1.4.1 Definicié

Tekintsiink egy n-edrendd determinénst. Hagyjuk el az i-edik sort és
a j-edik oszlopot, igy egy (n — 1) x (n — 1)-es determinéans keletkezik. Az
aj; elemhez tartozd A;; eldjeles aldetermindnson ennek a determindnsnak a
(—1)"*i-szeresét értjiik. &

1 2 3 1 2
Példa: (4 5 6] esetén Agz = (—1)° = 6.
7T 8 9 [

FIGYELEM! Az aldeterminans elGjelezésének semmi koze sincs a determinans
definici6jaban az egyes szorzatok elGjelezéséhez, itt semmiféle permutacid vagy
inverzi6szam nem szerepel. Az aldeterminéns elGjelét kizardlag az hatérozza
meg, hogy melyik sort és oszlopot hagytuk el: ha ezek indexe (,sorszama’)
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azonos paritasu (tehat ha paratlanadik sort és oszlopot vagy parosadik sort és
oszlopot hagytunk el), akkor az elGjel ,+7, ellentétes paritas esetén pedig ,,—".
Az elGjelezést igy az un. ,sakktablaszabily” adja:

+ - 4+ -
-+ - +
+ - 4+ -
-+ - +

Specialisan, a f6atlo elemeihez tartozé aldeterminansok mindig pozitiv elGjelet
kapnak.

Az elGjeles aldeterminans” kifejezésben az ,elGjeles” jelz6t mindig ki
fogjuk tenni, hogy ezt a fogalmat élesen megkiilonboztessiik a méatrixok rang-
janal szerepld aldeterminansfogalomtol (lasd a 3.4 pontot).

Az elGjeles aldeterminansok jelentGségét az tn. kifejtési tétel adja:

1.4.2 Tétel (Kifejtési tétel)
Ha egy sor minden elemét megszorozzuk a hozza tartozo elGjeles aldeter-
minanssal, az igy kapott szorzatoknak az Gsszege a determinanssal egyenls:

det A = a;14i1 + appAio + ...+ ainAin = Z aiinj .

j=1

Ezt hivjuk a determinans i-edik sor szerinti kifejtésének. Természetesen
hasonlé allitas érvényes sorok helyett oszlopokra is.

1 2 3
Példa: a D=4 5 6| determinanst a masodik oszlopa szerint kifejtve
7 8 9
4 6 1 3 1 3
—9.(_1)3 (—1)4 (=1)° =
D=2-(-1) - 9'+5 (—1) . 9'+8 (—1) 4 6‘ 0

adodik (amely természetesen egyezik a korabban mas modokon kiszamolt ered-
ménnyel).

Bizonyitas: Tekintsiik a det A = D determinans definicié szerinti felirasat.
Az n-tényezGs szorzatokat csoportositsuk aszerint, hogy az i-edik sorbol
melyik elem szerepel benniik. Ezt a kozos elemet kiemelve, a determinans
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D = a1 81+ P2 + ... + ayn By alakban irhatd. Megmutatjuk, hogy barmely
j—re ﬁj = A”

Fel fogjuk hasznalni az 1.2.3 Tételt, amely akkor is lehet6vé teszi a deter-
minansban szerepld szorzatok elGjelezését, ha a szorzat tényezsit nem (feltét-
lentil) a sorindexek szerint rendeztiik.

Tekintsiik most a D determinansban (rogzitett j-re) az oy;-t tartalmazo
szorzatoknak egy olyan felirdsat, amikor az o;; tényezs all elsl. Egy ilyen
szorzat altalanos alakja:

Qi 0p(2)m(2) - - - Ap(n)m(n) - (1.4.1)

Itt p a sorindexeknek, 7 az oszlopindexeknek megfelel permutécio (tehét
p(l) =i,7(1) = j). Ennek a szorzatnak az elGjele (a D determinénst defini-
ci6 szerint elsallitéo 6sszegben) az 1.2.3 Tétel szerint (—1)!(P)+1(™) (ahol I(p),
illetve I(m) az i, p(2), ..., p(n), illetve j, m(2),...,n(n) permutécio inverziosza-
mat jeloli).

Az o;; kiemelése utén igy B;-re az alabbi 0sszeg adodik:

B, = Z(_l)I(P)+I(7r) Qp(2)7(2) - - - Ap(n)m(n) - (1.4.2)

Itt az Osszegben minden olyan n — 1-tényez&s szorzatot kell venni, ahol a
tényezdk az i-edik sor és j-edik oszlop elhagyasaval keletkezett D’ determinans
definiciojaban szerepelnek.

Hasonlitsuk most Gssze az (1.4.2) jobb oldalan allo Gsszeget (amely §;-vel
egyenls) a D’ determinanst definicié szerint elGallité sszeggel. Mindkét 6sz-
szegben ugyanazokrél az n — 1-tényezds szorzatokrdl van szo. Vizsgaljuk
meg, hogy egy ilyen szorzatot milyen elGjellel kellene venni a D’ determinans
kiszamitasahoz. Ismét az 1.2.3 Tétel szerint ehhez meg kell nézni, hany in-
verzi6 fordul el§ a sorindexek, valamint az oszlopindexek permutaciéjaban
egyiittvéve.

Ezeket az inverziokat nem befolyésolja, ha a sorok és oszlopok szamozasa-
nal megtartjuk az eredeti, D-beli sor-, illetve oszlopszdmokat (vagyis a sorokra
1,2,...,i—1,i4+1,...,n-et, az oszlopokra pedig 1,2,...,7—1,7+1,...,n-et).
Ennek megfelelGen a sorindexeknél a p’ = p(2)p(3) ... p(n) permutacié inver-
zioszamat, I(p')-t, az oszlopindexeknél pedig a ©' = 7(2)7(3)...m(n) per-
mutacié inverzioszamat, I(n’)-t kell tekinteni. (Tehat p’ az 1,2,...,i — 1,
i+1,...,n szamoknak a sorindexek szerinti permutécioja, 7’ pedig az 1,2,...,
j—1,7+1,...,n szamoknak az oszlopindexek szerinti permutécioja.)

Az (1.4.1)-ben szerepls eredeti p permutaciot tgy nyerjik, ha p' =
=p(2)p(3)...p(n) elé p(1) = i-t irunk. Ezért I(p) annyival nagyobb I(p’)-nél,
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ahany elemmel p(1) = 7 inverzioban all. Ezek az elemek nyilvan éppen az i-nél
kisebb szamok, tehat I(p) = I(p’) + (i — 1). Ugyanigy I(w) = I(7') + (5 — 1).

Az el6z6kbol I(p)+1(m) =i+ j—2+1(p')+I(n’) adodik. Ezt (1.4.2)-be
behelyettesitve kapjuk, hogy

B = (=Y ()T apyn) - dpyeeny = (F1)TD = Ay m

Az 1.4.2 Tétel egy masik bizonyitasi lehetSségét az 1.4.4 feladatban jelez-
ziik.

A determinéns kifejtésével egy n-edrendii determinéns kiszamitésat visz-
szavezettiik n darab (n — 1)-edrendd determinans kiszamitasara. Altaldban
olyan sor vagy oszlop szerint érdemes kifejteni, amelyben sok 0 fordul eld,
hiszen a 0 elemekhez tartozoé elGjeles aldeterminansokat nem kell kiszdmitani.

A Kkifejtési tétel lehet6vé teszi bizonyos tipusi altalanos m-edrendi de-
terminansok rekurzié utjan torténd kiszamitasadt. Ez akkor mtkodik, ha az
n-edrendd D,, determinénst kifejtve ugyanolyan tipusi alacsonyabb rendtd de-
terminénsok (pl. D,,—1 és D,,_2) segitségével tudjuk felirni (ehhez esetleg egyes
elgjeles aldeterminansokat is a kifejtési tétel segitségével kell tovabb bontani).
A kapott rekurzio alapjan a D, -re megsejtett (vagy szisztematikusan meg-
talalt) formula teljes indukcioval igazolhato.

A kifejtési tétel alkalmazasanal is célszert az elemek részletes felirasa,
a lépések gondos regisztralasa és a valtozasok pontos nyomonkovetése. Ne
feledkezziink el az aldeterminans megfelelS elGjelezésérél. Ha a kifejtési tételt
tobbszor is alkalmazzuk, akkor tigyeljiink arra, hogy kozben megvaltozik a
determinansok mérete, valamint az egyes elemeknek a sorokban, illetve osz-
lopokban elfoglalt helyzete. Ennélfogva egy adott elemhez tartozd aldeter-
mindns minden tjabb kifejtési 1épésnél teljesen atalakul, beleértve az elGjel
modosulasat is.

Egy determinans kiszdmitasanak nem csak egyféle modja van. Gyakran
érdemes a kifejtési tételt az elemi tulajdonsagokkal tigyesen kombinalni. Az
egyes megoldasi moédok bonyolultsaga, ids- és szamolasigénye kézott szamot-
tevd kiilonbség lehet. Sajnos, egy konkrét determindnsnal altalaban nehéz
el6re megjosolni, hogy melyik 4t a leggyorsabb, illetve hogy egy kinalkozo
modszer az adott esetben egyaltalan eredményes lesz-e.

A kifejtési tétel segitségével igazolhato az un. ferde kifejtés is:
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1.4.3. Tétel (Ferde kifejtés)
Ha egy sor elemeit rendre egy masik sorhoz tartozoé elGjeles aldeterminan-
sokkal szorozzuk meg, az igy kapott szorzatoknak az Gsszege mindig 0:

n
k#r= oA + a2l + ...+ amArn = ZaT‘jAkj =0. &
j=1

FIGYELEM! A  kifejtés” sz itt megtéveszts, mert az Osszeg értékének
semmi koze sincs az eredeti determinénshoz; ez az 6sszeg mindig 0, fiiggetlentil
attol, hogy maga a determinéns 0 vagy sem.

Bizonyitds: Egy mdsik determinénst fogunk késziteni, és arra alkalmazzuk
majd a kifejtési tételt. Tekintsiik azt az A’ matrixot, amelynek a k-adik sora
ugyanaz, mint az eredeti determinéns r-edik sora, a tobbi eleme pedig azonos
az eredeti determinéns megfelels elemével. Azaz

’ {aijv ha i # k;

s .
& arj, hai=k.

A’-ben a k-adik és az r-edik sor egyenls (mindketts az eredeti determinéans
r-edik sora), ezért det A’ = 0. Ha most ezt a determinénst a k-adik sora
szerint kifejtjiik, akkor — felhasznalva, hogy A-ban és A’-ben a k-adik sorhoz
tartozo Ay, és A, ; el6jeles aldeterminansok minden j-re megegyeznek — éppen
a tételbeli Osszeget kapjuk:

det A" = aj Ay + QhoApa+. ..+ Ay = 1 Agt + Qo Apa + ...+ Agry.m

Feladatok

1.4.1 Egy n X n-es D determindns minden elemét megszorozzuk a hozza
tartozo eljeles aldeterminanssal. Mi lesz az igy kapott n? darab
szorzat Osszege?

1.4.2 Egy determinansban az els6 két sorhoz tartozé elGjeles aldeterminén-
sok rendre megegyeznek, azaz minden j-re A;; = As;. Szamitsuk ki
a determinanst.

1.4.3 Bizonyitsuk be, hogy a11-et és a12-t megceserélve a determinans akkor
és csak akkor nem valtozik, ha a1 = a12 vagy A1 = A1s.
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1.4.4

(iii)

1.4.5

1.4.6

1.4.7

1.4.8

1.4.9

1.4.10

1.4.11

1. DETERMINANSOK

Adjunk egy maésik bizonyitast a kifejtési tételre az alabbi gondo-
latmenet alapjan:

A tételt elGszOr arra a nagyon specialis esetre igazoljuk, amikor az
els6 sor szerint fejtiink ki, és az elsg sor utolso n — 1 eleme 0 (azaz
legfeljebb a bal fels6 sarokban &ll nem nulla elem).

Sor- és oszlopcserékkel vezessiik vissza (i)-re azt a (még mindig megle-
het6sen) specialis esetet, amikor valamelyik sorban (n—1) darab 0 all
(azaz legfeljebb egy elem kiilonbozik 0-t6l) és e szerint a sor szerint
fejtiink ki.

Egy altalanos determinanst bontsunk az 1.3.2 Tétel felhasznalasaval
(ii) tipust determinénsok Osszegére.

Egy n x n-es méarix bal felsé sarkaban 1-es all, az els6 sor tobbi eleme
B, az els6 oszlop tobbi eleme v, a f6atl6 tobbi eleme §, az 6sszes tobbi
elem pedig 0. Szamitsuk ki a métrix determinansat.

Egy 2k x 2k-as determinans f6atlojanak minden eleme v, a bal als
sarkot a jobb fels§ sarokkal 0sszekots atldo minden eleme §, a tobbi
elem pedig 0. Szamitsuk ki a determinanst.

Egy n x n-es determinansban a fatlo minden eleme v+ 4, kdzvetleniil
a f6atlo alatt n — 1 darab 1-es all, k6zvetleniil a f64tl6 felett mind az
n — 1 elem vJ, a tobbi elem pedig 0. Szamitsuk ki a determinanst.

Tekintslink egy olyan n x n-es komplex elem@i matrixot, amelynek
a determindnsa nem nulla. Hany olyan « komplex szam van, ame-
lyet a matrix minden eleméhez hozzaadva az igy kapott Gj métrix
determinansa 0 lesz?

Egy n x n-es determinédnsban a bal fels6 sarokban cos ¢ all, a f6atlo
tobbi eleme 2 cos ¢, kdzvetleniil a f6atlo alatt és f6lott mind a 2n — 2
elem 1-es, a tobbi elem pedig 0. Bizonyitsuk be, hogy a determinéns
cos(ng)-vel egyenld.

Legyenek 1, ..., B, tetszbleges szamok. Szamitsuk ki det A-t, ha az
n X n-es A matrix elemei

a.._{l_ i27 ha i = j;
* _Biﬁja hal#]

Tegylik fel, hogy egy determinans barmely sordban és barmely osz-
lopaban az elemek Gsszege 0. Bizonyitsuk be, hogy valamennyi el6-
jeles aldeterminéns egyenld.
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Tegyiik fel, hogy valamennyi elGjeles aldetermindns egyenls és ez a
kozos érték nem a 0. Bizonyitsuk be, hogy a determinans barmely
soraban és barmely oszlopaban az elemek 6sszege 0.

Egy determinans f6atlojanak minden eleme v, a f6atlo felett csupa §
all, a f6atlo alatt pedig csupa 8. Széamitsuk ki a determinanst.

(v6. az 1.2.7 feladattal)

M és C a kovetkezd jatékot jatsszék. M megad egy n X n-es valos
elemd matrixot, C pedig ebben rendre egy-egy elemet tetszdleges
masik valos szamra kicserélhet. Egy olyan métrixhoz kell igy eljut-
nia, amelynek a determinansa nem nulla. M-nek az a célja, hogy C
ezt a lehetd legtobb lépésben érje el, C-nek pedig az, hogy a lehets
legkevesebben. Mekkora lesz a 1épésszam, ha mindketten optimalisan
jatszanak?

Oldjuk meg a feladatnak azt a médositasat, ha a valtoztathaté elemek
helyét is M jeldli ki a kovetkez6 moédon: a matrix megadésa utan C
vallalja, hogy héany lépésben végez, és ekkor M ennyi helyet kijelol,
és C az ott levs elemeket tetszdleges valos szamokra cserélheti.
Oldjuk meg az a) és b) feladatokat arra az esetre, ha a cél az, hogy
a determinans nulla legyen.

Létezik-e minden n-re olyan n X n-es valés elemt méatrix, amelynek
a determinénsa nulla, de barmelyik (egyetlen) elemét akarhogyan
megvaltoztatva a kapott métrixok determinansa sohasem nulla?

Az 1.4.2 kifejtési tétel altalanositasa a Laplace-kifejtés. Legyen A
egy n X m-es matrix és 1 < k < n — 1. Egy k x k-as aldeterminan-
son tetszGleges k sorbdl és k oszlopbol képezett determinanst értiink.
Ennek elgjeles komplementer aldetermininsa a kimaradt sorokboél és
oszlopokbol képezett (n—k) x (n—k)-as aldeterminans (—1)°-szerese,
ahol S a k X k-as aldeterminans sor- és oszlopindexeinek az Osszege.
Rogzitsiink le k sort és szorozzuk Ossze az ehhez a k sorhoz tartozo
mindegyik k X k-as aldeterminanst a neki megfelel6 elGjeles komple-
menter aldeterminanssal. Igazoljuk, hogy ezeknek a szorzatoknak az
Osszege az A méatrix determinansa. (A k = 1 specidlis esetben kapjuk
a kifejtési tételt.)

1.5. Vandermonde-determinans

Gyakran el6fordulnak az alabbi specialis tipusi determinansok:
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1.5.1 Definicio6
Legyen 1,72, -..,7n tetszbleges. A ~1,72,...,7n elemek altal generalt
Vandermonde-determindns

1y ¥ 0ot
L 7 ’Y% ’yg_l
2 n—1
Vv, Y2y Yn) = 1 v v ... Y

A Vandermonde-determinéns i-edik sordaban tehat rendre +;-nek 0,1, ...,
n — l-edik hatvanya &all. Ha két general6 elem azonos, akkor két egyforma sor
van, és igy a determinans 0. Az alabbi szorzatalakbol kideriil, hogy ennek a
megforditasa is igaz.

1.5.2 Tétel
1 m ¥ ... fy?_l
T BT o
2 n—1
Vonmm = |19 R 872 T e
: . : : 1<j<i<n
1 2

Bizonyitds: Vonjuk ki jobbrol bal felé haladva minden oszlopb6l az 6t megel5z8
oszlop 71-szeresét:

1 0 0 . 0

1 _ 2 n—1 o n—2
Y2—71 Y2 —71Y2 .- Yo Y172

I 3= Y—mv3 ... Y5t —me?

L Y= Y2—mvm oo Yt

Most vonjuk le minden sorbél az elsé sort, ezzel az elsé oszlop utolsé
n — 1 eleme is 0 lesz, a tobbi elem pedig nem valtozott. A méasodik, harmadik
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stb. sorbol rendre vo — y1-€et, v3 — y1-et stb. kiemelhetiink. Ezzel a

(v2=71) - (9 — M)

1 0 0 ... 0
Yoo .. P
I
0 1 v, ... A2

=02 =7 (= 1)V(r2,- )

alakra jutottunk. Igy a feladatot egy eggyel kisebb rendidi Vandermonde-
determinansra vezettiik vissza. A fenti eljarast megismételve (vagy teljes in-
dukcioval) adodik a tétel. m

Feladatok
1.5.1 Fejezzik ki V- =V (y1,...,7,) segitségével az alabbi szorzatokat:
(a) H1§i<j§n(%‘ —7); (b) H1§j¢i§n(%‘ — V)
1.5.2 Legyenek 7o, ..., v, rogzitett komplex szdmok. Hany megoldasa van

1.5.3

1.5.4

M 1.5.6

aV(x,v2,...,v) = 0 egyenletnek? Elsfordulhat-e, hogy valamely ¢
komplex szamra a V(x,7s2,...,7,) = 0 egyenletnek ennél (a) tébb;
(b) kevesebb megoldasa van?

Egy determinéns minden sora mértani sorozat (0 elemet nem en-
gediink meg). Szamitsuk ki a determinénst.

Szamitsuk ki azt az n X n-es determinénst, ahol az i-edik sor j-edik
eleme 7.

Legyenek fy, ..., fn_1 valos egyiitthatos polinomok, ahol deg fr = k,
tovabba ~v1,...,7v, tetszGleges valos szdmok. Szamitsuk ki azt az
n x n-es determinanst, amelyben az i-edik sor j-edik eleme f;_1(7;).

Mennyi a determinans értéke, ha a polinomok fokszamara vonatkozo
kikGtést a deg fr < n — 2 feltételre cseréljiik ki?

Legyenek o, ..., an, B1, .. ., By valos szamok, ahol a; 5; # 1. Szamit-
suk ki azt az n X n-es determinénst, amelyben az i-edik sor j-edik

eleme (1 — a7 B7)/(1 — i 3;).
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1.5.7

1.5.8

1. DETERMINANSOK

Legyenek ag,...,an,B1,-..,Bn valos szamok. Szamitsuk ki azt az
n X n-es determinanst, amelyben az i-edik sor j-edik eleme

(o + ;)"

Legyenek ¢q, ..., ¢, olyan valds szamok, amelyek koszinuszai péron-
ként kiilonbozsk. Legyen Dy = V(cos ¢1, ..., cos ¢y, ), Do pedig az a
determinans, ahol az i-edik sor j-edik eleme cos[(j — 1)¢;]. Bizonyit-
suk be, hogy a Dy/D; hanyados nem filigg a ¢; szamok valasztasatol.
Legyenek 1, ...,7v, kiilonb6z6 valés szamok.

Hogyan valtozik a Vandermonde-determinans, ha ~;-t és v;-t felcse-
réljik?

Melyek azok a o permutéciok, amelyekre
V(vv2s - 59m) = V(Ve1), Yo@)s -+ Yon))?

Egy n x n-es D determinans i-edik sordnak j-edik eleme 2. A 2-nek
hényadik hatvanyéval oszthaté D?

Legyenek aq, ..., a, tetsz6leges egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy
V(as,...,ay) oszthato

az 1,2,...,n — 1 szdmok legkisebb kbzos tobbszorosével;
V(1,2,...,n)-nel

Legyen p > 2 prim, és V, = V(1,2,...,p). Milyen maradékot ad
p-vel osztva V27

Szamitsuk ki azt a determinanst, amely V(v1,...,7,)-t6l annyiban
tér el, hogy az utols6 oszlopban rendre (7?71 helyett) 7 all.
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2. MATRIXOK

A matrixok szorosan kapcsolodnak a determinansok, illetve a linearis egyen-
letrendszerek elméletéhez, de ezektdl fliggetleniil is szamos alkalmazasuk van.
Kiilonosen érdekes és fontos a métrixszorzas és annak néhany ,szokatlan”
tulajdonsédga. Ezeknek a ,furcsasagoknak” az (egyik) ,igazi” magyarazatat
majd a lineéris leképezésekkel valo kapcsolat adja, amit az 5. fejezetben tér-
gyalunk.

2.1. Matrixmiiveletek

A matrixokkal méar az 1.2 pontban talalkoztunk, de a teljesség kedvéért megis-
mételjlik a definiciot és a jelolésre vonatkozo tudnivalokat:

2.1.1 Definici6

Legyen T egy kommutativ test és k,n adott pozitiv egészek. Ekkor a
T test feletti k x n-es mdirizon egy olyan téglalap alaka tablazatot értiink,
amelynek k sora és n oszlopa van és amelynek elemei T-bél valok. &

A métrixot ugy jeloljiik, hogy a tablazatot gombolyd zarojelek kozé foglaljuk.
(Ismét felhivjuk a figyelmet arra, hogy a két fligg6leges hatarolovonal a deter-
minanst jelenti.) Egy altalanos A matrix i-edik sordnak j-edik elemét a;j;-vel
fogjuk jelolni. Ennek megfelelGen egy k x m-es (vagy k X n méret) méatrix
altalanos alakja

a11 192 e A1n

21 22 e Qo
A=

A1 A2 e (05°7%%

A T feletti k x n-es méatrixok halmazat T**"-nel jeloljiik.

Itt is megjegyezziik, hogy &ltalanos T test helyett els§ kozelitésben leg-
tobbszor nyugodtan gondolhatunk pl. a valds, a racionélis vagy a komplex
szamokra. Emellett azonban — kiilondsen az alkalmazésok szempontjabol —
nagyon fontosak a véges testek is. Ezek legegyszertibb fajtaja F),, a modulo p
maradékosztalyok teste, ahol p primszam.

Most két matrix Osszeadasat, illetve egy matrixnak egy T-beli elemmel
val6 szorzésat definialjuk. Ezeknek a miiveleteknek az értelmezése a ,termé-
szetes modon”, elemenként torténik a T-beli Osszeadés és szorzas segitségével:
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2.1.2 Definicio

Legyen A, B € T**" )\ € T. Ekkor A+ B-t, illetve AA-t gy kapjuk meg,
hogy a megfelels helyeken &ll6 elemeket 6sszeadjuk, illetve minden elemet \-val
megszorzunk:

ap Q2 ... Qlp f11 Bz ... PBin
Q21 Q22 ... OQOap B21 Paz ... Pon
A+ B= . + . =
Qr1 Qg2 ... Qkg Bri Brz -+ Bin
o+ B aie+ P2 .. i+ Bin
a1+ Ba1 g+ Pa2 ... on+ Bop
ap1 +Br1 are+Bre .. Qgn + Brn
és
11 19 Loe Oqp /\0611 )\0412 e )\Oéln
‘A \ 921 929 oo Qgp )\0121 )\0422 e )\Oézn
A1 Ok ... Okp )\ozkl )\Oékg e )\Oékn

A T test elemeit szokas skaldroknak nevezni, és igy egy métrixnak egy
T-beli elemmel vett szorzatat a matrix skaldrszorosdnak hivjuk.
Az imént definialt mtveletekre a megszokott tulajdonsagok érvényesek:

2.1.3 Tétel

A k x n-es matrixok korében az 0sszeadas asszociativ, kommutativ, 1étezik
nullelem és minden elemnek létezik ellentettje. Ez részletesen kifejtve a kovet-
kez6ket jelenti:

(i) minden A, B,C € T*¥*"re (A+ B)+C = A+ (B+C), A+ B = B+ A;
(ii) létezik olyan 0-val jel6lt métrix, amelyre minden A-val A+0 =0+ A = A;
(iii) minden A-hoz van olyan —A-val jelolt matrix, amelyre A + (—A) =

=(-A)+A=0.

A T elemeivel valo szorzasra nézve az aldbbi azonossagok érvényesek
(A, BTk X\ pueT):

(A p)A = XA+puA, MNA+B)=MA+AB, (Au)A=A(upA), 1A=A,
ahol 1 a T test egységeleme (azaz amellyel minden A € T-re IN=A1=)). &

Az Gsszeadas tulajdonsagait ugy foglalhatjuk Gssze, hogy a k X n-es mat-
rixok az Osszeadasra nézve egy kommutativ csoportot alkotnak (lasd az A.8
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pontot). A két miveletre egyiittesen T%*™ vektortér T felett (lasd a 4.1 pon-
tot).

Bizonyitds: Valamennyi tulajdonsag azonnal adédik a miveletek definicioja-
bol és a T-beli megfelels tulajdonsagbol. Példaul a 0 matrix (nullmatrix) az
lesz, amelynek minden eleme (a T-beli) nulla stb. m

Mind a T-beli nulldt, mind pedig a nullmétrixot egyforman 0-val fogjuk
jelolni, ez (remélhet6leg) nem okoz majd zavart.

Most ratériink két matrix szorzésanak a definiciéjara. Ez meglehetGsen
bonyolult és (legalabbis egyeldre) meglehetésen mesterkéltnek tiinik. El&szor
megadjuk a formalis definiciét, majd ehhez némi magyarazatot fiiziink.

2.1.4 Definicio
Legyen A € TF*" B € T"*". Ekkor C = AB € TFX" ¢s az i-edik sor
j-edik eleme

s=1

Az A és B matrix tehat akkor és csak akkor szorozhato Gssze (ebben
a sorrendben), ha A-nak ugyanannyi oszlopa van, mint ahany sora B-nek.
Ekkor az AB matrixnak annyi sora lesz, mint A-nak és annyi oszlopa, mint
B-nek. A szorzatmaétrixban az i-edik sor j-edik elemét ugy kapjuk meg, hogy A
i-edik sorat és B j-edik oszlopat (mint két n komponenst vektort) skalarisan
Osszeszorozzuk, azaz a megfelel6 komponensek szorzatosszegét vessziik.

L2 6 7 8 9
Példa: legyen A = |3 4|, B = (10 11 12 13). Ekkor az AB
szorzat létezik, mert A oszlopainak a szdma megegyezik B sorainak a szamaéval.
Ugyanakkor a BA szorzat nem létezik.
Az AB szorzatnak 3 sora és 4 oszlopa lesz. A maésodik sor harmadik

elemét A masodik sordanak és B harmadik oszlopanak a skalarszorzata adja:
3-844-12="T2.

Amig a matrixok szorzasaban nem tesziink szert megfelels gyakorlatra,
addig érdemes a szorzast az alabbi séma szerint elvégezni. Helyezziik el az A
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és B matrixokat egyméshoz képest rézsit a kovetkezGképpen:

Bll s ﬁlr
ﬂQl e ﬁQr
631 s 637’
Bnl v Bnr

11 12 e Oqp

a1 a29 e Aon

A1 Ok ... Okn

Ekkor a két méatrix kozott (az A-tol jobbra, a B alatt) tgy kaphatjuk meg
C = AB-t, hogy v;; éppen az 6t létrehozo sor-oszlop parnak, A i-edik soranak
és B j-edik oszlopanak a metszéspontjaba keriil:

Bi1 ... Bir
Ba1 ... Bor
P31 ... B3
6711 Bnr
Q11 Q12 ... Qin Yt oo Yir
Qo1 Q2 ... Qap Y21 .- Vor
Qg1 Qg2 ... Qg Ye1r o oo Vkr

A fenti példankban:

6 7 8 9
10 11 12 13
26 29 32 35

1 2
3 4 58 65 T2 79
5 0 30 35 40 45

Most ratériink a matrixszorzas tulajdonsagainak a vizsgélatara. Kezdjiik
a kommutativitassal. Legyen A € T**", B € T™*" ekkor AB értelmes. Ha
k # r, akkor a BA szorzat nem is létezik! Ha k = r # n, akkor AB és BA
nem azonos alakiak, hiszen az egyik k x k-as, a masik n X n-es. Marad az az
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eset, amikor k = n = r, azaz A, B € T™*™. Azonban &ltaldban ilyenkor sem
all fenn AB = BA, pl.

1 2 56_1922#2334_56 1 2

3 4 7 8) 43 50 31 46) \7 8 3 4)°
A fenti példabol az is érezhetd, hogy az a ritka eset, ha két méatrix felcserélhetd.
Mindez azt jelenti, hogy a matrixok szorzasa ,nagyon nem kommutativ”.

A szorzassal (és részben mas miiveletekkel) kapcsolatos tovabbi ,,szokésos”
azonossdgok viszont igazak:

2.1.5 Tétel

Ha A € T, és A, B,C tetsz6leges olyan matrixok, amelyekre az alabbi
egyenlGségek valamelyik oldala értelmezve van, akkor a masik oldal is értelmes,
és az egyenl&ség teljesiil.

I. A(BC) = (AB)C (asszociativitas);
II. ABB+C)=AB+ AC,
(A+ B)C = AC + BC (disztributivitasok);
III. M(AB) = (AA)B = A(\B). &

Mivel a szorzds nem kommutativ, ezért a két disztributivitast kiilon kell
bebizonyitani. Ugyanez az oka annak, hogy IlI-ban csak a T-beli elemet
ysemelhetjiik 4t” a matrixokon, A és B sorrendjén nem véltoztathatunk.

Bizonyitds: Belatjuk az asszociativitést, a tobbi azonossidg hasonlé szamolés-
sal igazolhato (lasd a 2.1.13 feladatot).

A szorzas definicidja alapjan I. jobb, illetve bal oldala pontosan akkor
értelmes, ha A oszlopainak a szama megegyezik B sorainak a szamaval és
B oszlopainak a szama megegyezik C' sorainak a szaméval. Legyen tehat
Aec T B e T C € T, ekkor M = A(BC) és N = (AB)C is
k x t-es. Kiszamitjuk M, illetve N i-edik sordnak j-edik elemét, ji;;-t, illetve
vij-t. Legyen D = BC'. Ekkor

Wij = a“élj + ...+ Ckinénj =
= a1 (Buaviy + - Brrveg) + oA Qi (Briviy - Burve)

vagyis

Hij = Z aiu(ﬁuvﬂﬂij) .

1<u<n, 1<v<r
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Hasonléan kapjuk, hogy
Vij = Z (aiuﬁuv)’}/vj .

1<u<n, 1<v<r

Mivel T-ben a szorzas asszociativ, igy valoban p;; = v;;. m
Végiil bevezetjiik a matrix transzponaltjanak a fogalmat:

2.1.6 Definicio
Legyen A € T**" Ekkor A transzpondltjan azt a B € T™** matrixot
értjiik, amelyre f;; = aj;. Az A matrix transzponaltjat AT-vel jeloljiik. &

A jelolésben a T beti a transzponalt szo kezdGbet(ijébsl szarmazik (és
semmi koze sincs a T' testhez, amelybdl a matrix elemeit vettiik).

1 3 5

matrix transzponéltja az ( 9 4 6

1
Példa: az | 3 ) métrix lesz.
5

(2SN ]

A transzponélas geometriailag a (nem mindig igazan annak nevezhetd)
Sfeatlora”, azaz a bal fels6 sarokbol 45 fokos szogben jobbra lefelé halado
(ENy-DK iranyt) egyenesre térténd tiikrozést jelenti. Masképpen fogalmazva,
a transzponalés a sorok és oszlopok szerepét felcseréli.

Komplex elemi matrixok esetén egy masik rokon fogalom, az adjungalt
(is) fontos szerephez jut:

2.1.7 Definicio

Legyen A € CKX" Ekkor A adjungdltjan azt a B € C"™** matrixot
értjiik, amelyre 3;; = @;; (ahol Z a z komplex szam konjugaltjat jelenti). Az
A métrix adjungaltjat A*-gal jeloljiik. &

Egy maétrix adjungaltja tehat a transzponéltjanak a konjugéltja. Valos
elemtd A esetén nyilvan A* = AT,

A transzponélas, illetve adjungélas és a matrixmiveletek kapcsolatarol
lasd a 2.1.20 feladatot.

Feladatok

2.1.1 Tekintsiik az Gsszes olyan kiilonb6zé k x n-es valds elemidi matrixot,
amelyben minden elem 1, 2 vagy 3. Szamitsuk ki ezeknek a matrixok-
nak az Osszegét.
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Mely a, 8 komplex szampéarok rendelkeznek az alabbi tulajdonsaggal:
Minden k X n-es komplex elem® matrix felirhatéo oA + 5B alakban,
ahol A és B valds elemi méatrixok.

Legyen E egy olyan négyzetes matrix, amelynek a fgatlojaban 1-esek
allnak, tobbi eleme pedig 0. Mi lesz az F A, illetve az AE szorzat, ha
a szorzas elvégezhetd (A egy tetszéleges matrix)?

Szamitsuk ki az alabbi matrixokat:
" o g\ ) 9 g\ 11 - 12 12 1111
1 -2 ’ 1 -2 ’ 1/2 1/2 ’

Szamitsuk ki az alabbi matrixokat:
CN I RECH G RECH Geiibons)
Végezziik el az alabbi szorzasokat:

@ (aZe) (i) w26 3)
Legyen A egy olyan métrix, amelyben minden sorban és minden osz-
lopban az elemek 0Osszege 0, B pedig egy olyan matrix, amelynek

minden eleme egyenls. Mi lesz az AB, illetve BA szorzat, ha a
szorzas elvégezhetd?

Az aldbbiakban tegyiik fel, hogy a szoban forgd6 AB, illetve BA
szorzatok értelmesek. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha A-nak van egy csupa 0 sora, akkor ez AB-re is teljesiil.

Ha A-nak van egy csupa 0 sora, akkor ez BA-ra is teljestl.

Ha A-ban minden sor szamtani sorozat, akkor ez AB-re is teljesiil.
Ha A-ban minden sor szamtani sorozat, akkor ez BA-ra is teljesiil.
Ha A elemeinek az Osszege 0, akkor ez AB-re is teljesiil.

Ha A elemeinek az Osszege 0, akkor ez BA-ra is teljesiil.

Vizsgaljuk meg az alabbi allitast és a hozzatartozé indoklést.
Ha az A és B azonos méreti négyzetes matrixokra A% = B190 =,
akkor (A + B)?%0 = 0. Ugyanis

200

(A + B)200 = 4200 <2(1)0>A199B+”'+ ( ;

)A’“B”"“+...,
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2.1.10

2.1.11

2.1.12

2.1.13
2.1.14

2.1.15

*2.1.16

*2.1.17

M*2.1.18

2.1.19

2. MATRIXOK

és itt minden tag 0, hiszen k£ > 100 esetén A* = 0, k < 100 esetén
pedig n — k > 100, tehat B"~* = 0.

Mi torténik egy n x n-es A matrixszal, ha balrol, illetve jobbrol az
alabbi n x n-es matrixokkal megszorozzuk:
5 0 ... 0 1 6 0
0 1 0 0 1 0
B=1. . I C=1. . 7
0 0 ... 1 0 0 ... 1

Legyen P egy olyan n X m-es méatrix, amelynek minden sordban és
minden oszlopaban pontosan egy l-es all, a tébbi elem pedig 0. Mi
torténik egy n x n-es A matrixszal, ha balrol, illetve jobbrél P-vel
megszorozzuk?

Legyenek A és B tetsz6leges n x n-es matrixok. Mennyi az AB — BA
matrix f6atlojaban levs elemek Gsszege?

Bizonyitsuk be a 2.1.5 Tétel II. és III. allitasait.

Tegyiik fel, hogy A%0 = A™ = A. Hany kiilonboz6 (pozitiv egész
kitevss) hatvanya van az A matrixnak?

Egy n x n-es A méatrix f6atlojaban és a f6atlo alatt minden elem 0.
Bizonyitsuk be, hogy A™ = 0.

Legyen p primszam és A egy olyan p X p-es métrix a modulo p test
felett, amelynek a féatlojaban 1-esek allnak, a f6atld alatt pedig min-
den elem 0. Szamitsuk ki AP-t.

sin « cos o 0 1
hogy akkor és csak akkor létezik olyan k pozitiv egész, amelyre
E+ A+ A%+ ...+ A% =0, ha a/27 racionélis szam, de nem egész.

Legyen A = N - <1 0>. Bizonyitsuk be,

Melyek azok az A € T™*™ matrixok, amelyek minden B € T"*"
matrixszal felcserélhetsk, azaz minden B-re AB = BA?

Adva van k termék, az ezek elGallitasahoz sziikséges n-féle alkatrész
és az alkatrészeket alkoto r-féle anyag. Jeloljik a;j-vel azt, hogy az
i-edik termékhez a j-edik alkatrészbdl hany darabot kell felhasznélni,
Buv-vel pedig azt, hogy az u-adik alkatrész a v-edik anyagbdl mennyit
tartalmaz. Mi az a;;-kbdl 4ll6 k x n-es A métrix és a (3,,-kbdl allo
n x r-es B matrix C' = AB szorzatdnak a jelentése?
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2.1.20 Bizonyitsuk be az alabbi azonossagokat (azaz lassuk be, hogy ha
A € T és A, B tetsz6leges olyan méatrixok, amelyekre az alabbi egyen-
16ségek valamelyik oldala értelmezve van, akkor a maésik oldal is
értelmes és az egyenldség teljesiil):

(A+B)T =AT+ BT, (AT =x4aT, (AB)T =BT AT.

Fogalmazzuk meg és igazoljuk az adjungéltra vonatkozé hasonl6 azo-
nossagokat is.

2.1.21 Legyen A valos elemi matrix és tegyiik fel, hogy az AAT (valoban
négyzetes matrix valodi) f6atlojaban az elemek Osszege 0. Hataroz-
zuk meg A-t. Hogyan altalanosithatjuk a feladatot komplex elemti
matrixokra?

2.2. Az n x n-es matrixok gytrije

Alkalmazzuk most az el6z6 pont eredményeit a négyzetes matrixokra:

2.2.1 Tétel

Egy T test feletti Osszes n X m-es méatrix a (matrix)osszeadasra és (mat-
rix)szorzasra nézve gytrit alkot. Ez a T"*" gyfiri egységelemes, de (n > 1
esetén) nem kommutativ. &

A gytirdi pontos definiciojat lasd az A.6 pontban (de ez kozvetve tulaj-
donképpen a jelen tétel bizonyitasaban is szerepel).

Bizonyitas: Az Osszeadas és a szorzas a 2.1.2, illetve 2.1.4 Definicié alapjan
barmely két ilyen méatrixra értelmes. A 2.1.3 és 2.1.5 Tétel biztositja, hogy
az Osszeadds kommutativ és asszociativ, létezik nullelem, minden méatrixnak
létezik ellentettje, a szorzas asszociativ és érvényesek a disztributivitasok.
T™*™ tehat valoban gytrid. A szorzas egységeleme a 2.1.3 feladatban definialt
F matrix: a f6atloban 1-ek allnak, a tébbi elem 0. Végiil a szorzias kommu-
tativitdsanak a hianyat a 2.1.5 Tétel elstti ellenpéldaval (pontosabban annak
minden n > 2-re térténd altalanositasaval vagy pedig a 2.1.6a, illetve 2.1.10
feladat segitségével) igazolhatjuk. m

FIGYELEM! Az, hogy a szorzas nem kommutativ, természetesen nem
azt jelenti, hogy semelyik két méatrix nem cserélhets fel, példéul az E egység-
métrix vagy a nullmétrix barmely matrixszal felcserélhetd, barmely méatrix
felcserélhetd a sajat hatvanyaival stb.
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A T™*" gytirtiben a szorzas tulajdonsagait nézve megéllapithatjuk, hogy
altaldban nem lehet osztani, és a nemkommutativitdson kiviil tovabbi ,érde-
kesség” az, hogy két nem nulla méatrix szorzata is lehet a nullmatrix.

Ezek alaposabb vizsgélatdhoz az alabbiakban (a négyzetes) matrixokra
el6bb definidljuk az inverz és a nulloszt6 fogalmat, majd részletesen targyaljuk
az idevagd eredményeket. Megjegyezziik, hogy a tetszdleges gytirtiben az inverz
és a nulloszto altalanos tulajdonségai szerepelnek az A.6 pontban, de most a
matrixok vonatkozéasaban ezeket is kiilon felsoroljuk.

Kezdjiik az inverzzel. Matrixon a tovibbiakban mindig négyzetes mét-
rixot, T"*™ egy elemét értjik, E pedig az egységmétrixot, a T™*™ gytirid
egységelemét jeloli. A tetszGleges gytriire vonatkozo inverzfogalomnak meg-
feleléen egy A matrix kétoldali inverzén (vagy roviden inverzén) egy olyan
K matrixot értiink, amelyre AK = KA = E. Ha egy B matrixra BA = F
teljesiil, akkor B az A matrix bal oldali inverze (vagy roviden balinverze),
ha pedig AJ = E, akkor J az A matrix jobb oldali inverze (vagy réviden
jobbinverze).

Barmely gytirtben teljesiil (lasd az A.4, illetve A.6 pontot), hogy ha egy
elemnek létezik bal- és jobbinverze is, akkor ezek sziikségképpen egyenlSk, és
ekkor az elemnek nem lehet t6bb bal-, illetve jobbinverze. Egy elem (kétoldali)
inverze tehat egyértelmiien meghatarozott.

Az A matrix (kétoldali) inverzét A~1-gyel jeldljiik.

A determinansok segitségével jol le tudjuk irni, hogy mely matrixoknak
létezik inverze:

2.2.2 Tétel
I. Ha det A # 0, akkor A-nak létezik (kétoldali) inverze.

II. Ha A-nak létezik balinverze (vagy jobbinverze), akkor det A # 0. &

A keét allitast Osszekapcsolva nyerjiik, hogy n x n-es matrixokra az egyik
oldali inverz létezése maga utédn vonja a maésik oldali inverz létezését is, és a
bal oldali, jobb oldali és kétoldali inverz barmelyikének a létezése ekvivalens a
det A # 0 feltétellel.

Megjegyezziik még, hogy I. bizonyitasa soran képletet is nyeriink A in-
verzére, és ezt a képletet kés6bb tobbszor fel fogjuk hasznalni.

Bizonyitds: 1. bizonyitasanak a kulcsa a kovetkez$ azonossag, amelyben az
elGjeles aldeterminansokbol képezett matrix transzponéltja jatszik fontos sze-
repet:
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2.2.3 Lemma

Legyen A az a matrix, amelyben az i-edik sor j-edik eleme Aj;, (nem
A;;,) ahol Ay az A matrix ay; eleméhez tartozo elGjeles aldeterminanst jeldli.
Ekkor

det A 0 0
. . 0 detA ... 0
AA=AA=(detA)-FE = : : . : . &
0 0 ... detA

A lemma bizonyitdsa: Az AA métrix i-edik sordnak j-edik elemét tgy kapjuk
meg, hogy az A matrix i-edik sorat az A métrix j-edik oszlopéaval szorozzuk
Ossze: a1 Aj1 + ...+ ainAjy,, ami a kifejtés, illetve a ferde kifejtés (1.4.2 és
1.4.3 Tételek) szerint det A, ha i = j, illetve 0, ha ¢ # j. Az AA szorzat tehat
valoban az egységmatrix det A-szorosa. A masik allitast hasonléan kapjuk az
oszlopokra vonatkozoé kifejtés, illetve ferde kifejtés segitségével. m

A lemma alapjan azonnal adédik, hogy A~ = dei 5 A.
II. igazolasahoz az alabbi tételt hasznaljuk fel, amelyet itt bizonyitas nélkil
kozliink:

2.2.4 Tétel (Determinansok szorzastétele)

det(AB) =det A-detB. &

Ez azt jelenti, hogy ha két (azonos méretii) determinanst a matrixszorzas
szabélyai szerint ,,0sszeszorzunk”, akkor a kapott determinans valéban a két
determinans szorzata lesz. Mivel a determinans a f6atlora valé tiikkrozésnél nem
valtozik, ezért a fenti tétel sor-oszlop szorzas helyett sor-sor, oszlop-oszlop és
oszlop-sor szorzas esetén is érvényben marad.

Ratérve a II. allitas bizonyitasara, ha A-nak létezik balinverze, azaz
BA = E, akkor a 2.2.4 Tétel szerint det B -det A = det £ = 1, és igy det A
val6ban nem lehet 0. m

A 2.2.2 Tételre a 3.5 pontban a lineéris egyenletrendszerek segitségével
ujabb bizonyitast adunk majd. Megjegyezziik még, hogy a 2.2.4 Tételt (az
egyik lehetséges modon) a 9.8 pont alapjan lathatjuk be, erre a 9.8.4 feladatban
utalunk. Egy masik utat a 2.2.15 feladatban vazolunk.
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A tovabbiakban T7*™ nullosztoit vizsgaljuk. A tetszéleges gytirtire vonat-
koz6 nullosztofogalomnak megfelelGen egy A méatrix akkor bal oldali nulloszto,
ha A # 0 és létezik olyan U # 0 métrix, amelyre AU = 0. A jobb oldali
nullosztd analég médon definialhato.

Barmely gytriiben teljesiil (lasd az A.6.3 Tételt), hogy ha egy elemnek
létezik balinverze, akkor ez az elem (nem nulla és) nem lehet bal oldali null-
oszt6. Hasonl6 Allitas érvényes jobbinverzre és jobb oldali nullosztoéra is.

A determinansok segitségével az is jol jellemezhets, hogy mely matrixok
nullosztok:

2.2.5 Tétel
Egy (négyzetes) A # 0 matrix akkor és csak akkor bal oldali (jobb oldali)
nulloszto, ha det A =0. &

Bizonyitas: A ,csak akkor” rész kiovetkezik a 2.2.2 Tételbdl és az inverz és
nulloszté el6bb emlitett kapcsolatabol. — Az ,,akkor” részt most csak arra a
specialis esetre bizonyitjuk, ha az A métrixban az A;; elGjeles aldeterminansok
kozott van nullatol kiilosnbozs, azaz (a 2.2.3 Lemmaban definialt) A nem a
nullmétrix. A 2.2.3 Lemma szerint ckkor AA = AA = (det A)-E=0-E =0,
tehat az A # 0 matrix ,igazolja” A nulloszt6 voltat. m

A 2.2.5 tételre a 3.5 pontban két masfajta (és hidnytalan) bizonyitast
adunk majd.

Szubjektiv (és egyaltalan nem matematikai) 6sszefoglalasként megallapit-
hatjuk, hogy az n x n-es matrixok gytirtije a szorzas szempontjabol ,nem
tal szép”, a kommutativitas hidnyan tdlmenden ,rengeteg” a nullosztd, ame-
lyeknek igy inverziik sem lehet, vagyis a matrixok gyfrtje ,messzemen&en”
nem test.

Feladatok Az alabbi feladatokban végig T™*"-beli métrixokrél van szo.
2.2.1 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?
(a) Ha AB = BA, akkor (A + B)? = A2 + 2AB + B2.
(b) Ha (A+ B)? = A2 + 2AB + B?, akkor AB = BA.
c) Ha (A+ B)3 = A3+ 3A2B + 3AB? + B3, akkor AB = BA.

.2 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

*

2.

(

2

(a) Ha A-nak és B-nek létezik inverze, akkor AB-nek is létezik inverze.

(b) Ha AB-nek létezik inverze, akkor A-nak és B-nek is létezik inverze.

(c) Ha A + B-nek és A — B-nek létezik inverze, akkor A? — B2-nek is
létezik inverze.

(d) Ha A-nak és B-nek létezik inverze, akkor A+ B-nek is 1étezik inverze.
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(e) Ha A+ B-nek létezik inverze, akkor A és B koziil legalabb az egyiknek

2.2.5

2.2.6

létezik inverze.
Ha A-nak létezik inverze, akkor A + A%-nek is létezik inverze.
Ha A + A2%-nek létezik inverze, akkor A-nak is létezik inverze.

Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?
Ha A jobb oldali nulloszt6 és AB # 0, akkor AB is jobb oldali null-

0szt0.

Ha AB jobb oldali nulloszto, akkor A és B is jobb oldali nulloszto.
Ha AB jobb oldali nullosztd, akkor A és B koziil legalabb az egyik
jobb oldali nulloszté.

Ha A+ B jobb oldali nulloszt6, akkor A és B koziil legalabb az egyik
jobb oldali nulloszté.

Az aldbbi métrixok koziil melyeknek van inverze és melyek nullosz-
tok? Az invertalhatoknak irjuk fel az inverzét, a nullosztokhoz pedig
keresslink ,nullosztépart”, azaz olyan nem nulla matrixot, amellyel
megszorozva a nullmatrixot kapjuk.

1 2 3 1 2 3
(; i) <b><§ 2) @[3 45| @[3 45
5 7 9 5 7 8

Hogyan jellemezhet6k azok az egész eleml négyzetes matrixok, ame-
lyeknek az inverze is egész elemi?

Fels6haromszog-matrixnak egy olyan négyzetes matrixot neveziink,
amelyben a f6atld alatt minden elem 0. Hogyan latszik egyszerten,
hogy egy fels6haromszég-matrixnak van-e inverze? Igaz-e, hogy egy
fels6haromszog-matrix inverze is ilyen alaka?

Melyek igazak az alabbi allitasok koziil (A, B adott, X,Y pedig is-
meretlen n x n-es matrixokat jelélnek)?

Ha det A # 0, akkor az AX = B matrixegyenlet megoldhato.

Ha det A = 0, akkor AX = B nem oldhat6 meg.

Ha det A = 0,det B # 0, akkor AX = B nem oldhaté meg.

Ha det A = 0,det B = 0, akkor AX = B megoldhato.

AX = B-nek nem lehet egynél tébb megoldasa.

AX = B-nek akkor és csak akkor van pontosan egy megoldasa, ha
det A # 0.

Ha AX = B megoldhato, akkor YA = B is megoldhato.

Ha AX = B és YA = B is egyértelmten megoldhato, akkor ezek a
megoldasok megegyeznek.
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2.2.8

2.2.9

2.2.10

2.2.11

2.2.12

M*2.2.13

*2.2.14

*2.2.15

2. MATRIXOK

Adjunk 1j megoldast az 1.5.5, 1.5.6 és 1.5.7 feladatokra a determinan-
sok szorzastételének felhasznalaséaval.

Legyen n > 1 péaratlan szam, A egy valds elemii n X n-es métrix,
det A # 0 és jeldlje ayj, illetve A;; a megfelels elemeket, illetve
elGjeles aldeterminansokat. Bizonyitsuk be, hogy A? = E akkor és
csak akkor teljestil, ha minden ¢, j-re o;; = Aj; vagy minden 7, j-re
Q5 = _Aji-

Tegyiik fel, hogy det A # 0 és készitsiik el azt a B matrixot, amely-
nek elemei az A megfelel§ elGjeles aldeterminansai, azaz B;; = A;j.
Ismételjiik meg ugyanezt az eljarast most a B matrixra. Bizonyit-
suk be, hogy igy az A matrix szamszorosat (pontosabban, egy T-
beli elemmel valo szorzatét, azaz skaldrszorosat) kapjuk. (Az allitas
det A = 0 esetén is igaz, lasd a 3.4.17 feladatot.)

Legyen n péros szam, A és B valos elemld n X n-es matrixok,
det A # 0, és tegyiik fel, hogy A = B. Bizonyitsuk be, hogy A = B.
Mit allithatunk (tetsz6leges n > 1 és) komplex elemi méatrixok
esetén?

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi tipust 2 X 2-es valés métrixok gy(riit
alkotnak a szokisos méatrixmiiveletekre. Vizsgaljuk meg a kommuta-
tivitast, hatarozzuk meg a bal, jobb, illetve kétoldali egységelemeket,
valamint a nullosztékat. Ha van kétoldali egységelem, akkor nézziik
meg, mely elemeknek lesz bal, jobb, illetve kétoldali inverze. Mikor
kapunk testet? ,Ismer6sek-e” ezek a testek?

@ (5 0)  w(ee) @)
@ (52 @(h )

Legyen A olyan valos elemii, invertalhatoé méatrix, hogy mind A-ban,
mind pedig A~!-ben csupa nemnegativ szam szerepel. Bizonyitsuk
be, hogy A minden soraban és minden oszlopaban pontosan egy darab
nem nulla szam fordul elé.

Mely n-ekre létezik olyan racionalis elemt n x n-es méatrix, amelynek
a kébe 2F, azaz az egységmatrix kétszerese?

Igazoljuk a determinansok szorzastételét (2.2.4 Tétel) az alabbi lépé-
sekben. Jelolje az A, B, AB € T™*™ métrixok determinansat rendre
D A, D B és D AB-
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Lassuk be, hogy a 2n x 2n-es ( ) matrix D determinansa

—-F B
D4 Dpg (itt 0 a nullméatrix, E az egységmatrix).

Az els6 n oszlop megfelels tobbszoroseit a masodik n oszlophoz hoz-
zdadva érjik el, hogy a keletkez6 méatrix jobb alsé negyede a nullmat-

rix legyen, igy a (_AE AOB> maétrixot kapjuk, amelynek deter-

minansa D’ = D.
Mutassuk meg, hogy D’ = Dyp.
Az (a)—(c) részekbdl kovetkezik Dap = DaDp.
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3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Az altalanos linearis egyenletrendszerek megoldasara az egyik legtermészete-
sebben ad6do, egyszerd és gyakorlati szempontbdl is jol alkalmazhatoé eljaras
a Gauss-féle kikiiszobolés, amelynek szamos fontos elméleti kdvetkezménye is
van. Specialis egyenletrendszerekre vonatkozik a Cramer-szabaly, amely a de-
terminénsok segitségével ad képletet a megoldasra. A jelen fejezetben vezetjiik
be a lineéris fliggetlenséget és a matrix rangjat is, amelyek a késGbbiekben is
alapvets szerepet jatszanak. Mindezek egyik alkalmazasaként visszatériink a
négyzetes métrixok korében az invertalhatosag és a nullosztok kérdésére.

3.1. Gauss-kikiiszobolés

Egy k egyenletbdl all6 n ismeretlenes linedris egyenletrendszer altalanos alakja

1121 + 19 + ...+ aipxy = B1
211 + Q92T 2 4+ ... + aonTy = ﬁg
Qp1%1 + akaTe + ...+ Qkn®n = Bi

ahol az «;; egyiitthatok és a [3; konstansok egy 7" kommutativ test elemei.
Az egyenletek szama (k) és az ismeretlenek szama (n) egymastol fliggetleniil
is tetszGleges lehet (tehat pl. semmiképpen sem szoritkozunk csak a k = n
esetre).

Az egyenletrendszer egy megolddsan T-beli elemek egy olyan ~q,...,7v,
sorozatat értjik, amelyeket a megfelel§ x;-k helyére beirva, valamennyi egyen-
letben egyenlGség teljestil.

Van olyan egyenletrendszer, amelynek nincs megoldésa, van, amelyik
egyértelmien oldhatoé meg (azaz pontosan egy megoldasa van) és van olyan,
amelyet (egynél) tobb megoldas is kielégit. (Ez utobbi esetben elég dvatosan
fogalmaztunk, annak ellenére, hogy példaul valos szamokra vonatkozo egyenlet-
rendszereknél megszoktuk, hogy egynél tobb megoldas esetén a megoldasszam
végtelen. Latni fogjuk, hogy végtelen test esetén ez valéban mindig igy van.
Azonban véges, mondjuk ¢ elemt test esetén az Gsszes szoba jOvs 1, ..., Ty-Te
is csak t" lehet@ségiink van, tehat eleve nem lehet végtelen sok megoldas.)

Az alabbi kérdésekre keressiik a valaszt: (a) mi a feltétele annak, hogy
egy egyenletrendszer megoldhato legyen; (b) (megoldhatosiag esetén) hany
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megoldas van; (c) hogyan lehet az Osszes megoldast attekinteni; (d) milyen
modszerrel juthatunk el (egy vagy az Osszes) megoldashoz.

Ebben a pontban a fenti kérdésekre a Gauss-féle kikiiszobolés (roviden
Gauss-kikiiszobolés vagy latinosan Gauss-elimindcio) segitségével adjuk meg
a valaszt.

Az eljaras soran az alabbi lépéseket fogjuk végezni, amelyek valamennyien
az eredetivel ekvivalens egyenletrendszerekhez vezetnek (azaz olyanokhoz,
amelyeknek pontosan ugyanazok a megoldasai, mint az eredetinek):

El. Valamelyik egyenletet egy nullatol kiilonb6z6 T-beli elemmel (a tovabiak-
ban: skaldrral) végigszorozzuk.

E2. Valamelyik egyenlethez egy masik egyenlet skalérszorosat hozzaadjuk.

E3. Két egyenletet felcseréliink.

E4. Az olyan egyenleteket, ahol valamennyi egyiitthato és minden jobb oldali
konstans is 0, elhagyjuk.

Ezeket a 1épéseket elemi ekvivalens dtalakitdsoknak nevezziik.

Az elemi ekvivalens atalakitasok segitségével az egyenletrendszerbdl az
alabb részletezett médon egymas utan ki fogjuk kiisz6bdlni az ismeretleneket.

Tegyiik fel, hogy ai1 # 0. Az els§ egyenletet osszuk végig aqi-gyel
(azaz alkalmazzuk El-et az oy; reciprokaval), majd minden i > 1-re az i-edik
egyenletbdl vonjuk ki az els6 egyenlet «;i-szeresét. Ezzel a tobbi egyenletbdl
kikiszoboltik xq-et.

Tegyiik fel, hogy az igy kapott egyenletrendszerben az 4j aso # 0. Ekkor
az el6z6 eljarast megismételhetjiik: a masodik egyenletet végigosztjuk
g9-vel, majd minden ¢ > 2-re az i-edik egyenletbdl kivonjuk a masodik egyen-
let ayo-szeresét stb.

Ha valamikor megakadtunk, pl. az el6bb ase = 0 volt, de mondjuk
ase # 0, akkor a masodik és az 6t6dik egyenletet felcseréljiik, és igy haladunk
tovabb.

Ha ez sem megy, azaz minden ¢ > 2 esetén «;2 = 0, akkor a harmadik
ismeretlenre tériink at, vagyis aosz-at vizsgaljuk stb.

Nemsokara néhany konkrét példéan keresztiil illusztraljuk, hogyan fest
mindez a gyakorlatban és hogyan juthatunk el igy az egyenletrendszer megol-
dasadhoz. El6tte azonban érdemes némi technikai egyszertisitést bevezetni.

Vegylik észre, hogy a fenti lépések nyomon kiévetéséhez elég csak az egyiitt-
hatok és a jobb oldali konstansok valtozasat figyelni, az z;, + és = ,jeleket”
folosleges mindig djra lefrni. Ezért az egyenletrendszert egyszertibben jelle-
mezhetjiik matrixok segitségével: az a;; egyiitthatokbol képezett k x n-es A
matrixot az egyenletrendszer egyutthatomdtrizénak nevezziik, a jobb oldali
konstansokkal kibgvitett k& x (n + 1)-es matrixot pedig az egyenletrendszer
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kibovitett mdtrizanak nevezziik és A|b-vel jeloljiik, azaz

o11 12 ... O1p ann oz ... ai, | B

Qo1 Q22 ... Q2p Q21 Q22 ... Q2pn 52
A= ) , Alb = .

a1 Ok ... Okn Q1 Qg2 ... Qgp | Bk

A kibdvitett méatrixban az egytlitthatok alkotta rész és a jobb oldali konstansok
kozé iktatott fiiggbleges vonallal jelezziik, hogy a kétféle tipusi elemek eltérd
szerepet jatszanak az egyenletrendszerben. (Az A|b felirasnal b a jobb oldalon
allé B; konstansokbol képezett ,,vektort” jeloli, errél b6vebben ennek a pontnak
a végeén lesz sz0.)

Azonnal adodik, hogy az egyenletekkel végzett E1-E4 elemi ekvivalens
atalakitasoknak a kibévitett matrixnal a sorokkal végzett hasonld valtoztata-
sok felelnek meg;:

M1. Valamelyik sort egy nullatél kiillonbo6z§ skalarral végigszorozzuk.
M2. Valamelyik sorhoz egy mésik sor skalarszorosat hozzaadjuk.
Ma3. Két sort felcseréliink.

M4. A csupa 0-bol allo sorokat elhagyjuk.

A kibdvitett méatrixon végzett fenti 1épéseket elemi sorekvivalens dta-
lakitdsoknak nevezziik.

(Az ekvivalens lépések ,visszacsinalhatosaga” érdekében formailag telje-
sebb, ha E4-nél, illetve M4-nél az ilyen egyenletek, illetve sorok hozzavételét
is megengedjiik, de ennek gyakorlati alkalmazaséara nyilvan sosincs sziikség.)

Most harom, valés szamokra vonatkozo egyenletrendszeren mutatjuk be
a kikiiszobolési eljarast.

P1 példa:
Tr1+ 2x9 =3
4x1 + dx9 =6
7$1 + 8%2 =9

1 2|3
Ennek kib&vitett matrixa | 4 5| 6 |. A jelzett kikiiszobolési eljarasnak
7 819
k sorbdl az elsé sor 4-szeresét, a harmadik
1 2 3
sorbol pedig az elsé sor T-szeresét. Igy az [ 0 —3 | —6 | matrixhoz ju-
0 —6 | —12
tunk. Osszuk el a méasodik sort —3-mal, majd adjuk hozzé ennek 6-szorosét

megfelelGen vonjuk ki a masodi
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1 2|3
a harmadik sorhoz. Az igy kapott matrix | 0 1| 2 |. Itt a csupa nulla sor
0 0|0
) i 1 213 o L )
elhagyhato, tehat marad az 0 19 matrix. Itt a masodik sorbél azonnal

leolvashato, hogy zo = 2 (hiszen zo ki van fejezve”). Ezt visszahelyettesit-
hetjiik az els6 sornak megfelel§ egyenletbe: x1 + 220 = z1 + 2 - 2 = 3, tehat

x1 = —1. Azonban ez a lépés is ,automatizilhatd”. Ha a legutols6 matrixnél
az els§ sor masodik elemét kiejtjiik, akkor x; is ki lesz fejezve”. Vonjuk ki
ezért az els6 sorbdl a méasodik sor 2-szeresét, ekkor az (1) (1) _;) matrixot
kapjuk, ahonnan valéban z; = —1 is kozvetleniil leolvashato.

Az egyenletrendszernek tehat egyetlen megoldasa van: 1 = —1, 29 = 2.
P2 példa:

T1+ 22+ 223 = 3
dx1+4x9 +bxr3 = 6
7l‘1+7$2 + 8$3 =10

A kikiiszobolés soran a kibdvitett matrix a kévetkezSképpen valtozik:

11 2] 3 1 1 2 3 1 1 213
4 4 5 6|~10 0 -3] -6]~100 1]2
7T 7 8|10 0 0 —6]—11 0 0 0|1

Mivel az utolsé métrix harmadik sora a lehetetlen 0xq + Ozy + 0x3 = 1 egyen-
letnek felel meg, ezért ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

P3 példa:
1+ 229+ 3z3= 4
5x14+ 6x0 4+ Taxz = 8
921410z + 1123 = 12
13z1+14x9 + 1523 = 16

Most a kovetkezSképpen alakul a kikiiszobolés:

1 2 3| 4 1 2 3 4 1 2 314
5 6 7| 8 0 -4 -8|-12 01 23
9 10 11|12 0 -8 —16| —24 0000~
13 14 15| 16 0 —12 —24| —36 00 00
1 2 3|4 1 0 —1]|-2
N<0123>N<01 2 3)‘
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Itt x3-ra semmilyen megkotés sem adodott, annak értéke tetszélegesen meg-
valaszthatd. Ha xg értékét mar rogzitettiik, akkor ennek segitségével a masik

két ismeretlen mér egyértelmten kifejezhets: 1 = —2 4+ x3, 19 = 3 — 2x3. Az
egyenletrendszer 6sszes megoldasa tehat 1 = —2 + v,20 = 3 — 21,23 = v,

ahol v tetsz6leges (valos szam).

A fenti példakbol vilagosan latszik az altaldnos eljaras. A | feliilrdl lefelé”
torténd lépegetésnél végiil egy olyan matrixhoz jutunk, amelyben az elsG sort
kivéve minden sor nulldkkal kezd&dik, az els§ valahany sorban az els6 nem nulla
elem mindig l-es (az un. vezéregyes), ezek csupa kiillonb6z8 oszlopban, 1ép-
csGzetesen lefelé és jobbra helyezkednek el, a vezéregyesek alatt pedig minden
elem 0. Lehetnek ezen kiviil olyan sorok is, amelyekben az egyiitthatémétrix-
nak megfelels rész csupa nulla. Ezt lépcsds alaknak hivjuk. Lépcsds alakok
példaul

(1)?32 1 2|2 1 235 6|7
P | g (5] P30 t]3], P6: {00 1 234
00 olo 0 02 0001 2|3

A P5 példanal a harmadik sor ellentmondast jelent, ezért a P5-hoz tartozo
egyenletrendszernek nincs megoldasa. A P4 példa esetén a matrix (csupa
nulla) negyedik sora el is hagyhato.

A lépcs6s alakbol most a vezéregyesek folotti elemeket is kinullazhatjuk,
ha alulrél felfelé haladva az egyes sorokbol a vezéregyes soranak megfelels
tobbszorosét levonjuk. A P4 és P6 példaknal ekkor az alabbi matrixok adod-
nak:

1 0 0 95 1 2 0 0 —-1]-=-2
P4nél: {0 1 0| —-32 |, P6nal: {0 0 1 0 —1] -2
0 0 1 ) 0 0 0 1 2 3

Az ilyen alakot redukdlt lépcsds alaknak (a tovabbiakban RLA) hivjuk.
Ebben tehét az els§ sor kivételével minden sor nullakkal kezd&dik, az elsd
valahany sorban az elsé nem nulla elem egy-egy vezéregyes, ezek csupa kiilon-
b6z6 oszlopban, lépcsézetesen lefelé és jobbra helyezkednek el, a vezéregyesek
alatt és f616tt pedig minden elem 0. Az esetleges tovabbi sorokban az egytitt-
hatomatrixnak megfelel rész csupa nullabol all.

Az RLA-b6l kényelmesen leolvashatjuk az egyenletrendszer 9sszes megol-
déasat. A P4-nek megfelels egyenletrendszernél x1 = 55,290 = —32,23 = 5, a
P6 esetén pedig 1 = -2+ v —2u, 20 = pyx3 = -2+ v,04 = 3 — 20,25 = v,
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ahol v és p tetszéleges valos szamok. Altalaban is megtudhatjuk, hogy az
egyenletrendszer megoldhato-e, ha igen, akkor mennyi a megoldasszam, és
hogyan kapjuk meg az 0sszes megoldéast.

Az egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhatd, ha az RLA-ban nem
fordul el olyan sor, amelyben az egyiitthatoknak megfelel§ rész csupa 0, a
jobb oldali rész pedig nem 0 (a tovabbiakban ezt tilos sornak hivjuk). (A
tilos sor léte mar a lépcsGs alaknal is kideriil, amelyet ekkor persze folosleges
tovabb redukalni.)

A megoldas akkor és csak akkor egyértelmd, ha (nincs tilos sor és) min-
den oszlopban all vezéregyes, azaz a vezéregyesek szama megegyezik az is-
meretlenek szamaval. FONTOS! Ennek semmi koze sincs az olyan csupa nulla
sorok létéhez vagy nemlétéhez, amelyeknek a jobb oldali része is nulla (nevez-
ziik ezeket folosleges soroknak). Egy folosleges sor csak azt jelenti, hogy az
annak megfelel§ egyenlet kovetkezik a tobbibdl, tehat nem tartalmaz 1) in-
formaciot, uj megkotést, és igy az ilyen sorok elhagyhatok. (Ilyen volt a P1
példanal a harmadik egyenlet, a P3 példanal pedig a harmadik és a negyedik
egyenlet is.) Barmely egyenletrendszerhez hozzavehetiink f6losleges egyen-
leteket, példaul valamelyik egyenletet Gjra leirjuk, vagy két egyenlet 0sszegét
is beiktatjuk, és igy folosleges sor fog adddni; az egyenletrendszer megoldéasai
természetesen nem valtoztak meg, akar egyértelmi volt a megoldas, akar tobb
megoldas volt, akar pedig nem volt megoldéas.

Ha az egyenletrendszer megoldasa egyértelmi, akkor az RLA azonnal
megadja a megoldast. Ha a megoldas nem egyértelmi, akkor a vezéregyest
nem tartalmazoé oszlopoknak megfelel ismeretlenek tetszdlegesen valaszthatok
(azaz szabad paraméterek), a tobbi ismeretlen pedig ezekkel egyértelmten kife-
jezhets. (A P3 példaban z3 volt szabad paraméter, a P6-nak megfelel egyen-
letrendszerben pedig 5 és z5.) A megoldéasszam igy végtelen test esetén végte-
len, t elemt test esetén pedig t°, ahol s a szabad paraméterek szama.

Mindezt réviden az alabbi tételben foglalhatjuk Gssze:

3.1.1 Tétel
1. Egy linearis egyenletrendszer kib&vitett matrixa elemi sorekvivalens at-
alakitasokkal redukalt 1épcsds alakra hozhaté.

II. Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha a (redukalt)
lépcs6s alakban nincs tilos sor.

III. Az egyenletrendszernek akkor és csak akkor egyértelmidi a megoldésa,
ha (nincs tilos sor és) a vezéregyesek szama megegyezik az ismeretlenek
szamaval.
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IV. Ha t6bb megoldas van, akkor a vezéregyest nem tartalmazo oszlopoknak
megfelel§ ismeretlenek szabad paraméterek (tetszélegesen megvélasztha-
t0k), a tobbi ismeretlen pedig ezekkel egyértelmten kifejezhets. A megol-
déasszam ekkor végtelen test esetén végtelen, t elemi test esetén pedig t°,
ahol s a szabad paraméterek szdma, és a(z Osszes) megoldas kozvetleniil
leolvashato a redukalt 1épcsés alakbol. &

Megjegyezziik, hogy tobb megoldés esetén altalaban nemcsak egyféle pa-
raméterezés lehetséges. A P3 példanal x; vagy s is lehet szabad paraméter,
ekkor a megoldasokat 1 = p,xz0 = -1 — 2u,z3 = p + 2, illetve
x1 = —1/2 —7/2,29 = 1,23 = 3/2 — 7/2 alakban kapjuk meg. Ezekhez
is eljuthatunk a Gauss-eliminaciéval, de ehhez el6bb az ismeretlenek sorrend-
jét alkalmasan meg kell valtoztatnunk (zi-et, illetve -t kell harmadikként
irnunk). Az egyenletrendszer megoldasainak attekintésére természetesen mar
egyféle paraméterezés is elegends, ezért — a keveredések elkeriilése érdekében
— a legjobb, ha az ismeretleneket nem csereberéljiik és az eredeti formaban
végezziik a kikiiszobolést. FIGYELEM! Az nem igaz, hogy s szabad paraméter
esetén bdrmelyik s darab ismeretlen valaszthato szabad paraméternek. Példaul
az x1 + 2x9 + 3x3 = 1, x1 + 222 + 4x3 = 1 egyenletrendszernél x3 értéke
egyértelmiien meghatarozott, xs = 0, és csak a masik két ismeretlen vehets
szabad paraméternek (a megoldasok ekkor x; = v,20 = 1/2 —v/2,253 = 0,
illetve 1 = 1 — 2u, x5 = p, x3 = 0 alakban irhatok fel).

Néhdny jotandcs. A Gauss-kikiiszobolésnél is érdemes — a determinan-
soknél latottakhoz hasonléan — az egyes lépéseket gondosan regisztralni és
minél részletesebben kiirni.

Ne felejtsiik el, hogy az eljaras sorén végig csak sorokkal dolgozunk. Alap-
szabély, hogy az oszlopokkal ne préobaljunk hasonléképpen manipulélni, ekkor
ugyanis nem az egyenleteket, hanem az ismeretleneket varialnank. Példaul két
oszlop cseréje a megfelel§ két ismeretlen cseréjét jelenti, és igy végig nyomon
kell(enne) kovetni az ismeretlenek sorrendjének a megvéltozasait is. A bonyo-
lultabb atalakitasok pedig mar szinte attekinthetetlen médon hoznak be 1j
ismeretleneket a régiek helyett.

A (redukalt) lépcsds alakra hozas nagyon hasznos eljaras az egyenletrend-
szer megoldasara, de nem 6ncél. Ha mas, egyszertibb médon meg tudjuk oldani
az egyenletrendszert, akkor nincsen ra sziikség. Ne felejtsiik azonban el, hogy
egyetlen megoldas megtalalasa altaldban még nem jelenti a teljes megoldast,
tehat emellett valamilyen médon meg kell keresni a tobbi megoldast is, vagy
pedig ki kell mutatni, hogy az egyenletrendszernek csak egy megoldasa van.

FIGYELEM! Ne probaljunk az egyenletrendszer megoldhatosagara vagy
megoldasszamara pusztan az egyenletek és ismeretlenek szamanak a viszonyéa-
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bol kovetkeztetni. NAGYON ROSSZ ,vezérelv’, hogy ,ha ugyanannyi is-
meretlen van, mint egyenlet, akkor egyértelmi a megoldas, ha az ismeretlenek
szama a nagyobb, akkor tobb megoldas van, ha pedig az egyenleteké a na-
gyobb, akkor nincs megoldés”. Ez tobb szempontbél is hibas okoskodés.
Egyrészt — ahogy méar kordbban emlitettiik — barmely egyenletrendszer-
hez hozzavehetiink Gj megkotést nem hordozo ,,folosleges egyenleteket”, ezzel
az egyenletek szadma megvaltozik, ugyanakkor az ismeretlenek szama és a
megoldasok szama is valtozatlan marad. Masrészt akarmilyen sok ismeretlen
ellenére mar két egyenlettel is tudunk megoldhatatatlansagot produkélni, ha
példaul ugyanazokat az egyiitthatokat vessziik, de mas jobb oldalt. (Tulaj-
donképpen mar egy egyenlet is elég, ha minden egyiitthaté 0, de a jobb oldal
nem az. Akik ezt ,degeneralt” példanak talaljak, ne felejtsék el, hogy ez
nem mas, mint a tilos sor, amely minden megoldhatatlan egyenletrendszernél
jelentkezik, csak esetleg rejtettebb forméaban, amit csak a kikiisz6bolés hoz
napvildgra.) A P1 és P3 példaban tobb egyenlet volt, mint ismeretlen, mégis
az egyiknek egyértelmd megoldasa volt, a mésiknak pedig végtelen sok! A
P2 példaban az egyenletek és az ismeretlenek szdma megegyezett, mégsem
volt megoldhat6 stb. Az ismeretlenek és egyenletek szdmanak viszonya szinte
egyaltalan nincs hatéssal arra, hogy a megoldasok szama 0, 1 vagy tobb; az
egyetlen kivétel, hogy ha tobb ismeretlen van, mint egyenlet, akkor nem lehet
egyértelmii megoldés (vigyazat, az nyugodtan lehet, hogy nincs megoldas!):

3.1.2 Tétel
Ha egy k egyenletbdl 4ll6 n ismeretlenes linearis egyenletrendszernek
egyetlen megoldasa van, akkor n < k. &

Bizonyitds: Egyértelmii megoldas esetén az RLA-ban a vezéregyesek széma
n, masrészt a vezéregyesek kiillonb6z6 sorokban helyezkednek el, tehat szamuk
legfeljebb k. Innen valéban n < k. m

Ennek az észrevételnek egy egyszert, de fontos kdvetkezményét a késb-
biekben sokszor fel fogjuk hasznalni. Ehhez el6bb bevezetjiik a homogén
lineéaris egyenletrendszer fogalmat:

3.1.3 Definicio
Egy linearis egyenletrendszert homogénnek nevezink, ha a jobb oldali
konstansok mindegyike nulla. &

Egy homogén egyenletrendszer biztosan megoldhato, hiszen x1 = ... =
= z, = 0 mindig megoldas. Ezt trividlis megolddsnak nevezziik. Igy itt az
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az érdekes kérdés, hogy mikor létezik nem trividlis megoldas. Erre elégséges
feltételt ad az alabbi

3.1.4 Tétel

Ha egy homogén linearis egyenletrendszerben az ismeretlenek szdma na-
gyobb, mint az egyenletek szama, akkor az egyenletrendszernek biztosan léte-
zik nem trividlis megoldasa. ¢

Bizonyitds: Indirekt, tegyiik fel, hogy a trivialison kiviil nincs méas megoldés.
Ekkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldésa van, tehat a 3.1.2 Tétel sze-
rint az ismeretlenek szdma nem lehet nagyobb az egyenletek szamanal, ami
ellentmond a feltételnek. m

A tovabbiak el6késziileteként az egyenletrendszerek két mésik felirasi mod-
javal ismerkediink meg. Ehhez sziikségiink lesz az (oszlop)vektorok fogalméra.

3.1.5 Definici6

Az egy oszlopbdl all6 matrixokat oszlopvektoroknak nevezziik. Egy ilyen
matrix (egyetlen oszlopanak) elemeit a vektor komponenseinek vagy koordind-
tdinak hivjuk. A T test elemeibdl képzett g komponensi vektorok Osszességét
(T9%! helyett réviden) T%-val jeloljiik. &

Ez a fogalom a sik-, illetve térvektorok (valds) szamparokként, illetve
szamharmasokként torténd felirasi modjanak az altalanositasa. Kés6bb még
sokkal altalanosabb értelemben fogjuk hasznélni a ,vektor” szot (lasd a 4.1
pontot).

T9-ban — az altaldnos matrixmitiveleteknek megfelel6en — beszélhetiink
két vektor osszegérdl, illetve egy vektor skalarszorosarol (azaz T-beli elemmel
vett szorzatarol), ezeket ugy kapjuk, hogy a megfelel6 komponenseket 6sszead-
juk, illetve a komponenseket a skalarral végigszorozzuk.

A vektorokat félkovér latin kisbettikkel fogjuk jelolni.

Most ratériink az egyenletrendszer egyik atirasi modjara. Legyen

a11 19 . A1n

Qg1 Qg2 ... Qo2p
A= . €T,

A1 A2 . Alen,
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x1
T2 Bl
B2
x=| . |eT" b=| | eTt
Bk
xn

azaz A az egyitthatomatrix, x az ismeretlenekbdl képezett vektor és a (mar
emlitett) b a jobb oldali konstansokbol allo vektor. Ekkor a matrixszorzés
definiciojanak megfelelGen az egyenletrendszer felirhaté Ax = b alakban.

A masik atirasi moédhoz legyen

QL

tehat az aj-k az A egyiitthatoméatrix oszlopvektorai. Ekkor az egyenletrend-
szer a kovetkezdképpen irhato fel: x1a; + xz0a9 + ... + x,a, = b.

Feladatok

3.1.1 Mutassuk meg, hogy az (56. oldalon szerepl§) E1-E4 elemi ekvi-
valens atalakitasok valéban az eredetivel ekvivalens egyenletrend-
szerhez vezetnek.

3.1.2 Legyen T a valos test. Az alabbi valtoztatasok koziil melyek vezetnek
az eredetivel ekvivalens egyenletrendszerhez?

Az elss egyenlet helyére az Osszes egyenlet Gsszegét irjuk.

—_ o~
T o

Az els6 egyenlet helyére az Osszes tobbi egyenlet Gsszegét irjuk.

Az els6 két egyenlet helyére az Osszes egyenlet Gsszegét irjuk.

—~ o~

Qo
S N N N N

Az elss két egyenlet helyére ezek Osszegét és kiilonbségét irjuk.

—
@

Minden egyenletben minden egyiitthatéhoz és a jobb oldali konstan-
sokhoz is 1-et hozzaadunk.

Mennyiben modosul(hat)nak a valaszok, ha R helyett mas 7' test
feletti egyenletrendszereket vizsgalunk?
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3.1.3 Oldjuk meg a valos szamok korében az alabbi egyenletrendszereket.

(a) —x+3y+3z= 2 (b) 2z +3y+ z= 11 (c) 2z +3y+ z= 11
3z+ y+ z= 4 rT— y—2z2=-—7 rT— y—2z2=-7
2z —2y+32=10 3x+2y— z= 2 3x+2y— z= 4

3.1.4 Hény megoldasa van a modulo 5 maradékosztalyok teste felett az
alabbi egyenletrendszernek?

T1+x9+23=1
T3+ xy+ x5 =4
T1+ 23+ x4 =2
To+ w3+ x5 =3

3.1.5 Oldjuk meg a komplex szamok korében a kovetkezd egyenletrend-

szereket,.
(a) T1 +ire — 13 = —1 (b) 1+ 2o+ x3+ 24+ x5 = 0
1T1 — To —ixz = 1 T1+ 1o+ x3+ T4+ x5 =—-14+1
— T — 1T+ T3= ¢ 1+ To4ixr3+ T4+ 5 =—-1—1
—ix1 + To+ix3 = —1 T1+ o4+ x3+ixs+ x5= 1—1
1 +i1re+ x3 = 1 T1+ o+ 23+ T4+ tx5= 141

3.1.6 Oldjuk meg a val6s szamok korében:
T+ 20 =1, To+x3 =1, RN Tnp+x1=1.

*3.1.7 Milyen n és m esetén lesz az alabbi (n X n-es) valos egyenletrend-
szernek egyértelmid megoldasa?

ri+axa+ ...+ zTm=1
Tot+Ts+ ...+ Tpmy1 =1

Tp+x1+...+2m_1=1
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3.1.13

3.1.14

3.1.15
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Legyen n > 1, és oldjuk meg az alabbi n ismeretlenes és n egyenletbdl
all6 valos egyenletrendszert:

1+ 22+ 23+ ...+ T, = n
1+ 229 +223+ ... + 22, =n—1
1+ 2x9+3x3+ ... + 3z, =n—2

3:1+2:c2+3x3+...+m:n: 1
vagyis az A egyiitthatomatrixban «;; = min(3, j).

Legyen k,n > 2 és p egy kn-nél nagyobb primszam. A k X n-es A
matrixot ugy képezziik, hogy sorban leirjuk 1-t6l kn-ig a szamokat,
tehat a;; = (i — 1)n + j. Tekintsiik az Ax = b egyenletrendszert a
modulo p test felett.

Megoldhatosag esetén hany megoldés van?
Hény b-re lesz az egyenletrendszer megoldhat6?

Adjunk példat olyan 3 ismeretlenes és 5 egyenletbdl allo egyenlet-
rendszerre, melynek (a) nincs megoldasa; (b) egyértelmd megoldasa
van; (c) végtelen sok megoldasa van; (d) pontosan 7 megoldéasa van.
Mi a helyzet 5 ismeretlen és 3 egyenlet esetén?

Milyen kapcsolat van a vezéregyesek, a szabad paraméterek és az
ismeretlenek szama k6zott?

Legyen T egy t elemszamu véges test, n > k és tekintsiink T felett
egy k egyenletbdl 4ll6 n ismeretlenes egyenletrendszert. Bizonyitsuk
be, hogy megoldhatosag esetén a megoldasszam legalabb ¢t~ F.

Tegyiik fel, hogy egy (tetszéleges T test feletti) egyenletrendszernek
egynél tobb megoldésa van, és tekintsiik a megoldasokban eléfordulé
Osszes lehetséges x1 értékek H halmazat. Bizonyitsuk be, hogy H
vagy egyelemi, vagy pedig H = T.

Hogyan abrazolhatjuk geometriailag a valos egyiitthatos kétismeret-
lenes (és akarhany egyenletbdl 4llo) egyenletrendszereket? Hogyan
latszik a megoldhatosag és a megoldasszam? Mi a helyzet harom
ismeretlen esetén?

Legyen az Ax = b egyenletrendszer egy megoldasa x’. Mutassuk
meg, hogy az Osszes megoldast az x' + x* képlettel kapjuk, ahol x*
végigfut az Ax = 0 homogén egyenletrendszer 6sszes megoldaséan.
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3.1.16

3.1.18

(b)
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Legyen A,A; € TF" x € T" b,b; € T és tekintsiik az
Ax = b, Ai1x = b stb. egyenletrendszereket. Melyek igazak az
alabbi allitasok koziil?

Ha Ax = by és Ax = by megoldhat6, akkor Ax = by + by is megold-
hato.

Ha A;x = b és Asx = b megoldhato, akkor (4; + Az)x = b is
megoldhato.

Ha Ax = b-nek egyértelmi a megoldasa, akkor Ax = bi-nek semmi-
lyen b;-re sem lehet egynél t6bb megoldasa.

Ha Ax = b-nek egyértelmi a megoldasa, akkor Ax = by is biztosan
megoldhatd barmely bj-re.

Ha k < n, akkor tetszéleges A-hoz van olyan b, amelyre Ax = b nem
oldhat6 meg.

Ha k > n, akkor tetszéleges A-hoz van olyan b, amelyre Ax = b nem
oldhat6 meg.

Abel és Béla (egymastol fiiggetleniil) gondol 5-5 egész szamot. Abel a
Béla altal gondolt szamok koziil megkérdezheti barmely 2 6sszegének
a paritasat, Béla pedig Abel szamai koziil barmely 3 Gsszegének a
paritasat tudakolhatja meg. Ki tudja-e talalni valamelyikiik a masik
altal gondolt szamok mindegyikének a paritasat, és ha igen, akkor
miniméalisan hany kérdéssel tudja ezt megtenni?

Tekintsiink egy egész egyiitthatos linearis egyenletrendszert (a jobb
oldalon allé6 konstansok is egész szamok). Melyek igazak az alabbi
allitasok koziil?

Ha van megoldas az egész szamok korében, akkor van megoldas a
komplex szamok korében is.

Ha van megoldas a komplex szamok korében, akkor van megoldés a
racionélis szamok korében is.

Ha van megoldéas a racionélis szdmok korében, akkor van megoldas
az egész szamok korében is.

Ha egy egyenletrendszerben az egyiitthatok (beleértve a jobb oldalon
allo konstansokat is) egész szamok, akkor ezeket a modulo 11 mara-
dékosztalyok elemeinek is képzelhetjiik, és ekkor a modulo 11 test
feletti egyenletrendszerhez jutunk. Tekintsiink egy ilyen homogén
egyenletrendszert. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha van nem trivialis megoldas a modulo 11 test felett, akkor nem
trividlis racionalis megoldas is van.

Ha van nem trivialis racionalis megoldas, akkor a modulo 11 test
felett is van nem trivialis megoldés.
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3.2. Cramer-szabaly

Ebben a pontban olyan specidlis egyenletrendszerekrsl lesz szd, amelyekben
megegyezik az ismeretlenek és az egyenletek szama. Az egyiitthatoméatrix
ekkor négyzetes, és igy létezik determinansa. ElGszor megmutatjuk, hogy ha
ez a determinans nem nulla, akkor az egyenletrendszernek barmilyen jobb
oldal mellett pontosan egy megoldésa van, és erre a megoldasra determinansok
segitségével képletet is adunk:

3.2.1 Tétel (Cramer-szabaly)

Ha A € T"*™ és D = det A # 0, akkor az Ax = b egyenletrendszernek
pontosan egy megoldasa van. A megoldasban x; = D;/D, ahol a D; deter-
minanst ugy kapjuk, hogy D-ben a j-edik oszlop helyére a jobb oldali kons-
tansokat (azaz a b vektor komponenseit) irjuk. &

Péld4aul
air B aap
azr Ba ... aop
ani ﬁn c.. Qpp
To =
11 12 e A1n
a921 29 e a2n
ap1 Qp2 oo Opn

Bizonyitds: Mivel a feltétel szerint létezik A~!, ezért az Ax = b egyenlet-
rendszert balréol A~!-gyel beszorozva ekvivalens egyenletrendszert nyeriink.
(Az ekvivalenciat az biztositja, hogy a kapott egyenletrendszert balrol A-
val beszorozva ismét az eredeti egyenletrendszerhez jutunk vissza — kozben
természetesen tobbszor kihasznaltuk a matrixszorzas tulajdonsagait.) Igy az
x = A~ 'b egyenletrendszer keletkezett, ami ,mar meg is van oldva”. Ezzel
igazoltuk, hogy az eredeti egyenletrendszernek pontosan (ez az) egy megoldasa
van.

Hatra van még, hogy az x = A~'b megoldast a kivant alakra hozzuk.
A matrixszorzas szabalyai szerint x; éppen az A~! matrix j-edik soranak és
a b vektornak a szorzata. Felhasznélva a matrix inverzére a 2.2.2 Tétel bi-
zonyitasaban adott képletet, igy «; = (1/D)(A1;81 + ... + AnjfBrn), ahol Ay,
a D determinans megfelel6 elGjeles aldeterminéansait jeloli. Mivel a D; deter-
minans csak a j-edik oszlopaban tér el D-t6l, ezért a j-edik oszlophoz tartozé
megfelel§ elGjeles aldetermindnsok D-ben és Dj-ben azonosak. Ennélfogva
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Dj-t a j-edik oszlopa szerint kifejtve D; = B1A1; + ...+ B, A,; adodik, tehat
x;j valoban atirhat6é z; = D;/D alakba. m

A Cramer-szabalynak elsGsorban elméleti jelent&sége van. Az egyenlet-
rendszerek gyakorlati megoldasanal csak ritkdn hasznaljuk, hiszen egyrészt
eleve csak igen specialis esetekben alkalmazhat6, masrészt még ekkor is al-
talaban joval tobb szamolast igényel, mint a Gauss-kikiiszobolés (gondoljuk
meg, hogy a teljes eredményt add Gauss-kikiiszobolés ebben az esetben alig
tart tovabb, mint egyetlen n-edrendii determinansnak a kiszamitasa, a Cramer-
szabélyhoz pedig n + 1 darab ilyen determinanst kell kiszamitani).

Természetesen érdemes a Cramer-szabalyra tdmaszkodni, ha a D és D;
determinansok egyszertien meghatarozhatok. Hasznat vehetjiik akkor is, ha
»eszrevesziink” egy megoldast és kimutatjuk, hogy D # 0; ekkor ugyanis a
fenti tételbdl tudjuk, hogy a (ki)talalt megoldason kiviil t6bb megoldas nem
is lehet.

A Cramer-szabaly torténeti (és kozépiskolai tanitasi) szempontbol is ér-
dekes. Ha az a1171 + a1020 = (1, 11 + aooxe = B altalanos 2 ismeretlenes
és 2 egyenletbdl allo (mondjuk valos) egyenletrendszert (akarmilyen modszer-
rel) megoldjuk, akkor kénnyen adodik, hogy (pontosan) akkor van egyértelmii
megoldas, ha ajjass — ajsan; # 0, és ekkor

oy = Prage — Baain ’ oy — —B1ao1 + Baany '

Q11022 — (120021 Q11022 — (120021
Vegylik észre, hogy ez éppen a Cramer-szabaly az n = 2 esetben. Némi farad-
saggal még n = 3-ra is kihozhatjuk ,kisipari modszerekkel” a megfelel§ ered-
ményt. Eppen az ilyen tipust észrevételek inditottak el a determinansfogalom
kialakulasat és alkalmazasat a linearis egyenletrendszerek megoldasara.

A Cramer-szabalynal nagyon fontos feltétel, hogy az egyiitthatématrix
determinansa ne legyen nulla. Az x;-re felirt képlet D = 0 esetén persze eleve
értelmetlen, azonban ennél tobb is igaz; ha D = 0, akkor az egyenletrend-
szernek semmiképpen sem lehet egyértelmd megoldésa:

3.2.2 Tétel
Ha A € T"*™ és D = det A = 0, akkor az Ax = b egyenletrendszer vagy
nem oldhat6 meg, vagy pedig egynél tobb megoldéasa van. &

Bizonyitdas: Végezziink Gauss-kikiiszobolést az Ax = b egyenletrendszerrel,
de most a(z esetleg keletkezs) csupa nulla sorokat ne hagyjuk el. Ekkor az
elemi ekvivalens atalakitasok soran kapott egyiitthatématrixok determinansa
— a determinansokra vonatkoz6 elemi tulajdonsagok szerint — tovabbra is
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nulla marad. Igy az RLA bal oldalanak a determinénsa is nulla. Ha az egyen-
letrendszernek egyértelmi lenne a megoldésa, akkor minden oszlopba keriilne
vezéregyes, de ekkor az RLA bal oldala az egységmatrix lenne, amelynek a
determinansa nem nulla. Ez az ellentmondas biztositja, hogy az egyenletrend-
szernek nem lehet egyértelm megoldésa. m

Megjegyezziik, hogy a 3.2.2 Tétel bizonyitdsdnak mintajara az is igazol-
hato, hogy ha az egylitthatématrix determinansa nem nulla, akkor az egyenlet-
rendszernek egyetlen megoldasa van. (Ekkor mar &ltalaban nem igaz, hogy a
Gauss-kikiisz6bolés soran kapott egyiitthatématrixok determinansa nem val-
tozik, az azonban igaz, hogy sohasem valik nullava.) Ezzel a Cramer-szabaly
egy részére 1j bizonyitas adodott (,csak” a képletet nem kaptuk meg ily mo-
don).

A fentiek alapjan (az ugyanannyi ismeretlent és egyenletet tartalmazo)
homogén lineéris egyenletrendszerekre az alabbi eredményt nyerjiik:

3.2.3 Tétel
Legyen A € T"*"™. Az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszernek
akkor és csak akkor van nem trivialis megoldésa, ha det A = 0. &

Bizonyitds: Ha det A = 0, akkor a 3.2.2 Tétel szerint nem lehet egyértelmt
megoldéas, tehat a trivialis megoldason kiviil kell még lennie megoldasnak. Ha
det A # 0, akkor a 3.2.2 Tétel utani megjegyzés (vagy a 3.2.1 Tétel) alapjan
egyértelmi a megoldas, tehat csak a trividlis megoldés létezik. m

Megjegyezziik, hogy mindezek alapjan 1j (és teljes) bizonyitast nyer-
hetiink a négyzetes matrixok invertalhatosagarol és a nullosztokrol szo6l6 2.2.2
és 2.2.5 tételekre is, ezeket a 3.5 pontban targyaljuk majd.

A Cramer-szabaly egyik alkalmazasaként most egy interpolacids polino-
mokrol sz6l6 tételt igazolunk:

3.2.4 Tétel

Legyenek 71, ...,v, a T test kiillonb6zd elemei, £y, ..., 8, pedig tetszdle-
ges T-beli elemek. FEkkor pontosan egy olyan legfeljebb n — 1-edfoku
[ € T'[z] polinom létezik (megengedve a foknélkiili nulla polinomot is), amelyre

f)=Bi=12,....,n. &
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Bizonyitds: Legyen f = 0o+ 612+ ...+ 0,_12" 1, ekkor a feltétel pontosan a

0o+ 101+ ... + ’yf_15n—1 =/
S0+ Y201 + oo 98 001 = B

o +'7n51 + ... +72_15n71 = by

egyenletrendszert jelenti, ahol a J;-k az ismeretlenek. Az egyenletrendszer
determinansa a V' (v1,...,7,) Vandermonde-determinans, amely a ;-k kiilon-
bozésége miatt nem nulla. Igy a Cramer-szabély alapjan az egyenletrend-
szernek pontosan egy megoldasa van. m

A Cramer-szabaly képletét alkalmazva megkaphatjuk magukat a d; egytitt-
hatokat, tehat az f polinomot is, azonban — mint emlitettiilk — nem biztos,
hogy ez a leggyorsabb eljaras f elGallitasdra. Ha szerencsénk van, akkor itt is
ykitalalhatjuk” a polinomot, és ezutan az egyértelmiiség miatt mar biztosak
lehetiink abban, hogy ez az egyetlen megfelel§ polinom.

Az f-et (az adott 7; ,helyekhez” és B; helyettesitési értékekhez tartozo)
interpoldcids polinomnak nevezziik. Az ,interpolacios” jelz6 arra utal, hogy
(nagyon pongyolan fogalmazva) az f polinom valdsitja meg azt a ,lehets leg-
egyszertibb” fliggvényt, amely a ~; helyeken elGirt 3; helyettesitési értékek
segitségével hatarozza meg (,iktatja kozbe”) a tobbi helyen felvett értéket. Az
f polinom két mésik elgallitasi moédjara, valamint egyértelmiiségének tovabbi
lehetséges bizonyitasaira nézve lasd a 3.2.9-3.2.11 feladatokat.

Feladatok

3.2.1 Oldjuk meg a komplex szamok korében az alabbi egyenletrendszert.

T1+ T2+ T3+ T4= 2420
1+ 2x9+ 3x3+ 4drys= 4+ 4
Ty +3x9+ 6x3+ 1024 = 7+ 61
x1 + 4ao + 1023 + 2024 = 11 + 8¢

3.2.2 Oldjuk meg a valés szamok korében:

T1 4 2x0 = 3, To+ 3x3 =4, RN :L‘n—i-(n—l—l)ll?l =n+2.
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Oldjuk meg az alabbi valos egyenletrendszereket, ahol (b)-ben
a; # o, ha i # j.

(a) x1 + To+ ...+ Tp =N

1 + 200 + ... + N, = n?

1+ 2" ey 4+ .. 40" e, =n"

(b) xr1 + To+ ... + Ty =

a1+ asxo+ ...+ apx, =0

~1 —1 - _
ey +ah g+ o+ at e, = gL

Hasznaljuk a 3.2.1 Tétel jeloléseit. Melyek igazak az alabbi allitasok
koziil?

Ha D = 0, de van olyan j, amelyre D; # 0, akkor az Ax = b
egyenletrendszer nem oldhaté meg.

Ha D = 0 és minden j-re D; = 0, akkor az Ax = b egyenletrendsz-
ernek egynél tobb megoldasa van.

Legyenek A;, Ao € T™*™ invertalhaté6 maétrixok, és tekintsiik az
Ai1x = b és Asx = b egyenletrendszereket (azonos jobb oldallal).
Bizonyitsuk be, hogy

pontosan akkor lesz barmilyen b esetén a két egyenletrendszernek
kozos megoldasa, ha Ay = Asg;

pontosan akkor nem lesz semmilyen b # 0 esetén sem a két egyenlet-
rendszernek k6zos megoldasa, ha A; — As is invertalhato.

Legyen m;j, 4,7 = 1,2,...,n olyan n? darab egész szam, hogy az
m;;-kbol képezett determinans nem oszthato 7-tel. Tegytik fel, hogy
v1,...,U, Olyan egész szamok, hogy vim;i + ... + v,m;, barmely
j-re oszthato 7-tel. Bizonyitsuk be, hogy ekkor minden v; oszthato
7-tel.

Hogyan altalanosithat6 a feladat 7 helyett tetszdéleges egész szamra?
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A tovabbi feladatok az interpoléacios polinomhoz kapcsolédnak. A 3.2.4 Tétel
jeloléseit fogjuk hasznélni.

3.2.7

3.2.10

3.2.11

(b)

M*3.2.12
(a)

(b)

Hatarozzuk meg azt a legfeljebb harmadfoku f komplex egyiitthatos
polinomot, amelyre

f(=1)=12, f(4) =7, f(6
f) =f(=1)=3, f(2
f) =i, fi)=-1, f
f(=1)=f() = f(=i) =1, f(1) =09.

Héany olyan pontosan a) n — l-edfoka; b) n-edfoka f polinom van,

amely a 3.2.4 Tétel (t6bbi) feltételeit kielégiti?

Adjunk 4j bizonyitast a 3.2.4 Tételben szerepls f egyértelmiségére,
arra tamaszkodva, hogy egy polinomnak legfeljebb annyi gyoke lehet,
mint amennyi a fokszama.

Newton-féle interpoldcids polinom. Adjunk 0j bizonyitast a 3.2.4
Tételre (azaz f létezésére és egyértelmiiségére) gy, hogy f-et a ko-
vetkezd alakban keressiik:

f=votvi(z—m)+tve(z—y1)(—2)+. . AVp_1(T=71)" . - (T—Vn—1).

Lagrange-féle interpoldcids polinom. Legyen n > 1.

Keressiink olyan legfeljebb n — l-edfokd L; polinomot, amelyre
Li(y;) =0, ha j # i és Li(y;) = 1. [Ez azt jelenti, hogy az inter-
polacios problémaét (elészor) abban a nagyon specialis esetben oldjuk
meg, amikor az el6irt helyettesitési értékek egyike 1, az Gsszes tobbi
pedig 0. Az L;-ket (a ~; helyekhez tartozod) Lagrange-féle alappoli-
nomoknak nevezziik.|

Mutassuk meg, hogy az f = Y. | B;L; polinom megfelel a 3.2.4 Tétel
feltételeinek.

Legyen n > 1.

Melyik (jolismert) polinom az (n darab) L; Lagrange-féle alappoli-
nom osszege?

Legyenek v1,...,v, kiilonb6z6 valos szamok és v tetsz6leges valds.
Adjuk meg egyszeriibb alakban az alabbi két valds szamot:

on YII2=20 0w Y

i=1 j£i =1 i 11 i
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3.2.13 Melyek igazak az alabbi allitdsok koziil?

(a) Ha egy (komplex egyiitthatos) polinom minden egész helyen egész
értéket vesz fel, akkor a polinom egész egyiitthatos.

(b) Ha egy (komplex egyiitthatos) polinom minden racionalis helyen ra-
cionalis értéket vesz fel, akkor a polinom raciondlis egyiitthatos.

*3.2.14 Legyen T véges test. Mutassuk meg, hogy minden ® : T" — T fiigg-
vény polinomfiiggvény, azaz van olyan f € T'[x] polinom, hogy min-
den 7 € T-re f(1) = ®(7).

*3.2.15 Ali Baba a kincset a 40 rabléra akarja hagyni, de fél, hogy azok
Osszevesznek, és ezért olyan modszert szeretne, hogy csak akkor jut-
hassanak hozza, ha mér legalabb 25 rablé elére megegyezett, hogyan
osztozkodnak. A kincshez vezet§ utvonalat egy szamitogép rejti,
ehhez csak ugy lehet hozzaférni, ha valaki bepotyogi a megfelels jel-
szot, ami egy (meglehet&sen nagy) természetes szam. Ali Baba az In-
terpol tanacsara egyenként mindegyik rablénak a fiilébe stg valamit.
Ha barmelyik 25 rablé 6sszefog, akkor meg tudja fejteni a kulcssza-
mot, de 24-en hidba probalkoznak, egyiittesen sem lesz semmilyen in-
forméciojuk a szamrol. Mit tanacsolt Ali Babanak az Interpol(acio)?

3.3. Linearis fiiggetlenség T"*-ban

Az el6z6 pontban a lineéris egyenletrendszerek Ax = b alakjat hasznaltuk.
A most kovetkezd vizsgalatok a 3.1 pont végén emlitett méasik atirasi médhoz
kapcsolodnak.

Felelevenitve az ott mondottakat, legyen

Oélj

Oégj & )
a; = : eT”, j7=12,...,n,

QAL

tehat az a;-k az A egylitthatoméatrix oszlopvektorai. Ekkor az egyenletrend-
szer a kovetkezdképpen irhato fel: xia; + z0a9 + ... + x,a, = b.

3.3.1 Definici6

Legyen uy,...,u,, € T%és A\, ... A\, € T, azaz vegyiink m darab T*-beli
vektort és ugyanennyi T-beli skaldrt. Ekkor a \ju; +. ..+ \,u,, € T vektort
az u; vektorok (\; skalarokkal képzett) linedris kombindcicjanak nevezzik. &
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Ennek alapjan a linearis egyenletrendszer megoldhatésaga éppen azt je-
lenti, hogy b el6all az a; oszlopvektorok linearis kombinaciojaként, és az ilyen
elgallitas(ok)ban szerepls skalarok szolgaltatjak az egyenletrendszer megolda-
sat (megoldasait).

Kiilénosen fontos lesz a homogén egyenletrendszer, azaz a b = 0 eset.
A homogén egyenletrendszer trivialis megoldasanak éppen az felel meg, ha
az a;-k mindegyikét a A\; = 0 skalarral szorozzuk meg, és az igy elkészitett
0a; + ... + Oa,, un. trividlis linearis kombinéacié eredménye természetesen
valéban a nullvektor. nem trividlis megoldas pedig egy olyan nem trividlis
linearis kombinaciot jelent, amely a nullvektort allitja el§, azonban a kom-
binaciéban szereplé skalarok nem mindegyike nulla.

Alapvet&en fontos két definicié kovetkezik:

3.3.2 Definici6

Az uy,...,u,, € T" vektorok linedrisan dsszefiiggdk, ha léteznek olyan
Aly. ..y A € T skalarok, amelyek nem mind 0-k, és Aju; + ...+ \,u,, = 0.
)

3.3.3 Definicio
Az ui,...,u,, € T* vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha Aju; + ... +
+ A, = 0 CSAK tugy valosulhat meg, ha mindegyik \; = 0. Azaz

M+ ...+ A0, =0=>X=0,1=1,...,m. &

Egy ui,...,u,, € T" vektorrendszerre tehat a linearis fiiggetlenség és
a linearis Gsszefliggés koziil pontosan az egyik teljesiill. A | linearis” jelzét a
rovidség kedvéért gyakran elhagyjuk.

A ,vektorrendszer” kifejezésben a ,rendszer” szo arra utal, hogy (a hal-
mazzal ellentétben) ugyanaz a vektor tobbszor is eléfordulhat az u;-k kozott.
Ez a koriilmény lényegesen befolyasol(hat)ja a fiiggetlenség kérdését: ha az
u;-k kozott szerepelnek azonos vektorok, pl. u; = ug, akkor 1u; + (—1)us +

+0us + ... 4+ Ou,, = 0, tehat az uy,...,u,, vektorrendszer mindenképpen
Osszefiiggs.
Példak:
1 2 1
Pl.Azu; = |2 ],u; = [1],u3s = | 1] € R? vektorok linearisan
1 2 1

osszefiiggdk, mert 1lu; + lug + (—3)ug = 0.
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2
P2. Az el6z6 uy, us, valamint az uy = | 1 | vektorokbol all6 rendszer linea-
1
risan fiiggetlen. Ennek igazoldsdhoz irjuk ki részletesen a Adju; + Aous +
+A4uy = 0 egyenlGséget:

1 2 2 A+ 20 + 20y 0
M2 +X 1] +Xl1]=12M+ X+ X | =10,
1 2 1 A+ 2X + A\ 0

ami pontosan

A +20+2X =0
201+ Ao+ M =0
AM+2M+ A =0

teljesiilését jelenti. A Gauss-kikiiszoboléssel kdnnyen adodik, hogy en-
nek a homogén egyenletrendszernek csak trividlis megoldasa van, azaz
CSAK M\ = Ay = Ay = 0 lehetséges, igy az up, us, uy vektorok valéban
fiiggetlenek.

Természetesen a P1 példaban, az uy, us, us vektorok linearis 6sszefliggésének
az igazolasahoz sincs sziikség arra, hogy valahonnan megsejtsiik a megfelels
skalarokat. Ekkor a

A1 +2X+A3=0
2014+ X+ XA3=0
A +2X+A3=0

homogén egyenletrendszert kell vizsgalni, és Gauss-kikiiszoboléssel kapjuk az
altalanos megoldast: A\; = Ao = —pu/3, A3 = p, ahol u tetszdleges valos szam.
Mivel van nem trivialis megoldas, ezért a vektorok Osszefiiggk, és barmely
u # 0 szolgaltat egy alkalmas nem trivialis kombinaciot. (A P1 példédban az
indoklasként rogton az elején felirt kombinacidhoz — amelyet talan tényleg
4ki lehetett talalni” — a p = —3 paraméterérték tartozik).

Az imént elmondottak teljesen altalanos érvénytek: az ug,...,u, € T%
vektorok linearis Gsszefligg@ségének, illetve fliggetlenségének az eldontéséhez
tekintsiik az Ux = 0 homogén linearis egyenletrendszert, ahol az U € T+*"
matrix oszlopvektorai az uj-k. Ha ennek az egyenletrendszernek csak trivialis
megoldasa van, akkor az u; vektorok fiiggetlenek, ha pedig létezik nem trivialis
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megoldéas is, akkor Osszefiigg6k. Azt, hogy létezik-e az egyenletrendszernek
nem trivialis megoldasa vagy sem, Gauss-eliminécioval hatérozhatjuk meg.
nem trivialis megoldas létezése esetén a megoldasok egyuttal meg is adjak a
skalarokat a nullvektort elgallité linearis kombinécidkhoz.

A linearis fliggetlenség kérdésénél adédé homogén egyenletrendszereknél
altalaban a Gauss-kikiiszobolés alkalmazasa a legcélszertibb. Abban a (na-
gyon) specialis esetben, amikor a vektorok szdma megegyezik k-val (tehat
a komponensek szamaéaval), egy négyzetes U matrixot kapunk, és igy alkal-
mazhatjuk a 3.2.3 Tételt is: a vektorok ebben az esetben akkor és csak akkor
osszefiiggdk, ha det U = 0 (azonban ez OsszefiiggGség esetén nem ad informa-
ciot a nem trivialis linearis kombinaciokban szerepld skalarokrol).

Ha a vektorok szama k-nél nagyobb, akkor egy olyan homogén egyenlet-
rendszerhez jutunk, amelyben t6bb az ismeretlen, mint az egyenlet. A 3.1.4
Tétel szerint ennek mindig van nem trivialis megoldasa, a vektorok tehat biz-
tosan Osszefiiggbk. Ezt az egyszeri tényt nagyon sokszor fel fogjuk hasznélni,
ezért kiilon tételként is megfogalmazzuk:

3.3.4 Tétel
Akarhogyan valasztunk T*-ban k-nal tobb vektort, ezek sziikségképpen
linearisan Osszefliggsk. &

A linearis fliggetlenség, illetve Osszefliggéség definiciojabol azonnal adod-
nak az aldbbi egyszeri észrevételek. Egyetlen vektor egyediil akkor és csak
akkor fiiggetlen, ha nem a nullvektor. Két vektor akkor és csak akkor linedrisan
fliggetlen, ha egyik sem skalarszorosa a méasiknak. T6bb vektor esetén ez méar
nem igaz, lasd pl. a P1 példaban szerepld up,us és uz vektorokat, amelyek
koziil egyik sem skalarszorosa a mésiknak, mégis Osszefiiggdk.

Az alabbi tételben a definiciok néhany tovabbi egyszert kivetkezményét
foglaljuk Gssze (melegen ajanljuk, hogy az Olvasé probélja ezeket elgbb 6nal-
loan bebizonyitani, és csak utana nézze meg az altalunk kozolt bizonyitasokat):

3.3.5 Tétel

I. Ha egy (legalabb kételemti) linearisan fiiggetlen rendszerbdl egy tetszéle-
ges elemet elhagyunk, akkor a maradék vektorok is linearisan fiiggetlen
rendszert alkotnak.

II. Ha egy linearisan Osszefliggd rendszerhez egy tetszdleges vektort hoz-
zévesziink, akkor az igy kapott vektorrendszer is linearisan Gsszefiiggd.
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III. Egy legalabb kételemt vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan Ossze-
fiiggd, ha van benne (legaldbb egy) olyan vektor, amely el§all a tobbi
vektor lineéris kombinaciojaként.

IV. Ha uy, ..., u,, lineirisan fliggetlen, de az u,,y; vektor hozzévételével
kapott rendszer linedrisan Osszefiiggs, akkor u,,11 elGéll az uq, ..., u,
vektorok linearis kombinacidjaként.

V. Tegyiik fel, hogy valamely v vektor el6éll az uy, ..., u,, vektorok linearis
kombinacidjaként. Ez az elGallitds akkor és csak akkor egyértelmtd, ha
ui, ..., U, linearisan fiiggetlen. &

Bizonyitds: Lassuk be elGszor 1I-t. Tegyiik fel, hogy az uy, ..., u,, vektorok
linearisan Osszefiiggsk, azaz léteznek olyan Aqy,...,\,, € T skalarok, ame-
lyek nem mind 0-k, és Aju; + ...+ A\p,u,, = 0. Ekkor a vektorrendszerhez
tetszbleges u,,41 vektort hozzavéve, a Aju; + ... + A\ uy, + Ouyyqq linearis
kombinacié nem trividlisan allitja el6 a nullvektort, tehéat a kibévitett vektor-
rendszer is Osszefliggs.

I-et indirekt igazoljuk. Ha a maradék vektorok Osszefiiggék lennének,
akkor az elhagyott vektort visszavéve II. alapjan az eredeti rendszer is Gssze-
fliggs lett volna.

III-nél tegyiik fel elGszor, hogy pl. u,, elGall a tobbi u; linearis kom-
binaciojaként, azaz u,, = diu; + ... + dpm_1Uy,_1. Ezt nullira rendezve
0=4d1u1+...+0m—1Upm—1+(—1)u,, adodik, ami a nullvektor egy nem trivialis
elsallitasa, hiszen a —1 skalar biztosan nem nulla. Ebbé&l kovetkezik, hogy a
vektorok Osszefiiggsk. A megforditashoz legyenek az u; vektorok sszefliggdk,
vegyiik a nullvektor egy nem trivialis Aju; +. ..+ A\, u,, = 0 elGallitasat, ahol
mondjuk A\ # 0. Ekkor az uy vektor u; = (=A2/A)us + ... + (= A /A1)up,
forméban elGéll a tébbi vektor linearis kombinaciéjaként.

III. méasodik részében azt is igazoltuk, hogy barmelyik olyan vektor kife-
jezhetd a tobbi linearis kombinaciojaként, amely a nullvektort ado (egyik) nem
trivialis linearis kombinaciéban nem nulla skalarral van megszorozva. Igy IV-
hez elég azt belatnunk, hogy az uy,...,un, un1 vektorok egy nem trivialis
linearis kombinaciojaban u,, 11 egyiitthatdja nem nulla. Ez valdéban igaz, mert
kiilonben 0 = Aju; +...+ Apupm +0up1 = Ayug + ... + A1y, miatt a null-
vektor az uy,...,u,, vektorok egy nem trivialis linearis kombinaciéjaként is
elgallna, ami ellentmond azok fiiggetlenségének.

Végiil V-hoz csak azt kell végiggondolnunk, hogy piu; + ... 4+ pmuy, =
= mu; + ... + mpu,, pontosan akkor teljesiil, ha (p; — m)u; + ... +
+(pm — Tm)uy =0. m
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A TII. és IV. allitassal kapcsolatban kiilon is megjegyezziik, hogy lineéris
Osszefligglség esetén altalaban tobb olyan vektor is van, amely kifejezhets a
tobbiek lineédris kombinaciojaként. Ugyanigy, ha fiiggetlen vektorokhoz egy 1j
vektort hozzavéve Osszefliggl rendszert kapunk, akkor altaldban nemcsak az
1j vektor irhato fel a régiek linearis kombinaciojaként, hanem ,szinte mindig”
a régi vektorok kozott is van(nak) olyan(ok), amely(ek) eldall(nak) a tobbiek
(azaz a tObbi régi és az j vektor) alkalmas linearis kombinaciojaként (lasd a
3.3.4 és 3.3.5 feladatokat).

A linearis fliggetlenség szokatlan fogalom, alaposan meg kell emészteni.
Ne felejtsiik példaul el, hogy a linearis fiiggetlenséget sohasem lehet gy meg-
fogni, hogy az adott vektoroknak a csupa nulla skalarral vett linearis kombiné-
ciojat tekintjlik. Ez ugyanis mindig a nullvektort eredményezi, tekintet nélkiil
arra, hogy a vektorok fliggetlenek vagy Gsszefliggdk voltak.

A linearis fliggetlenséggel kapcsolatos kezdeti nehézségeken legkénnyeb-
ben tgy juthatunk til, ha egyrészt mindent nagyon aprélékosan végiggondo-
lunk, a legszigoribban tartva magunkat a definiciokhoz, mésrészt a benniink
kialakul6é képet — ha lehet — minél t6bbszor 6sszevetjiik a sik- és térvektorok
korében (azaz R2-ben és R3-ban) fennall6 helyzettel, ahol tényleg ,latjuk”, mi
mit jelent és a geometriai szemléletre (is) tamaszkodhatunk.

A lineéris fliggetlenség fogalmét a 4.4 pontban majd tetszéleges vek-
tortérre is altalanositjuk. T6bbszorosen kideriil azonban, hogy a fogalom min-
den lényeges eleme megtalalhaté mar a most definidlt T%-beli specialis esetben
is; egyrészt azt itt elmondottak szinte sz6 szerint atvihetSk az altalanos esetre,
masrészt pedig belatjuk majd, hogy minden (tin. véges dimenzios) vektortér
,tulajdonképpen” megegyezik valamelyik T*-val (lasd a 4.7 és 5.2 pontokat).
Ennek ellenére (vagy éppen ezért) a linearis fiiggetlenség alapvets szerephez
jut a matematika valamennyi dgéban.

Feladatok
(Lasd a 4.4.1-4.4.8 feladatokat is.)

3.3.1 Dontsiik el az alabbi R*-beli vektorokrol, hogy linearisan dsszefiiggsk
vagy fliggetlenek. Ha 0Osszefiiggdk, fejezziik ki az egyiket a tobbi
linearis kombinaci¢jaként.

9 _

(i)

U

5
0 )
1
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3.3.2 Déntsiik el az alabbi R*-beli vektorokrol, hogy linearisan 6sszefiiggsk
vagy fiiggetlenek.

1 0 1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1 0 1
o] o] 1] o WAt (1] o
0 1 0 1 0 1 1 1

1 0 0 1 0

iy | ! 1 1 0 1

o)l {o] ) fo

0 0 1 1 0

Legyen T' a modulo 3 test. Mennyiben valtozik a helyzet, ha a fenti
vektorokat T4-belieknek tekintjiik?

3.3.3 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) Ha uy,...,u; linearisan fliggetlen, de uj,...,u; linearisan Ossze-
fliges, akkor ug és u; koziil legaldbb az egyik felirhat6 az uq,...,us

vektorok linearis kombinacidjaként.

(b) Ha van olyan u # 0 vektor, amely felirhat6 uy, uz, uz linearis kom-
binaciéjaként és uy,us,ug linedris kombinécidjaként is, akkor az

uy,...,us vektorok linedrisan &sszefiiggsk.
(c) Haaz uy,...,us vektorok egyike sem a nullvektor és linearisan Gssze-

tiiggdk, akkor van olyan u # 0 vektor, amely felirhaté u;, us, us
linearis kombinaciéjaként és uy, us, ug linearis kombinécidjaként is.

3.3.4 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) Ha egy \Mju; + ...+ A\uy, = 0 nem trivialis linearis kombinacioban
Az # 0, akkor ug elGall a tobbi u; vektor linedris kombinaciojaként.

(b) Ha egy Ajuy + ...+ Ay, = 0 nem trivialis linearis kombinacioban
A3 = 0, akkor uz nem all el a tobbi u; vektor linearis kombinécio-
jaként.

(c) Ha az uy,...,u,, vektorok kozott pontosan d olyan van, amely kife-
jezhetd a tobbi m — 1 vektor linearis kombinaciéjaként, akkor az u;
vektorok koziil kivalaszthatd m — d elemd fliggetlen rendszer.

(d) Ha az uy,...,u,, vektorok kozott pontosan d olyan van, amely kife-
jezhetd a tobbi m — 1 vektor linearis kombinaciéjaként, akkor az u;
vektorok koziil nem valaszthaté ki m — d-nél t6bb elemi filiggetlen
rendszer.
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3.3.5

3.3.6

3.3.8

3.3.9

3.3.10
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Tegyiik fel, hogy uy, ..., u,, linearisan fiiggetlen, uy, ..., u,,, v li-
nearisan Gsszefliggd, tovabba egyik u; sem irhato fel a v és a tobbi
u; lineéris kombinaciojaként. Hatarozzuk meg v-t.

Az uy, us, uz, uy vektorok linearisan fiiggetlenek, us # 0 és uy, us, us
linearisan Osszefliged. Mit allithatunk lineéris fliggetlenség, illetve
Osszefiiggdség szempontjabol az us, uy, us vektorokrol? (Lehetséges
valaszok: sziikségképpen fiiggetlenek — sziikségképpen Osszefiiggsk
— lehetnek fiiggetlenek is és Osszefiiggok is.)

Megadhaté-e 6t vektor tgy, hogy koziiliik az els6 harom vektor line-
arisan Osszefiiggd, de barmelyik masik vektorharmas linearisan fiig-
getlen legyen?

Megadhaté-e 6t vektor tgy, hogy koziiliik az els6 harom vektor line-
arisan fliggetlen, de barmelyik masik vektorharmas linedrisan Gssze-
fliggs legyen, és a vektorok egyike sem a nullvektor?

Legyenek up,us,uz,uy € R? linearisan fiiggetlenek. Dontsiik el,
hogy az aldbbi vektorrendszerek linearisan fiiggetlenek vagy Ossze-
fliggsk:

u; —ug, Uz — Uz, Uz — Uy,

u; —ug, Uz —ug, uz — uy;

u; + Uz, U2 + U3, U3 + Uy, Uy + Uy;

u; + ug, U2 + Uz, U3 + Uy, Uy + Uy;

u; + muy + v/2u3 + (sin 1°)uy, 100u; + 77us + (3/11)us + uy,

uy + 5%y +72uz — (1/8)uy, (Ig3)u; +1999us +us +uy, uj +ug +us.
Oldjuk meg a feladatot arra az esetre is, ha az uy, us, uz, uy vektorok
linearisan Osszefliggk voltak.

Tekintstink m darab vektort, és készitsiik el ezeknek g darab lineéris
kombinaciojat. Mit allithatunk az igy kapott vektorokrol linearis
fliggetlenség, ill. Osszefliggdség szempontjabol, ha az eredeti vektorok
linearisan (a) fliggetlenek; (b) Osszefiiggsk voltak, és o) ¢ = m + 1;
B) g = m; v) g = m — 17 (Ez Osszesen hat kérdés. Lehetséges
valaszok: sziikségképpen fiiggetlenek — sziikségképpen Osszefiiggsk
— lehetnek fiiggetlenek is és sszefiiggsk is.)

Legyenek ug, ug, ..., u,, linearisan fiiggetlen vektorok és \ # 0 egy
T-beli skalar. Mutassuk meg, hogy ekkor a A\uj, uo, ..., u,, , illetve
u; + Aug, uo, ..., u,, vektorrendszerek is linearisan fiiggetlenek.
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3.3.11 Bizonyitsuk be, hogy egy maétrix oszlopvektorainak a linearis fiig-
getlensége, illetve Osszefiiggdsége nem valtozik meg, ha a matrixszal
elemi (a) oszlopekvivalens; (b) sorekvivalens atalakitasokat végziink
[ami (b)-nél az 58. oldalon felsorolt M1-M4 lépéseket, (a)-nal pedig
ezek oszlopokra vonatkozo valtozatait jelenti.

*3.3.12 Vegyiink 11 tetszsleges pozitiv egészt, amelyek egyike sem oszthato
30-nal nagyobb primszammal. Bizonyitsuk be, hogy a szamok koziil
kivalaszthaté néhény (esetleg csak egy, esetleg az Osszes), amelyek
szorzata négyzetszam.

3.4. A matrix rangja

A matrixokra haromféle rangfogalmat definidlunk, kettst a linearis fiiggetlen-
ség és egyet a determininsok segitségével, majd megmutatjuk, hogy ezek
barmely matrix esetén megegyeznek. Az is kideriil, hogy ez a kozos érték
éppen az RLA-beli vezéregyesek szama. Ennek alapjan a rang kiszamitésa
is a legegyszertibben &ltaldban a Gauss-kikiiszobolés segitségével torténhet.
Végiil az egyenletrendszerek megoldhatosdganak, illetve egyértelmid megold-
hatosaganak a feltételét fogjuk a rang segitségével megfogalmazni.

Tekintsiink egy A € TF*™ matrixot. Ennek n darab oszlopvektora van,
amelyek T*-beli vektorok. Hasonloképpen értelmezhetjiik a sorvektorokat is,
ez k darab T"-beli vektort jelent. (A sorvektorok tulajdonképpen 1 x n-es és
nem n x l-es matrixok, azonban altaldban nem lényeges, hogy a két fogalom,
azaz T'*" és T*! kozott kiilonbséget tegyiink, és igy mindkettét T7-nel
fogjuk jelélni.) Az A matrix sorvektorai éppen az AT transzponalt matrix
oszlopvektorai.

A matrix oszloprangjat az oszlopai koziil kivalaszthat6 linearisan fiigget-
len vektorok maximalis szamaként értelmezziik:

3.4.1/0 Definicié
Egy A maétrix oszloprangja r, ha A oszlopvektorai kozott talalhato r
linearisan filiggetlen, de r-nél t&bb nem. &

Az, hogy r-nél tobb fiiggetlen oszlop nem valaszthato ki, azt jelenti, hogy
akarhogyan vesziink r-nél t6bb oszlopot, ezek sziikségképpen linearisan 0ssze-
fiiggdk (vagy maér eleve is csak r oszlop volt Osszesen).

Ha az oszloprang r, akkor &ltalaban tobbféleképpen is kivalaszthatd r
darab lineérisan fiiggetlen oszlop, s6t még az is eléfordulhat, hogy barmelyik
r darab oszlop lineéarisan fiiggetlen (lasd a 3.4.13 feladatot).
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Attérve a sorokra, a sorrang analég modon a sorvektorok koziil a fiigget-
lenek maximalis szdmat jelenti:

3.4.1/S Definicio
Egy A maétrix sorrangja r, ha A sorvektorai kozott talalhato r linedrisan
fiiggetlen, de r-nél t6bb nem. &

Konnyen adodik (lasd a 3.4.1 feladatot), hogy mindkét definicibban az
»,T-nél tobb” szavak helyett elég ,r + 17-et irni.

Ahogy maér jeleztiik, be fogjuk latni, hogy a két latszolag teljesen eltérd
fogalom mindig egybeesik.

1 2 3 4
Példak: Az | 5 6 7 8 | maétrix oszloprangja 2, mert pl. az els6 két
9 10 11 12

oszlop linearisan fiiggetlen, azonban barmely harom oszlopvektor mar lineéri-
san Osszefiigg. A sorrang — Osszhangban az elérebocsatott megjegyzéssel —
szintén 2. A nullmatrix oszloprangja 0, hiszen barmely egyetlen oszlopa méar
onmagaban is Osszefiiggs. Az n X n-es E egységmatrix (oszlop- és sor)rangja
n, ugyanis az oszlopai linearisan fliggetlenek. Egy k x n-es matrix oszloprangja
nyilvan egyrészt legfeljebb n, masrészt legfeljebb k, hiszen az oszlopok T*-bol
valok és ott barmely k+1 vektor mar biztosan Osszefiigg [tehat a(z oszlop)rang
kisebb vagy egyenld, mint a sorok és oszlopok szaménak a minimumal.

A determinansranghoz sziikségiink lesz az altalanos aldeterminansfoga-
lomra. Aldetermindnson ezutan egy tetszGleges négyzetes részmatrixnak a
determinansat értjiik: kivalasztjuk a matrix valahany (mondjuk h) sorat,
majd ettdl fliggetleniil ugyanennyi oszlopat, és az ezek metszéspontjaiban allo
(h? darab elembdl képzett) h-adrendd (azaz h x h-as) determinanst vessziik.
A(z n-edrendt) determinans kifejtésénél szerepet jatszo A;; elGjeles aldeter-
minans ,elGjel nélkiili része” ennek h = n — 1 specialis esete volt.

A matrix determinénsrangja a legnagyobb meéretii nem nulla aldeter-
minéns rendje:

3.4.1/D Definici6

Egy A matrix determindnsrangja r, ha van olyan r x r-es aldeterminansa,
ami nem nulla, de barmely r-nél nagyobb rendii aldeterminansa (ha egyaltalan
van ilyen) méar nulla. &

Az ,r-nél nagyobb” szavak helyére most is ,,r + 17-et irhatunk (lasd a 3.4.1
feladatot).
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Az oszloprangnal emlitettekhez hasonléan az r X r-es aldeterminansok
kozott tobb olyan is lehet, amelyik nem nulla (lasd a 3.4.14 feladatot).

A fenti els§ példaban szerepl6 matrixnal pl. a bal fels6 2 x 2-es aldeter-
minédns nem nulla, ugyanakkor barmely 3 x 3-as aldeterminéns nulla, igy a
determinansrang (is) 2. Az is vilagos, hogy a determinansrang (is) mindig
legfeljebb akkora, mint a sorok vagy az oszlopok szdma, hiszen ennél nagyobb
aldeterminadns mar nem is készithet6. Konnyen adodik, hogy egy métrixnak
és a transzponaltjanak megegyezik a determinansrangja, ugyanis A7 alde-
terminansait A megfelel§ aldeterminansainak transzponéltjaként kapjuk, és a
transzponélas nem valtoztatja meg a determinéns értékét.

3.4.2 Tétel
Egy matrix oszloprangja, sorrangja és determinansrangja megegyezik. &

Ezt a kozos értéket nevezziikk a matrix rangjanak (minden kiilon jelzd
nélkil). Az A matrix rangjat r(A)-val jeloljik.

Bizonyitds: Jelolje (ideiglenesen) az A matrix oszlop-, sor-, illetve determi-
nansrangjat o(A), s(A), illetve d(A).

I. Tegyiik fel, hogy o(A) és d(A) egyenldségét mar belattuk. Innen
s(A) = d(A) mar konnyen kovetkezik a transzponalt felhasznalasaval:
s(A) = o(AT) = d(AT) = d(A).

II. Az oszlop- és determinansrang egyenl@ségéhez elGszor megmutatjuk,
hogy az elemi sorekvivalens atalakitasok soran egyik sem valtozik, és ezutan
mér elég azt igazolnunk, hogy a Gauss-kikiiszéboléssel kapott RLA-ban mind-
kett6t éppen a vezéregyesek szama adja.

II1. Az oszlopranghoz (bizonyos) oszlopok linearis fiiggetlenségét kell vizs-
galni. Ez olyan homogén lineéris egyenletrendszert jelent, amelynek az egytitt-
hatéméatrixa az eredeti méatrixnak a kérdéses oszlopokbdl all6 részmétrixa.
Az, hogy ennek a homogén linearis egyenletrendszernek létezik-e nem trivialis
megoldasa, vagy sem, valéban nem valtozik az elemi sorekvivalens atalakita-
sokkal (hiszen ekvivalens egyenletrendszerekhez jutunk), tehat a(z eredeti)
maétrix oszloprangja is valtozatlan marad.

IV. A determinansrang véltozatlansagat arra az elemi sorekvivalens at-
alakitasra mutatjuk meg, amikor az egyik sorhoz valamelyik mésik sor skalar-
szorosat hozzaadjuk, a tobbi (ennél egyszertibb) eset igazolasat az Olvasora
bizzuk.

Elég belatnunk, hogy a determinansrang nem né. Ugyanis az atalakitast
ugyanezen skalarszoros kivonasaval ,visszacsinalhatjuk”, és ha a determinans-
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rang a két lépés egyikében sem nétt, akkor mindkét 1épésben csak egyenléség
allhat fenn, hiszen végiil az eredeti méatrixhoz jutottunk vissza.

Tegyiik fel példaul, hogy A harmadik sordhoz az els§ sor A-szorosat adtuk
hozza, és jeloljiik az igy kapott méatrixot B-vel. A d(B) < d(A) egyenl&tlen-
séghez azt kell megmutatnunk, hogy ha A-ban minden (mondjuk) A x h-as
aldeterminéns nulla, akkor ugyanez B-ben is teljesiill. Vegyiink B-ben egy
tetsz6leges h-adrendd D aldeterminanst. Ha D-ben nem szerepel a B métrix
harmadik sora, akkor D egyben A-nak is aldeterminansa, tehat a feltétel sze-
rint nulla. Ha D-ben B els6 és harmadik sora is szerepel, akkor az ut6bbibdl
az el6bbi A\-szorosat levonva D nem valtozott, ugyanakkor ismét egy A-beli
aldeterminanshoz jutottunk, tehat D most is nulla. Végiil nézziik azt az ese-
tet, amikor D-ben B harmadik sora szerepel, de az elsé sor nem. Alljon D
mondjuk B els§ h oszlopabdl és 2., 3., ..., h + 1-edik soraboél. Ekkor

921 Q929 Ce Q2p
agr +Aagr azo + Ao ... sy + Aagg
D = . ) . . =
Op41,1 Oh41,2 cee Qh41,h
Q21 Q22 e Qiop Qa1 Q22 e Qiop
a3y 32 e a3p a1l Q12 e a1p
= , . DY I ) . .| =
Qh4+1,1 Op412 .- Optlh Op4+11 Op412 .- OQptlh
=D;+AD>.

Itt Dy az A métrix egy h-adrendi aldeterminéansa, tehat 0, Do pedig (eset-
leges) sorcserékkel alakithato at egy ilyen aldeterminanssa, és ezért szintén 0.
Ennélfogva D = 0 is teljestil.

V. Tekintsiik most egy (,jobb oldal nélkiili”) matrix RLA-jat és jeloljik
a vezéregyesek szamat r-rel. Megmutatjuk, hogy az oszloprang és a determi-
nansrang egyarant . Mivel az azonosan nulla sorok torélhetsk, igy feltehetjiik,
hogy az RLA-ban a sorok szama Gsszesen r. Igy egyik rang sem lehet 7-nél
nagyobb. Ugyanakkor a vezéregyeseket tartalmazo oszlopok az r X r-es egység-
maétrixot alkotjak, tehat linearisan fliggetlenek, tovabba az ebbdl képzett alde-
terminans nem nulla (hanem 1), azaz mindkét rang valoban . m

Kiilon is kiemeljiik a bizonyitasnak azt a ,melléktermékét”, hogy a rang
a Gauss-kikiisz6bdlés soran nem valtozik, és éppen az RLA-beli vezéregye-
sek szamét jelenti. Mivel a most bizonyitott tétel szerint a rang szempont-
jabol a sorok és oszlopok szerepe felcserélhets, ezért a fentieket azzal (az
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egyébként kozvetleniil is igazolhato ténnyel) egészithetjiik ki, hogy a ran-
got az elemi oszlopekvivalens atalakitasok sem befolyésoljak. Ez azt jelenti,
hogy a rang meghatarozasanal — hasonléan a determinansok kiszémitasahoz
— szabad a Gauss-kikiiszobolést az oszlopok szerint (vagy akar vegyesen is)
végezni. (Azonban ismételten felhivjuk a figyelmet arra, hogy egyenletrend-
szerek megoldasanal ettdl messzemengen 6vakodjunk.)

Most ratériink a rang és az egyenletrendszerek kapcsolatéra.

3.4.3 Tétel

Az Ax = b egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha
r(A) = r(A|b), azaz az egyiitthatomatrix rangja megegyezik a kib&vitett
matrix rangjaval. Megoldhatésag esetén a megoldas akkor és csak akkor
egyértelmii, ha a (k6zos) rang megegyezik az ismeretlenek szamaval. &

Bizonyitds: Irjuk fel az egyenletrendszert z1a; +. ..+ x,a, = b alakban, ahol
az aj € TF vektorok az A € TF*" egyiitthatomatrix oszlopvektorai.

I. Tegyiik fel el6szor, hogy r(A) = r(A|b) = r, és vegyiink r fiiggetlen
oszlopot A-bol, legyenek ezek mondjuk ay,...,a,.. Az ai,...,a,., b vektor-
rendszer r(A|b) = r miatt linearisan Osszefliggs. A 3.3.5/IV Tétel szerint
ekkor b kifejezhets az ay, ..., a, vektorok linearis kombinéci6jaként. Ehhez a
t6bbi oszlopvektort 0 egyiitthatdval hozzavéve kapjuk, hogy b felirhato az A
matrix (Osszes) oszlopainak linearis kombinaciojaként, ami éppen az egyenle-
trendszer megoldhatosigat jelenti.

II. A megforditashoz most induljunk ki abbol, hogy az egyenletrendszer
megoldhato, tehat b elsall az a; oszlopvektorok linearis kombinéciojaként:

b=ma; +...+a,a,. (3.4.1)

Jeloljiikk r(A)-t roviden r-rel, és lassuk be, hogy az A|b kibévitett matrix
rangja is . A kibévités miatt nyilvan r(A|b) > r, tehat elég azt megmutat-
nunk, hogy A|b barmely r + 1 oszlopa linearisan sszefligg. Ha a kivalasztott
r + 1 oszlop koézott nem szerepel b, akkor ez r(A) = r-bdl kivetkezik. Vegyiik
tehat b-t és A-nak r oszlopat, mondjuk ay,...,a,.-et. Ha ay,...,a, Ossze-
fiiggs, akkor a 3.3.5/11 Tétel szerint ay,...,a,,b is az lesz. Marad tehat az
az eset, amikor ay, ..., a, linedrisan fiiggetlen. Vegylink egy tetsz&leges r + 1-
edik a; oszlopot (j > r), ekkor r(A) = r miatt a;,...,a,,a; linearisan Gssze-
fiiggs, és ismét hasznalva a 3.3.5/IV Tételt kapjuk, hogy a; eléall ay,...,a,
linearis kombinaciojaként. Az a; vektoroknak ezeket az elallitasait (3.4.1)-be
beirva az adodik, hogy b-t ki tudjuk fejezni csak az aq, ..., a, oszlopok linearis
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kombinaciojaként is. Ekkor viszont ai,...,a,, b sziikségképpen Osszefiiggsk,
amivel ennek az esetnek a bizonyitasat is befejeztiik.

ITI. Megoldhatosag esetén a megoldés pontosan akkor egyértelmt, ha b
egyértelmiien allithato el6 az A matrix oszlopvektorainak linearis kombina-
ciojaként. A 3.3.5/V Tétel szerint ez azzal ekvivalens, hogy az a; oszlopvek-
torok linearisan fliggetlenek, azaz az A matrix rangja megegyezik az oszlopok,
vagyis az ismeretlenek szaméaval. (Masik lehetGségként hivatkozhattunk volna
a 3.1.1/III Tételre is.) m

Feladatok

3.4.1

3.4.2
3.4.3

3.4.4

Mutassuk meg, hogy ha egy matrixban barmely r + 1 oszlop Gssze-
fliggs, akkor barmely ennél t6bb oszlop is linearisan Osszefiiggs. Ha-
sonléan, ha barmely r 4+ 1-edrendd aldeterminans nulla, akkor bar-
mely ennél nagyobb méretd aldeterminéns is nulla.

Hany h x h-as aldeterminénsa van egy k X n-es méatrixnak?

Szamitsuk ki az aladbbi matrixok rangjat.

1 2 3 1 3 9 1 -2 3
. 2 5 6 .. 2 4 8 -3 6 -9
W13 5 9 @ 19 3 1 O I R

0 1 0 8 4 2 -4 8 —12
Legyenek ~1, ..., v& és 61, ..., 0, tetszGleges komplex szamok, és

tekintsiik azt a két k x n-es matrixot, amelyben az i-edik sor j-edik
eleme

(a) vidj; (D) v+ ;-
Szamitsuk ki a métrixok rangjat.

Mennyi egy olyan matrix rangja, amelynek minden soraban kiilon-
b6z6 (és nem nulla) hanyadost mértani sorozat all?

Bizonyitsuk be, hogy egy matrix egy elemét megvaltoztatva a rang
legfeljebb 1-gyel valtozik.

Igaz-e, hogy barmely matrixban van olyan elem, amelyet alkalmasan
modositva a matrix rangja megvaltozik?

Tekintsiink egy 10 x 20-as matrixot, amelynek a rangja 5. Igaz-e,
hogy mindenképpen van olyan elem, amelyet alkalmasan moédositva
a matrix rangja csokken?
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Tekintstink egy 10 x 20-as métrixot, amelynek a rangja 5. Igaz-e,
hogy mindenképpen van olyan elem, amelyet alkalmasan moédositva
a méatrix rangja ng?

Bizonyitsuk be, hogy egy (k x m-es) matrix rangja akkor és csak
akkor 1, ha felirhat6 egy nem nulla oszlopvektornak és egy nem nulla
sorvektornak (azaz egy k x 1l-es és egy 1 X n-es nem nulla matrix-
nak) a szorzataként. (Az ilyen szorzatokat diddoknak vagy diadikus
szorzatoknak nevezziik.)

Legyen az A matrix minden eleme 0 vagy 1. Ekkor A elemeit valos
szamoknak, racionélis szamoknak, illetve az F» modulo 2 test ele-
meinek tekintve harom kiilonbozs (RF*"-, QF*"- illetve Fi*™-beli)
matrixot kapunk. Milyen kapcsolatban all egymassal ennek a harom
matrixnak a rangja?

Legyen A egy 7 X 6-0s val6s méatrix, B pedig az a 4 X 6-os métrix,
amely A elsd 4 sorabol all. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha B els6 harom oszlopa linearisan fiiggetlen, akkor A els6¢ harom
oszlopa is lineérisan fiiggetlen.

Ha B els6 harom oszlopa linearisan Osszefiiggs, akkor A els6 harom
oszlopa is linearisan Osszefiiggd.

Igazoljuk, hogy ha egy matrixban a sorok is linearisan fiiggetlenek és
az oszlopok is linearisan fiiggetlenek, akkor négyzetes matrixrél van
sz0.

Legyen A egy 6 x 5-6s valos matrix. Melyek igazak az alabbi allitasok
koziil?

Ha az els6 3 sor linearisan Osszefiiggs, akkor a bal fels§ 3 x 3-as
aldeterminans 0.

Ha a bal fels6 3 x 3-as aldeterminéans 0, akkor az els§ 3 sor linearisan
Osszefiiggd.

Ha az els6 3 oszlop linearisan Osszefiiggs és az utolsdé 3 oszlop is
linearisan Osszefiiggs, akkor a matrix rangja legfeljebb 3.

Ha az els6 2 oszlop linearisan Gsszefliggd és az utolsd 2 oszlop is
linearisan Osszefliggs, akkor a matrix rangja legfeljebb 3.

Mutassuk meg, hogy két (azonos test feletti, azonos alakt) matrixnak
akkor és csak akkor ugyanannyi a rangja, ha az egyik méatrixbo6l elemi
sor- és oszlopekvivalens atalakitasok egymasutdnjaval megkaphatjuk
a méasik matrixot.
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Adjunk példat olyan 5 x 7-es métrixra, amelynek a rangja 4, és pon-
tosan 8-féleképpen lehet az oszlopai koziil 4 fiiggetlent kivalasztani.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy matrix rangja r, és csak egyféleképpen
lehet az oszlopai koziil r fliggetlent kivilasztani, akkor a tobbi oszlop
csupa nullabol All.

Legyen k,n tetszoleges és 1 < r < min(n, k). Adjunk példat olyan
k X n-es matrixra, amelynek a rangja r, és barmelyik r darab oszlop
linearisan fliggetlen.

Adjunk példat olyan 5 x 8-as matrixra, amelynek a rangja 3, és pon-
tosan 60 darab 3-adrend{ nem nulla aldeterminansa van.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy matrix rangja r, és csak egyetlen
r-edrendi nem nulla aldeterminansa van, akkor ezen r? elemen kiviil
a méatrix minden eleme nulla.

Legyen k,n tetszoleges és 1 < r < min(n, k). Adjunk példat olyan
k x m-es matrixra, amelynek a rangja r, és egyetlen r-edrendt alde-
terminansa sem nulla.

Melyek igazak az alabbi allitasok kozil?

Ha az Ax = b egyenletrendszer megoldhato, akkor az A|b kibgvitett
matrix oszlopai linearisan Gsszefiiggdk.

Ha az A|b kibdvitett méatrix oszlopai linearisan Gsszefliggdk, akkor
az Ax = b egyenletrendszer megoldhato.

Ha az A matrix oszlopai linearisan fliggetlenek, akkor az Ax = b
egyenletrendszer megoldhato.

Ha az A maétrix sorai linearisan fiiggetlenek, akkor az Ax = b egyen-
letrendszer megoldhato.

Ha az Ax = b egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van,
akkor az A matrix oszlopai linearisan fiiggetlenek.

Ha az Ax = b egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van,
akkor az A matrix sorai linedrisan fiiggetlenek.

Az A matrixnak 10 sora van, ezek lineédrisan fiiggetlenek. Az Ax = b

egyenletrendszernek pontosan 13 megoldasa van. Hany oszlopa van
A-nak?
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Legyen az A € T™*™ matrix determinansa nulla. Készitsiik el azt a
B matrixot, amelynek elemei az A megfelel§ elGjeles aldeterminansai,
azaz 3;j = A;;. Bizonyitsuk be, hogy r(B) < 1.

(V6. a 2.2.10 feladattal.) Ismételjiik meg az a)-beli eljarast az ott
kapott B méatrixra. Bizonyitsuk be, hogy n > 2 esetén az eredmény
mindig a nullméatrix lesz.

Elsall-e minden valés matrix olyan matrixok Osszegeként, amelyek
minden sora szidmtani sorozat;
minden sora vagy minden oszlopa szdmtani sorozat;

minden sora mértani sorozat?

R és C a kovetkezd jatékot jatsszak. R megad egy k egyenletbdl allo,
n ismeretlenes, a valdés szamokon értelmezett linearis egyenletrend-
szert (k és n rogzitett természetes szamok), C pedig az egyiitthatok
és a jobb oldali konstansok koziil rendre egy-egy altala valasztott
elemet akdrhogyan megvaltoztathat. Egy olyan egyenletrendszerhez
kell igy eljutnia, amelynek van megoldasa. R-nek az a célja, hogy C
ezt a lehetd legtdbb lépésben érje el, C-nek pedig az, hogy a lehets
legkevesebben. Mekkora lesz a 1épésszam, ha mindketten optimalisan
jatszanak?

Oldjuk meg a feladatot arra az esetre is, ha C-nek egy olyan egyen-
letrendszerhez kell igy eljutnia, amelynek nincs megoldasa.

3.5. Regularis és szingularis matrixok

Ebben a pontban visszatériink a négyzetes matrixok invertalhatésagaval kap-
csolatos kérdésekre és jelentGsen kiegészitjiik a 2.2 pontban tanultakat az
egyenletrendszerek és a méatrixrang segitségével.

3.5.1 Definici6
Egy négyzetes méatrixot szinguldrisnak (vagy elfajulonak) neveziink, ha
a determinansa nulla, és reguldrisnak (vagy nem szinguldrisnak, nem elfa-

Julonak),

ha a determinansa nem nulla. &

Szamos ekvivalens feltételt bizonyitottunk egy matrix regularitésara, il-
letve szingularitasara, elGszor ezeket foglaljuk Ossze.
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3.5.2 Tétel
Egy tetszbleges A € T™*"™ matrixra az alabbi feltételek ekvivalensek (A
ekkor regularis):
(D) det A # 0;
(I) A-nak létezik (kétoldali) inverze;
(b

I) A-nak létezik balinverze;
(jI) A-nak létezik jobbinverze;
(nbN) A nem nulla és nem bal oldali nulloszto;
(njN) A nem nulla és nem jobb oldali nulloszto;
(T) az Ax = 0 homogén egyenletrendszernek csak trivialis megoldasa
van;
(VE) van olyan b(€ T™), amelyre az Ax = b egyenletrendszernek pontosan
egy megoldasa van;
(ME) barmely b(e T™)-re az Ax = b egyenletrendszernek pontosan egy
megoldasa van;
(R) 7(A) =n;
(OF) A oszlopai linearisan fliggetlenek;
(SF) A sorai linearisan fiiggetlenek. &

Bizonyitds: A (D) feltétel éppen a regularitas definicioja. A tobbi feltételnek
az ezzel valo ekvivalenciajat az alabbi tételek biztositjak:

(I), (bI), (3I): 2.2.2 Tétel.

nbN), (njN): 2.2.5 Tétel.

T): 3.2.3 Tétel.

VE), (ME): 3.2.2 Tétel és az uténa tett megjegyzés.

(
(
(
(R), (OF), (SF): 3.4.2 Tétel. m

A komplementer feltételek természetesen a szingularitas ekvivalens alak-
jait adjak (érdemes ezeket is megfogalmazni).

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy egy matrix inverze kozvetleniil is
kapcsolédik az egyenletrendszerekhez. FEzzel egyrészt 0j bizonyitast nyeriink
a 2.2.2 Tételre, masrészt lehetévé valik, hogy egy matrix inverzét a Gauss-
eliminaciéval szamoljuk ki, ami altaldban lényegesen gyorsabban célhoz vezet,
mint a 2.2.2 Tétel bizonyitasdban kapott képlet alkalmazasa.

Az A € T™*™ métrix jobbinverzének a meghatirozdsa az AX = F
matrixegyenlet megoldését jelenti. Jelolje az X maétrix oszlopait xi,...,X,,
az E matrix oszlopait pedig eq,...,e,. Ekkor AX = E atirhato Ax; = ey,

., Ax, = e, alakba. Igy A~! meghatarozasa ennek az n egyenletrendszernek
a megoldasat jelenti. Itt mind az n egyiitthatéméatrix A.
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Ha det A # 0, akkor a 3.2.2 Tétel utdni megjegyzés szerint mindegyik
egyenletrendszer (egyértelmten) megoldhato, tehat A-nak létezik jobbinverze.
(Azért nem a 3.2.1 Tételre hivatkoztunk, mert annak a bizonyitasa felhasznalta
a 2.2.2 Tételt.)

Ha det A = 0, akkor megmutatjuk, hogy legalabb az egyik Ax; = e;
egyenletrendszer nem oldhaté meg, tehat nem létezik A-nak jobbinverze. A
3.2.2 Tétel bizonyitasdban lattuk, hogy det A = 0 esetén a Gauss-kikiiszobo-
léssel (sorelhagyas nélkiil) kapott RLA bal oldalanak a determinéansa is nulla.
Ez csak gy lehet, ha az RLA-ban (legalabb) az utolso sor nulla, és igy biztos
létezik olyan b € T, amelyre az Ax = b egyenletrendszer nem oldhaté meg.
Tegyiik most fel indirekt, hogy mindegyik Ax; = e; megoldhato lenne. Ekkor
a megoldésoknak a b megfelel6 komponenseivel vett linearis kombinaci6ja az
Ax = b egy megoldasat adné, ami ellentmondés.

A balinverzre vonatkoz6 eredmény azonnal adodik, ha az Y A = F matrix-
egyenlet transzponalasaval kapott, vele ekvivalens ATY7T = E egyenletre al-
kalmazzuk az imént igazoltakat. Ezzel befejeztitk a 2.2.2 Tétel egy 1j bi-
zonyitasat.

Nézziik most a fentiek alapjan egy maéatrix inverzének a szamolésat a
gyakorlatban. Az Ax; = eq,...,Ax, = e, egyenletrendszereket egyszerre
is tudjuk kezelni, mivel kozos az egyiitthatomatrixuk. Irjuk le az A-t (csak
egy példanyban), majd mellé a vonal utdn sorban az eq,...,e, vektorokat,
azaz az A mellé tulajdonképpen az E egységmatrix keriil: Ale;...e, = A|E.
Alkalmazzuk a Gauss-kikiiszobolést. Ha det A # 0, akkor az A-bol kialakuld
RLA az egységmatrix lesz, és ekkor a jobb oldalakbol kapott rész éppen A~ !-et
adja. Ha det A = 0, akkor az A-bol képz6ds RLA utolsé sora csupa nulla lesz
(és ez az n egyenletrendszer koziil legalabb az egyiknél tilos sort ad), ekkor nem
létezik inverz. Azt, hogy det A nulla vagy nem nulla, NEM kellett kiilon el6re
kiszamitani, a Gauss-kikiiszobolés soran automatikusan kideriilt. Az eljarast
az alabbi tételben foglaljuk Gssze:

3.5.3 Tétel

Az A € T™ ™ matrix mellé irjuk le az n x n-es E egységmatrixot, azaz
tekintsiik A|E-t. Az A-nak akkor és csak akkor létezik inverze, ha A|E-bdl a
Gauss-kikiiszoboléssel E|B alakti matrixhoz jutunk, és ekkor B = A~1. &

A fentiekhez hasonloan a nullosztok vizsgalatat is kdzvetleniil Gsszekap-
csolhatjuk az egyenletrendszerekkel. Az A pontosan akkor bal oldali nulloszto,
ha A # 0 és az AX = 0 matrixegyenletnek van X # 0 megoldéasa. Jeldljik
most is az X matrix oszlopait x1,...,x,-nel. Ekkor AX = 0 atirhato Ax; =
0,...,Ax, = 0 alakba. Itt most az Ax = 0 homogén egyenletrendszer n
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(teljesen azonos) példanyarol van szo és igy az A # 0 matrix pontosan akkor
bal oldali nullosztd, ha Ax = 0-nak van nem trivialis megoldasa. A 3.2.3 Tétel
szerint ez pontosan akkor teljesiil, ha det A = 0. A masik oldali nulloszto6 esetét
ugyanide vezethetjiik vissza az inverznél latott transzponalasi triikkkel. Ezzel
a 2.2.5 Tételre 1j bizonyitast adtunk.

Természetesen most sem kell magét a determinanst kiszamolni. Az, hogy
Ax = 0-nak van-e nem trivialis megoldasa, (sima) Gauss-kikiiszoboléssel el-
donthets. A (trividlis és esetleges nem trivialis) megoldasokat egyméastol
fliggetleniil az X matrix oszlopaiba beirva, megkapjuk az AX = 0 métrix-
egyenlet Osszes megoldasat (azaz X = 0-t mindenképpen, valamint ha A bal
oldali nulloszto, akkor A Gsszes jobb oldali nulloszto ,parjat”).

A 2.2.5 Tételre még egy bizonyitast leolvashatunk a matrix rangja segit-
ségével. Az el6bbiekbdl ismét felhasznéljuk, hogy A # 0 akkor és csak akkor
bal oldali nulloszt6, ha Ax = 0-nak van nem trivialis megoldasa. FEz az-
zal ekvivalens, hogy A oszlopai linearisan Osszefliggdk, azaz (oszloprangot
nézve) r(A) < n. Ugyanezt determinansrangként tekintve kapjuk a det A =0
feltételt.

Feladatok
3.5.1 Szamitsuk ki az alabbi (valos) méatrixok inverzét.
1 0 1 0 11 1 1
01 01 1 2 3 4
@ 11 001 ® 113 6 10
0 1 1 1 1 4 10 20

3.5.2 Hatarozzuk meg az alabbi n X n-es (valos) méatrixok inverzét:

11 1 1 1 1 23 4 ... n
1 2 1 1 1 01 2 3 ... n—1
11 2 1 1 001 2 ... n-2

A=1111 2 1| B=l0 0 0 1 n—3
11 1 1 9 000 0 1

1111 ... 1
1 22 2 ... 2
12 33 ... 3
C=112 34 ... 4
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azaz ajj = 2, ha i =j > 2, é 1 egyébként; 3;; =7 —i+ 1, hai <j,
és 0 egyébként; v;; = min(z, j).

Keressiik meg az alabbi valos A matrixok Gsszes jobb és bal oldali
nullosztoé parjat, azaz az Osszes olyan 4 x 4-es X és Y (nem nulla)
maétrixot, amelyre AX = 0, illetve YA = 0.

101 0 11 1 1
01 0 1 1 2 3 4
@ 17 ¢ 0 1 ™1y 35 7
01 10 29 3 4 5

Egy n x n-es A # 0 méatrix minden sordban az elemek Osszege
nulla. Bizonyitsuk be, hogy A nullosztd, és adjunk meg olyan B # 0
matrixot, amelyre AB = 0.

Dontsiik el, hogy az alabbi n x n-es valés matrix milyen n-re in-
vertalhato, illetve milyen n-re nulloszto. Irjuk is fel az inverzét, il-
letve adjuk meg hozzé az 6sszes ,,nullosztopart”, azaz olyan nem nulla
matrixot, amellyel megszorozva a nullmatrixot kapjuk.

1 1 0 O 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0
1 0 0 O 1
(A matrixban a1 = ... = app = Q2 = ... = Qpo1p = Q1 = 1,

minden més elem pedig nulla.)

Legyen A € T"*" és jelolje e; az n X n-es egységmatrix j-edik osz-
lopét. Bizonyitsuk be, hogy ha az n darab Ax = e; egyenletrendszer
koziil pontosan m oldhaté meg, akkor r(A) > m.

Lassuk be, hogy (a)-ban altalaban nem igaz az egyenlGség: mutas-
sunk példat olyan A-ra, amelynek a rangja n — 1, ugyanakkor az
Ax = e; egyenletrendszerek koziil egyetlenegy sem oldhaté meg.

Legyen A € T"*" det A = 0, és tegyiik fel hogy az Ax = 0 és
ATx = 0 egyenletrendszereknek ugyanazok a megoldasai. Kovetke-
zik-e ebbdl, hogy A szimmetrikus matrix, azaz AT = A?
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3.5.8 Legyen A € T"*" A =£0 és det A =0.

(a) Mutassuk meg, hogy az A-hoz tartozo bal és jobb oldali nulloszto-
parok &altaldban nem esnek egybe, azaz AB =0 % BA = 0. (B is
n X n-es matrix.)

*(b) Igazoljuk, hogy mindig van olyan B # 0, amelyre AB = BA = 0.
M*(c) Adjuk meg az Gsszes olyan A-t, amelyre AB =0 <= BA=0.
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A lineéaris algebra a linearis egyenletrendszerek elméletébdl fejlodott ki. Lat-
tuk, hogy az egyenletrendszerek kezelésében fontos szerepet jatszottak a
T*-beli vektorok, pontosabban ezek bizonyos tulajdonsidgai. Ebben a fe-
jezetben egy olyan algebrai strukturat vezetiink be, a vektorteret, amely mind-
ezeket altalanositja és absztrakt megkozelitésben targyalja. A kapott ered-
ményeket az egyenletrendszereken messze tulmendéen rendkiviil széles kérben
lehet alkalmazni a matematika kiilonb6zé teriiletein. Ezekbdl a 9. és 10. fe-
jezetben adunk majd izelit6t.

4.1. Vektortér

Legyen T egy tetszGleges kommutativ test (lasd az A.5.1 Definiciot). Leg-
fontosabb példak: R, C, illetve Q, azaz a valos, a komplex, illetve a racionéalis
szamok teste, valamint F},, a modulo p maradékosztalyok teste, ahol p prim-
Szam.

A vektortér fogalméhoz a kozonséges (sik- vagy tér)vektorok, illetve a
T*-beli vektorok dsszeadasanak és skalarral valo szorzasanak a tulajdonsagait
altalanositjuk.

4.1.1 Definicié
Egy V nem iires halmazt vektortérnek neveziink a T test felett, ha az
alabbi kikotések (az un. vektortéraxiomdk) teljesiilnek.

(O) A V halmazon értelmezve van egy osszeadds nevii miivelet: barmely
u, v € V elemparhoz egyértelmiien hozzarendeliink egy V-beli ele-
met, amelyet u 4 v-vel jeloliink.

(O1) Az bsszeadas asszociativ, azaz barmely u, v, w € V elemekre
(u+v)+w=u+(v+w).
(02) Az 6sszeadas kommutativ, azaz barmely u, v € V elemekre
u+v=v+u.

(03) Létezik nullelem, azaz van olyan 0 € V, amellyel barmely v € V
elemre
O+v=v+0=v.
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Minden elemnek létezik ellentettje, azaz barmely v € V elemhez
létezik olyan —v € V| amelyre

A T test és a V halmaz kozott értelmezve van egy skaldrral vald
szorzdsnak nevezett miivelet az aldbbi moédon: barmely A\ € T és
u € V elemparhoz egyértelmtien hozzarendeliink egy V-beli elemet,
amelyet Au-val jeloliink.

Barmely A, p € T és v € V esetén
A+ p)v=Av+puv.
Barmely A € T és u, v € V esetén
Au+v)=Au+Av.
Barmely A\, p € T és v € V esetén
(A)v = A(pv).

Barmely v € V-re
lv=v,

ahol 1 a T test egységeleme (azaz amellyel minden \ € T-re
IAN=A1=)). &

A V halmaz elemeit vektoroknak, a T test elemeit pedig skaldroknak
nevezzilk. A vektorokat altalaban félkovér latin kisbetiikkel, a skaldrokat pedig
legtobbszor gorog kisbettikkel fogjuk jeldlni.

A fentiek szerint egy vektortér megadasihoz meg kell mondanunk a vek-
torok V halmazat, a T testet és értelmezniink kell a két miveletet, az Gssze-
adast és a skalarral valé szorzast. Ezutan ellendrizniink kell, hogy az (O1)—
(04) és az (S1)-(S4) axiomak teljesiilnek-e.

Megjegyzések a vektortéraxiémakhoz

Az bsszeadés egy szokasos miivelet, vagyis egy V x V — V fiiggvény. A
skalarral valé szorzas azonban az eddig megszokottaktol eltérGen egy ,,6szvér”
mivelet; egy T' x V — V fliggvény.
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Az Osszeadas tulajdonsagait ugy foglalhatjuk 6ssze, hogy V erre az 6ssze-
adasra nézve egy kommutativ csoportot alkot.

Az (S1) axiéma formailag a disztributivitasra emlékeztet, azonban a két
+ kiilonb6z6 mitveleteket jeldl: a bal oldali a T-beli, a jobb oldali pedig a
V-beli osszeadéast. Hasonlo problémat takar az (S3) axioma is.

A skalarral valé szorzassal kapcsolatban vA-r6l nem beszéliink, csak
Av-r6l, a masikra nincs semmi sziikség. Ha valakit ez (nagyon) zavar, akkor
vagy ugy tekinti, hogy v\ a Av egy alternativ jelolése, vagy pedig egy tjabb
miiveletként vezeti be, és akkor az axidémak kozé Av = vA-t is be kell venni.

A V-r6l nem lett volna sziikséges kiilén kikotni, hogy nem az {ires hal-
maz, mert ezt a tulajdonsagot az (03) axioma biztositja. Hasonlé esetekben
azonban a jovében is inkabb kitessziik a nem iires jelzét, ezzel is hangsilyozva,
hogy altalaban egy algebrai struktturan eleve nem iires halmazt értiink.

A vektortéraxioméak fenti rendszere a hagyoméanyos megadast koveti. Az
axiomak koziil (02) elhagyhaté, mert levezethets a tobbi axiomabol (lasd a
4.1.13 feladatot). Ettdl eltekintve azonban a t6bbi axioma fliggetlen egyméastol
(lasd a 4.1.14 feladatot).

FONTOS! A vektortér keretében a vektorok kozott szorzast altalaban nem
értelmeziink. Kés6bb azonban szerepelni fognak olyan specidlis vektorterek,
amelyeken valamilyen szorzast is bevezetiink: ilyenek lesznek egyfeldl az al-
gebrak (lasd az 5.6 pontot), masfelsl az an. skaldrszorzattal ellatott euklideszi
terek (lasd a 8. fejezetet).

Példak vektortérre
P1. Az origobol kiindulo sik-, illetve térvektorok a valos test felett a szokasos
vektorosszeadasra és a valos szammal vald szorzésra nézve.

P2. T* a T test felett, ha a mtveleteket a szokasos médon komponensenként
végezzik. (Az el6z6 példa tulajdonképpen a T = R és k = 2, illetve k = 3
specialis esetnek felel meg.)

P3. TFX" azaz a k x n-es métrixok a T test felett a métrixok szokésos Gssze-
adasara és skalarral valo szorzasara nézve. (Az el6zd példa az n = 1
specialis eset.)

P4. T[z], azaz a T feletti polinomok a T felett a szokasos mtiveletekre nézve.

P5. Az Osszes valos szamon értelmezett valos értékd fiiggvények a valos test
felett a szokasos miiveletekre [f+¢ : o — f(a)+g(a) és Af : a— Af(a)].

P6. A valos szamsorozatok a valds test felett a szokdsos miiveletekre.

P7. A komplex szamok a valds test felett a komplex szamok korében értelme-
zett miiveletekre.
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Tovabbi példak: lasd a 4.1.1-4.1.4 feladatokat.

A vektortéraxiomak kévetkezményei

A miveletek altalanos tulajdonsagaibol (lasd az A.4 pontot) azonnal
kovetkezik, hogy a nullvektor (0) és minden vektornak az ellentettje egyértel-
md, tovabba elvégezhets a kivonds, azaz barmely u, v € V vektorokhoz
egyértelmiien létezik olyan w € V vektor, amelyre v+w = u, ezt w = u—v-vel
jeloljiik; a kovetelménynek eleget tevs (egyetlen) vektor: w = u+ (—v).

Az Gsszeadas asszociativitasa és kommutativitasa miatt a tobbtagu 6ssze-
gek esetén a zardjelek elhagyhatok és a tagok sorrendje tetsz6legesen atirhato.

A formaélisan a disztributivitasra, illetve asszociativitasra emlékeztets
(S1)—(S3) axiémak alapjan a skalarral valo szorzasnal is a megszokott szaba-
lyok alkalmazhatok (pl. ,,t6bb tag szorzasa tobb taggal”).

Tovabbi egyszert, de fontos kivetkezményeket tartalmaz a

4.1.2 Tétel
(i) Barmely A € T-re A0 = 0.
(ii) Barmely v € V-re Ov = 0, ahol a 0 a T test nulleleme.
(iii) Barmely v € V-re (—1)v = —v, ahol —1 a T test egységelemének az
ellentettje (a testben).
(iv) Ha Av =0, akkor A\ =0 vagy v=0. &

Bizonyitds: Az els6 allitast igazoljuk, a tobbi hasonld technikaval torténik
(lasd a 4.1.10 feladatot). Legyen v € V tetszéleges. Ekkor (O3) alapjan
v + 0 = v. Szorozzuk meg ezt A-val: A(v + 0) = Av. Itt a bal oldalt (S2)
alapjan atalakitjuk:

AV + A0 = Av.

Adjuk most hozza mindkét oldalhoz Av ellentettjét, ekkor a jobb oldal 0 lesz,
a bal oldal pedig

AV 4+ (AV+A0) = (=Av+Av) + A0 =0+ )0 = A0,

amivel (i)-et bebizonyitottuk. m
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Feladatok
4.1.1 Dontsiik el, hogy a valés egylitthatés polinomok alabbi részhalmazai
vektorteret alkotnak-e a valos test felett, ha a miiveleteket a szokasos
moédon definidljuk. Egy altalanos polinomot f-fel, az f fokszamat
deg f-fel, az i-edfoku tag egylitthatdjat a;-vel, a fGegyiitthatot a,-
nel jeloljik (tehat ay, # 0, ha f nem a nullpolinom). A jel6lésben
nem tesziink kiilonbséget polinom és polinomfiiggvény kozott.
{f | deg f =100 vagy f = 0};
{f | deg f <100 vagy f = 0};
{f | deg f > 100 vagy f = 0};
{f |23+ 1 osztdja az f-nek};
{f | 23 + 1-gyel osztva az f konstans maradékot ad};
{f 1 f(5) =0}
{f1f(5)=1}
171 £3) = 27 (4));
{f | f egyiitthatoinak az Gsszege 0};
{f] oo+ ar =0};
{f | a0+ an = 0};
{f | f-nek van valos gyoke};
{f | f minden egyiitthatoja racionalis}.

—~ N N~~~
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Dontsiik el, hogy a valés szdmsorozatok alabbi részhalmazai vek-
torteret alkotnak-e a valds test felett, ha a miiveleteket a szokasos mo-
don definiadljuk. Egy &ltalanos sorozatot S = (ag, a1, ..., ap, ...)
forméban jeloliink.

{S|ap =203+ as};

{S ‘ Qg — 20430(5};

{S|ant1=an+ap_1,n=1,2, ...}

a korlatos sorozatok;

a konvergens sorozatok;

{S | limy, s 00 a, = 999}

a monoton névs sorozatok;

)
)
)
)
)
)
)
) a monoton sorozatok;
)
)
)
)
)
)
)

{S | a; = 0 legfeljebb az els¢ 100 darab i kivételével};
a (végtelen) szamtani sorozatok;
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Dontsiik el, hogy az Osszes valos szémon értelmezett valos értéki
fliggvények alabbi részhalmazai vektorteret alkotnak-e a valds test
felett, ha a miveleteket a szokdsos médon definidljuk. Egy altalanos
fliggvényt f-fel jeloliink.

A folytonos fiiggvények;

a legfeljebb véges sok pontban szakadoé fliggvények;

a legfeljebb 6t pontban szakadé fliggvények;

{f | f-nek van valos gyoke};

{f | f-nek legfeljebb véges sok valds gyoke van};

a péaros fliggvények;

a polinomfiiggvények;

a periodikus fiiggvények;

a feliilrél korlatos fliggvények;

{5 1(5) =0}

{5 175)=rB)}

{f|3a#bf(a)=f(b)};

{f | f(7) egész szam}.

Hogyan &ltalanosithatok a P5, P6 és P7 példakban szereplé vek-
torterek?

Legyen V' a pozitiv valés szamok halmaza, T' = R, és definidljuk az
@ Osszeadést és a @ skalarral valo szorzéast a kovetkezSképpen:

LHV=uw, AOv=0,

ahol az egyenl&ségek jobb oldalan a valés szamok szokasos szorzasa,
illetve hatvanyozéasa szerepel (u,v € V, A € T). Vektorteret
kapunk-e igy?

Legyen V' a komplex szamok halmaza, T = Q, és definidljuk az &
Osszeadast és a © skaldrral valé szorzést a kovetkezSképpen:

utPv=u+v+1l, AOv=Iw+A-1,

ahol az egyenlGségek jobb oldalan a komplex szamok szokésos Gssze-
adésa, illetve szorzésa szerepel (u,v € V, A € T). Vektorteret
kapunk-e igy?
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)
)
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Legyen V az egész szamok halmaza a szokisos Osszeadéssal és
T = Q. A © skalarral valo szorzast a kdvetkezSképpen értelmez-
ziik:

AOv=|\v],

ahol az egyenl6ség jobb oldalan a racionélis szdmok szokasos szorzasa
szerepel és | | a szam (also) egész részét jeloli (v € V, A € T).
Vektorteret kapunk-e igy?

Legyen V az egész szdmok halmaza a szokasos 0sszeadéssal és T' = Q.
Lehet-e a ® skalarral valo szorzést gy értelmezni, hogy vektorteret
kapjunk?

Legyen V az egész szdmok halmaza a szokasos Osszeadassal. Van-e
olyan T test, amely folott lehet a © skalarral vald szorzast ugy
értelmezni, hogy vektorteret kapjunk?

Legyen V az egész szdmok halmaza és T' = Q. Lehet-e az @ Gssze-
adast és a © skalarral val6 szorzast tgy értelmezni, hogy vektorteret
kapjunk?

Legyen V az egész szamok halmaza és T' = C. Lehet-e az @ Gssze-
adast és a © skalarral valo szorzast tgy értelmezni, hogy vektorteret
kapjunk?

Legyen V a valoés szdmsorozatok halmaza a szokasos Osszeadassal és
T = C. Lehet-e a ® skalarral valé szorzast tgy értelmezni, hogy
vektorteret kapjunk?

Legyen V a valds szamok halmaza a szokasos Osszeadassal és T' = C.
Lehet-e a © skalarral val6 szorzast ugy értelmezni, hogy vektorteret
kapjunk?

Legyen V' a komplex szamsorozatok halmaza a szokisos Osszeadéssal
és T = C. Vizsgaljuk meg, hogy az aldbb értelmezett ® skalarral
val6 szorzésok mellett mely vektortéraxiomék teljesiilnek és melyek
nem. Egy &ltalanos sorozatot S = (ag, aq, ..., ap, ...) forméban
jeloliink, az egyenlGségek jobb oldaldn a komplex szémok szokasos
szorzasa szerepel, Re(\) a A valos részét jelenti (S € V, A e T)).

AOS =S5,

AOS = (A, ag, ag, ...);

AOS =N, 0,0, ...);

A©® S = (Re(N)ag, Re(N)ag, Re(N)aa, .. .).
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4.1.10 Bizonyitsuk be a 4.1.2 Tétel utols6é harom allitasat.

4.1.11 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil? (V' vektortér a T test felett,
u,veV, \peT.)
(a) Ha v # 0 és Av = pv, akkor A = p.
(b) Ha XA # 0 és Au = \v, akkor u=v.
(c) Hou#0,v#0, A#0, u#0és Au= puv, akkoru=v és A = pu.

4.1.12 Bizonyitsuk be, hogy az (S4) vektortéraxioma helyettesithets az alab-
bi két feltétel akarmelyikével (vagyis ha az (S4)-et ezek akarme-
lyikével kicseréljiik, akkor a t6bbi axiémaval egyiitt pontosan ugyan-
ahhoz a vektortérfogalomhoz jutunk).

(a) YWweV INeT Av=v.
*(b) Ha Av = 0, akkor A =0 vagy v = 0.

4.1.13 Bizonyitsuk be, hogy az Osszeadas kommutativitasa kovetkezik a
tobbi vektortéraxiomabal.

s 24 2

tobbi vektortéraxioma fiiggetlen egyméastol, azaz egyik sem vezethets
le az Osszes tobbibdl. (Ezt ugy igazolhatjuk, ha példat mutatunk
arra, amikor az az egy axiéma nem teljesiil, az 0sszes tobbi viszont

igen.)

4.2. Altér

4.2.1 Definicié

Egy T test feletti V' vektortér egy nem tires W C V részhalmazat altérnek
nevezzilkk V-ben, ha W maga is vektortér ugyanazon T felett ugyanazokra a
V-beli vektortérmiiveletekre (pontosabban ezeknek a mitiveleteknek a W-re
torténé megszoritasaira) nézve. &

Azt, hogy W altér V-ben, szokds W < V modon jeldlni.

Vegyiik észre, hogy az altér nem egyszeriien olyan részhalmaz, amely egy-
ben vektortér is, hanem ennél joval tobb: W részstruktirdja a V' vektortérnek;
a W szempontjabol a T test és a miiveletek eleve adottak. Ily médon pl. a
4.1.5 feladatban szerepld vektortér nem altere a valds szamok 6nmaga feletti
szokasos vektorterének.

Egy W C V részhalmaz tehéat akkor lesz altér, ha kielégiti az Osszes
vektortéraxiomat. Lehet, hogy mar magaval (O)-vel és/vagy (S)-sel, vagyis
a muveletek értelmezésével baj van, mert W nem zdrt a V-beli miveletekre
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vagy ezek valamelyikére, mas szoval (legalabb) az egyik V-beli miivelet kivezet
W-bél. Az alabbi tétel mutatja, hogy a miveleti zartsag viszont méar biztositja
az altérséget, azaz, ha a miveletek nem vezetnek ki, akkor a tobbi axiomaéaval
sem lehet baj.

4.2.2 Tétel
Egy T test feletti V' vektortérben egy W nem {ires részhalmaz akkor és
csak akkor altér, ha

(i) u,veW=u+veW;
i) veW, AeT=AvelW. &

Bizonyitds: Ha W altér, akkor (i) és (ii) nyilvan teljesiilnek, hiszen — mint 14t-
tuk — ezek csak azt fejezik ki, hogy a V' vektortér mtiveleteinek a megszoritasai
a W halmazon is miveletek.

A megforditashoz be kell latnunk, hogy (i) és (ii) fennallasa esetén a
vektortéraxiomak mind teljesiilnek. Az ,azonossag tipusd” axiomak, tehat
(01), (02), (S1)-(S4) mindents! fiiggetleniil V valamennyi elemére, igy W
elemeire is igazak. Azt kell tehat csak belatni, hogy W-ben van nullelem,
és minden elemnek van ellentettje. Legyen v € W tetszéleges (ilyen v elem
létezik, hiszen W # ()), ekkor (ii) miatt 0 = Ov € W, és ez nyilvan megfelel
nullelemnek W-ben is. Ezutan tetszéleges v € W-re —v = (—1)v € W eleget
tesz az ellentett kovetelményének. m

Megjegyezziik, hogy a 4.2.1 Definicibban a W # () feltételt nem kel-
lett volna kiilén el6irni, hiszen egy vektortér eleve nem lehet az iires halmaz,
azonban a 4.2.2 Tételnél nem hagyhato el ez a kikotés, ugyanis az (i) és (ii)
feltételeket az iires halmaz is teljesiti.

A tétel alapjan igy annak eldontéséhez, hogy egy vektortér adott részhal-
maza altér-e, nem kell valamennyi axiémat végignézni, hanem elég csupan a
miveleti zartsagot ellendérizni. Egy mésik jol hasznalhaté kritériumot ad a
4.2.5 feladat a) része.

A tétel bizonyitasabol azt is kaptuk, hogy a W altér nulleleme megegyezik
a V vektortér nullelemével, és hasonld a helyzet az ellentettel. Ez magabol a
nullelem fogalmabol, s6t egyértelmiiségébdl sem kovetkezik (lasd a 4.2.14 és
4.2.15 feladatokat).

Példak altérre

P1. Barmely vektortérben az egész tér, illetve a csak a 0 vektorbol 4ll6 részhal-
maz mindig altér. Ezeket trividlis altereknek nevezziik. (A csak a 0-bol
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P2.

P3.

P4.

Fel
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allo alteret {0} helyett réviden 0-val fogjuk jelolni, tehat ezt az alteret és
magét a 0 vektort jelolésben nem fogjuk megkiilonboztetni egymastol.)

Jellemezziik az origobol kiindulo vektorokat a végpontjukkal. Ekkor a(z
origobol induld) sikvektorok szokasos vektorterében pontosan az origon
dtmend egyenesek a nem trivialis alterek, a térvektorok esetében pedig az
origdn dtmend egyenesek és sikok.

Barmely vektortérben egy tetszéleges, de rogzitett vektor Gsszes skalér-
szorosai mindig alteret alkotnak.

Legyen A € T**™ egy tetszbleges, de rogzitett k x n-es matrix. Ekkor
KerA = {x € T" | Ax = 0} altér T"-ben és ImA = {Ax | x € T"} =
={y € T" | 3x € T" Ax =y} altér T"-ban. Ezt a két alteret az A
matrix magterének, illetve képterének hivjuk.

adatok
4.2.1 Mi kéze van az altér fogalmahoz a 4.1.1-4.1.3 feladatoknak?

4.2.2 Legyen V a T test feletti 100 x 100-as matrixok szokasos 7100*100
vektortere. Az alabbi részhalmazok koziil melyek alterek V-ben?

) {A €V | AB = BA}, ahol B € T'00%X100 egy rogzitett matrix;

) {A €V | AB =0}, ahol B € T190X190 goy rggzitett matrix;

) {4 €V |42 =0}

) a nilpotens matrixok (van olyan hatvanyuk, amelyik a 0 matrix);
) a szinguléaris matrixok (beleértve a 0 matrixot is);

) a 3 rangu matrixok és a 0 matrix;

) a legfeljebb 3 rangt méatrixok;

) a diagonalis matrixok (a f6atlon kiviil minden elem 0);

)
)

(
4.2.3 Milyen modszerrel lehet altaldban egy adott métrix magterét és kép-
1 2 3 4
terét meghatarozni? Milesz Ker A ésImAaz A=[2 3 4 5
3 4 5 6
méatrix esetén?

4.2.4 Adjunk példat olyan vektortérre és abban olyan részhalmazra, amely

(a) az Osszeadasra zart, de a skalarral valo szorzasra nem;
(b) a skalarral valo szorzésra zart, de az Gsszeadéasra nem;
(c) sem az Osszeadasra, sem a skalarral valo szorzésra nem zart.

Barmilyen test felett tudunk mindharom esetre példat mutatni?
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Legyen V vektortér a T test felett és W a V egy nem iires részhal-
maza. Az alabbi feltételek koziil melyekbdl kivetkezik, hogy W altér
V-ben?

wuveWlpeTl = u+uvel;
uveWAel = u+veWw,
uveWirelT = ueWéu—-vel;

uveWAeET = A ue W valamint u+v € W és u—v € W koziil
legalabb az egyik teljesiil;

u+veW=ueclWéveW,

ut+veW=ueW é veW kozil legalabb az egyik teljesiil.
Legyen V vektortér a T test felett és W a V egy nem trivialis altere.
Melyek igazak az alabbi allitasok kozil (u, ve V, A e T)?
ut+veW=uveW,;

A0 AveW =veW;

(c)ueW,veW=u+vgW,;
(d) ugW,veW =>u+vegW;
() ugW, veW =u+veW.

4.2.7 Legyen V vektortér R felett, W egy nem trivialis altér V-ben és
u, v € V. Az aldbbi feltételekbsl mi kovetkezik az u, v vektorok
és W viszonyara (tartalmazasi szempontbol)? Ha tobb eset is lehet-
séges, akkor ezek mindegyikére adjunk példat.

) ut+veW, (b) u+vegWw;

o
~

4.2.8

4.2.9

2u+3veW,u+7veW; (d)2u+3veW, u+7vgW,;

)2u+3veg W, u+7veg .

Mennyiben valtozik a helyzet mas test esetén?
Legyen W altér a valos test feletti V' vektortérben, u, v, w € V, és
tegyiik fel, hogy

ut+veW, v4+2wgW, w+3ueW.

Mit allithatunk az 5u 4+ 3v + w, illetve 6u 4+ 3v + w vektorok és
W kapcsolatarol? (Az illet vektor biztosan eleme-e az altérnek,
biztosan nem eleme az altérnek, vagy mindkét eset elgfordulhat?)

Jellemezziik azokat a vektortereket, amelyeknek csak trividlis alterei
vannak.



108

4.2.10

4.2.11

4.2.13

4.2.14

4.2.15
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Bizonyitsuk be, hogy ha egy végtelen test feletti vektortérnek van
nem trivialis altere, akkor végtelen sok altere van.

Hény altere van az F» test feletti F}y vektortérnek? Hat az F), test
feletti F2-nek? (A tovabbi altalanositast lasd a 4.6.14 feladatnal.)

Bizonyitsuk be, hogy egy vektortérben akarhany altér metszete is
altér.

Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy két altér egyesitése
is altér legyen.

Lehet-e két altér halmazelméleti kiilonbsége vagy szimmetrikus dif-
ferencidja altér?

Lehet-e harom egymést paronként nem tartalmazé altér egyesitése
altér?

Legyen T végtelen test. Bizonyitsuk be, hogy egy T feletti vektortér
nem &llhat el§ véges sok valédi alterének az egyesitéseként.

Legyen T' véges test. Bizonyitsuk be, hogy egy T feletti vektortér nem
allhat el |T'| + 1-nél kevesebb valodi alterének az egyesitéseként.

Legyen T véges test. Bizonyitsuk be, hogy ha egy T feletti vek-
tortérnek nem csak trivialis alterei vannak, akkor elall |T'|+ 1 darab
valodi alterének az egyesitéseként.

Legyen W altér a V vektortérben és U C W. Bizonyitsuk be, hogy U
akkor és csak akkor altér V-ben, ha altér W-ben (vagyis az altérség
nem fiigg attol, hogy ,mekkora” az eredeti vektortér).

Legyen V. ={ce€ R | ¢ >3}, T = Q, és definialjuk az & Gsszeadést
és a © skalarral vald szorzést a kovetkezSképpen:

ud®v=max(u,v), AOv=v (u,veV,AeT).

Legyen W = {c € R | ¢ > 5}, ekkor W zart a & és © miiveletekre.
Tovabba V nulleleme a 3, W-é pedig az 5. Hogyan fér ez Ossze
azzal, hogy egy altér nulleleme sziikségképpen megegyezik a vektortér
nullelemével (lasd a 4.2.2 Tétel bizonyitasat)?

Az alabbiakban négy bizonyitast adunk arra, hogy egy altér null-
eleme sziikségképpen megegyezik a vektortér nullelemével, ezek koziil
azonban csak az egyik helyes. Melyik a helyes, és mi a hiba a to6b-
biben? (A V vektortér nullelemét Oy, a W altérét pedig Oy jeloli.)
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Mivel Oy + v = v minden v € V vektorra, tehat W elemeire is
teljesiil, ezért Oy definicid szerint W-nek is nulleleme. A W-beli
nullelem egyértelmrtisége alapjan igy Oy = Oy .

Ha Oy # Oy lenne, akkor V-ben két nullelem lenne, ami ellentmond
a V-beli nullelem egyértelmtiségének.

Legyen v € W tetszbleges. Ekkor Oy + v = vés Oy + v = v
egyarant fennall, tehat Oy + v = Oy + v. Itt mindkét oldalhoz a v
vektor W-beli ellentettjét hozzaadva a kivant 0y = Oy, egyenléséget
kapjuk.

Legyen v € W tetszbleges. Ekkor Oy +v = v és Oy +v = v egyarant
fennall, tehat 0y + v = Oy + v. Itt mindkét oldalhoz a v vektor
V-beli ellentettjét hozzédadva a kivant 0y = Oy egyenlGséget kapjuk.

Legyen W altér a T test feletti V' vektortérben és u € V tetszdleges
rogzitett vektor. Az u+ W = {u+w | w € W} halmazt a W altér
eltoltjanak vagy linedris sokasdgnak nevezziik.

Adjuk meg a sikvektorok, illetve a térvektorok szokasos vektorterében
az Osszes linearis sokasigot.

Bizonyitsuk be, hogy ugyanazon W altér szerint képzett két linearis
sokasag vagy diszjunkt, vagy egybeesik.

Bizonyitsuk be, hogy ha kiilonbo6z6 alterek szerint képeziink két line-
aris sokasagot, és ezek nem diszjunktak, akkor a metszetiik is linearis
sokasag.

Bizonyitsuk be, hogy a nem iires L C V' akkor és csak akkor linearis
sokasag, ha

a,bce L, eT=a+Ab-c)eL.

Legyen W altér a T test feletti V' vektortérben, és tekintsiik a W
szerint képezett linearis sokasagok, vagyis W osszes (kiilonbozd) el-
toltjainak az F' halmazat. Definialjuk F-en az @ Gsszeadast és a ©®
skalarral vald szorzast a kovetkezSképpen:

(u+W)as(v+W)=(u+v)+W, X u+W)= u+W.
Bizonyitsuk be, hogy ezekre a mtveletekre F' vektorteret alkot a

T test felett. Ezt a teret a V vektortér W altere szerint vett fak-
tortérnek nevezzik, és V/W-vel jeloljiik.
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4.3. Generalas

4.3.1 Definici6

Legyen V vektortér a T test felett, a;, ..., a, € V, A, ... A, € T.
A A\aj + ... + \,a, vektort az a; vektorok (\; skalarokkal képzett) linedris
kombindcidjanak nevezziik. &

Ismeretes, hogy a (k6zonséges haromdimenzios) térben harom (vagy tobb)
rogzitett, nem egy sikba esé vektor linearis kombinacidjaként a tér minden
vektora elGallithato. Ezt a tényt szokés tugy is kifejezni, hogy az adott vek-
torok kifeszitik vagy gemerdljdk a teret. TetszGleges vektortérre a megfelels
altalanositast az alabbi definici6 szolgéltatja.

4.3.2 Definicio

Az aq, ..., a, € V vektorokat a V vektortér generdtorrendszerének ne-
vezziik, ha V minden eleme el6all az a; vektorok lineédris kombinacidjaként.
)

A rendszer” szo6 arra utal, hogy (a halmazzal ellentétben) ugyanaz a vek-
tor tobbszdr is el6fordulhat az a;-k kozott. A generatorrendszer fogalmanal
azonban ennek nemigen van jelent&sége, ugyanis a linearis kombinéciok hal-
mazat nyilvan nem befolyésolja, ha (a tobbi vektor valtozatlanul hagyasa mel-
lett) valamelyik vektort egy vagy tobb példanyban szerepeltetjiik. (A lineéris
fiiggetlenség kérdésénél mas a helyzet, lasd a 3.3, illetve 4.4 pontban.)

A vektortér elemei altalaban tobbféleképpen is felirhatok egy adott ge-
neratorrendszer elemeinek linearis kombinécidéjaként. Kés6bb latni fogjuk,
hogy kiilonésen fontos szerepet jatszanak az olyan generdtorrendszerek, ame-
lyek segitségével a vektortér minden eleme egyértelmiien allithato els, ezek az
un. bdzisok (lasd a 4.5 pontot).

Egy vektortérnek altalaban nagyon sok generétorrendszere lehet, gyakran
eléfordul azonban az is, hogy egyaltalan nincs (véges) generatorrendszere (lasd
a 4.3.2 feladatot). A végtelen generatorrendszer bevezetésének a lehetGségét
ennek a pontnak a végén fogjuk jelezni. Néhény, kiilon jelzett helytdl eltekintve
azonban generatorrendszeren mindig véges sok (de legalabb egy) elembdl allo
generatorrendszert fogunk érteni.

Az ay, ..., a, € V vektorok Gsszes linedris kombinécidinak a halmaza
abban az esetben is fontos szerepet jatszik, ha az a; vektorok nem alkotnak
generatorrendszert. Ez indokolja a kévetkezd definiciot.
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4.3.3 Definicio

Az ay, ..., a, € V vektorok altal generdlt altéren az a; vektorok Gsszes
linearis kombinacioinak a halmazat értjik, és ezt (ag,...,a,)-nel jeloljik.
Azaz:

<a1,...,an>:{A1a1+...+)\nan|)\1,...,)\nET}. &

A definici6 alapjan pl. az egy vektor altal generalt altér az adott vektor
Osszes skalarszorosaibol all. A (kozonséges haromdimenzios) térben két nem
egy egyenesbe esG vektor altal generalt altér az altaluk kifeszitett” sik. Az
is nyilvanvalo, hogy az aj, ..., a, € V vektorok pontosan akkor alkotnak
generatorrendszert V-ben, ha (a;,...,a,) =V.

A | generdlt altér” elnevezés jogossagat az alabbi tétel tamasztja ala:

4.3.4 Tétel

U = (aj,...,a,) az a; vektorokat tartalmazo legszikebb altér, azaz
(i) U altér;
(i) a; €U, i=1,...,n

(iii) ha W altér ésa, e W, i=1,...,n,akkor U CW. &

Bizonyitds: (i) Egyszeri szamoléssal adodik, hogy a linearis kombinaciok hal-
maza altér. (ii) A \; = 1, A; = 0, ha j # i skalarokkal képezett linearis
kombinaci6é éppen a;, tehat ez az altér tartalmazza az a; vektorokat. Végiil
(iii): Ha egy W altér tartalmazza az a; vektorokat, akkor ezek skalarszoro-
sait, majd az ezekbdl képezett Gsszegeket is tartalmaznia kell. Vagyis minden
linearis kombinaci6 sziikségképpen eleme W-nek. m

Megjegyezziik, hogy szokas a generalt altér fogalmat éppen az (i)—(iii)
tulajdonsagokkal definidlni. A kétféle definicié ekvivalenciajat a 4.3.4 Tétel
biztositja. A generélt altér egy harmadik jellemzését lasd a 4.3.9 feladatban.

Kiilon kiemeljik, hogy egy altér generatorrendszere mindig magénak az
altérnek az elemeibdl kell, hogy alljon, ,kiilsg” elemek nem johetnek szoba (ez
nyilvanvaloéan adodik pl. a 4.3.4 Tétel (ii) allitasabol).

Most a két altér altal generalt altér fogalmat vezetjiik be.

4.3.5 Definicioé

Legyenek W és Z alterek a V vektortérben. A W és Z altal generalt
altérnek a {w +z | w € W, z € Z} alteret nevezziik, és ezt (W, Z)-vel vagy
W+ Z-vel jeldljiik. &
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A 4.3.4 Tételhez hasonloan adodik, hogy (W, Z) éppen a két alteret tar-
talmazo legsziikebb altér (lasd a 4.3.11 feladatot).

Fontos az az eset, amikor (W, Z) elemei egyértelmien irhatok fel w + z
alakban (w € W, z € Z). Erre vonatkozik a kovetkezs tétel.

4.3.6 Tétel
Legyenek W és Z alterek V-ben. A (W, Z) altér elemeinek w + z alakban

torténd elgallitasa (ahol w € W, z € Z) akkor és csak akkor egyértelmi, ha
WNZ=0.&

Bizonyitds: Tegyiik fel elszor, hogy W N Z = 0 és valamely x € (W, Z)-re
X =Wj +2%Z1 =Wy + 2z, ahol w; e W, 2z, € Z.

Az egyenlGséget atrendezve wi — wo = zo — z1 adddik. Itt a bal oldalon W-
beli, a jobb oldalon pedig Z-beli vektor all, tehat a feltétel miatt ez csak a 0
lehet. Vagyis wi = wo, z1 = 2z, amivel az egyértelmiiséget igazoltuk.

Megforditva, tegyiik fel, hogy minden vektor egyértelmten &ll el§ a kivant
alakban, és legyen u € W N Z. Ekkor u = u+ 0 = 0 4+ u két kiilonbozé
elgallitéast jelent, ha u # 0. Vagyis csak u = 0 lehetséges, azaz valéban
WNZ=0.nm

A WNZ =0 esetben a W és Z altereket diszjunktaknak nevezziik (ennél
,diszjunktabbak” nem lehetnek, hiszen a 0 vektor barmely altérnek eleme).

4.3.7 Definici6
Ha WNZ =0, akkor a (W, Z) alteret a W és Z direkt dsszegének hivjuk,
és W @ Z-vel jeloljiik. &

Direkt 6sszegrol tehat csak diszjunkt alterek esetén beszélhetiink.

Végtelen sok vektor generatuma

A problémat ekkor az jelenti, hogy végtelen sok vektor Gsszegét (altalaban)
nem tudjuk értelmezni. Tekinthetjiik azonban az adott vektorok 0sszes véges
részhalmazanak Osszes linearis kombinacioit:

4.3.8 Definici6
Legyen H a T test feletti V' vektortér tetszéleges nem {ires részhalmaza.
Ekkor a H altal generalt (H) altéren a H halmaz elemeivel minden lehetséges
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modon képezett Osszes (véges, de tetszélegesen hosszi) linearis kombinaciot
értjik. o

Most is megmutathatd, hogy (H) az a legsziikebb altér, amely H-t
tartalmazza. Az is konnyen adédik, hogy ha W és Z alterek, akkor
(W, Z) = (WU 2).

Ebben az altalanosabb értelemben egy H C V részhalmaz akkor generd-
torrendszere V-nek, ha (H) = V. Mas megfogalmazasban ez azt jelenti, hogy
barmely v € V vektorhoz taldlhatoé véges sok olyan H-beli vektor, hogy v
felirhato6 ezek alkalmas linearis kombinacidjaként. Més és més v-hez altalaban
més és méas H-beli vektorok tartoznak, s6t tobbnyire még ezek darabszama
sem lesz korlatos.

Ily médon méar barmely V' vektortérnek létezik generatorrendszere, hiszen
pl. nyilvanvaléan V = (V).

A végesben megszokott szemléletiink most csaloka lehet: a valos egytitt-
hatos polinomok szokasos vektorterében az 1, z, 22, ... polinomok — a vara-
kozésunknak megfeleléen — generdtorrendszert alkotnak, azonban a valds
szamsorozatok szokasos vektorterében nem alkotnak generdtorrendszert azok
a sorozatok, amelyeknek egyetlen tagja 1, a tobbi pedig 0, ugyanis ilyenek
véges linearis kombinacidjaként nem all el6 példaul a csupa 1-bél 4ll6 sorozat.

Feladatok

4.3.1 Az alabbi vektorrendszerek koziil melyek alkotnak a szokasos C* vek-
tortérben generatorrendszert?

1 0 1 0 1
(a) 0 1 0 1 1
1]’ 0]’ 0]’ 1]’ 1)
0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0
-1 0 0 1 1 0
(b) 0]’ (1 ’ 0]’ -1’ 0]’ 1)’
0 0 -1 0 -1 -1
1 1 1 1
(©) 1 2 3 4
1]’ 41’ 91" 16
1 8 27 64

4.3.2 A 4.1 pontban, valamint a 4.1.1-4.1.3 feladatokban szereplé példak
koziil mely vektortereknek van véges generatorrendszere?
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Melyek igazak az alabbi allitasok kozil?

Ha egy generatorrendszerhez egy tetszéleges vektort hozzévesziink,
akkor ismét generatorrendszert kapunk.

Ha egy legalabb kételemii generatorrendszerbdl egy tetszdleges vek-
tort elhagyunk, akkor ismét generétorrendszert kapunk.

Minden legaldbb kételemii generatorrendszerben van olyan vektor,
amelyet elhagyva a maradék vektorok tovabbra is generatorrendszert
alkotnak.

Ha egy generatorrendszerben el6fordul két azonos vektor, akkor ezek
egyik példanyat elhagyva a maradék vektorok tovabbra is generator-
rendszert alkotnak.

Egy legalabb kételemi generatorrendszerben akkor és csak akkor van
olyan vektor, amelyet elhagyva a maradék vektorok tovabbra is ge-
neratorrendszert alkotnak, ha a generatorrendszer valamelyik eleme
felirhat6 a tobbi elem linearis kombinaciéjaként.

Legyen V a valos egyiitthatos polinomok szokasos vektortere. Melyek
igazak az aldbbi tartalmazasok koziil?

23+ 72% + 5z € (23 + 22, 323 + 4z, 522 + 6x);

23+ 722 +5 € (23 + 22,323 + 4z, 52% + 61);

r—1¢€ (2 —w 23— 2% 2% 1,222 — 3z + 1);

r+1€(xd -z 2% —2% 2% - 1,202 — 3z + 1);

r4+1¢e (2 —o 23— 2% 2% 1,222 + 3z +1).

Tegyiik fel, hogy egy V vektortér a, b és ¢ elemeire a+ b 4+ ¢c = 0.
Bizonyitsuk be, hogy (a,b) = (a, c).

Tegyiik fel, hogy egy V vektortér a, b, c és d elemeire a+b+c+d =
0. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(ab) = (a,c)  (b) (ab)=(cd); (c) (ab,c) = (ac,d)
(a,b,c) = (a,d); () (a,b,c) D (a,d).

Tegytik fel, hogy egy V vektortér a,b és c elemeire a ¢ (b,c),
b & (a,c) és ¢ € (a,b). Hatarozzuk meg a c vektort.

Bizonyitsuk be, hogy adott a;,...,a, € V vektorok esetén csak egy
olyan U létezik, amely kielégiti a 4.3.4 Tétel (i)—(iii) kovetelményeit.
Bizonyitsuk be, hogy az aj, ..., a, € V vektorok altal generalt altér

megegyezik az a;-ket tartalmazo Osszes altér metszetével.
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Legyen V' az Gsszes valos szamon értelmezett valos értéki fliggvények
szokasos vektortere. Egy altalanos fliggvényt f-fel jeloliink. Jellemez-
zitk a W és Z alterek altal generalt (W, Z) alteret, ahol

W = {paros fiiggvények}, Z = {paratlan fiiggvények};
W={ff(5)=0}, Z={f]f(6)=0}
W={f|f(x)=0, haz#5}, Z={f]|f(z)=0, haz#6)};
W={f|VeeQ f(z) =0}, Z={f|VxgQ f(z)=0};
W={f|Ve,yeQ f(z) = f(y)},

Z ={fIVz,y¢Q f(z)=f(y)}

Mely esetekben lesz (W, Z) =W @ Z?

Legyenek W és Z alterek V-ben. Bizonyitsuk be, hogy (W, Z) ép-
pen a két alteret tartalmazo legsziikebb altér. (Fogalmazzuk meg
pontosan, hogy mit jelent a ,legsziikebbség”.)

Legyenek Wy, Wy és W3 alterek V-ben. Milyen kapcsolatban all
egymassal

(W1, Wa) N W3 és (Wh N W3, Wy N Ws);

(W1 N Wy, Ws) és (Wi, W3) N (Wa, Ws);

W1 C W5 esetén (W1, Wa) N W3 és (Wy, Wo N W3)?

Legyen V' a valos szamsorozatok szokasos vektortere. Egy altalanos

sorozatot S = (ag, a1, ..., Qy, ...) formaban jeloliink. Dontsiik el,
hogy V direkt 0sszege-e W-nek és Z-nek, ahol

W={S]as=0}, Z={S]as=0};

W={S|as=0}, Z={S|a;=0, hai#5};
W={S|as=0}, Z={S|ag=...=as,as=ar=...=0};
W={S|as =0}, Z=1{S]as#0}

W ={S|a; =0, haiparos}, Z={S|a; =0, ha i paratlan};
W={S|a;=0, hai#5}, Z={S|a; =0, hai+# 6}.
Altalanositsuk a 4.3.5 Definiciot és a 4.3.6 Tételt ketténél tobb (de

véges sok) altérre, majd ennek alapjan a direkt Osszeg fogalmat is
(4.3.7 Definicio) terjessziik ki ketténél tobb altér esetére.

Adjuk meg a 4.1.1-4.1.3 feladatokban szereplé részhalmazok altal
generalt altereket, kivéve a 4.1.2 feladat (n) és a 4.1.3 feladat (h)
részeét.
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*4.3.16 Tekintsiik az Osszes valos szamon értelmezett valos értékid fiiggvé-
nyeket a raciondlis test feletti vektortérként a szokasos miveletekre.
Legyen ebben H az egész értéki fliggvények halmaza. Dontsiik el,
hogy az alabbi fiiggvények elemei-e a H &altal generalt (H) altérnek.

5/7, hazeQ;
(a) flz) = {3/8, ha = ¢ Q.

| 1/z, haxz=1,2,3,..;
(b) g(z) = {0, egyébkeént.

**(c) Oldjuk meg a feladatot abban az esetben is, ha a racionalis test
helyett a valos testet vessziik.

4.3.17 Tekintsiik a valos szamsorozatok szokasos V' vektorterét a valos test
felett. Generatorrendszert alkotnak-e V-ben az alabbi részhalmazok?

(a) Azok a sorozatok, amelyeknek minden eleme 0 vagy 1;
**(b) azok a sorozatok, amelyeknek minden eleme racionalis;
(c) azok a sorozatok, amelyeknek minden eleme irracionélis.

4.4. Linearis fliggetlenség

A linearis fliggetlenség és Osszefliggés fogalméval speciélis esetben a matrixok
és egyenletrendszerek kapcsan a 3. fejezetben méar foglalkoztunk. Az ott megis-
mert definiciok sz6 szerint atvihetSk tetszGleges vektortérre, és az alaptulaj-
donsagok is érvényben maradnak. Most mindezeket réviden Gsszefoglaljuk.
Legyen V vektortér a T test felett, uy, ..., u, €V, A, ... A\, €T, és
tekintsiik a Aqu; +. ..+ A, u, linearis kombinaciét. Ha minden \; = 0, akkor ez
az un. trividlis linearis kombinacié nyilvan a 0 vektort eredményezi. Elgfordul-
hat azonban, hogy a 0 vektort més egyiitthatokkal, nem trividlis linearis kom-
binacioként is megkaphatjuk. Ebben az esetben az u; vektorokat linedrisan
osszefliggének, ellenkezs esetben pedig linedrisan fliggetlennek nevezzik. Azaz

4.4.1 Definicio

Az uq,...,u,, € V vektorok linedrisan dsszefiiggdk, ha léteznek olyan
A1y ..o A € T skalarok, amelyek nem mind 0-k, és Ayu; + ... 4+ A\u, = 0.
)

4.4.2 Definicio
Az uy,...,u,, € V vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha Ajuy + ... +
+ A, = 0 CSAK tugy valosulhat meg, ha mindegyik \; = 0. Azaz

)\1u1+...+)\mum:O:>)\i:0,izl,...,m. &
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Egy uy,...,u, € V vektorrendszerre tehat a linearis fliggetlenség és a
linearis Osszefliggés koziil pontosan az egyik teljesiil. A ,linearis” jelz6t a
rovidség kedvéért gyakran elhagyjuk.

Ismét megemlitjiik, hogy a ,vektorrendszer” kifejezésben a ,rendszer”
sz6 arra utal, hogy (a halmazzal ellentétben) ugyanaz a vektor tobbszor is
el6fordulhat az u;-k kozott. Ez a koriilmény lényegesen befolyasol(hat)ja a
fliggetlenség kérdését: ha az u;-k kozott szerepelnek azonos vektorok, akkor a
vektorrendszer biztosan Gsszefliggd.

Azonnal adédnak az alabbi egyszerii észrevételek. Egyetlen vektor egye-
diil akkor és csak akkor fliggetlen, ha nem a nullvektor. Két vektor akkor és
csak akkor linearisan fiiggetlen, ha egyik sem skalarszorosa a masiknak. Tobb
vektor esetén ez mar nem igaz: példaul a sikban tetsz&leges harom vektor
Osszefliiggds.

FONTOS! A linearis fliggetlenség fogalma szamos ,,csapdét” rejt, ezért —
f6leg az elején — célszerii ezzel kapcsolatban mindent nagyon alaposan végig-
gondolni, nehogy egy hibés ,szemlélet” alapjan téves elképzelések alakuljanak
ki.

A 3.3.5 Tétel tetszoleges vektortérben ugyantgy érvényes:

4.4.3 Tétel
I. Ha egy (legalabb kételemti) linearisan fiiggetlen rendszerbdl egy tetszéle-
ges elemet elhagyunk, akkor a maradék vektorok is linearisan fliggetlen
rendszert alkotnak.

II. Ha egy linearisan Osszefliggé rendszerhez egy tetszdleges vektort hoz-
zévesziink, akkor az igy kapott vektorrendszer is linearisan Osszefiiggd.

III. Egy legaldbb kételemii vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan Gssze-
fiiggd, ha van benne (legaldbb egy) olyan vektor, amely el§all a tobbi
vektor linearis kombinacidjaként.

IV. Ha uy, ..., u,, lincarisan fliggetlen, de az u,,+1 vektor hozzévételével
kapott rendszer linedrisan Osszefiiggs, akkor u,,;1 elGéll az uy, ..., u,,
vektorok linearis kombinaciojaként.

V. Tegyiik fel, hogy valamely v vektor elGéll az uy, ..., u,, vektorok linearis
kombinaciojaként. Ez az elGallitas akkor és csak akkor egyértelmt, ha
ui, ..., U, linearisan fiiggetlen. &

Bizonyitds: Lasd a 3.3.5 Tételnél. m
4.4.4 Definicié

Egy v vektor linedrisan figg az uy, ..., W, vektoroktol, ha v elGall az
ui, ..., U, vektorok linearis kombinaciojaként. &
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Ha v linearisan fiigg az uy, ..., u,, vektoroktol, akkor a v, uy, ..., u,,
vektorok linearisan Osszefliggsk, de megforditva ez nem igaz! A 4.4.3 Tétel
II1. allitédsa szerint az Osszefiigg@ség azzal ekvivalens, hogy a vektorok kozott
van olyan, amelyik linearisan fiigg a tobbitsl. (Egy Osszefiiggs rendszerben
egyébként altaldban t6bb ilyen vektor van, és természetesen az is eléfordulhat,
hogy az sszes vektor ilyen. Lasd a 4.4.4-4.4.6 feladatokat.)

A generalt altér fogalmanak felhasznalédsaval azonnal adodik, hogy v pon-
tosan akkor fiigg uy, ..., u,,-tdl linearisan, ha v € (uy,...,uy).

Végiil megemlitjiik, hogy végtelen sok vektor linearis fliggetlenségén azt
értjik, hogy koziilitk barmely véges sok linearisan fiiggetlen. (A problémat —
a generalt altérnél latottakhoz hasonléan — most is az okozza, hogy végtelen
sok vektor linearis kombinaciojanak nincs értelme.)

Feladatok (Lasd a 3.3 pont feladatait is.)
4.4.1 Melyek igazak az aldbbi allitasok koziil?

(a) Ha uy, ..., ujgp linearisan fliggetlen és vy, ..., vigo is linearisan
fliggetlen, akkor uy, ..., uigg, V1, --., Vigo is linearisan fiiggetlen.

(b) Ha uy,...,u100, V1, ..., Vigo linearisan fiiggetlen, akkor uy, ..., ujoo
és vq,...,Vigo is linedrisan fiiggetlen.

(c) Ha uy, ..., ujgo linedrisan fiiggetlen és vy, ..., vigp is linearisan
fliggetlen, akkor u; + vy, ..., Uigo + Vigo is lineédrisan fiiggetlen.

(d) Hauy + vy, ..., uigo + vigo linearisan fiiggetlen, akkor uy, ..., uigo
és v, ..., Vigo is lineédrisan fliggetlen.

(e) Ha uy, ..., ujgp kozott szerepel olyan vektor, amelyik valamelyik
mésik u;-nek skalarszorosa, akkor uy, ..., uig linearisan Osszefiiggs.

(f) Hauy,...,ujgo koziil barmelyik 99 vektor linearisan fliggetlen, akkor
uy,..., Uy is linearisan fiiggetlen.

(g) Hauy, ug, ..., ujgo linearisan fliggetlen, akkor u; +us, us, ..., uigo

is linearisan fiiggetlen.

(h) Hauy, us, ..., ujgo linearisan 6sszefliggd, akkor u;+us, us, ..., uigo
is linearisan Gsszefiiggd.

(i) Ha uy, ug, ..., ujgo linearisan fiiggetlen, akkor uj, u; + uo, ...,
u; + us + ...+ ujgp is linearisan fiiggetlen.

(j) Ha uy, ug, ..., ujgp linearisan Osszefiiggs, akkor uy, u; + ug, ...,
u; + us + ...+ uygp is linearisan 6sszefiiggs.
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Tegylik fel, hogy a, b és c egyike sem a nullvektor. Mit allithatunk a
és ¢ viszonyarol linearis fiiggetlenség, illetve Osszefiiggség szempont-
jabol, ha tudjuk, hogy

a, b linearisan Gsszefliggd, b, c linearisan Gsszefiiggd;

a, b lineérisan fliggetlen, b, c linearisan Gsszefiiggd;

a, b linearisan fiiggetlen, b, c linearisan fiiggetlen?

Tegylik fel, hogy egy végtelen test feletti vektortérben az uy, ..., u,,
vektoroknak csak véges sok linearis kombinéciéja allitja el6 a nullvek-
tort. Kovetkezik-e ebbdl, hogy uy, ..., u,, linearisan fiiggetlen?

Tegylik fel, hogy az uy, ..., u,, vektorok kézott pontosan egy olyan
van, amely linearisan fligg a tébbi m — 1 vektortdl. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor ez sziikségképpen a nullvektor.

Legyen m > 2 és 0 < s < m. Adjunk meg m kiilénboz6 vektort
gy valamely alkalmas vektortérben, hogy kozottiik pontosan s darab
olyan legyen, amely(ek mindegyike) linearisan fligg a t6bbi m — 1
vektortol.

Tegylik fel, hogy az uy, ..., u,, vektorok linearisan 6sszefiiggék. Me-
lyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha az u;-k koziil barmelyik m — 1 lineérisan fliggetlen, akkor mind-
egyik u; linearisan fiigg a tobbi m — 1-t4l.

Ha mindegyik u; linearisan fiigg a tobbi m — 1-t6l, akkor az u;-k
koziil barmelyik m — 1 linearisan fiiggetlen.

Ha egy A\juy + ...+ A1y, = 0 nem trivialis linearis kombinacioban
At # 0, akkor uy lineérisan fligg a tébbi m — 1 vektortol.

Ha egy A\ju; + ...+ Ay, = 0 nem trivialis linearis kombinacioban
A¢ = 0, akkor u; nem fiigg linearisan a tobbi m — 1 vektortol.

Tegylik fel, hogy a, b, ¢, d linearisan fiiggetlen, a, b, c, e linearisan
Osszefiiggd, ¢, d, e linearisan Osszefiiggs és e # 0. Mit allithatunk
az a, b, d, e vektorokrol linearis fliggetlenség, illetve Gsszefliggség
szempontjabol?

Tegyiik fel, hogy a, b, c linearisan fiiggetlen, de a, b, d is, a, ¢, d is
és b, c, d is lineédrisan Gsszefliggd. Hatarozzuk meg a d vektort.

Tekintsiik a komplex egyiitthatés polinomok szokasos vektorterét a
komplex test felett. Vizsgaljuk meg az alabbi vektorrendszereket
linearis fiiggetlenség, illetve Osszefliggbség szempontjabol.

(x4+1)(x+2), (z+2)(x+3), (x+3)(z+1);
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(x+1D)(x+2), (x+2)(x+3), (x+3)(x+4), (x+4)(z+1);

w3 +ix? —x—i, —ixd —2?+ax+i, —ad—ix? iv 41, ird Fa? —iv—1;
1000 darab olyan polinom, amelyek mind kiilénb6z6 fokuak;

1000 darab olyan polinom, amelyek mind azonos fokuak;

1000 darab olyan valés egytiitthatés polinom, amelyek irreducibilisek
a valos test felett;

1000 darab olyan racionélis egyiitthatés polinom, amelyek irreduci-
bilisek a racionalis test felett.

Legyen V a valds test feletti vektortér, m > 2, 1 < k < m, és
tegyiik fel, hogy az u, ..., u,, vektorok lineirisan fiiggetlenek. Mi
a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy

u; + us, Uz + us, ..., U, + uy, illetve
u; +uz +...+ U, ug—i-ug—i-...—l—ukﬂ,...,um—i-ul—i-...—i—uk,l

linearisan fliggetlen legyen?

Jelsljiik Vip-vel a T* vektorteret a T test felett a szokésos miiveletekre.
Legyenek uy, ..., u,, olyan k hosszisagu sorozatok, amelyek minden
eleme O vagy 1. Ezeket T'= Q, T = R ésT' = F),-re is tekinthetjiik Vp
elemeinek. Igy mast és mast jelent(het) ezeknek a 0-1 vektoroknak
a kiilonb6z6 testek ,feletti” linearis fiiggetlensége. Melyek igazak az
alabbi allitasok koziil?

Ha uy,...,u,, lineirisan fiiggetlen

T = R felett, akkor fiiggetlen T' = Q felett is;

T = Q felett, akkor fiiggetlen T'= R felett is;

T = Q felett, akkor fiiggetlen T' = F3 felett is;

T = F5 felett, akkor fliggetlen T' = Q felett is;

T = Q felett, akkor fliggetlen véges sok p kivételével minden T = F),
felett is.

Tekintsiik a valos szamokat a raciondlis test feletti vektortérként a
szokésos miiveletekre. Bizonyitsuk be, hogy

kiilonb6z6 primszamok rogzitett alapt logaritmusai mindig linearisan
fliggetlenek;

egy valés szam Osszes pozitiv egész kitevs hatvanyai akkor és csak
akkor linearisan fliggetlenek, ha a szam transzcendens. (A transz-
cendens szdm definiciojat lasd az A.10 pontban az A.10.6 Definicio
utan.)
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4.4.13 Bizonyitsuk be, hogy az (u) @ (v) direkt Osszeg akkor és csak akkor
létezik, ha u és v linearisan fiiggetlen, vagy u és v koziil legalabb az
egyik 0.

4.5. Bazis

4.5.1 Definicié
Budzison lineérisan fiiggetlen generatorrendszert értiink. o

T stz

kovetkezik a

4.5.2 Tétel
Egy uy, ..., u,, vektorrendszer akkor és csak akkor bazis, ha a vektortér
minden eleme egyértelmien el6all az uy, ..., u,, vektorok linearis kombina-

civjaként. &

Példak: T™-ben, illetve T**™-ben bazist alkotnak azok a vektorok, illetve
maétrixok, amelyeknek egyetlen eleme 1, a tobbi 0. Természetesen egy vek-
tortérnek altalaban nagyon sok béazisa van. A kozonséges haromdimenzios
térben barmely harom, nem egy sikba es6 vektor bézist alkot.

A 0 térnek nincs béazisa, ugyanis egyetlen eleme, a 0, mar énmagaban
linearisan Osszefiiggs. A valds szamsorozatok szokasos vektorterének nincs
(véges sok elembdl) bazisa, hiszen méar véges generatorrendszere sincs. Béazison
a tovabbiakban mindig véges sok vektorbol all6 rendszert fogunk érteni. A
végtelen elem? bazis bevezetésének a lehetdségére ennek a pontnak a végén
roviden utalunk.

Alapvets fontossagu a

4.5.3 Tétel
Egy vektortérben barmely két bazis azonos elemszamu. &

Ennél ergsebb tételt fogunk igazolni:
4.5.4 Tétel

Legyen fi, ..., f,, linearisan fliggetlen rendszer és g1, ..., g, generator-
rendszer egy V vektortérben. Ekkor n < k. &
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A 4.5.4 Tételbdl valoban azonnal kovetkezik a 4.5.3 Tétel: az els¢ bazist
fliggetlen rendszernek, a maéasodikat generdtorrendszernek tekintve kapjuk,
hogy az elsének legfeljebb annyi eleme van, mint a masodiknak, majd ugyanezt
forditott szereposztésban is elvégezziik.

A 4.5.4 Tételre két bizonyitast adunk.

Elsd bizonyitds: Indirekt, tegylik fel, hogy n > k. Az ellentmondést ugy fogjuk
kihozni, hogy megmutatjuk, hogy a

M+ Xl +. .+ A, =0 (4.5.1)

egyenl6ség nem csak \; = ... = \,, = 0 esetén teljesiil. Mivel a g;-k generator-
rendszert alkotnak, ezért valamennyi f; el6all a g;-k linedris kombinaciojaként:

fi =181 + a218e+ ... tarigr
fo =281 + 8o+ ... tanagr

f, =01p81 + @2nB2+ ... +kn8k

Irjuk be ezeket az eléallitasokat (4.5.1)-be az fi-k helyére, és rendezziik at a
bal oldalt a g;-k szerint:

(AMa11 + Aoaia + ..o+ Apain)g81 + (Araer + Aoos + ...+ Ay, )82+
+...+ (Alakl + oo + ...+ )\nakn)gk =0.

Ezzel a 0-t felirtuk a g;-k linearis kombinaciéjaként. Ha itt minden g; egytitt-
hatoja 0, akkor az egyenlGség biztosan teljesiil (lehet, hogy maskor is, hiszen a
g;-k nem feltétleniil fiiggetlenek). Az, hogy minden g; egyiitthatoja 0 legyen,
az

a1iA +agAe + ..o F oA, =0
Q91 A1 + Qoode + ...+ agp A, =0

Olkl)\l + Oékg)\g + ...+ a;m)\n =0

feltételt jelenti. Ez egy olyan homogén linearis egyenletrendszer a A-kra,
amelyben n ismeretlen van és csak k egyenlet, tehat az n > k indirekt fel-
tevésiink szerint biztosan létezik nem trivialis megoldéas. Vagyis (4.5.1) nem
csak trividlisan teljesiil, ami ellentmond az f;-k fliggetlenségének. m
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Madsodik bizonyitds:

4.5.5 Lemma (Kicserélési tétel)

Legyen fi, ..., f, linearisan fliggetlen rendszer és g1, ..., g generator-
rendszer egy V vektortérben. Ekkor bdrmely f;-hez taldlhat6 olyan g;, hogy

fl, ey fi—la gja fi+1, ceey fn

is linearisan fiiggetlen rendszer. (Azaz barmelyik f;  kicserélhets” alkalmas
gj—vel.) *

A kicserélési tétel bizonyitdasa: Tegyiik fel indirekt, hogy pl. fi-re ez nem igaz,
tehat az f5, ..., £, vektorokhoz akidrmelyik g;-t hozzadvéve mindig Osszefiiggs
rendszert kapunk. Mivel f, ..., f, fliggetlen (4.4.3/1 Tétel), igy mindegyik
g; eldall ezek linearis kombinaciojaként (4.4.3/IV Tétel). Ekkor nyilvan a
g;-k minden linearis kombinacidja is felirhaté az fs, ..., f, vektorokkal. A
g;-k azonban generdtorrendszert alkotnak, tehat linearis kombinaci6ik kiad-
jak az egész vektorteret. Igy V minden eleme, specialisan f; is elsall fo, ..., f,
linearis kombinaciéjaként. Ez viszont ellentmond fy, ..., f, linearis fliggetlen-
ségének. m

Most levezetjiik a kicserélési tételbdsl a 4.5.4 Tételt. Cseréljiik ki el§szor
fi-et valamelyik g;-re, majd az igy kapott 4ij fiiggetlen rendszerbdl cseréljiik
ki f5-t alkalmas g-re stb., egészen addig, amig az f;-k el nem fogynak. Az igy
nyert fiiggetlen rendszerben mar csak g-k szerepelnek, és a fliggetlenség miatt
nem lehet kozottik két egyenls. Vagyis valoban legalabb annyi g-nek kellett
lennie, mint f-nek. m

A kovetkezs két tétel azt mutatja, hogy nagyon sokféleképpen juthatunk
béazishoz, nevezetesen, lényegében barmely generatorrendszerbdl kivalasztha-
tunk béazist, illetve barmely fiiggetlen rendszert kiegészithetiink bazissa.

4.5.6 Tétel
Egy V # 0 vektortér barmely (véges) generatorrendszere tartalmaz bazist.

&

Bizonyitds: Ha a generatorrendszer linearisan fiiggetlen, akkor 6 maga bazis.
Ha 0Osszefliggd, akkor van benne olyan elem, amely el§all a tobbiek linearis
kombinaciojaként, pl. gx = p181 + ... + pr—18k—1. Ezt a g elemet elhagyva
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a maradék tovabbra is generatorrendszert alkot, ugyanis barmely v € V-re

v=o81+ ...+t ag_18k—1 + Ox8k =
=g+ ... Fap_18k—1 + (g + ..+ pr—18k—1) =
= (a1 + agpr)gr + .. + (g1 + g pik—1)8r—1-

Ha az igy kapott g1, ..., gx—1 generatorrendszer mar fiiggetlen, akkor készen
vagyunk. Ha Osszefiiggs, akkor megismételjiik az el6zéket. Az eljaras elbb-
utobb befejezédik (a ,,legrosszabb” esetben akkor, amikor a generatorrendszer
méar csak egyetlen vektorbol all, ami V' # 0 miatt nem lehet a nullvektor és
igy biztosan fiiggetlen). m

4.5.7 Tétel
Ha egy V vektortérnek van (véges) generatorrendszere, akkor barmely
linearisan fliggetlen rendszer kiegészithets béazissa. &

Bizonyitds: Ha a fliggetlen rendszer generatorrendszer is, akkor 6 maga bazis.
Ha nem, akkor van olyan v vektor, amely nem all el§ a fliggetlen rendszer
elemeinek linearis kombinacidjaként. Ekkor a fiiggetlen rendszerhez v-t hoz-
zévéve tovabbra is fiiggetlen rendszert kapunk (4.4.3/IV Tétel). Ha még ez
sem bézis, akkor az eljarast tovabb folytatjuk. Mivel a vektortérnek van véges
(mondjuk s elem) generatorrendszere, tehat a 4.5.4 Tétel szerint ennél t6bb
fiiggetlen vektor nem lehet V-ben. Az eljaras igy el6bb-utobb véget kell hogy
érjen. m

A 4.5.6 és 4.5.7 Tételek bizonyitasai egyuttal modszert is adnak arra,
hogyan lehet adott generatorrendszerbdl bazist kivalasztani, illetve adott fiig-
getlen rendszert bazissa kiegésziteni.

A generatorrendszerhez és a linearis fiiggetlenséghez hasonldéan a béazis
fogalmat is kiterjeszthetjiik végtelen sok vektor esetére: bazison ekkor is line-
arisan fliggetlen generatorrendszert értiink. A 4.5.2 Tétel megfelelGje ugy
szol, hogy egy H vektorhalmaz akkor és csak akkor bazis, ha a vektortér
minden eleme lényegében egyértelmtien allithatod el6 véges sok H-beli vektor
linearis kombinécidjaként; a ,lényegében” jelzé arra utal, hogy két elGallitas
csak 0 egyiitthatoju tagokban kiillénbozhet egymastol. Transzfinit eszkdzokkel
igazolhato, hogy minden V' # 0 vektortérnek van bazisa, ezt altalaban Hamel-
bdzisnak nevezik. A 4.5.3 Tétel megfelelGje is érvényes: egy vektortér barmely
két (Hamel-)bazisa azonos szdmossdgii.
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Feladatok

4.5.1
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4.5.3

Tekintsiik a legfeljebb 20-adfoku valds egyiitthatos polinomok szoka-
sos vektorterét a valos test felett. Adjunk meg egy-egy béazist az
alabbi alterekben. Egy altalanos polinomot f = ag + ajz + ... +
+agor?P-nal jeldliink. A jeldlésben nem tesziink kiilonbséget poli-
nom és polinomfiliggvény kozott.

{f | deg f <10 vagy f = 0};

{f |23+ 1 osztoja az f-nek};

{f | 23 + 1-gyel osztva az f konstans maradékot ad};
{/1/(5) =0}

{f | f egyiitthatoinak az Gsszege 0};

{/173) =24}

{f | Qo = 01 = a13}-

Tekintsiik a 2 x 3-as racionalis elemii matrixok szokisos Q2*3 vek-
torterét a racionalis test felett. Dontsiik el, hogy az aldbbiak koziil
melyek alkotnak bazist. A linearisan fiiggetlen rendszereket egészit-
siik ki bazissa, a generatorrendszerekbdl valasszunk ki bazist.

Azok a méatrixok, amelyeknek egyik eleme 0, a tobbi pedig 5;

azok a matrixok, amelyeknek két eleme 0, a tobbi pedig 5;

azok a matrixok, amelyekben valamelyik sor vagy oszlop minden ele-
me 5, a tobbi elem pedig 0;

azok a matrixok, amelyekben valamelyik oszlop elemei (tetszdleges
sorrendben) az 5 és a 6 , a tobbi elem pedig 0;

az <i ? 2) matrix és ennek tiikorképei a matrix(ot alkoto tégla-
lap) fliggdleges, illetve vizszintes kézépvonalara, valamint kézéppont-
jara;

4 6 8
lap) fliggdleges, illetve vizszintes kozépvonalara, valamint kézéppont-
jéra.

az < L2 3) matrix és ennek tiikorképei a matrix(ot alkoto tégla-

Mazimalis fiiggetlen rendszeren olyan filiggetlen vektorrendszert ér-
tliink, amely mar nem bd&vithetd, azaz a vektortér barmely elemét
hozzavéve biztosan Osszefligg6 rendszert kapunk. Mazimdlis elem-
szdmu fliggetlen rendszer olyan fliggetlen rendszert jelent, amelynél
nagyobb elemszam fiiggetlen rendszer nem talalhaté a vektortérben.
Bizonyitsuk be, hogy az imént definidlt két fogalom barmely vek-
tortérben egybeesik.
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4.5.4

4.5.5

4.5.6
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Az el6z6 feladat mintajara definialjuk a minimadlis, illetve a minimdlis
elemszdmi generatorrendszer fogalmat, és igazoljuk ezek egybeesését
egymassal és az el6z6 feladatban értelmezett fogalmakkal.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy vektortérben nincs 19 elemi generator-
rendszer, akkor van benne 20 elemii fiiggetlen rendszer.

Tegyiik fel, hogy (ai,aq,as) = (b1,bs, bs,by). Mit allithatunk az
ai, as, by, by vektorrendszerrdl linearis fiiggetlenség, illetve Gssze-
fligg6ség szempontjabol?

Legyen W egy nem trivialis altér a V' vektortérben. Melyek igazak
az alabbi allitasok koziil?
V tetszéleges bazisanak W-be es6 elemei bézist alkotnak W-ben.

W tetszéleges bazisa kiegészitheté V' béazisava, feltéve hogy V-nek
egyaltalan van bézisa.

Ha V-nek van k elemt bézisa, akkor W-nek van k elemd generator-
rendszere.

Ha V-nek van k elemi bézisa, akkor W-nek van k elemi linearisan
fliggetlen rendszere.

Ha W-nek van k elemt béazisa, akkor V-nek van k elemi generator-
rendszere.

Ha W-nek van k elemi bézisa, akkor V-nek van k elemi linearisan
fliggetlen rendszere.

Legyen n > 2 és uy, ..., u, bazis a valos test feletti V' vektortér-
ben. Az alabbi vektorrendszerek koziil melyek alkotnak linearisan
fliggetlen rendszert, generatorrendszert, illetve bazist?

u; —ug, up —us, ..., Uy — Uug,

u; — Uz, U2 —Us, ..., Up—1 — Up;

u; + ug, uz +us, ..., Uy + Ui;

u; + Uz, U2 + U3, ..., Up_1 + Uy, Uy;

u; —us,uz —us, ..., U, —Uui, U +Ug +...+ U,.

Legyen uy, ..., u, bazis a V vektortérben és v = aju; +...+a,u,.
Bizonyitsuk be, hogy u; + v, ..., u, + v akkor és csak akkor bazis,

ha oy +...+a, # —1.
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4.5.10 Legyen uy, ..., u, bazis a V vektortérben és
vi=fBuu + ...+ By, i=12,...,n.

Bizonyitsuk be, hogy vi, ..., v, akkor és csak akkor alkot bézist
V-ben, ha a 8;;-kbdl képzett n x n-es determinans nem nulla.

4.5.11 Legyen uy, ..., u,, illetve vy, ..., v, két tetsz6leges bazis a V vek-
tortérben. Bizonyitsuk be, hogy bdrmely u;-hez taldlhat6 olyan v,
hogy az u;-t és v;-t egymassal kicserélve ismét két bazist kapunk.

(a) Van-e a modulo 3 maradékosztalyok F3 teste felett olyan vektortér,
amelynek 243 eleme van?

(b) Van-e a modulo 3 maradékosztalyok F3 teste felett olyan vektortér,
amelynek 300 eleme van?

**(c) Bizonyitsuk be, hogy egy véges test elemszédma csak primhatvany
lehet.

(d) Bizonyitsuk be, hogy egy véges vektortér elemszama csak primhat-

vany lehet.

4.5.13 Tegyiik fel, hogy egy vektortérnek (van bazisa, de) csak véges sok
bézisa van. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a vektortér csak véges sok
elembdl all.

*4.5.14
(a) Hany bazisa van az F), test feletti F> vektortérnek? Es Fj'-nek?
(b) Az F), test feletti n x n-es matrixok koziil hanynak létezik inverze?

(c¢) Bizonyitsuk be, hogy barmely p primszamra és barmely n pozitiv
egészre
all(p" = 1)E" —p)... (0" =p").

4.6. Dimenzio

4.6.1 Definici6

Egy V vektortér dimenzidjan egy bazisanak elemszamat értjiik. Ha a vek-
tortérnek nincs véges generatorrendszere, akkor a dimenzidja végtelen. Végiil
a 0 tér dimenzioja 0. &

AV vektortér dimenziojat dim V-vel jeloljiik.
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A 4.6.1 Definiciéban felhasznaltuk, hogy valamennyi bazisnak ugyanaz az
elemszama (4.5.3 Tétel), és igy a dimenzié nem fiigg a bazis valasztasatol. A
végtelen dimenzi6 fogalmét a Hamel-bazisokra az el6z8 pont végén elmondot-
tak segitségével tovabb finomithatjuk.

Példak: a ,kozonséges haromdimenzids tér”’ dimenzidja valdéban 3, T"-é n,
Tkxn.g kn. A T feletti polinomok szokasos vektortere végtelen dimenzios,
ebben a legfeljebb r-edfokt polinomok r + 1-dimenzids alteret alkotnak.

A (0-nal nagyobb, de véges) dimenzi6 a bazis elemszama helyett t6bb mas
ekvivalens médon is megadhat6. Ezek koziil a két legfontosabb: a linearisan
fiiggetlen elemek maximaélis szama, illetve a generatorrendszerek elemszamé-
nak a minimuma.

4.6.2 Tétel
Legyen V' £ 0 vektortér és n pozitiv egész. Ekkor az alabbi feltételek
ekvivalensek:
(i) dim V =mn;
(ii) V-ben talalhato n fiiggetlen vektor, de barmely n+1 vektor dsszefiigg;
(iii) V-ben talalhaté n elemd generatorrendszer, de n — 1 elemi nem. &

Koénnyen adodik, hogy (ii)-ben ,n + 1”7 helyett ,t6bb, mint n”, (iii)-ban
»n — 17 helyett ,kevesebb, mint n” is irhaté.

Bizonyitds: (i) = (ii): A feltétel szerint V-ben van n elemi bazis. Ez defini-
ci6 szerint n fliggetlen vektorbol all, és ennél tobb fliggetlen vektor a 4.5.4
Tétel alapjan nem fordulhat els. — (ii) = (i): Az n fliggetlen vektorrdl meg-
mutatjuk, hogy bézis. A feltétel szerint ezekhez barmely vektort hozzavéve
mar Osszefiiggs rendszert kapunk. A 4.4.3/IV Tétel alapjan ekkor a hozzavett
vektor el6all az eredeti n vektor linearis kombinaciojaként. Mivel ez barmely
vektorra igaz, ezért az eredeti n vektor generdtorrendszert, azaz a fliggetlenség
miatt bazist alkot. — (i) és (iii) ekvivalencidja hasonlé modon igazolhato. m

Gyakran jol hasznalhatd az alabbi egyszerii észrevétel.

4.6.3 Tétel

Legyen n pozitiv egész és dim V = n. Ekkor V-ben barmely n elemi
fliggetlen rendszer bazist alkot. Ugyanez all barmely n elemi generatorrend-
szerre is. &
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Bizonyitds: Ha az n elemi fliggetlen rendszer nem lenne bézis, akkor a 4.5.7
Tétel szerint kib&vithets bazissd. Ennek az 4j bazisnak azonban n-nél tobb
eleme lenne, a dimenzi6 tehat nem lehetne n. A generdtorrendszerre vonatkozo
allitds hasonléan igazolhat6. m

A 4.6.3 Tétel alapjan egy n-dimenziés térben n vektor pontosan akkor
bazis, ha linearisan fiiggetlen. Ez megkdnnyiti, hogy adott vektorokrodl el-
koziil elég az egyiket ellendrizni. (Ha pedig a vektorok szama nem egyezik meg
a tér dimenziojaval, akkor biztosan nem alkotnak bézist.) Ezt az észrevételt
az el6z6 pont feladatainal is felhasznal(hat)tuk (volna).

A kovetkezs tétel a vektortér és egy benne levs altér dimenziojanak a
kapcsolatat irja le. Az eredmény a varakozasnak megfelelGen 6sszhangban van
a szemléletes elképzelésiinkkel.

4.6.4 Tétel
I. Legyen W altér V-ben. Ekkor dim W < dim V.
II. Ha V véges dimenzios, W altér V-ben és dim W = dim V, akkor W = V.
&

Bizonyitds: 1. Ha W = 0 vagy dim V = oo, akkor az allitds nyilvanvalo.
A tObbi esetben V-nek van béazisa. Egy V-beli béazis elemszaméanal tobb
fliggetlen elem W-ben sem lehet, hiszen azok a vektorok V-ben is fliggetlenek
lennének, és ez ellentmondana a 4.5.4 Tételnek. Igy a 4.6.2 Tétel szerint
valoban dim W < dim V.

IT. Az allitas V' = 0 esetén nyilvanvald. FEgyébként legyen dim V =
= dim W = n(# 0), és tekintsiik W egy (n elemt) bazisat. Ez V-ben is
fiiggetlen rendszer, tehat a 4.6.3 Tétel szerint V-nek is bazisa. Azaz W-nek ez
a generatorrendszere V-ben is generatorrendszer, és igy V nem lehet b&vebb
W-nél. m

A 4.6.4 Tétel I1. allitasa végtelen dimenzid esetén nem igaz: pl. a poli-
nomok szokasos vektorterében valédi alteret alkotnak az x-szel oszthaté poli-
nomok, ugyanakkor a két dimenzié megegyezik.

4.6.5 Definici6
Az ay, ..., a, vektorrendszer rangja r, ha az a; vektorok kozott talalhato
r linearisan fiiggetlen, de r + 1 mar nem. &
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A vektorrendszer rangja tehat a vektorok koziil a linearisan fliggetlenek
maximalis szama. Altalaban t6bb ilyen maximalis elemszamu fiiggetlen rend-
szer is kivalaszthat6 az adott vektorokbol.

Ez a rangdefinicié a matrixnal latottak altalanositasa: egy métrix oszlop-
rangja éppen az oszlopvektoraiboél all6 vektorrendszer rangja.

A kovetkezs tétel a generélt altér dimenzidjara vonatkozik.

4.6.6 Tétel

Az a;, ..., a, vektorok altal generalt (a;,...,a,) altér dimenzioja az
ai, ..., a, vektorrendszer rangja. ¢
Bizonyitds: Legyen pl. ay, ..., a, egy maximaélis elemszdmu fiiggetlen rend-

szer. Belatjuk, hogy ez bazist alkot W = (aj,...,a,)-ben. A fiiggetlen-
ség teljesiil, tehat csak azt kell igazolnunk, hogy W minden eleme felirhat6
aji, ..., a, linearis kombinaciojaként. Ezt nyilvan elég W generatorelemeire
megmutatni. Mivel barmely i-re az ay, ..., a, vektorokhoz a;-t hozzavéve ez
az r + 1 vektor méar biztosan Osszefiiggs, igy a hozzavett vektor valoban elGall
ai, ..., a, linearis kombinaci6jaként. m

A fentiek felhasznéalasaval djabb bizonyitast nyerhetiink a linearis egyen-
letrendszer megoldhatosaganak a matrixranggal megadott feltételére (lasd a
3.4.3 Tételt):

4.6.7 Tétel

Egy linearis egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha az
egylitthatomaéatrix rangja megegyezik a kib&vitett méatrix rangjaval. &
Bizonyitds: Irjuk fel az egyenletrendszert

ria; +...+x,a, =b

alakban, ahol a; az egylitthatomatrix i-edik oszlopa. Az egyenletrendszer
akkor és csak akkor oldhaté meg, ha

b e (aj,...,a,).
Ez tovabb ekvivalens az

<al""7an> = <al""aan7b>
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feltétellel, hiszen két altér pontosan akkor egyenls, ha kolcsondsen tartalmaz-
zék egymas generatorait. Itt a bal oldali altér része a jobb oldalinak, és mind-
ketten véges dimenziosak, ezért a 4.6.4 /11 Tétel szerint pontosan akkor egyen-
16k, ha a dimenzi6éjuk megegyezik, azaz

dim (aj,...,a,) =dim(ay,...,a,,b).

A 4.6.6 Tétel szerint ez azt jelenti, hogy a két vektorrendszer rangja ugyanany-
nyi. Mivel ez a két rang éppen az egyltthatématrix, illetve a kib&vitett matrix
(oszlop)rangja, ezzel a tételiinket bebizonyitottuk. m

Feladatok

4.6.1 Mennyi az alabbi vektorterek dimenzidja? (A miveletek a ,szokéso-
sak”.)

A komplex szémok R felett;

a komplex szamok Q felett;

a szimmetrikus n X n-es matrixok;

az I, test feletti polinomok;

az I, test feletti polinomfiiggvények;

az R feletti homogén 6-odfoku 4-valtozos polinomok (azaz amelyek-

ben minden tag ,0sszfoka” pontosan 6) és a 0;

(g) az R feletti legfeljebb 6-odfoku 4-valtozos polinomok (azaz amelyek-
ben minden tag ,0sszfoka” legfeljebb 6) és a 0;

(h) azok a [0,1] intervallumban értelmezett szakaszonként linearis, foly-
tonos ,torottvonalak”, amelyek legfeljebb a 19 nevez§ji racionélis
szamoknal ,térnek meg”;

(i) egy k egyenletet és n ismeretlent tartalmazo homogén linearis egyen-
letrendszer megoldésai, ahol az egyiitthatomatrix rangja r;

(j) egy matrix magtere (lasd a 4.2 pont P4 példajat);

(k) egy matrix képtere.

T

~ o~
(o]
—_ T

o

@

—~
Lz}

4.6.2 Bazist alkotnak-e a legfeljebb 12-edfokii valds egyiitthatds polinomok
szokasos vektorterében az alabbi vektorrendszerek?
(a) (x—1)(xz—2)...(x—12), (z —2)(z —3)...(z —13), ...,
(x —13)(x — 14) ... (z — 24);

(b) (z— )2 (z—2)12, ..., (z — 13)1%
(c) (z -2 (z - DM (x-2), ..., (x —2)'%
(d) (22 —1)%, (22 —=2)¢ ..., (22 = 8)%, (z — 1)'2, ..., (z — 5)'2
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4.6.3

4.6.4

4.6.5

4.6.9

4.6.10

4.6.11

4. VEKTORTEREK

Legyenek 0 < k < n tetszGleges egészek. Bizonyitsuk be, hogy min-
den n-dimenziés vektortérben van k-dimenzios altér.

Legyen V a T test feletti n x n-es matrixok szokéasos T"*™ vektortere
és B € T™ ™ egy rogzitett méatrix. Tekintsiik V-ben azokat az A
matrixokat, amelyekre BA = 0, ezek egy W alteret alkotnak. Bi-
zonyitsuk be, hogy dim W oszthat6 n-nel.

Legyenek W7 és Wy alterek V-ben, dimV = 40, dimW; = 23 és
dim Wy = 18. Bizonyitsuk be, hogy W7 N W5 # 0.

Legyenek W7y és Wy alterek V-ben. Bizonyitsuk be, hogy
dim(Wy, Wa) < dim Wy + dim Wha;

dim(W; & Wy) = dim Wy + dim Wo;

dim(Wy, Wa) = dim Wy + dim Wy — dim(W7 N Wh).

Legyen V egy 100-dimenzids vektortér a valos test felett. Hany olyan
vektor létezik V-ben, amelyek koziil bdrmely 100 bazist alkot?

Oldjuk meg ugyanezt a feladatot az Fy, az For, illetve az Fiop test
feletti vektortérre is.

A Fibonacci-szamok sorozatat a

vo=0, pr=1, wir1=pi+pi—1, =12 ...

rekurziéval definialjuk. Adjunk explicit képletet o, -re. (Utmutatas:
Tekintsiik az Gsszes olyan «g, a1, ... valés szdmsorozatot, amely ki-
elégiti az ;11 = a;+a;—1, 1 =1,2,... feltételt. (i) Szamitsuk ki az
igy adodo vektortér dimenziojat. (ii) Ezutan keressiink olyan bazist,
amelynek elemei ,szép” sorozatok, és irjuk fel a Fibonacci-sorozatot
ennek a bazisnak a segitségével.)

Adjuk meg paraméteresen az 6sszes 3 x 3-as biivos négyzetet (ahol az
elemek valds szamok, és minden sordsszeg, oszlopOsszeg és atloosszeg
egyenld).

Hény dimenzios alteret generalnak a 4.3.1 feladat (a), (b), illetve (c)
részében szerepl§ vektorrendszerek?

Egy V vektortér ai, ..., a; elemeirsl tudjuk, hogy az a; + aj,
1 <i < j <k, vektorok bazist alkotnak V-ben. Bizonyitsuk be,
hogy dim V' =1 vagy 3.
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4.6.12 Bizonyitsuk be, hogy egy vektorrendszer rangja nem valtozik meg,
ha
(a) valamelyik vektort egy A # 0 skalarral megszorzunk;
(b) az egyik vektorhoz egy mésik vektor A-szorosat hozzaadjuk.

4.6.13 Legyen A, B € TF*" &s jeloljiik r(A)-val az A matrix rangjat. Bi-
zonyitsuk be, hogy (A + B) < r(A) + r(B).

*4.6.14 Héany r-dimenzios altér van az F), test feletti F' vektortérben?

**4.6.15 Hany olyan k x n-es matrix van, amelynek az elemei az Fj, testbol
valok és a rangja r?

4.6.16
(a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy matrix minden eleme 0 vagy 1, akkor az
F; test feletti rangja legfeljebb annyi, mint a valds test feletti rangja.

(b) Adjunk meg olyan 0-1 matrixot, amelynek az F5 test feletti rangja
1000-rel kevesebb, mint a valés test feletti rangja.

M**(c) Melyik az a legkisebb n, amelyre van olyan n xn-es 0—1 matrix, amely
rendelkezik a b)-beli tulajdonsaggal?

4.7. Koordinatak

4.7.1 Definici6

Legyen by, ..., b, egy rogzitett bazis a V vektortérben. Ekkor minden
v € V vektor egyértelmtien irhato fel v = aiby + ...+ a,b, alakban. Az «;
skalarokat a v vektornak a b1, ..., b, bazis szerinti koordindtdinak nevezziik.

&

Ha a k6zonséges haromdimenzios térben a szokasos meréleges egységvek-
torok alkotta bazist vessziik, akkor a koordinaték éppen a szokéisos koordinatak
lesznek. Ha T™-ben azokat a bazisvektorokat tekintjiik, amelyek egy kompo-
nense 1, a tébbi 0, akkor egy vektor koordinatai az 6t alkoté komponensek
lesznek. Mas bazisban természetesen altaldban masok lesznek egy vektor ko-
ordinatai.

Ha a bézist rogzitjiik, akkor a vektor helyett kényelmesen dolgozhatunk
a koordinétéival. Két vektor 6sszegének a koordinatait éppen a megfelels ko-
ordinatak Osszegeként kapjuk, és hasonlé érvényes a skalarszorosra is. Igy
a koordinatazassal egy T feletti n-dimenziés V vektorteret tulajdonképpen
Tm-re vezettiink vissza. Mas széval V' és T™ algebrai szempontbdl ,,ugyanaz”,
csak az elemeket és a miveleteket ,,méasképp jelojik”. Az egymassal ,ilyen”
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kapcsolatban 4ll6 vektortereket izomorfnak (=azonos alaktnak) nevezziik.
Mindezt az 5.2 pontban fogjuk pontositani.

Feladatok

4.7.1
(a)
(b)
(c)

4.7.2

4.7.3

4.7.4

Hogyan valtoznak egy vektor koordinatai, ha a bazisban
két elemet megcseréliink;
az egyik baziselemet A(# 0)-val megszorozzuk;

az egyik baziselemhez egy masik A\-szorosat hozzaadjuk.

Adjuk meg az Osszes olyan vektort, amelynek a koordinatai barmely
bézisban ugyanazok.
1 3 2
Tekintsiik C3-banaz | 2 |, | 7|, | 5 | bazist. Adjuk meg ebben
5 8 2
1 0 0
a bazisbanaz | 0 ),| 1| és [ 0 | vektorok koordinatéit.
0 0 1

Legyen v # 0 adott vektor egy n-dimenzids vektortérben, és tek-
intsiik az Osszes olyan bq, ..., b, bézist, amely szerint v els6 két
koordinataja 1. Mik by lehetséges értékei?

A szultdn gondolt R'°°-ben egy bazist, amit Seherezadénak 1001
éjszaka alatt ki kell talalnia, kiilonben kivégzik. Ejszakinként egyet-
len — altala valasztott — vektorrél megkérdezheti, hogy mik a ko-
ordinatai. Eletben marad-e Seherezadé?

Mi a helyzet akkor, ha mindig csak az els§ koordindtéra kérdezhet
ra, és a kegyelem feltétele az els6 bazisvektor kitalalasa?
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Linearis leképezéseknek (vagy vektortérhomomorfizmusoknak) a vektorterek
miivelettartd leképezéseit nevezziik. Fontos specidlis eset az izomorfizmus,
amikor a leképezés kolcsonosen egyértelmi, ekkor a két vektortér ,tulajdon-
képpen ugyanaz’. A vektorterek ,szép” szerkezetét mutatja, hogy a vek-
torteret mar a dimenzidja egyértelmiien meghatarozza, azaz (rogzitett test
felett) barmely két egyezd dimenzioju vektortér izomorf.

Latni fogjuk, hogy a lineéris leképezések — a kozottiik bevezetett miivele-
teket is beleértve — szoros kapcsolatban allnak a matrixokkal. A leképezések
matrixokkal torténd jellemzése mind elméleti, mind pedig gyakorlati szem-
pontbél rendkiviil jelentds.

5.1. Linearis leképezés

5.1.1 Definici6

Legyenek Vi és Vo ugyanazon T kommutativ test feletti vektorterek. A
Vi-16l Va-be hato A fiiggvényt (homogén) linedris leképezésnek nevezziik, ha
mduvelettarto, azaz

(i) minden u, v € Vi-re A(u+v) = Au + Av;
(ii) minden u € Vi, A € T-re A(Au) = A(Au). &

A lineéris leképezés tehat a V; vektortér minden eleméhez egyértelmien
hozzéarendel egy Vs-beli vektort. Az nyugodtan eléfordulhat, hogy t6bb Vi-beli
elemhez is ugyanazt a Vs-beli vektort rendeljiik hozza, azaz egy Va-beli vektor-
nak lehet tobb dsképe is Vi-ben. Masfelsl, az sem biztos, hogy minden Va-beli
vektor fellép a képek kozott, azaz lehet, hogy valamely Va-beli vektornak
egyaltalan nincs Gsképe Vi-ben.

Az (i)-ben szerepls + jelek nem ugyanazt a miveletet jelolik: a bal oldalon
a Vi-beli, a jobb oldalon pedig a V5-beli 6sszeadésrol van szd. Hasonl6 a helyzet
(ii)-ben a skalarral valo szorzassal.

A linearis leképezéseket irott nagybettivel fogjuk jeldlni. Az elnevezésben
a ,homogén” jelz6t altalaban elhagyjuk. Maga a fogalom az algebrai struk-
tardk homomorfizmusanak speciélis esete.

A linearis leképezés az Gsszegtartasbol és a skalarszorostartasbol kovetke-
zGen a nullelemet, az ellentettet és a linearis kombinaciot is ,tartja’:
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5.1.2 Tétel
1. A0, = 05, ahol 0; a V; vektortér nulleleme.
II. A(—u)=—(Au).
III. A(Aug + ...+ Agug) = MAu; + ..o+ A\ Aug. &

Bizonyitds: Az Osszegtartasbol Au = A(u + 0;) = Au + A0;. Itt mind-
két oldalhoz az Au vektor (Va-beli) ellentettjét hozzédadva, megkapjuk I-et.
Ezutan az A leképezést az u+ (—u) = 0 Gsszegre alkalmazva, a miivelettartas
és L. igazolja II-t. (Okoskodhattunk volna a —u = (—1)u Osszefliggés alapjan
is.) Végil III. azonnal adodik (i) és (ii) ismételt alkalmazasaval. m

Minden lineéris leképezés két fontos halmazt indukal; a képelemek Osszes-
ségét (Va-ben), ez a képtér, valamint a O-ra képz6ds (V3-beli) elemek halmazéat,
ez a magtér:

5.1.3 Definici6
Legyen A linearis leképezés Vi-r8l Vo-be. Az A leképezés képtere a kép-
elemek halmaza, ezt Im A-val jeloljiik. Tehat

ImA={yel|IxeV; Ax=y}={Ax|xeVi}. &
5.1.4 Definici6
Legyen A linearis leképezés Vi-16l Va-be. Az A leképezés magtere a Vo
nullvektorara képz6ds elemek halmaza, ezt Ker A-val jeloljiik. Tehéat

KerA={xeV; |Ax=0}. &

Im A igy Va-nek, Ker A pedig Vi-nek részhalmaza. Mint az elnevezés jelzi,
ennél tobb is igaz:

5.1.5 Tétel
Im A altér Vs-ben, Ker A altér Vi-ben. &

Bizonyitds: A magtér nem iires, mert A0 = 0, tovabba zart a miveletekre,
hiszen ha Au = Av = 0, akkor

Alu+v)=Au+Av=04+0=0 é A(Au)= A(Au)=X0=0.

A képtérre vonatkozo allitas hasonléan igazolhato. m
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Példak linearis leképezésre

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

Legyen Vi = V; a sikvektorok szokasos vektortere (I' = R). Ekkor linearis
leképezés pl.

(a) az origo koriil tetszsleges szoggel torténd elforgatas;
(b) az origobol torténd kozéppontos nagyitas;

()

(d)

az origén dtmend barmely egyenesre vald tiikrozés;

az origon Atmend barmely egyenesre torténé adott irdnyt vetités.

Az eltolas nem (homogén) lineéaris leképezés, mert példaul a nullvektor
képe nem a nullvektor.

Az (a), (b) és (c) példanal Ker A =0, Im A = V5, a (d) esetben a képtér
az az egyenes, amelyre vetitiink, a magtér pedig a vetités irdnyéba esé,
az origdn atmend egyenes.

Tetszbleges V; és Vo esetén feleltessiik meg V; minden elemének a Vi,
nullelemét. Ezt a lineéaris leképezést a nulla leképezésnek nevezziik és
O-val jeloljik. Magtere a teljes Vi, képtere a Va-beli 0.

Ha V = Vi = V5, akkor feleltessiik meg minden elemnek 6nmagat. Ezt
a linearis leképezést az identikus leképezésnek nevezziik és E-vel jeloljiik.
Magtere a 0, képtere a teljes V.

Legyen A € TF*" Vi =T", Vo = T*, és legyen a linearis leképezés az A
maétrixszal torténd szorzas, azaz Ax = Ax. A kép- és magtér éppen az A
matrix kép-, illetve magtere lesz (lasd a 4.2 pont P4 példajat).

Legyen Vi egy n-dimenziés vektortér és Vo = T". Rogzitsiik le Vi-nek
egy bazisat, és tetsz6leges V1-beli vektort irjunk fel a béziselemek lineéris
kombinaciojaként. Minden vektornak feleltessiik meg az ebben a fel-
irasban szerepl$ koordinatakbol képezett T"-beli vektort (ezt az eredeti
vektornak az adott bazis szerinti mdtrizanak vagy koordindtavektoranak
nevezzik). Az igy kapott linearis leképezés magtere 0, képtere a teljes
.

A matematika legkiilonb6zGbb teriiletei igen b&ségesen szolgaltatnak fon-
tos példakat linearis leképezésekre. Az analizis témakorébsl valasztott
alabbi — meglehet&sen pongyola médon megfogalmazott — megfelelteté-
seknél az Olvaséra bizzuk a vektorterek pontos megadasat, a leképezések
linearitasanak a belatasat, valamint a mag- és a képtér meghatarozasat.

Rendeljiik hozza (alkalmas valds) fiiggvényekhez a helyettesitési értékii-
ket, a derivaltjukat, az integraljukat, az értelmezési tartomany egy adott
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részhalmazara torténd megszoritasukat, egy adott fliggvénnyel vett szor-
zatukat, sorozatokhoz a hatéarértékiiket, az elemek (végtelen) Osszegét,
alkalmas részsorozatot stb.

Tovabbi példak: lasd az 5.1.1-5.1.4 feladatokat.

5.1.6 Definici6
Azokat a linearis leképezéseket, amelyeknél V = V) = V5, a V vektortér
linedris transzformdcidinak nevezzik. &

Lineéaris transzformacio esetén is el6fordulhat, hogy a képtér nem a teljes
V', tovabba tobb vektornak is lehet ugyanaz a képe.
A P1 és P3 példak tehat linearis transzforméciok.

Feladatok

5.1.1 Legyen V = Vi = V5 a valos test feletti legfeljebb 100-adfokt poli-
nomok (és a 0) szokasos vektortere. Déntsiik el, hogy az alabbi
megfeleltetések linearis transzformaciok-e V-n, és ha igen, adjuk meg
kép- és magteriiket, valamint ezek dimenzidjat. Egy altalanos poli-
nomot f-fel vagy sziikség esetén f(x)-szel, az i-edfoku tag egyiitt-
hatojat a;-vel, a f6egylitthatot «,,-nel jeloljik (tehat o, # 0, ha f
nem a nullpolinom).

(@) fer fh (b) f(z) = zf(2);

(c) f(z) > f(z)—af(2); (d) flz) = flz+1) = f(@);
(e) fr apx; f) f— anz?;

(&) frr(awtart...+an)(z+a?); (h) fr (degfa;

(i) f+ f maradéka 27 + 4z + 1-gyel osztva,
f—=a,+an_ 12+ ...+ apx”.

)
5.1.2 Legyen T' = R és V = V; = Vo = C a szokasos miiveletekkel.
Dontstik el, hogy az alabbi megfeleltetések linearis transzformaciok-e
V-n, és ha igen, adjuk meg kép- és magteriiket, valamint ezek dimen-
ziojat. Minden z komplex szamnak feleltessiik meg
(a) a valos részét;
(b) a valos és a képzetes része koziil a nagyobbikat (ha egyenlsk, akkor
barmelyiket);
(c) az abszolut értékét;
(d) a szogét;
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a konjugaltjat;

egy rogzitett komplex szammal val6 szorzatat;

onmagéval valé szorzatét;

a valos rész m-szerese (14 i)-szeresének és a képzetes rész \/2-szerese
(11117 — 5/3)-szorosanak a kiilonbségét.

5.1.3 Legyen T a modulo 2 maradékosztalytest, Vi = T3%3, V, = T2 a
szokasos miiveletekkel. Dontsiik el, hogy az alabbi megfeleltetések
linearis leképezések-e Vi-rél Vo-be, és ha igen, adjuk meg kép- és
magteriiket, valamint ezek dimenziojat. Minden matrixnak feleltes-
siik meg

(a) a kozépss oszlopat;

(b) azt a vektort, amelynek minden koordinatéja a matrix determinansa;

(c) azt a vektort, amelynek minden koordinatdja a métrix nyoma (a
f6atlo elemeinek az Gsszege);

(d) azt a vektort, amelynek minden koordinatdja a méatrix rangjanak
modulo 2 vett maradéka;

(e) a csupa 1 koordinataju (oszlop)vektorral valo szorzatat;

(f) a csupa 1 koordinataju vektort, ha a matrix regularis volt, és a null-
vektort, ha a méatrix szingularis volt.

5.1.4 Legyen V =V} = V5 a racionalis szamsorozatok szokasos vektortere.
Egy altalanos sorozatot S = (g, a1, ..., ay, ...) formaban jeloliink.
Adjuk meg az alabbi linearis transzforméaciok kép- és magterét, vala-
mint ezek dimenzibjat.

(a) (o, a1y oovy @y ..) = (0, gy Q14 ooy Q1 - . .), azaz a sorozatot
eggyel ,jobbratoltuk”;

(b) (a0, a1y «vy Qpy ...) = (1, @2, @3, ...y Qpi1, -..), AZaZ & SOTOZa-
tot eggyel , balratoltuk”;

(¢) (o, @1y «vny Qpy o) = (g, o, @1, Q1,4 ooy Qyy Qi - . .), 8ZAZ A SO-
rozatot ,megduplaztuk”;

(d) (a0, a1y .-y Qpy o) = (@0, @10, @20, -y Q10n, - - -), AZAZ & SOTOZA~
tot ,megtizedeltiik”;

(e) (g, a1y ..oy py .o.) = (g — a1, 1 —Qay ..oy Oy — Qg 1, - . .), AZAZ
a kiilénbségsorozatot képeztiik;

(f) (o, a1,y ooy Qpy o) = (a0 + a1, g — a1, @y + as, ag — as, ...);

(g) (a0, a1y oty ny o) = (@0 +a1, a2 +as, ag+az, a1 +az, ag+as,

ae + ag, ag + ag, as + az, ).



140

5.1.5

5.1.7
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Legyen W a V vektortér egy nem trivialis altere. Linearis transzfor-
maciot definidlnak-e V-n az alabbi megfeleltetések?

Ax—{x’ ha x € W,

0, hax¢gW.
| x, hax¢gW,
BX_{O, ha x € W.

Adjunk példat olyan leképezésre valamely Vi és Vo (azonos T' test
feletti) vektorterek kozott, amely

(a) skalarszorostarto, de nem Gsszegtarto;

(b) Gsszegtarto, de nem skalarszorostarto;

(c) sem az Osszeget, sem a skalarszorost nem tartja.

Adjuk meg az 6sszes olyan V' vektorteret, amely rendelkezik az aldbbi
tulajdonsaggal. Ha V' tetszoleges vektortér ugyanazon test felett, és
V-nek a V’'-be torténd valamely leképezése skalarszorostarto, akkor
ez a leképezés sziikségképpen linearis.

Bizonyitsuk be, hogy

(a) a modulo p maradékosztalyok teste, illetve

(b) a racionalis szamok teste
feletti vektorterek esetében egy Osszegtartd leképezés sziikségképpen
line4ris.
Mi a helyzet a valos test felett?
Legyen A linearis leképezés Vi-16l Va-be, ¢; € Vi. Melyek igazak az
alabbi allitasok koziil?

Ha c1,...,ck linearisan fiiggetlen, akkor Acy, ..., Acy is linearisan
fliggetlen.
Ha Acy, ..., Acy linearisan fiiggetlen, akkor cy,...,cy is linearisan
fliggetlen.
Ha cq,...,c, generatorrendszer Vi-ben, akkor Acy,..., Acy genera-

torrendszer Vo-ben.
Ha cq,...,c, generatorrendszer Vi-ben, akkor Acy,..., Acy genera-
torrendszer Im A-ban.

Ha Acy, ..., Ack generatorrendszer Im A-ban, akkor cq, ..., ci gene-
ratorrendszer Vi-ben.

Legyen A linearis leképezés Vi-r6l Va-be és cq, . .., ¢ generatorrend-
szer Vi-ben. Lassuk be, hogy az Acy, ..., Ac vektorrendszer rangja
dim Im A.
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5.1.11 Legyen A linearis leképezés Vi-r6l Vo-be. Bizonyitsuk be, hogy

Au=Av < u—-vecKerA.

5.1.12 Bizonyitsuk be, hogy Im A barmely két elemének ugyanannyi sképe
van. Mennyi lehet ez a szam, ha a modulo 101 maradékosztalyok
teste feletti vektorterekrsl van sz6?

5.1.13 Tegyiik fel, hogy A linearis leképezés V1-r6l Vao-be ésuq, ..., ug olyan
linearisan fiiggetlen vektorok Vi-ben, amelyekre Au; = ... = Auy.

Bizonyitsuk be, hogy dim Ker A > k — 1.

5.1.14 Tegyiik fel, hogy 0 # V; véges dimenzios, és legyen A tetsz6leges nem
nulla lineéaris leképezés Vi-r6l Vs-be. Bizonyitsuk be, hogy
Vi-nek van olyan by, ..., b, bézisa, amelyre az Ab; vektorok mind
0-t6l kiilonbo6zdk.

5.1.15 Legyen 0 # V véges dimenzios vektortér és A : V — Z lineéris
leképezés. Bizonyitsuk be, hogy V-nek akkor és csak akkor van olyan
bézisa, amelyre mindegyik baziselem képe ugyanaz, ha dim Im A4 < 1.

5.1.16 Legyen A linearis leképezés Vi-r6l Va-be. Egy tetszéleges H C Vi
részhalmaz képének az AH = {Ax | x € H} C V5 halmazt nevezziik.
Legyen U és Z két altér Vi-ben. Milyen kapcsolatban all egymassal

(a) AUNAZ és AUNZ);
(b) A(U, Z) és (AU, AZ)?

5.2. Izomorfizmus

5.2.1 Definicio

Ha egy Vi — V5 linearis leképezés egyuttal kolcsonodsen egyértelmi
(egy-egyértelmt, bijektiv) megfeleltetést létesit V; és Vo kozott, akkor izomor-
fizmusnak nevezziik. A V' vektortér akkor izomorf a Z vektortérrel, ha létezik
V — Z izomorfizmus. &

Azt, hogy V izomorf Z-vel, V = Z mddon jeldljiik.

Az izomorfizmus tehat olyan linearis leképezés, amelynél V5 minden ele-
mének pontosan egy Gsképe van. Mas széval: kiillonb6z6 Vi-beli elemek képe
sziikségképpen kiilonbo6z6, és minden Va-beli elem fellép képként.

Az izomorf vektorterek algebrai szempontbol megkiilonboztethetetlenek
egymastol: teljesen ugyanolyanok, csak az elemek és a miiveletek mésképp
vannak jelolve.
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Az el6z6 pont példai koziil a Pla—c, P3 és P5 leképezések izomorfizmusok.
Az alabbi egyszert észrevétel mutatja, hogy az izomorfizmus mar a magterérsl
és a képterérol felismerhetd.

5.2.2 Tétel
Az A : Vi — Vi, linearis leképezés akkor és csak akkor izomorfizmus, ha
KerA=0ésImA=V,. &

Bizonyitas: Az Im A = V, feltétel nyilvan ekvivalens azzal, hogy V2 minden
eleme fellép képkeént. Igy elég belatni, hogy a magtérre vonatkozo feltétel
éppen azt jelenti, hogy kiilonb6z6 vektorok képe is kiilonbozs. Tegyiik fel
el6szor, hogy kiilonb6z6 elemek képe kiillonboz6. Mivel a 0 képe 0, més vektor
nem képz&dhet a 0-ba, vagyis a magtér valoban csak a 0-bol all. Megforditva,
tegyiik fel, hogy Ker A = 0 és legyen Au = Av. Az 5.1.11 feladat alapjan
ekkor u — v € Ker A = 0, tehat valbban u=v. m

Az, hogy egy V; vektortér izomorf-e egy Vo vektortérrel vagy sem, egy
relaciot jelent az adott test feletti vektorterek korében. Ezt a relaciot izomor-
fidnak szokés nevezni.

5.2.3 Tétel
A vektorterek korében az izomorfia ekvivalenciarelacié. &

Bizonyitds:

Reflexivitas: az identikus leképezés nyilvan izomorfizmus.

Szimmetria: Ha A : U — V izomorfizmus, akkor megmutatjuk, hogy az
A leképezés inverze, A=! : V — U is izomorfizmus. Az egy-egyértelmiiség
vilagos, igy csak a mivelettartast kell igazolni. Nézziik pl. az Osszegtartést.
Legyen vi, vo € V. Ekkor A~1v; az az (egyértelmtien meghatarozott) u; € U,
amelyre Au; = v;. Mivel A &sszegtarto, ezért

A(u; +uz) = Au; + Aug = vy + v,
vagyis valéban
A vid+ve)=u +up = A vy + A v,
A skalarszorostartas ugyanigy igazolhato.

Tranzitivitas: az el6z6h6z hasonléan belathatd, hogy két izomorfizmus
egymasutanja (kompozicioja) is izomorfizmus. m
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A fentiek alapjan tehat jogosan mondhatjuk, hogy két vektortér ,egymas-
sal” izomorf.

A 4.7 pontban mar eldrevetitettiik, hogy minden véges (és # 0) dimenzios
vektortér valamelyik T"-nel izomorf:

5.2.4 Tétel
Han #0és V aT test felett egy n-dimenziés vektortér, akkor V = T".
)

Bizonyitds: Az izomorfiat az 5.1 pont P5 példajaban megadott leképezés iga-
zolja. m

A fentiek koévetkezménye, hogy adott T test felett ,csak egyetlen”
n-dimenzios vektortér létezik:

5.2.5 Tétel
Egy T test feletti két véges dimenzids vektortér akkor és csak akkor
izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik. Azaz véges dimenzids U és V esetén

U2V < dimU =dimV. &

Bizonyitds: Feltehetjlik, hogy egyik vektortér sem a 0, mert akkor az allitas
nyilvanval6. Ha mindkét dimenzié n, akkor az el6z8 tétel szerint mindkét
vektortér izomorf T"™-nel, tehat — mivel az izomorfia ekvivalenciarelaci6 —
egyméssal is izomorfak. Megforditva, legyen U = V', azaz vanegy A: U — V
izomorfizmus. Legyen uy, ..., u, bézis U-ban. Megmutatjuk, hogy ekkor
Auy, ..., Au, bézis lesz V-ben, ami igazolni fogja a dimenziok egyenléségét.
Legyen v € V tetszGleges. Be kell latnunk, hogy v egyértelmtien felirhatd

v=A(Auy) + ... + A\, (Auy,)
alakban. Az A leképezés linearitasa miatt ez atirhato a
vV = A(/\1u1 4+ ...+ )\nun)

feltételle. Az egy-egyértelmiiség miatt v-nek pontosan egy u € U Gsképe van,
amelyre Au = v. Ennek alapjan az el6z6 feltétel tovabb alakithato

u=XM\u;+...+\u,

forméban. Mivel uy, ..., u, bazis U-ban, ezért ilyen tulajdonsaga A1, ..., A,
egyltthatorendszer valoban pontosan egy létezik. m
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Az 5.2.5 Tétel végtelen dimenzidra is atvihetd, ha dimenzién a szokasos
modon a (Hamel-)bazis szdmossdgat értjiik (lasd a 4.5 pont végét).

Feladatok

5.2.1
5.2.2

5.2.3

(a)

5.2.4

5.2.5
5.2.6

Keressiik meg az izomorfizmusokat az 5.1.1-5.1.4 feladatokban.

Milyen ismert vektorterekkel izomorfak a 4.1.5, illetve 4.1.6 felada-
tokban megadott vektorterek?

Legyen A : U — V linearis leképezés. Az alabbi feltételek koziil
melyekbél kovetkezik, hogy A izomorfizmus?

Minden U-beli linearisan fiiggetlen rendszer képe linearisan fiiggetlen
V-ben.

Minden U-beli generatorrendszer képe generatorrendszer V-ben.
Minden U-beli bazis képe bazis V-ben.
Van olyan U-beli bazis, amelynek a képe bézis V-ben.

Van olyan U-beli linearis fiiggetlen rendszer, amelynek a képe lineari-
san fiiggetlen V-ben, és van olyan U-beli generatorrendszer is, amely-
nek a képe generatorrendszer V-ben.

Bizonyitsuk be, hogy adott test felett barmely két véges dimenzids
vektortér koziil valamelyik izomorf a mésik egy alkalmas alterével.

Egy n-dimenziés vektortérben hany paronként nemizomorf altér van?

Az alabbi R feletti vektorterek kozott keressiik meg az izomorfakat
(a miveletek a szokasosak, a polinomoknal a 0 polinomot mindig
beleértjik):

Azok a legfeljebb 20-adfoku valds egyiitthatos polinomok, amelyek-
ben minden tag kitev6je primszam.

Azok a legfeljebb 15-6dfoka valdés egyiitthatés polinomok, amelyek
(valos fiiggvényként tekintve Sket) péaros fliggvények.

Azok a legfeljebb 9-edfoku valds egyiitthatds polinomok, amelyeknek
a m gyoke.

Azok a legfeljebb 9-edfoku valds egyiitthatds polinomok, amelyeknek
az i (komplex képzetes egység) gyoke.

Azok a legfeljebb 100-adfokt valos egyiitthatds polinomok, amelyek
229 + 1-gyel és 22%° + 1-gyel is oszthatok.

C* (a valds test felett!)

Azok a 3 x 4-es valos méatrixok, amelyeknek az elsG és utolso sora
megegyezik.
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(h) Azok a 7 x T-es valos matrixok, amelyekben a fGatlobeli elemek mind
egyenl6k.

(i) Azok a 7 x 7-es valos matrixok, amelyekben a f6atlon kiviili elemek
mind egyenl6k.

(j) Azok a végtelen valos szamsorozatok, amelyekben barmely kilenc
szomszédos elem Gsszege 0.

(k) Azok a minden valés szamon értelmezett valos értékd fiiggvények,
amelyeknek az z = 1, 2, ..., 8 helyek kivételével minden helyettesi-
tési értéke 0.

5.3. Leképezés jellemzése a baziselemek képével

Az, hogy egy leképezés linearis, az els6 pillanatban nem tiinik nagyon erds
megkotésnek. A latszat azonban csal. Ez rogton kideriil, ha valamely vek-
tortéren elemenként probalunk értelmezni egy lineéris leképezést. Hacsak nem
valami ,,szép szabaly” szerint dolgozunk, szinte biztos, hogy a leképezésiink
nem ,sikeredik” linearissa (lasd pl. az 5.1.5 feladatot). A miivelettartas ko-
vetelménye lathatatlan szalakkal halézza be a leképezés szerkezetét, amelybe
kénnyen belegabalyodhatunk. Ugyanez a probléma jelentkezik akkor is, ha
egy valoban linearis leképezést valahogy kezelni akarunk. Reményteleniil el
lehet veszni a(z altalaban) végtelen sok elem és a miivelettartasbol adodo at-
tekinthetetlennek ting szabélyrengeteg tatvesztsjében.

Ezeken a gondokon teljes mértékben segit az aldbbi fontos tétel. Ez
lényegében azt fejezi ki, hogy a linearis leképezések egy (rogzitett) bazis eleme-
inek a képeivel jellemezhetSk: egyrészt a baziselemek képei tetszGlegesen, min-
den megkotottség nélkiil megvalaszthatok, mésrészt viszont ezek mar egyér-
telmtien meghatarozzak a tobbi elem képét, azaz a teljes linearis leképezést.

5.3.1 Tétel

Legyen by, ..., b, bézis a V; vektortérben, és legyenek cq, ..., ¢, tet-
szdleges elemek a(z ugyanazon test feletti) Vo vektortérben. Ekkor pontosan
egy olyan A : Vi — V5 lineéaris leképezés létezik, amelyre

Abi:Ci, i:1,2,...,n,
azaz, amely a b; baziselemeket rendre éppen a kijelolt ¢; elemekbe viszi. &

Bizonyitds: Vegyiink Vi-bdl egy tetszéleges u vektort, ez egyértelmiien felir-
haté u = B1b1 + ... + B,b, alakban. Ha létezik a mondott tulajdonsagu A
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linearis leképezés, akkor a feltételek és a miivelettartas miatt sziikségképpen
Au = A(fi1b1 + ... + Bubp) = Bi1(Ab1) + ... + Bn(Aby) = Bic1 + ... + Bacy,

teljesiil. Ez azt mutatja, hogy Au egyértelmiien meg van hatarozva, tehéat
legfeljebb egy ilyen A létezhet. S6t, az is kideriilt, hogy csak az

Au = Bici1 +...+ Bue,

képlettel definialt leképezés johet széba. Errdl kell tehat megmutatni, hogy
valdéban linearis leképezés. ElGszor is vegyiik észre, hogy a §; egyiitthatok a
b;-k bazis volta miatt léteznek és egyértelmiek, tehat Au tényleg egyértelmiien
definidlva van. Az Osszegtartas igazolasahoz legyen v = v1by + ... + v, by,
ekkor u+v = (B1 +71)b1 + ... + (Bn + Yn)bn. Az A leképezés definicioja
alapjan

Alu+v)=(B1+m)c1+ ...+ (Bn +n)cn = Au+ Av.
A skalarszorostartas ugyanigy igazolhato. m

Ennek a tételnek az alapjan a linearis leképezéseket altalaban ugy fogjuk
megadni, hogy a béaziselemek képeit vélasztjuk meg. Ezen mulik majd a
linearis leképezések méatrixok segitségével torténd jellemzése is (lasd az 5.7
pontot).

Feladatok

5.3.1 Legyen W a V véges dimenzios vektortér egy nem trivialis altere.
Bizonyitsuk be, hogy V-nek létezik olyan linearis transzformacioja,
amelynek W a magtere, illetve a képtere (v6. az 5.1.5 feladattal).

5.3.2 Melyek azok a Vi3 — V5 linearis leképezések, amelyeket mar a mag-
teriik, illetve a képteriik teljesen meghatéroz (azaz semelyik masik
Vi — V5 linearis leképezésnek nem lehet ugyanez a mag-, illetve

képtere)?
5.3.3
(a) Legyen uy, ..., u, generatorrendszer Vi-ben, és legyenek ¢y, ..., ¢,
tetszdleges elemek a(z ugyanazon test feletti) Va-ben. Hany olyan
A Vi — V5 linearis leképezés létezik, amelyre Au; = c,,

i=1,2,...,n?
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(b) Vizsgéaljuk meg ugyanezt a kérdést, ha az u;-krél csak annyit tudunk,
hogy linearisan fiiggetlenek.

5.3.4 Hany olyan A linearis transzformacié van az R? vektortéren, amelyre

()~ (0)=a(3)- 0)
()= (1) «a(})- (2)
o4()-(3)=4()- (k)

5.3.5 Legyenek k és n pozitiv egészek és T" a modulo p maradékosztalyok
teste. Hany A : T — T* lineéris leképezés létezik?

5.3.6 Legyenek Vi és V5, tetszbleges véges dimenzids vektorterek egy T
test felett. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan A : Vi — V5 lineéaris
leképezés, amelyre Ker A = 0 és Im A = V5 koziil legalabb az egyik
teljestil.

5.4. Dimenziotétel

5.4.1 Tétel
Tegyiik fel, hogy V; véges dimenzids és V5 tetszdleges vektortér a T test
felett, tovabba legyen A tetszdleges linearis leképezés Vi-rél Vao-be. Ekkor

dimKer A +dimImA=dimV;. &

A V5 dimenzidja értelemszertien nem jatszik szerepet, hiszen V5 tartal-
mazhat tetszéleges nagy részt A képterén kiviil.

A bizonyitasbol az is kideriil, hogy ha dim V; = oo, akkor a mag és a kép
koziil legalabb az egyiknek a dimenzidja végtelen, tehat a tétel erre az esetre
is igaz. S&t, abban az erésebb forméban is érvényben marad, ha a végtelen
dimenziok kozott a Hamel-béazisok szdmossdga alapjan kiilonbséget tesziink
(lasd a 4.6.1 Definicié utani megjegyzést).

Bizonyitas: Az allités nyilvanvalo, ha A = O. Egyébként legyen Ac,, ..., Ac,
bazis Im A-ban és by, ..., by bazis Ker A-ban. (Ker A = 0 esetén s =0, és a
tovabbi gondolatmenet erre is érvényes. A részletek atgondolasat az Olvasora
bizzuk.) A tételhez elég belatnunk, hogy by, ..., bs,cq, ..., ¢, bazis Vi-ben,
azaz minden u € V; egyértelmiien felirhaté ezek linearis kombinéacidjaként.
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A képtér bazisat hasznalva

i=1

egyértelmii \; egylitthatokkal. Az 5.1.11 feladat alapjan ezzel ekvivalens, hogy

u-— i Aic; € Ker A, vagyis u-— i AiCi = i ;b
j=1

i=1 =1

egyértelmi p; egyiitthatokkal. Tehit u valéban egyértelmtien irhato fel a
szoban forgd vektorok linearis kombiaciojaként:

u= Z)\ici + Zujbj. |
i—1 j=1

A most bizonyitott dimenzio-Gsszefiiggésnek egyik fontos kivetkezménye
az

5.4.2 Tétel
Legyen V' véges dimenzios vektortér és A lineéris transzforméciéo V-n.
Ekkor
ImA=V < KerA=0. &

Bizonyitds: Ha Im A = V, akkor dimIm A = dim V', tehat dim Ker A = 0,
vagyis Ker A = 0. A megforditas is hasonloan igazolhato (az utolso lépésben
fel kell hasznalni a 4.6.4/I1 Tételt). m

Az 5.4.2 Tétel azt mutatja, hogy véges dimenziés tér linearis transzfor-
mécidja esetén az izomorfizmusra az 5.2.2 Tételben adott két feltétel barme-
lyikébdl kovetkezik a masik. Végtelen dimenzidra ez nem igaz, lasd pl. az 5.1.4
feladatot.

Feladatok

Az alabbi feladatokban szerepld vektorterekrdl feltessziik, hogy véges di-
menziosak.

5.4.1 Mely vektortereknek létezik olyan lineéris transzformaciéja, amelynél
a kép- és magtér egybeesik?
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5.4.2 Legyenek A : Vi — V; és B : Vo — V; lineéaris leképezések. Az alabbi
feltételek koziil melyekbsl kovetkezik, hogy Vi és V4 izomorf?
(a) ImA =V, és ImB = Vi,
(b) Ker A =0 és Ker B=0;
(c) ImA =15 és Ker B=0.

5.4.3 Legyen A linearis transzformécié V-n és Auy, ..., Auy generétor-
rendszer V-ben. Kévetkezik-e ebbdl, hogy az uy, ..., ug vektorok is
generatorrendszert alkotnak V-ben?

5.4.4 Oldjuk meg az 5.2.3 feladatot abban az esetben, ha a két vektortér
megegyezik.

5.4.5 Egy A: Vi — Vs linearis leképezésrdl a kovetkezdket tudjuk:
(i) Barmely 4 elem képe linearisan Gsszefiiggs.
(ii) Barmely 6 lineéarisan fiiggetlen V;-beli elem koézott van olyan,
amelynek a képe nem a nulla.
Bizonyitsuk be, hogy dim V; < 8.

5.4.6 Tegyiik fel, hogy az A, B : V; — V5 linearis leképezésekre Ker A C
C Ker B és Im A C Im B. Bizonyitsuk be, hogy ekkor Ker A = Ker B
és Im A =1ImB.

5.4.7 Tegyiik fel, hogy az A, B : Vi — V, linearis leképezésekre
Vi=KerA®dKerB é Vo=ImA®ImAB.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor V; =2 V5.

5.5. Linearis leképezések Gsszege és skalarszorosa

5.5.1 Definici6

Az A, B : Vi — V5 lineéaris leképezések osszegén azt az A + B-vel jelolt
leképezést értjiik, amely minden u € V; vektorhoz az Au + Bu € V5 vektort
rendeli hozza. Azaz

(A+Bu=Au+Bu. &

Két leképezés Osszegét tehat csak akkor értelmezziik, ha mindkét leképezés
ugyanarrol a Vy vektortérrél ugyanabba a Vs vektortérbe hat. Ekkor az dssze-
giik is V1-16l Va-be képez.
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A definiciobeli képletben a két + jel nem ugyanazt jelenti: a bal oldalon
leképezések Osszeadasardl van sz6, amelyet éppen most értelmeziink, a jobb
oldalon pedig Va-beli vektorok dsszeadéasa szerepel. (A képlet tehat méar ezért
sem tekinthets valamiféle disztributivitasnak.)

5.5.2 Definicio

Az A : Vi — V5 linearis leképezésnek a A\ € T' skaldrral vald szorzatin azt
a A\A-val jelolt leképezést értjiik, amely minden u € V; vektorhoz a A(Au) € Vs
vektort rendeli hozza. Azaz

AMMu=A(Au). &

A skalarszorosra is az Osszegnél latottakkal analdég megjegyzések érvénye-
sek.

5.5.3 Tétel
Legyen Vi és V5 két tetszbleges vektortér ugyanazon T test felett. Ekkor
az Osszes V7, — V5 lineéris leképezésbdl allé halmaz vektorteret alkot a 1" test

felett az imént definialt miveletekre nézve. Ezt a vektorteret Hom (V7 , V3)-vel
jelsljiik. &

Bizonyitds: ElGszor is azt kell megmutatni, hogy két linearis leképezés Osszege,
illetve egy linearis leképezés skalarszorosa is linearis. Beléatjuk, hogy A + B
Osszegtartd, a tobbi hasonléan igazolhato.

(A+B)(u+v) = A(u+v)+B(u+v) = Au+Av+Bu+Bv = (A+B)u+(A+B)v.

hasznaltuk ki (valamint a Vo-ben a tobbtagu Gsszegek tetszéleges atrendezhe-
tGségét).

Hom (V1 , V2) nulleleme a O nulla leképezés, amely V73 minden elemének
a Va-beli 0-t felelteti meg. Konnyen adodik, hogy a O is linearis leképezés, és
val6ban nullelem.

Egy A linearis leképezés ellentettje az a —A-val jelolt leképezés lesz, ame-
lyet a (—A)u = —(Au) Gsszefiiggéssel definidlunk minden u € Vj-re. Annak el-
lenérzését, hogy ez lineéris és valoban eleget tesz az ellentett kovetelményének,
az Olvasora bizzuk.

Az 0Osszes tobbi vektortéraxioma valamilyen azonossig. Ezek koziil
A+ ) A = M + pA teljesiilését részletesen igazoljuk, a tobbi bizonyitésa
teljesen hasonloan torténik. Egyfelsl

(A + w)Alu = (A + p)(Au),
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A+ pA)u = (AA)u + (pA)u = A(Au) + p(Au).

(Kozben csak a leképezések kozotti miveletek definicioit hasznéaltuk.) A jobb
oldalakon &ll6 vektorok pedig éppen azért egyeznek meg, mert a szoban forgo
axiéma a V5 vektortérben teljesiil. m

Feladatok

5.0.1

(a)
(b

)
(c)
)

5.5.2

Bizonyitsuk be, hogy barmely A, B € Hom (V7 , V3) esetén

Ker (A + B) O Ker AN Ker B;

Im (A+ B) C (ImA, Im B);

Ker (M) = Ker A, ha X # 0;

Im (M) =Im A, ha A # 0.

Az (a) és (b) résznél adjunk példakat, amikor egyenlGség teljesiil,
illetve nem teljesiil.

Legyen Vi = V4 a sikvektorok szokasos vektortere. Mi lesz az A + B
transzformacio, ha

A az x-tengelyre, B az y-tengelyre torténd tiikrozés;

A az r-tengelyre, B az y-tengelyre torténd merdleges vetités;

A az origé koriili +60 fokos, B az origo koriili —60 fokos elforgatés;
A az origo6 koriili @, B az origd korili —P szoggel torténd elforgatéas;
A a helybenhagyés, B az origd koriili 490 fokos elforgatés?
Déntsiik el, hogy alteret alkotnak-e Hom (V3 , Va)-ben azok a leképe-
zések, amelyeknél

a magtér Vi-nek egy rogzitett U; altere;

a képtér legfeljebb egydimenzios;

minden elem képe egy elére megadott Vs-beli vektor valamilyen ska-
larszorosa;

Vi-nek egy elére megadott U; alterébdl minden elem képe Vo-nek egy
elére megadott U, alterébe esik;

egy elére megadott Vi-beli elem képe egy elére megadott Va-beli vek-
tor lesz.
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Legyen Vi = Vo = V, ekkor Hom (V7 , V52)-t Hom V-vel jeloljiik.
Dontsiik el, hogy alteret alkotnak-e Hom V-ben azok a transzforma-
ciok, amelyek

izomorfizmusok;

nem izomorfizmusok;

egy elére megadott vektort Gnmagaba visznek at (azaz helyben hagy-
jék);

magtere tartalmazza a képteret.

Legyenek A, B € Hom (V1 , V). Melyek igazak az alabbi allitasok
koziil?

ImANImB =0 = Ker (A+ B) =KerAnKerB.
Ker(A+ B) =KerANKerB=ImANImB =0.
Legyen a Vi vektortér egy bazisa ai, ..., a,, a Vo vektortér egy

bézisa pedig by, ..., by. Definidljuk a C;; € Hom (V7 , V3) leképezést
a kovetkezGképpen:

cijar:{bi’ har=ji  _icn 1<i<k

0, har#j. -7 =7

Bizonyitsuk be, hogy a C;; leképezések bazist alkotnak Hom (V3 , V5)-
ben.

Bizonyitsuk be, hogy véges dimenziés vektorterek esetén
dimHom (V1 , Vo) =dim V; - dim V5 .

Legyenek Ay,..., A, € Hom (V7 , V). Melyek igazak az alabbi al-
litasok koziil?

Ha A,,..., A, lincarisan Osszefiigg6 Hom (V7 , V5)-ben, akkor min-
den x € Vi-re A1x,..., A.x linearisan Osszefliggé Vo-ben.

Ha van olyan nem nulla x € V; vektor, amelyre A;x,..., A.x li-
nearisan 6sszefiiggé Va-ben, akkor Aj, ..., A, linearisan 6sszefiiggs
Hom (V1 , V3)-ben.

Ha minden x € Vi-re A;x,..., A.x linearisan 0Osszefiiggé Va-ben,
akkor Aj, ..., A, linearisan 6sszefiiggé Hom (V7 , V5)-ben.
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M 5.5.9 Legyen V3 = C*, Vo = C? és A;; € Hom (V7 , Va) a kovetkezs:
aq
a2 a4 .
A = 1<id,5 <4.
)= () vz
Qg

(a) Bizonyitsuk be, hogy barmely harom (kiilénboz6) A;; linearisan fiig-
getlen Hom (V4 , V3)-ben.
(b) Adjunk meg négy olyan (kiilénb6z6) A;j-t, amely linearisan Ossze-
fiiggd Hom (V1 , Va)-ben.
*(c) Maximalisan hany olyan (kiilonb6z6) A;; van, amely linearisan fiig-
getlen Hom (V4 , V5)-ben?

5.6. Linearis leképezések szorzasa

A linearis leképezések szorzasa (egyméas utan alkalmazasa, kompozicioja) kii-
16nosen a (V' — V) transzforméciok esetén jatszik fontos szerepet, amelyek
erre a szorzasra, valamint az Osszeadasra és a skalarral valo szorzésra nézve
egy algebrdnak nevezett specidlis strukturat alkotnak. A leképezések szorzésa
nagyon hasonld tulajdonsagokat mutat, mint amilyeneket a matrixszorzasnal
tapasztaltunk. Ennek igazi oka a kovetkezé pontban deriil majd ki.

5.6.1 Definicio

Legyenek Vi, Vo és V3 ugyanazon T test feletti vektorterek,
A € Hom (V, V3), B € Hom (V4 , V»). Ekkor az A és B linearis leképezések
szorzatan azt az AB-vel jelolt Vi — V3 leképezést értjiik, amely minden u € V;
vektorhoz az A(Bu) € V3 vektort rendeli hozza. Azaz

(AB)u = A(Bu). &

Az AB szorzatot tehat ugy kapjuk, hogy el6bb a mdsodik tényezGként
szerepl6 B leképezést alkalmazzuk, majd ezutédn az A-t. Ezt a mesterkéltnek
tling sorrendiséget azonban az (AB)u = A(Bu) képlet azonnal megmagya-
razza. A  természetes” sorrend akkor adodna, ha a leképezést (mint opera-
tort) a vektor mogé irnank, ekkor a definicié nyilvan u(CD) = (uC)D alakot
Oltene. Az analizis hagyomaéanyos fiiggvényjelolését kovetve megmaradunk az
Au formanal (és ennek megfelelGen egy-két esetben latszolag mesterkélt mo-
don jarunk el 1j fogalmak definidlasanal).
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Hangsilyozzuk, hogy két linearis leképezés szorzatat csak akkor értel-
meztiik, ha eleget tettek az 5.6.1 Definicié feltételeinek, vagyis az a vektortér,
amelybe a mésodik tényez6 képez, ugyanaz, mint amelyiken az elsé tényezd
hat.

5.6.2 Tétel
Két linearis leképezés szorzata is linearis, azaz ha A € Hom (V2, V3) és
B € Hom (V7 , V,), akkor AB € Hom (V;, V3). &

Bizonyitas: A szorzas definicidja és B, illetve A linearitasa miatt
(AB)(Au) = A(B(Au)) = A(AN(Bu)) = A(A(Bu)) = A\((AB)u).
Az Gsszegtartis hasonldéan igazolhat6. m

A szorzéas tulajdonsagainak vizsgalatat kezdjiik a kommutativitds kérdésé-
vel. Ha A € Hom (Va, Vi), B € Hom (V7 , V3) és V3 # V;, akkor a BA szorzat
nincs is értelmezve. Ha V3 = Vi, de V4 # Vi, akkor AB € Hom (V1 , V1),
ugyanakkor BA € Hom (V4 , V3), tehat semmiképpen sem lehetnek egyenlsk.
Marad az az eset, amikor V; = Vo = V3 = V, azonban AB és BA altalaban
ekkor is kiilonbozok (lasd pl. az 5.6.1-5.6.4 feladatokat). Vagyis a lineéris
leképezések szorzasa (messzemenden) nem kommutativ.

A szorzassal (és részben mas miiveletekkel) kapcsolatos tovabbi ,,szokésos”
azonossdgok viszont igazak:

5.6.3 Tétel
Ha A € T, és A, B, C tetsz6leges olyan linearis leképezések, amelyekre az
alabbi egyenlGségek valamelyik oldala értelmezve van, akkor a masik oldal is
értelmes, és az egyenl&ség teljesiil.
I. A(BC) = (AB)C (asszociativitas);
II. ABB+C)=AB+ AC,
(A+ B)C = AC + BC (disztributivitasok);
0L A(AB) = (AA)B=A(\B). &

Mivel a szorzds nem kommutativ, ezért a két disztributivitast kiilon kell
bebizonyitani. Ugyanez az oka annak, hogy III-ban csak a skalart ,emelhetjiik
at” a leképezéseken, A és B sorrendjén nem valtoztathatunk.

Bizonyitds: I-ben barmelyik oldal pontosan akkor értelmes, ha
A € Hom (V5, V), B € Hom (V,, V3), C € Hom (V7 , V3), és ekkor minden
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x € Vi-re
(A(BC))x = A((BC)x) = A(B(Cx))

illetve

((AB)C)x = (AB)(Cx) = A(B(Cx)) ,

tehat I-ben az egyenlSség két oldalan valoban ugyanaz a leképezés all. [Itt
tulajdonképpen arrdl van szo, hogy fliggvények kompozicidja (egymas utan
alkalmazasa) mindig asszociativ, hiszen akarmelyik zéardjelezést felbontva a
fiiggvényeket végiil is a megfelel§ sorrendben egymés utén kell alkalmazni.|
II. és I11. igazolasa hasonlé modon torténik, csak ott a szorzés definici6jan
kiviil a leképezések linearitasat is fel kell hasznélni (lasd az 5.6.6 feladatot). m

A tovabbiakban egy adott V' vektortér linearis transzformécisival foglalko-
zunk. Az Osszes ilyen transzforméaciok halmazat (Hom (V', V') helyett réviden)
Hom V-vel jeloljiik.

5.6.4 Tétel
Hom V a leképezések kozotti Osszeadésra és skalarral valé szorzésra nézve
vektortér, az Osszeadasra és a szorzasra nézve gytrd, tovabba teljestl a

ANAB) = (M)B = AMB), A, BeHomV,AeT
azonossag. e

Bizonyitds: A vektortérre vonatkozo allitas az 5.5.3 Tétel specialis esete. Az,
hogy a szorzas valoban miivelet Hom V-ben, az 5.6.2 Tételbdl kovetkezik. A
gylriiben a szorzéasra vonatkozo azonossagok, valamint a szorzast és a skalérral
valo szorzast 0sszekapcsold azonossag az 5.6.3 Tételbsl adodik. m

Az alabbiakban altalanosan Osszefoglaljuk az 5.6.4 Tételben kimondott
tulajdonsagokat.

5.6.5 Definici6
Egy A nem iires halmaz algebra (vagy hiperkomplex rendszer) a T kom-
mutativ test felett, ha
(i) értelmezve van A-n egy Osszeadés, egy szorzés és egy T elemeivel valo
SZOTZAas;
(ii) A az Osszeadasra és a szorzasra nézve gyurt;
(iii) A az Osszeadasra és a T' elemeivel valod szorzasra nézve vektortér;



156

5. LINEARIS LEKEPEZESEK

(iv) érvényes a szorzast és a T elemeivel valo szorzast Osszekapcsold
Aab) = (Aa)b=a(Ab), A€ T, a,be A

azZonossag. o

Példak algebrara

P1.
P2.

P3.
P4.

P5.

Hom V' a megadott miveletekre (7" felett).

Adott méretii négyzetes matrixok (77*"™) a szokasos miiveletekre (7 fe-
lett).

Polinomok (7'[x]) a szokasos miiveletekre (T felett).

A komplex szamok a valos test felett a szokéasos miveletekre. Altalanosab-
ban: ha T} részteste To-nek (tehéat T7 nemcsak részhalmaza Th-nek, hanem
a T1-beli miveletek éppen a Th-beli miiveletek megszoritasai), akkor 7%
algebra 77 felett.

A komplex szamok altalanositasa a kvaternick. Ezek ag+aqii+ asj+ask
alaku kifejezések, ahol o; € R. Az Osszeadast és a valos szammal vald
szorzast ,komponensenként” értelmezziik. A szorzést ugy definidljuk,
hogy ,minden tagot minden taggal meg kell szorozni”, az egyiitthat6 valo-
sok ,atemelenddk” i-n, j-n és k-n, és végiil az ,alapvektorokat” a kdvetkezs
szabély szerint kell 6sszeszorozni:

P==k=-1ij=k ji=—k jk=1ikj=—i,ik=—j ki=j.

Megmutathato, hogy igy a valos test felett egy 4-dimenziés algebrat ka-
punk, amely nem kommutativ test.
A kvaterniok alapjan szoktédk az algebrédkra néha a hiperkomplex
(komplexen tuli) rendszer elnevezést is hasznalni.
A kvaterniok Frobenius alabbi nevezetes tétele szerint a szamfogalom
lezarasanak tekinthet&k:
Legyen A egy olyan véges dimenzios algebra R felett, amely egyuttal
(nem feltétleniil kommutativ) test. Ekkor A mint algebra vagy a valos
szamokkal, vagy a komplex szamokkal, vagy pedig a kvaterniokkal
izomorf.

Tovabbi példak: lasd az 5.6.19 feladatot.

A szorzas tulajdonsagai Hom V-ben

Korabban mér jeleztiik, hogy Hom V-ben a szorzas nem kommutativ.
Koénnyen lathato, hogy az £ identikus leképezés kétoldali egységelem.
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A kovetkezdkben az invertalhatosagra és a nullosztokra fogalmazunk meg
tételeket.

5.6.6 Tétel
Egy A € Hom V linearis transzformécionak akkor és csak akkor létezik
(kétoldali) inverze, ha A izomorfizmus. &

Bizonyitds: Ha A izomorfizmus, akkor az 5.2.3 Tétel bizonyitasanal lattuk,
hogy az A bijekcio inverze, A~ is linearis leképezés, tehat eleme Hom V-nek.
Megforditva, legyen B az A transzformacié inverze: AB = BA = £. Ekkor
egyrészt minden u € V-re u = A(Bu), tehat u € Im A, vagyis ImA = V.
Masrészt, ha Au = Av, akkor u = B(Au) = B(Av) = v, vagyis kiilénb6z6
vektorok A szerinti képe is kiilonbozs. Igy A valoban izomorfizmus. m

Eredményiinket az 5.2.2 Tétellel egybevetve adodik, hogy A € Hom V-
nek akkor és csak akkor létezik inverze, ha Ker A = 0 és Im A = V. Az
5.4.2 Tételbdl azt is tudjuk, hogy véges dimenzids V esetén ezen két feltétel
barmelyike maga utan vonja a masikat.

Az 5.6.6 Tétel bizonyitasabol az is leolvashato, hogy ha A-nak létezik
jobbinverze, akkor sziikségképpen Im.A = V, illetve ha A-nak létezik bal-
inverze, akkor sziikségképpen Ker. 4 = 0. Mindezt a fentiekkel egybevetve
kapjuk, hogy véges dimenzid esetén az egyik oldali inverz 1étezése maga utan
vonja a masik oldali inverz létezését. Végtelen dimenzi6 esetén ez nem igaz,
annyi azonban megmutathat6, hogy Im A = V| illetve Ker A = 0 a megfelels
oldali inverz létezésének nemcsak sziikséges, hanem egyben elégséges feltétele
is.

A nullosztokrol szolo tételt csak a véges dimenzios esetre mondjuk ki. Az
egyik oldali nullosztokra, illetve a végtelen dimenziéra vonatkozéan hasonld
jellegt a helyzet, mint amit az invertalhatosagnal tapasztaltunk. (Mindezekkel
kapcsolatban lasd az 5.6.10-5.6.16 feladatokat.)

5.6.7 Tétel

Legyen V véges dimenzids vektortér. Ha A € Hom V bal vagy jobb oldali
nulloszt6, akkor Ker A # 0. Megforditva, ha Ker A # 0 és A # O, akkor A
mind bal, mind pedig jobb oldali nulloszt6. &

Bizonyitds: Tobbszor fel fogjuk hasznalni az aldbbi egyszerd észrevételt:
AB = O akkor és csak akkor igaz, ha Ker A O Im B. Valoban, A(Bu) = 0 pon-
tosan akkor teljesiil minden u € V-re, ha Im B valamennyi Bu eleme Ker 4-ba
esik.
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Legyen el6szor A bal oldali nulloszt6, azaz valamilyen C # O lineéaris
transzforméciora AC = O. Ekkor az elézGek szerint Ker A O ImC # 0, vagyis
valéban Ker A # 0. Ha A jobb oldali nulloszto, akkor ugyanigy Im A # V
adodik, de ez a dimenzid végessége miatt ekvivalens a Ker A #£ 0 feltétellel.

Megforditva, tegyiik fel, hogy A # O és Ker A # 0. Elszor megmutatjuk,
hogy A bal oldali nulloszt6, azaz valamilyen C # O linearis transzforméciora
AC = O. A C transzforméciot V egy alkalmas bazisan fogjuk megadni. Legyen
Ker A egy bazisa by, ..., by, ezt egészitsiik ki a bsy1, ..., b, vektorokkal V'
egy bazisava. Legyen most C az a linearis transzformacio, amelyre

b;, hal<i<s;
Chi = {0, ha i > s.
Ekkor nyilvan C #£ O és AC = O.

Hasonléan okoskodhatunk, amikor azt akarjuk igazolni, hogy A jobb
oldali nulloszt6. Ekkor az Im A # V feltételbdl indulunk ki, Im A egy bazisat
egészitjiik ki V' bazisava, és igy konstrualunk olyan B # O transzformaciot,
amelyre BA = O. A részletek végiggondolasat az Olvasora bizzuk. m

Feladatok

5.6.1 Legyen V7 = V4 a sikvektorok szokasos vektortere. Dontsiik el, hogy
AB = BA teljesiil-e, ha
(a) A az z-tengelyre, B az y = x egyenesre torténd tiikrozés;
(b) A az x-tengelyre, B az y = = egyenesre torténd merdleges vetités;
)
)

(c

(d) A az origobol torténd 6tszoros nagyitéas, B az origd koriili +90 fokos
elforgatas.

A az origé koriili +60 fokos, B az origo koriili —90 fokos elforgatés;

5.6.2 Legyen V = C? és definialjuk az A, B € Hom V transzformaciokat a

kdvetkezGképpen:
a1 o aq a1
A (0% = a1 y B (%) = (0%}
a3 ag asg Q2

Adjuk meg az AB, BA, A (AB)!! transzformaciokat.

5.6.3 Legyen V véges dimenziés vektortér. Adjuk meg az &sszes olyan
A € Hom V-t, amely V minden linearis transzforméciéjaval felcserél-
het (azaz minden B € Hom V-re AB = BA).
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Melyek azok a véges dimenzios V' vektorterek, amelyekre a Hom V-
beli szorzas kommutativ?

Legyen A € Hom (V5 , V3), B € Hom (V;, V3). Milyen kapcsolatban
all egymassal Ker AB és Ker B, illetve Im AB és Im A7

Bizonyitsuk be az 5.6.3 Tétel II. és III. allitasat.
Legyen A € Hom (V4 , V3), B € Hom (V;, V5). Bizonyitsuk be, hogy

dimIm B = dimIm AB + dim(Ker AN Im B) .

Legyen V véges dimenzi6s vektortér, A € Hom V. Bizonyitsuk be,
hogy

KerA2=KerA < ImA>?=ImA < KerANImA=0.

Legyen A egy 5 x 5-0s valés matrix, és tegyiik fel, hogy A19%0 = 0.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor A% = 0.

Legyen V' a valds egytlitthatos polinomok szokésos vektortere, és defi-
nialjuk az A, B € Hom V' transzformaciokat a kovetkezképpen (egy
altalanos polinomot f(x)-szel, az i-edfoku tag egyiitthatojat a;-vel
jeloljik):

Alf@)] = af(z)  Blf()] = [f(z) — a]/x.

Allapitsuk meg A-r6l, illetve B-rél, hogy hany bal-, illetve jobbinverze
van, valamint hogy bal, illetve jobb oldali nulloszté-e.

Legyen by, ..., b, béazis a V vektortérben. Az alabbi linearis transz-
formaciok koziil melyeknek van bal-, illetve jobbinverziik, és melyek
bal, illetve jobb oldali nullosztok. Invertidlhatosig esetén adjuk meg
az inverzet, a nullosztokhoz pedig adjunk meg egy-egy hozzajuk tar-
toz6 bal, illetve jobb oldali nullosztépart.

A2b1'—>b1—b2, bz’—>b2—b3, ...,bnl—>bn—b1;
B:b;— by, by—~b;+by, ..., b, — by +b,;
C:b1+—>b1+b2+...+bn,...,bnr—>b1+b2+...+bn.

Melyek azok a V' véges dimenzids vektorterek, amelyekre minden nem
nulla A € Hom V' transzforméciéonak létezik inverze?

Melyek azok a V' véges dimenziés vektorterek, amelyekre Hom V null-
osztémentes?
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Melyek azok a V' véges dimenzi6s vektorterek, amelyekre létezik olyan
A, B € Hom V', hogy

(a) AB =0, de BA # O; (b) AB=0, de BA=¢&?
Legyen V' véges dimenzios vektortér és A € Hom V nullosztd. Mutas-

suk meg, hogy létezik olyan nem nulla 5 € Hom V', amely egyszerre
teljesiti az AB = O és BA = O feltételeket.

Legyen V véges dimenzids vektortér, A, B € Hom V. Melyek igazak
az alabbi allitasok koziil?

) Ha A-nak és B-nek létezik inverze, akkor AB-nek is létezik inverze.

Ha AB-nek létezik inverze, akkor A-nak és B-nek is létezik inverze.

) Ha A és B bal oldali nulloszté és AB # O, akkor AB is bal oldali

nulloszto.
Ha AB bal oldali nulloszt6, akkor A és B is bal oldali nulloszto.

) Ha A+ B-nek létezik inverze, akkor A és B koziil legalabb az egyiknek

létezik inverze.

Ha A 4 B bal oldali nulloszté, akkor A és B koziil legalabb az egyik
bal oldali nulloszté.

Legyen V' véges dimenzids vektortér, A € Hom V. Tekintsiik Hom V'
alabbi két részhalmazéat:

B={Ce€HomV |CA=0}; J={DeHomV | AD = O}

(azaz ,az A-hoz tartozo bal, illetve jobb oldali nullosztok halmazat”).
Bizonyitsuk be, hogy B és J alterek Hom V-ben, és szamitsuk ki a
dimenzi6jukat.

Legyen V véges dimenziés vektortér. Egy P € Hom V linearis transz-
formaciot projekcionak neveziink, ha P? = P.

Létezik-e O-n és £-n kiviil méas projekcio is?

Vajon miért nevezik az ilyen transzforméaciokat projekcionak?

Mely projekcioknak létezik (bal és/vagy jobb oldali) inverze?
Bizonyitsuk be, hogy P akkor és csak akkor projekcid, ha & — P
projekcio.

Legyen T' = R.. Bizonyitsuk be, hogy P akkor és csak akkor projek-
ci6, ha 2P — € énmaganak az inverze. Mutassuk meg, hogy van olyan
test, amely felett ez az &llitds nem igaz.

Bizonyitsuk be, hogy ha P projekcié és A # 0, —1, akkor P + A€-nek
létezik inverze.
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Bizonyitsuk be, hogy P akkor és csak akkor projekcio, ha V felbont-
hato V = U; ®U, alakban, ahol P az U; altér elemeit helyben hagyja,
Us elemeit pedig 0-ba viszi.

Legyen V véges dimenziés vektortér. Bizonyitsuk be, hogy minden
A € Hom V-hez talalhato olyan B € Hom V', amellyel ABA = A.

Az alabbi struktarak koziil melyek alkotnak algebrat?

Tetsz6leges vektortér, ha a szorzast gy értelmezziik, hogy barmely
két vektor szorzata a nullvektor.
A (kozonséges 3-dimenzios) tér vektorai a szokasos Osszeadésra, ska-
larral valé szorzasra, valamint a vektorialis szorzatra nézve.
A valos szamsorozatok a szokéasos (komponensenkénti) miiveletekre.
T™, ha a szorzast is komponensenként értelmezzik.
Az Osszes valos szamon értelmezett valos értékd fliggvények a szoka-
sos miveletekre.
Az el6z6 példa, ha a szorzast a fliggvényosszetétellel (kompozicioval,
egymas utan alkalmazassal) értelmezziik.
Az a+ V2, o, B € Q alakt szamok a racionalis test felett a szokasos
miiveletekre.
Barmely gytirti a modulo 2 test felett, ha a skalarral val6é szorzast
0a = 0, 1a = a mo6don definialjuk.

z
-w z
felett a szokéasos miiveletekre.

A

alaki 2 x 2-es komplex elemi matrixok a valds test

Az el6z6 matrixok, de a komplex test felett.

Végezziik el az alabbi kvaternié-mtveleteket:

(14 3)(1+ ) — (1+ §)(1 + k)

(i +j+ k)%

(L4imj— k) —i+j—k)(1—i—j+hk).

A v = ay + o179 + azj + ask kvaternié6 konjugdltjan a v =
= ag — a11 — agj — ask kvaterniot értjik. Szamitsuk ki a vT szorza-

tot. Hogyan lehet ennek segitségével egy kvaternié (multiplikativ)
inverzét meghatarozni?

Hany megoldasa van a kvaterniok korében az 22 +1 = 0 egyenletnek?
Hogyan fér ez Gssze azzal a tétellel, hogy ,egy polinomnak legfeljebb
annyi gyoke lehet, mint amennyi a foka”?
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M*5.6.24 Legyen n > 1 és v tetszéleges olyan kvaternid, amely nem egy valos
szam. Hany n-edik gyoke van v-nek a kvaterniok korében?

5.6.25 Bizonyitsuk be, hogy egy legalabb kételemt, véges dimenzids algebra
akkor és csak akkor (nem feltétleniil kommutativ) test, ha nulloszto-
mentes.

5.7. Linearis leképezés matrixa

A lineéaris leképezéseket matrixokkal fogjuk jellemezni. Ezt az teszi lehetoveé,
hogy a leképezés megadhato Vi baziselemeinek a képével, a képek pedig felir-
hatok Vo baziselemeinek a segitségével. Kideriil, hogy a matrixreprezenta-
ci6 a miveleteket is tartja, ami megmagyarazza, hogy miért hasonlitanak
annyira a leképezések és a matrixok tulajdonsagai. Fz a kapcsolat mindkét
irAnyban hasznosnak bizonyul, mert igy leképezésekre vonatkozé allitasokat
maétrixok segitségével igazolhatunk, és viszont. Gyakorlati alkalmazasoknal a
leképezések helyett szinte mindig a matrixukkal dolgozunk.

5.7.1 Definicio

Legyen a V; vektortér egy bazisa ay, ..., a,, a V5 vektortér egy bézisa pe-
dig by,...,bg. Egy A € Hom (V7 , V») leképezésnek az ay, ..., a, ésby,... by
béazispar szerinti mdtrizdn azt a k x n-es matrixot értjlik, amelynek j-edik
oszlopaban az Aa; vektornak a bq,..., by bazis szerinti koordinatai allnak.
Ezt a matrixot [A], p-vel jeloljiik.

Részletesebben kiirva, legyen

Aa; = aj1bi+agibs + ... +agibg
Aagy = aj9bi+agebs + ... +ageby

Aa,, = a1,b1+aa,ba + ... +ar,bg.

Ekkor
a1 19 . A1n
Q921 Q929 oo Qgp
[Alap = : : : X
A1 A2 e Xen

Az [A],» métrix oszlopai tehat tulajdonképpen rendre az a; baziselemek
képei, mégpedig a b; baziselemek segitségével felirva.
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A matrix természetesen erdsen fiigg attol, hogy milyen bazisokat valasz-
tottunk a két vektortérben, mas bazispar esetén altalaban a matrix is egészen
maés lesz.

Sziikségiink lesz egy vektor méatrixara is (ez a fogalom mar az 5.1 pont
P5 példajaban is szerepelt):

5.7.2 Definicio

Legyen ¢, ..., ¢, bazis a V vektortérben. Tudjuk, hogy ekkor minden
v € V egyértelmiien felirhaté v = y,¢1 + ... + 7,c, alakban. A v vektornak
a cy,...,C, bazis szerinti (koordinata)mdtrizan (vagy koordindtavektoran) a
71
Y2
[V]c - .
Yr

(oszlop)maétrixot értjiik. &

A vektor matrixa is bazisfiiggs.

Ha a korabbiakbdl egyértelmi, hogy mely béazis(par)rol van szo, akkor a
vektor, illetve leképezés matrixanak jelolésénél a béazis(par)ra vonatkozo in-
dexet elhagyhatjuk.

Elgszor megmutatjuk, hogy rogzitett bazispar esetén a képvektor matrixa
a leképezés méatrixanak és az eredeti vektor méatrixanak a szorzata.

5.7.3 Tétel
Legyen a Vi vektortér egy bézisa ai,...,a,, a Vo vektortér egy bézisa
pedig by,..., by, tovibba A € Hom (V;, V3) és v € V;. Ekkor
[AV]y = [Alas - [V]a
ahol a jobb oldalon a két méatrix szorzata all. &

Bizonyitds: Legyen

A a1 g ... g
A2 Qo1 Q22 ... Q2p

[V]a = f és  [Alap =

An Q1 Qg2 ... gy
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Ekkor

Av =A(Na; + ...+ \a,) = A\ (Aag) + ...+ A\, (Aa,) =
=A(apby 4+ ...+ apbr) + ...+ An(@byr + ... + agnbi) =
= (a1 M+ ...+ aA)br + .o F (M + -+ Qs b,

vagyis b; egylitthatoja valoban [A] i-edik soranak és [v] (egyetlen) oszlopanak
a szorzata, amint allitottuk. m

Most azt igazoljuk, hogy ha rogzitett bazispar esetén minden leképezésnek
megfeleltetjiik a matrixat, ez egy izomorfizmust létesit a linearis leképezések
és a (megfelel méretii) matrixok vektortere kozott.

5.7.4 Tétel
Ha dim Vi = n, dim Vo = k, akkor Hom (V; , V5) = Thk*n &

Bizonyitds: Legyen a Vj vektortér egy bézisa ai, ..., a,, a Va vektortér
egy bazisa pedig by, ..., by, és feleltessiik meg minden A € Hom (V7 , V3)
leképezésnek a(z adott bazispar szerinti) matrixat:

A= [A]a,b .

Megmutatjuk, hogy igy egy Hom (Vi , Vo) — T**" vektortérizomorfizmust
definidltunk.

1. Ily moédon minden A € Hom (V;, V3)-hez egyértelmien hozzaren-
deltiink egy k& x m-es matrixot, hiszen barmely A lineéris leképezés esetén
adott (bazis)elemek képei egyértelmiien meghatarozottak, és ezek a képek
egyértelmiien felirhatok egy adott Va-beli bézis segitségével.

2. Barmely matrixnak pontosan egy Gsképe van. Ugyanis a métrix éppen
az a; baziselemek képét adja meg egyértelmtien, és az 5.3.1 Tétel szerint pon-
tosan egy olyan A linearis leképezés létezik, amely az adott baziselemekhez
éppen az elSirt vektorokat rendeli.

3. Az Osszegtartas igazolasa: (A + B)a;, = Aa; + Ba; és a rogzitett b,
béazis miatt az [A + B] matrix j-edik oszlopa éppen az [A] és [B] matrixok
j-edik oszlopainak az Osszege lesz, tehat valoban [A + B] = [A] + [B]. A
skalarszorostartas hasonldéan bizonyithatd. m

Hangsilyozzuk, hogy a fenti izomorfizmus csak régzitett bazispar esetén
érvényes, tehat amikor valamennyi leképezés matrixat ugyanabban a bazispar-
ban irjuk fel.
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Az el6z6 tétel egyszerii kovetkezménye:

5.7.5 Tétel
Véges dimenziés vektorterek esetén

dimHom (V1 , V5) =dimV; - dim V5. &

Bizonyitds: Legyen dimV; = n, dim V5 = k. Ekkor Hom (V7 , V3) & TFX" &g
a TF*™ vektortér dimenzidja kn (ezt mar a 4.5-4.6 pontokban belattuk). m

Megjegyezziik, hogy a tétel allitdsat és egy masik bizonyitasat az 5.5.6—
5.5.7 feladatok is tartalmazzak. Az ott megadott leképezésekbdl allo bazis az
5.7.4 tétel izomorfizmusanal éppen a matrixok szokasos béazisaba megy &t.

Most ratériink a szorzassal kapcsolatos miivelettartasra.

5.7.6 Tétel
Legyen V; egy béazisa ay, ..., a,, Vo egy bazisa by, ..., by, V3 egy bazisa
pedig ¢y, ..., c.. Legyen tovabba A € Hom (V5, V3), B € Hom (Vi , V3).
Ekkor
[ABJa.c = [Alp,c - [Blap- &

)

Bizonyitds: Legyen

a1 19 e 511 Bln

621 s BZn
Q921 (99 e 9k ) ,B B

[A]b’c = . . . és [B}mb = 31 .- 3n
ar1 Qpo .. Ok ’ ’ '

" " " ﬁkl s ﬂkn

Azt kell igazolnunk, hogy (AB)a; i-edik koordinatéja megegyezik az [A] matrix
i-edik soranak és a [B] matrix j-edik oszlopanak a szorzatéaval.

(AB)aj = A(Ba]) = A(Bljbl + ...+ Bk]bk) = ﬁlj(.Abl) —+ ...+ Bk](.Abk) =
= Bij(arict + ...+ arer) + ...+ Brjlaker + ...+ appey) =
= (Brjomr + ... + Brjair)cr + ...+ (Brjorr + ...+ Brjark)Cr .

Itt c; egylitthatoja Bijou1 + ... + Brjouk, ami valoban az [A] méatrix i-edik
soranak és a [B] matrix j-edik oszlopanak a szorzata. m
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A kovetkez6kben A € HomV linearis transzformaciok méatrixat vizs-
galjuk. Ebben az esetben kikotjiik, hogy a bazispar mindkét bazisa azonos
legyen. Erre egyrészt a szorzas miivelettartdsa miatt van sziikség (lasd a
kovetkezs tételt), masrészt pedig ekkor mutatja a matrix ,természetes” mo-
don, ,hogyan transzformélta, miképp valtoztatta a vektorteret” az A linearis
transzformécio (azaz a bazisvektorok onmagukhoz mérve hogyan valtoztak).

5.7.7 Tétel
Legyen ay, ..., a, rogzitett bazis a V vektortérben. Ekkor az A — [A],
megfeleltetés izomorfizmus a Hom V' és T™*" algebrdk kozott. &

Bizonyitdas: Az 5.7.4 Tételben lattuk, hogy a fenti megfeleltetés bijektiv,
Osszeg- és skalarszorostarto, az 5.7.6 Tétel pedig biztositja a szorzasra vo-
natkozé mtvelettartast is. m

Az 5.7.7 Tétel alapjan 1j bizonyitast adhatunk pl. az 5.6.7 Tételre (lasd
az 5.7.10 feladatot), és véges dimenzios esetben a transzformaciok szorzasanak
tetsz6leges tulajdonsagat visszavezethetjiik a négyzetes matrixok szorzésénak
megfelel§ tulajdonsagara. Okoskodhatunk természetesen forditva is, pl. ily
moédon kaphatunk egy ,természetes” magyarazatot a métrixszorzas asszocia-
tivitdsara, vagy akir maganak a matrixszorzasnak a definicidjara is, amely
annak idején ugyancsak mesterkéltnek tin(hetet)t.

Feladatok

5.7.1 Legyen V a legfeljebb 6-odfoku valds egyiitthatos polinomok szokasos
vektortere és A € Hom V az a linearis transzformaci6, amely minden
polinomnak megfelelteti a derivaltjat.

(a) Irjuk fel A matrixat a szokasos bazisban.

(b) Van-e olyan bazis V-ben, amelyben [A] minden eleme 0 vagy 17

(c) Van-e olyan bazis V-ben, amelyben [A] minden eleme nullatol kiilon-
b6z67?

(d) Van-e olyan bazis V-ben, amelyben [A] utols6 két oszlopa csupa 07

(e) Van-e olyan bazis V-ben, amelyben [A] utolsé két sora csupa 07

5.7.2 Irjuk fel a sik nevezetes linearis transzformacioinak matrixat tobbféle
bézisban.

5.7.3 Legyen V; a legfeljebb 5-6dfoki, V5 pedig a legfeljebb 2-odfoktu komp-
lex egyiitthatos polinomok szokasos vektortere. Egy altalanos polino-
mot f-fel jeloliink, polinom és polinomfiiggvény kozott nem tesziink
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kiilonbséget. Irjuk fel az alabbi linearis leképezések matrixat alkalmas
bazisparban.

fe f0)+ f(Lz + f(2)2?

f-nek feleltessiik meg az 23 + 1 polinommal vett osztisi maradékat;
f-nek feleltessiik meg azt a legfeljebb 2-odfoku polinomot, amely a
0, 1 és 2 helyen ugyanazt az értéket veszi fel, mint f.

Legyen a Vi vektortér egy bazisa ai, ..., a,, a Vo vektortér egy
béazisa pedig by, ..., by. Hogyan valtozik egy A € Hom (V7 , V3)
leképezés métrixa, ha a megfelel§ bazisban

aj-et és ar-t felcseréljiik; (b) by-et és ba-t felcseréljiik;
a3 helyett \as-at vesziink; (d) bs helyett Abs-at vesziink;
ag helyett ag + pas-t vesziink; (f) bs helyett bs + ubo-t vesziink?

Legyen V kétdimenzios vektortér R felett. Dontsiik el, van-e olyan
A € Hom V', amelynek két kiilénb6z6 bazisban felirt matrixa

G D<( )
(= )
(=)
(2 1))
< .
(

Legyen Vi # Vs és A € Hom (V7 , V3) tetszoleges leképezés. Bizonyit-
suk be, hogy van olyan bazispar, hogy [A] ,f6diagonalisiban” minden
elem 1 vagy 0, a métrix t6bbi eleme pedig 0.

Legyen Vi # V,. Bizonyitsuk be, hogy A € Hom (V;, V3) akkor
és csak akkor izomorfizmus, ha alkalmas bazisparban A métrixa az
egységmatrix.

Legyen dimV = 2 és A € Hom V. Bizonyitsuk be, hogy ha A # O,

de A% = O, akkor V alkalmas bézisdban [A] = (8 (1))
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5.7.9 Melyek azok az A € HomV linearis transzformaciok, amelyeknek
barmely bézisban ugyanaz a matrixa?

5.7.10 Az 5.7.7 Tétel felhasznélasaval adjunk 4j bizonyitast az 5.6.7 Tételre.

5.7.11 Bizonyitsuk be, hogy egy A linearis leképezés matrixat barmely bazis-
parban felirva, a kapott méatrix rangja megegyezik Im A dimenzi6ja-
val. (Ezt az egyértelmtien meghatarozott szamot az A leképezés
rangjanak nevezziik.)

5.7.12 Legyen A € TF*" B ¢ T"**, Igazoljuk a métrixrangokra az alabbi
becsléseket:
(a) r(AB) < min(r(A),r(B); (b) AB=0=r(A)+r(B) <n.

5.7.13 Igaz-e, hogy ha egy 2 x 2-es A valés méatrixra A0 = A~! akkor A
az egységmatrix?

5.7.14 Nevezziik egy adott transzformécié valamely matrixat bazismegha-
tarozonak, ha egyértelmiien megallapithato, hogy a matrixot mely
bézis szerint irtuk fel.

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha T nem a modulo 2 test, akkor egyaltalan
nem létezik bazismeghataroz6 matrix.

(b) A modulo 2 test felett van olyan transzformécio, amelynek minden
matrixa bézismeghatéarozo.

5.8. Attérés uj bazisra

Tegyiik fel, hogy ismerjiik egy lineéris leképezésnek egy adott bazispar sze-
rinti méatrixat. Az alabbi tétel megmutatja, hogyan kaphatjuk meg ekkor a
leképezésnek valamely masik bazispar szerinti matrixat.

5.8.1 Tétel
Legyen a V; vektortér egy-egy bézisa (a ,régi”) ay,...,a,, illetve (az ,uj”)
aj,...,a, és hasonloképpen a V, vektortér egy-egy bézisa by, ..., by, illetve
1,...,b. Legyen S € Hom V) az a(z egyértelmiien meghatéarozott) linearis
transzformacio, amelyre S(a;) = a;-, j=1,...,n, és hasonléan 7 € Hom V5,
amelyre 7 (b;) =bl, i =1,..., k. Legyen tovibba A € Hom (V;, V). Ekkor

(Alarr = [Tl " [Alas - [Sla - &

A T, illetve S transzformacidkat az 0j bazisra torténd attérés kisérd
transzformacioinak nevezziik. Az A leképezés 0j matrixat a fenti tétel sze-
rint tgy kapjuk meg, hogy A régi matrixat megszorozzuk jobbrol a Vi-beli S
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kisérd transzformacié méatrixaval, balrél pedig a Va-beli T kisérs transzformé-
ci6 méatrixanak az inverzével.

Megjegyezziik, hogy a kisér6 transzformaciok méatrixa azonos, akéir a régi,
akar az 0j bazis szerint irjuk fel (lasd az 5.8.3 feladatot).

Ha Vi = V4, azaz A lineéris transzformacio, akkor csak egy 4j és egy régi
bézis van, és az attérést értelemszertien az 5.8.1 Tétel alabbi specidlis esete
irja le:

5.8.1A Tétel

Legyen a V' vektortér egy-egy bazisa (a ,régi’) ai,...,a,, illetve (az ,uj”)
aj,...,a, és S € HomV az a(z egyértelmiien meghatarozott) linearis transz-
formacio, amelyre S(a;) = aj, j = 1,...,n. Legyen tovibbd A € HomV.
Ekkor

Most ratériink az 5.8.1 Tétel bizonyitasara.
Bizonyitds: Az (4j) A’ = [A]a py matrix elemeit jeldljiik of;-vel. Ekkor az A’

matrix j-edik oszlopa definicié szerint az aldbbi egyenléségbdl adodik:

Az (AS)(a;) = A(Sa;), Sa; = a) és b, = Tb; sszefiiggések, valamint 7
linearitasa alapjan ez a koévetkezSképpen irhato at:

(AS)(a;) = A(Sa;) = A(a}) = of;b] + ...+ a}, b}, =

Azaz (AS)(a;) = T(a);b1 + ... + aj;bg). Ezt balrol T~ '-gyel megszorozva
(T_I.AS)(aj) = O/ljbl + ...+ Oé;c]bk

adodik. Ez definicié szerint azt jelenti, hogy a 7 1 AS leképezésnek a régi

(azaz a ,vesszGtlen”) bazisparban felirt matrixa megegyezik A" = [A]q pr-vel.

Vagyis [Ala y = [T 1 AS]ap, ami az 5.7.6 Tétel alapjan atirhaté a kivant

(T1," - [Alayp - [S)a alakba. m

Egy masik bizonyitasi lehetGségre nézve lasd az 5.8.6 feladatot.
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Feladatok

5.8.1 Legyen V a legfeljebb 2-odfoki valds egyiitthatos polinomok szokésos

vektortere és A € Hom V az a linearis transzformaci6, amely minden
polinomnak megfelelteti a derivaltjat. Irjuk fel A matrixat az alabbi
bézisokban:

14z, 0+ 22,22 + 1;
2?2 +1,-222 4 22,22 — 1;
24+zr+1,22+1, 22—z +1.

Adjunk az 5.8.1 Tétel segitségével 1j megoldést az 5.7.4, 5.7.5 és 5.7.9
feladatokra.

Mutassuk meg, hogy az j bazisra torténd attérésnél a kisérs transz-
forméciok matrixa ugyanaz, akar a régi, akar az Gj bazis szerint irjuk
fel ezeket.

Lassuk be, hogy egy linearis transzformécié barmely bazis szerinti
matrixanak ugyanaz a determinénsa.

Legyen V vektortér R felett, 2 < dim V' < oco. Igaz-e, hogy minden
A € Hom V lineéaris transzformécionak van olyan métrixa, amely

szimmetrikus;

diagonalis;

nem csupa kiilonb6z6 elembdl all;

fels6haromszog (azaz a f6atlo alatt minden elem nulla)?

Adjunk egy masik bizonyitast az 5.8.1 Tételre az alabbi gondolat-
menet alapjan:

(A) Igazoljuk eldszor azokat a specialis eseteket, amikor a kisérd
transzformacié a kovetkezd tipusi ,elemi atalakitasok” valamelyike:
(i) egy baziselemet egy (nem nulla) skalarszorosara valtoztatunk;
(ii) egy baziselemhez hozzaadjuk egy masik baziselem skalarszorosat;
(iii) két baziselemet felcseréliink (lasd az 5.7.4 feladatot).

(B) Mutassuk meg, hogy ha a tétel igaz az S; és Sy kisérs transz-
forméaciokra és barmely A-ra, akkor abban az esetben is igaz marad,
ha a kiséré transzformaci6 az Sy és Sy transzformaciok S1Sy szorzata.
Bizonyitsuk be az analog allitast a T -kre is.

(C) A Gauss-kikiiszobolés mintajara lassuk be, hogy béarmely
kisér6 transzforméacio elallithato az (A)-ban jelzett elemi atalakité-
sok egyméasutanjaval.



5.8.7

*5.8.8

5.8. FELADATOK 171

Legyenek V; # V5, valamint V' véges dimenzioés vektorterek a T' végte-
len test felett.

Mely A € Hom (V7 , V) leképezéseknek létezik olyan méatrixa, amely-
nek egyik eleme sem nulla?

Mely A € Hom V' transzformacioknak létezik olyan matrixa, amely-
nek egyik eleme sem nulla?

Megjegyzés: Az (a) részben a Vi # Vs kikotés elhagyhato, ha kivéte-
lesen megengedjiik, hogy a méatrixhoz a V; = V5 esetben is hasznéal-
hatunk két kiillonb6z6 bazist.

Legyen V vektortér a T wvégtelen test felett, 2 < dimV < oo, és
A € Hom V tetsz6leges linearis transzformacié. Mutassuk meg, hogy
végtelen sok olyan bézis van V-ben, amelyek egymésnak nem skalér-
szorosai, és [A]-t ezek akarmelyike szerint felirva mindig ugyanazt a
matrixot kapjuk.



172

6. SAJATERTEK, MINIMALPOLINOM

Ebben a fejezetben véges dimenzios vektorterek linearis transzformaécidival
foglalkozunk. A sajatértékek kozponti szerepet jatszanak ezek leirasanél és
a legkiilonfélébb alkalmazasokban. A sajatértékek meghatéarozasanak f6 esz-
koze a karakterisztikus polinom, de a minimalpolinommal is szoros kapcsolat-
ban allnak. A sajatértékek, a karakterisztikus polinom és a minimalpolinom
segitségével olyan bazis 1étezését is garantalhatjuk, amelyben a transzforméacio
matrixa a ,lehetd legszebb”.

6.1. Sajatérték, sajatvektor

Ebben a fejezetben V mindig véges dimenzids, nem nulla vektortér a T kom-
mutativ test felett és A € Hom V tetszéleges lineéris transzformécio. A di-
menzi6 végességét altalaban igen erdsen ki fogjuk hasznalni. Az Olvasonak
javasoljuk, hogy gondolja majd végig, melyek azok a megallapitasok, amelyek
végtelen dimenzidra is atmenthetdk.

Ha A egy nem nulla vektort a skalarszorosaba képez le (azaz a vektor a
transzformacio hatasara a ,sajat egyenesében” marad), akkor ezt a vektort (az
A-hoz tartozo) sajatvektornak, a megfelels skalart (azaz ,a nagyitéas/kicsinyi-
tés mértékét”) sajatértéknek nevezziik. Pontosabban:

6.1.1 Definicio
Egy A € T skalart az A linearis transzformécié sajdtértékének neveziink,
ha létezik olyan v € V' nem nulla vektor, amelyre Av = Av. &

6.1.2 Definicio
Egy v € V nem nulla vektort az A linearis transzformacié sajdtvek-
toranak neveziink, ha létezik olyan A € T skalar, amelyre Av = A\v. &

A sajatérték definiciojaban a nullvektort mindenképpen ki kellett zar-
nunk, hiszen A0 = A0 minden A-ra fennall, vagyis a kikétés nélkiil a test
minden eleme sajatérték lenne.

A sajatvektoroknél is célszerd kihagyni a nullvektort, példaul azért, mert
a ,hozzé tartozd” A nem egyértelmd (s6t barmi lehet).

FIGYELEM! A sajatértékek korébdl azonban nem zarjuk ki a 0 skaldrt.
A definiciobol azonnal adodik, hogy a 0 pontosan akkor sajatértéke A-nak, ha
Ker A # 0, a megfelels sajatvektorok pedig a magtér nem nulla elemei.
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Példék: E-nek egyetlen sajatértéke az 1, és minden nem nulla vektor
sajatvektor. A sikon egy origd koriili forgatasnak nincs sajatértéke (és igy
sajatvektora sem), ha a forgatds szoge nem egész szamu tobbszorose m-nek.
Egy origon atmend egyenesre vald tilikrozés sajatértékei az 1 és a —1, egy
vetitésé az 1 és a 0 (a sajatvektorok meghatarozasat az Olvasora bizzuk).

Ha v #£ 0 és Av = Av, akkor A-t a v-hez tartozo sajatértéknek, v-t pedig
a A\-hoz tartozo (egyik) sajatvektornak nevezziik.

6.1.3 Tétel
I. Minden sajatvektorhoz csak egy sajatérték tartozik.

II. Egy adott A sajatértékhez tartozo osszes sajatvektor és a 0 alteret alkot-
nak. Ezt az alteret a A\-hoz tartozo sajdtaltérnek nevezzik. &

Megjegyzés: Egy sajataltér — a sajatérték definicioja alapjan — nem allhat
egyediil a 0 vektorbol.

Bizonyitds: 1. Ha valamely v # 0 vektorra A-val és p-vel is teljesiil Av = Av =
= pv, akkor ebbdl v # 0 miatt A = u kovetkezik.

II. Az adott halmazba pontosan azok a v vektorok tartoznak, amelyekre
Av = Av. Azt kell igazolnunk, hogy ez a (nyilvanval6an) nem iires halmaz
zart az Osszeadasra és a skalarral valo szorzasra. Legyen Av = \v és Az = Az,
ekkor

Av+z)=Av+Az=Av+ Az = \(v+12),
és hasonloan adodik A(av) = A(av) is. m

Megjegyzés: Mivel Av = Av <= (A — \E)v = 0, ezért a \-hoz tartozod
sajataltér éppen Ker(A — A\E). Ezzel egyben tjabb bizonyitast is nyertiink
arra, hogy a sajateltér valoban altér.

Sajatvektorokbol allo bézis esetén igen ,szép” a linearis transzformacio
matrixa: a f6atlon kiviil minden elem 0 (azaz a matrix diagonalis).

6.1.4 Tétel

Egy transzformacié matrixa akkor és csak akkor diagonalis, ha a matrixot
sajatvektorokbol allé bazis (sajatbazis) szerint irtuk fel. Ekkor a f6atloban allo
elemek éppen a megfelel6 bazisvektorokhoz tartozo sajatértékek. &
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Bizonyitds:
A0 0
0 X\ 0
Ala=1 . . ) :
0 0 ... A\,
pontosan akkor teljesiil, ha Aa; = M\aq, ..., Aa, = A\ a,. B

A lineéris transzforméaciok és matrixok kapcsolatanak megfelelGen a sajat-
érték és sajatvektor fogalmat négyzetes matrixokra is értelmezhetjiik:

6.1.5 Definicio

Legyen A € T"*". Ha egy A € T skalarra és egy x € T" nem nulla
vektorra Ax = Ax teljesiil, akkor a A az A matrix sajdtértéke, az x pedig az
A sajdtvektora. &

Megjegyzés: Szokéis megkiillonboztetni egy matrix bal, illetve jobb oldali sajat-
vektorait. A 6.1.5 Definici6 jelenti a jobb oldali sajatvektort, mig bal oldali
sajatvektoron olyan nem nulla x” sorvektort értiink, amelyre alkalmas A-val
(*) xTA = MxT teljesiil (a kitevében a T a transzponaltat jeloli). A (*)
egyenlGséget transzponélva a vele ekvivalens A”x = Ax adédik, azaz az A bal
oldali sajatvektorai éppen az A transzponaltjanak jobb oldali sajatvektorai. A
kovetkezs pontban latni fogjuk, hogy A és AT sajatértékei ugyanazok (6.2.11
feladat), tehat a sajatértékeknél nem sziikséges a bal, illetve jobb oldali jelzd.
A tovabbiakban matrix sajatvektoran mindig jobb oldali sajatvektort fogunk
érteni.

6.1.6 Definicio
Az A és B azonos alaki négyzetes matrixok hasonlék, ha ugyanannak

a linearis transzformécidonak két kiilonboz6 bazis szerinti maéatrixai. Jelolés:
A~B. &

Igy pl. az 5.7.5 feladat azt kérdezi, hogy az adott matrixparok hasonlok-e.

Az 5.8.1A Tétel alapjan két matrix hasonlosagat a linearis transzformaé-
ciokra torténd hivatkozas nélkiil is megfogalmazhatjuk: A és B akkor és csak
akkor hasonlo, ha alkalmas S invertdlhato matrixra B = S—'AS. Ebbdl, de
kozvetleniil a 6.1.6 Definiciobdl is ad6dik, hogy a matrixok hasonlésaga ekvi-
valenciarelacio.

A 6.1.1, 6.1.2 és 6.1.5 Definiciok alapjan vilagos, hogy egy linearis transz-
formacionak és (barmelyik) matrixanak ugyanazok a sajatértékei: Ha V' bazisa
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Ci,...,Cp, akkor Av = A\v <= [A].[v]c = A[V].. Ez az ekvivalencia a
transzformacié és a matrix sajatvektorainak kapcsolatat is megadja.

Ebbdl kovetkezik, hogy két hasonld métrixnak ugyanazok a sajatértékei, a
megfelels sajatvektorok viszonya pedig a kivetkezs. Legyen B = S™1AS, azaz
SB = AS, ekkor x # 0 pontosan akkor sajatvektora B-nek, ha Sx sajatvek-
tora A-nak. Valoban, a Bx = Ax egyenldséget (balrdl) S-sel megszorozva
SBx = S(\x), azaz ASx = A\Sx adodik, ez S invertalhatosaga miatt ekvi-
valens az eredetivel és x £ 0 < Sx # 0.

Feladatok

6.1.1 Legyen V a legfeljebb 6-odfoku valos egytiitthatos polinomok (és a 0)
szokésos vektortere. Egy altaldnos polinomot f-fel jeloliink. Hatéroz-
zuk meg az alabbi linearis transzforméciok sajatértékeit és sajatvek-
torait. Hény dimenziosak a megfelel§ sajatalterek? Mely transzfor-
macioknak létezik diagonalis méatrixa?

(a) f= [ (b) f = af’;
(c) f+ f(6)28; (d) f+ f maradéka x? + 2z + 3-mal osztva.

6.1.2 Legyen A, B € Hom V és « kozos sajatértéke A-nak és B-nek. Kovet-
kezik-e ebbdl, hogy pA-nak, A + B-nek, A%-nek, AB-nek, illetve
A~!-nek is van sajatértéke, és ha igen, akkor hogyan fiigg ez a sajat-
érték a-tol?

6.1.3 Legyen A, B € HomV és v kozos sajatvektora A-nak és B-nek.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy v sajatvektora pA-nak, A + B-nek,
A%-nek, AB-nek, illetve A~ '-nek is, és ha igen, akkor milyen sajat-
érték tartozik hozza?

6.1.4 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) Ha v sajatvektora A2-nek, akkor v sajatvektora A-nak.

(b) Ha a 0 sajatértéke A%-nek, akkor a 0 sajatértéke A-nak.

) Ha p? = )\, és a \ sajatértéke A%-nek, akkor a u és a —p koziil
legalabb az egyik sajatértéke A-nak.

6.1.5 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

) Ha A+ B = &, akkor A-nak és B-nek ugyanazok a sajatvektorai.
b) Ha AB = O, akkor A-nak és B-nek ugyanazok a sajatvektorai.
)

A? = O akkor és csak akkor teljesiil, ha az A-nak a 0 az egyetlen
sajatértéke.
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(d)
(e)

(f)

6.1.6

6.1.7

6.1.8

6.1.9

6.1.10

6.1.11

6.1.12
(a)
(b)

6. SAJATERTEK, MINIMALPOLINOM

A # O akkor és csak akkor nulloszto, ha a 0 sajatértéke A-nak.

A minden sajatvektora Ker A és Im A koziil legalabb az egyiknek
eleme.

A% = A # O akkor és csak akkor teljesiil, ha Im A az A-nak sajatal-
tere.

Adjunk meg a (kozonséges haromdimenzios) térben egy-egy olyan
linearis transzforméciot, amelynek 1, 2, illetve 3 (kiilonb6z6) sajatér-

téke van.

Legyenek u és v az A transzformacié sajatvektorai. Mi a sziikséges
és elégséges feltétele annak, hogy u+v is sajatvektora legyen A-nak?

Melyek azok a linearis transzforméciok, amelyeknek minden nem
nulla vektor sajatvektora?

Legyenek vi, ..., vip az A linearis transzforméacio olyan sajatvek-
torai, amelyek koziil barmelyik kett6hoz kiilonb6zé sajatérték tar-
tozik. Bizonyitsuk be, hogy v1, ..., vi linearisan fiiggetlen.

Bizonyitsuk be, hogy ha dim V' = n, akkor barmely A € Hom V-nek
legfeljebb n (kiilonbozd) sajatértéke lehet.

Egy transzformacié matrixa valamely bazisban

zonyitsuk be, hogy van olyan bazis is, amelyben ugyanennek a transz-
3 00

forméciénak a matrixa [ 0 0 0
00 0

Lassuk be:
AB és BA sajatértékei ugyanazok.
Ha B invertalhato, akkor A és B~ AB sajatértékei ugyanazok.

6.2. Karakterisztikus polinom

6.2.1 Tétel
Legyen ay, ..., a, bazis V-ben, A € HomV. Egy A € T skalar akkor
és csak akkor sajatértéke A-nak, ha az [A — AE], matrix determinénsa

det ([A —

)\5]@) =0. &
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Bizonyitds: X\ akkor és csak akkor sajatérték, ha van olyan x # 0 vektor,
amelyre Ax = Ax, azaz (A — A\E)x = 0. Az 5.7.3 Tétel alapjan ez atirhato
[A — AE€][x] = [0] alakba, azaz A pontosan akkor sajatérték, ha ennek a ho-
mogén lineéris egyenletrendszernek van nem trivialis megoldasa. Ez pedig
azzal ekvivalens, hogy az egyiitthatoméatrix determinansa det ([A— AE],) = 0.

[

A tétel alapjan lehet@ségiink nyilik arra (legalabbis elvileg, de sokszor a
gyakorlatban is), hogy a sajatértékeket kiszamitsuk: A-t valtozonak tekintve,
az [A — \E], matrix determinansa A-nak egy n-edfoku polinomja, és ennek
a gyokei a sajatértékek. A bizonyitasbol egyuttal a megfelels sajatvektorok
meghatarozasara is leolvashato egy eljards: a széban forgd homogén linearis
egyenletrendszerek (nem trivialis) megoldésait kell megkeresniink (példaul
Gauss-kikiiszoboléssel).

Azonnal adodik, hogy a tétel allitdsaban szereplé determindnsnak mint
polinomnak a gyodkei nem fliggnek attél, hogy melyik bazisban irtuk fel a
transzformacié métrixat, hiszen ezek a gyokok éppen a sajatértékek. Ennél
joval t6bb is igaz: maga ez a determinéns-polinom sem fiigg a bazis megvalasz-
tasatol (a matrixra ez természetesen mar nem érvényes). Ennek bizonyitasat
nem részletezziik (azt kell megvizsgélni, hogyan valtozik meg a transzformacio
matrixa, ha masik bézisra tériink at, és ezutan fel kell hasznalni, hogy matrixok
szorzatanak a determinansa a tényez6k determinansainak a szorzata — lasd
az 5.8.1A Tételt és az 5.8.4 feladatot).

A szoban forgo polinomot a transzformécié karakterisztikus polinomjanak
nevezziik:

6.2.2 Definicié
Legyen az A € Hom V transzforméciéo matrixa (valamilyen bazisban)

a1 192 e A1p

921 29 e Aon
[A] = : .

an1 [67°%)] ... Onpn

Az A karakterisztikus polinomjan a

11 — T 19 e A1p
Q921 Qo9 — T ... Q2n
ka(z) = det[A —z€] = .
[67%%1 [07%%)] oo Opp — T

polinomot értjiik. &
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Az el6rebocsatott megjegyzés szerint ez a polinom csak az A transzformaé-
ciotol fligg, és fiiggetlen a matrix (azaz a béazis) megvalasztasatol. Féegyiitt-
hatoja (—1)", az n — l-edfoku tag egyiitthatoja az [A] f6atlojaban levs elemek
osszegének ([A] tn. nyomanak) a (—1)"!-szerese, a konstans tag pedig [A]
determinansa. Igy [A] nyoma és determinansa sem fiigg attol, hogy a matrixot
melyik bézisban irtuk fel.

A 6.2.2 Definici6 alapjan a 6.2.1 Tétel azt mondja ki, hogy a transzfor-
macié sajatértékei pontosan a karakterisztikus polinom gyokei.

Ertelmezhetjiik négyzetes matrixok karakterisztikus polinomjat is a 6.2.2
Definici6 mintajara, és ennek alapjin matrixokra is igaz, bogy a karakte-
risztikus polinom gyokei éppen a matrix sajatértékei. A transzformaciok és
métrixok kapcsolata alapjan vilagos, hogy hasonlé matrixoknak ugyanaz a
karakterisztikus polinomja.

Feladatok

6.2.1 Irjuk fel a 6.1.1 feladatban szerepl transzformaciok karakterisztikus
polinomjat.

6.2.2 Legyen V a sikvektorok szokasos vektortere. Irjuk fel az alabbi
transzformaciok karakterisztikus polinomjét.

Tiikrézés origdn dtmend egyenesre;

adott irdnyu vetités origbn atmend egyenesre;

90 fokos elforgatés az origd koriil;

60 fokos elforgatés az origd koriil;

helybenhagyas;

kozéppontos tiikrozés az origora;

5-sz0r6s aranyt kozéppontos nagyitas az origdbol.

—~ e~ T~
- 0o &0 T o
S N N N N N N

=)
N~
waQ

Legyen A karakterisztikus polinomja f(z). Hogyan kapjuk meg pu.A
karakterisztikus polinomjat?

o
)
e

Adjunk 4j bizonyitast a 6.1.10 és 6.1.9 feladatokra (ebben a sorrend-
ben).

6.2.5 Bizonyitsuk be, hogy a komplex test feletti (véges dimenzids) vek-
tortérben minden lineéris transzformécionak van sajatvektora.

(a) Van-e a (kozonséges) sikon olyan linearis transzformacio, amelynek
nincs sajatvektora?

(b) Van-e a (kozonséges) téren olyan linearis transzformécio, amelynek
nincs sajatvektora?
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6.2.7 Legyen T' = R és by, ..., by béazis a V vektortérben. Hatéarozzuk
meg az alabbi linearis transzforméaciok karakterisztikus polinomjat,
sajatértékeit és sajatvektorait. Mely transzformécioknak létezik di-
agonalis méatrixa?

(a) b1 P—)bz, b2 P—)bg, b3 P—)b4, b4f—>b1;
(b) b1 —> bz, b2 —> bl, b3 —> b4, b4 — b4,

)bli—>b1—|—b2, b2'—>b2+b3, b3Hb3+b4, bs — by + by.
Oldjuk meg a feladatot a komplex test felett is.

—
)

6.2.8 Egy linearis transzformacionak hany (kiilonb6z6) diagonélis méatrixa
létezik (feltéve, hogy egyaltalan létezik diagonélis méatrixa)?

6.2.9 Legyen dim V' = n és tegyiik fel, hogy az A € Hom V' transzformacio-
nak n kiilonb6z6 sajatértéke van. Bizonyitsuk be, hogy a sajatértékek
Osszege, illetve szorzata az [A] (tetszGleges bazisban felirt) matrix
nyoma, illetve determinansa.

6.2.10 Oldjuk meg tjra az 5.7.5 feladatot.

6.2.11 Léassuk be, hogy egy matrixnak és a transzponéltjdnak ugyanaz a
karakterisztikus polinomja, és igy a sajatértékeik is megegyeznek.

6.3. Minimalpolinom

Legyen V' # 0 egy véges dimenzios vektortér a T test felett, dimV = n,
AcHomV, f=ag+az+...+apak € Tla].

Ertelmezni fogjuk az f polinomnak az A ,helyen” felvett ,helyettesitési
értekét”, f(A)-t, ami maga is egy V' — V linearis transzformacio lesz.

Elsszor definidljuk az A nulladik hatvanyat a kézenfekvs A° = £ egyen-
16séggel (ahol € az identikus transzformacio). Ezutan mar természetes modon
adodik az f(A) = ap€ + a1 A+ ... + ap AP definicio. Nyilvan f(A) € Hom V.

Konnyen ellendrizhets, hogy két polinom Osszegének, illetve szorzatanak
a helyettesitési értéke a helyettesitési értékek Ssszege, illetve szorzata, azaz

(F+9)(A) =FA) +9(A) & (f9)(A) = f(Ag(A).

A gyokot is a ,szokasos” modon értelmezziik: az A transzformacio gyoke
az [ polinomnak, ha f(A) = O.
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6.3.1 Definici6

Az f polinom az A transzformacié minimdlpolinomja, ha f a(z egyik)
legkisebb foku olyan (nem nulla) polinom, amelynek az A gyoke. Az A mini-
maélpolinomjat m _4-val jeloljiik. &

Példak: A nulla transzformacioé (egyik) minimalpolinomja x, a sikban egy
tengelyes tiikrozésé x2 — 1, a 90 fokos elforgatasé 22 + 1, egy egyenesre torténd

vetitésé z2 — .

6.3.2 Tétel
Minden A-nak létezik minimélpolinomja, és ez konstans szorzd erejéig
egyértelmd. &

Ennek alapjan nem okoz problémét, hogy az m 4 jelolés az A akdrmelyik
miniméalpolinomjat jelentheti, hiszen ezek a polinomok egyméstél csak egy
konstans szorzéban kiilonboznek. Ennek megfelelGen a tovabbiakban mindig
(hatarozott névelgvel) ,a” minimalpolinomrol fogunk beszélni (de ezen akarme-
lyik ,példanyt” érthetjiik). Ha valaki (nagyon) egyértelmdsiteni akar, akkor
valaszthatja mondjuk azt az alakot, amelynek a fGegyiitthatoja 1.

Bizonyitdas: FElGszor az egyértelmiiséget igazoljuk. Tegyiik fel, hogy f =
=ap+ x4+ ... +apzk és g = Bo+ Bix + ...+ Bra® is minimalpolinomja
A-nak, oy, Br # 0. Ekkor a h = apg — Bk f polinomra

h(.A) = akg(.A) - 5kf(-f4) = Otko — Bk(’) = O,

ugyanakkor h foka kisebb k-nal. A minimalpolinom definici6ja miatt igy csak
h = 0 lehetséges, azaz valoban f = ~g, ahol v = oy /Sk.

Most a minimalpolinom létezését bizonyitjuk. Ehhez elég megmutatnunk,
hogy egyaltalan létezik olyan nem nulla polinom, amelynek az A gyoke, ugyan-
is az ilyen tulajdonsagt polinomok kozott kell lennie minimalis fokinak, és az
megfelel miniméalpolinomnak.

Tekintsiik Hom V-ben az

EAA LAY (n=dimV)
transzformaciokat. Mivel dim Hom V = n?, ezért ezek linearisan osszefiiggdk.
Igy létezik olyan vg,71, ..., Yn2 € T, ahol nem minden ~; nulla és

708+’}/1./4+...+’7n2./4n2 =0.
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Ez azt jelenti, hogy A gyoke a

2
Yo+ 71z + ...+ Yp2a”
nem nulla polinomnak. m
A bizonyitasbol az is kideriilt, hogy a minimélpolinom foka degm_4 < n?.

Ennél tobb is igaz: degm 4 < n. Ez kovetkezik majd a 6.3.5, valamint a 6.5.6
Tételbdl is.

A minimélpolinom segitségével konnyen attekinthetjiik azokat a polinomokat,
amelyeknek az A gyoke; ezek éppen a minimalpolinom t6bbszorosei (polinom-
szorosai):

6.3.3 Tétel
gA) =0 <= malg. &
Bizonyitds: Ha my4 | g, azaz g = tm 4, akkor
9(A) = t(A)ma(A) =t(A)- O =0,

tehat A valoban gyoke g-nek.
Megforditva, tegyiik fel, hogy g(A) = O. Osszuk el g-t maradékosan
my-val: g =tmy + r, ahol degr < degm 4 vagy r = 0. Ekkor

r(A) = g(A) — t(A)ma(A) = O — A0 = O.

A minimalpolinom definicioja miatt degr < degm nem lehet, ezért r = 0,
azaz valobban m4|g. m

A 6.3.3 Tétel a minimalpolinom megkereséséhez is segitséget nyujthat: ha
mar talaltunk egy olyan (nem nulla) polinomot, amelynek a transzformacio
gyoke, akkor a miniméalpolinom csak ennek oszt6i koziil keriilhet ki.

A karakterisztikus polinomhoz hasonléan a miniméalpolinom is szoros kap-
csolatban all a sajatértékekkel:

6.3.4 Tétel
A minimalpolinom (7-beli) gytkei éppen a sajatértékek. &

Bizonyitds: ElGszor azt igazoljuk, hogy minden sajatérték gyoke a minimél-
polinomnak. Legyen m4 = ag + a1z + ... + agx®, és tegyiik fel, hogy A € T
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sajatértéke A-nak, azaz alkalmas u # 0 vektorral Au = Au teljesiil. Ekkor
A?u = A(Au) = A(Au) = A(Au) = A(Au) = N\u,

és ugyanigy igazolhato (teljes indukcioval), hogy béarmely j pozitiv egészre
Alu = Mu.

Az my(A) = O transzforméciot az u vektorra alkalmazva a 0 vektort
kapjuk. Igy

0=mus(Au= (€ +arA+...+apA")u=
= ap(Eu) + a1 (Au) + ... + ap(A"a) = apu + a1 (M) + ... + ap(Au) =
= (@ + A+ ... + A lu=ma(Mu,

azaz ma(A)u = 0. Mivel u # 0, ezért innen m4(\) = 0 kovetkezik, vagyis A
val6ban gytke a minimalpolinomnak.

Megforditva, azt kell még megmutatnunk, hogy a minimélpolinom minden
gyoke egyben sajatérték is. Legyen A € T gyoke m 4-nak, ekkor a minimalpoli-
nom my = (z — \)g alakban irhat6. Az A transzformaciot behelyettesitve

O =my(A) = (A= AE)g(A)

adodik. Ez azt jelenti, hogy Ker(A — AE) O Im g(A). Mivel degg < degm 4,
ezért g(A) # O, tehat Im g(A) # 0. Igy Ker(A — A\E) # 0 is teljesiil. Mivel
Ker(A — AE) barmely nem nulla eleme a A\-hoz tartozo sajatvektor, tehat A
val6ban sajatérték. m

Az alabbi tétel a karakterisztikus polinom és a minimélpolinom szoros
kapcsolatat mutatja:

6.3.5 Tétel (Cayley—Hamilton-tétel)
A miniméalpolinom oszt6ja a karakterisztikus polinomnak. ¢

A 6.3.3 Tétel alapjan a Cayley—Hamilton-tétel agy is fogalmazhato, hogy
minden transzformécié gyoke a karakterisztikus polinomjanak.

A 6.2.1, 6.3.4 és 6.3.5 Tételek a sajatértékekek, a karakterisztikus polinom
és a minimalpolinom koézotti 6sszefiiggésekrdl szolnak, azonban ezek egyike sem
kovetkezik a masik kett6bdl, lasd a 6.3.19 feladatot.

Bizonyitds: A 6.3.3 Tétel szerint azt kell igazolnunk, hogy az A transzformécioé
gyoke a ka(z) =~ +mz + ...+ 2" karakterisztikus polinomnak.
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Alkalmazzuk a 2.2.3 Lemméat az A — € transzformécio (egyik) A — xF
maétrixara:
(A—zE)B(x) = (det(A — zE))E = ka(z)E, (6.3.1)

ahol B(z) az A—x E matrix elGjeles aldeterminansaibol képezett matrix transz-
ponaltja. Mivel az aldeterminansok az z-nek (n — 1)-edfoku polinomjai, ezért
a B(z) matrix az = egy olyan n — l-edfoka

B(z) =By +Biz+...+ B, _2"*

polinomja, ahol a B; egyiitthatok n x n-es métrixok (ebben a felfogésban a
matrixegyiitthatokat a valtozo hatvanyai elé irtuk). A (6.3.1) egyenlGség ennek
megfelelen az

(A—Ex)(Bo+Biz+...+ By_12" Y =ywE+yFEx+...+v,Ex" (6.3.2)

alakot Olti. Végezziik el (6.3.2) bal oldalan a szorzast és hasonlitsuk Gssze
rendre a két oldalon az x-hatvanyok egyiitthatoit:

ABoy = 10 F;
AB; — By = E;

(6.3.3)

ABn—l — B, 2= '-Yn—lE;
_Bn—l = ’)/nE

Szorozzuk meg balrél a (6.3.3) egyenletrendszer masodik egyenletét A-val, a
harmadikat A2-tel stb., az utolsét A™-nel, majd adjuk Ossze az igy kapott
egyenleteket. Ekkor a bal oldalon a 0 matrix, a jobb oldalon pedig voE 471 A+
+.oo+ A" = kg (A) adodik. Ez azt jelenti, hogy az A matrix és igy az A
transzformacio is valéban gyoke a karakterisztikus polinomnak. m

Ertelmezhetjiik négyzetes matrixok minimalpolinomjat is a 6.3.1 Definicio
mintajara, és ennek alapjan a 6.3.2-6.3.5 Tételek matrixokra is érvényesek
maradnak. A transzforméaciok és matrixok kapcsolata alapjan vilagos, hogy
hasonlé matrixoknak ugyanaz a minimalpolinomja, de ez a transzforméciokra
torténd hivatkozas nélkiil is belathato (6.3.20 feladat).

Feladatok

6.3.1 Irjuk fel a 6.1.1, 6.2.2 és 6.2.7 feladatokban szereplé transzformaciok
miniméalpolinomjét.
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6.3.2

6.3.3

6.3.4

6.3.5

6.3.7
6.3.8
6.3.9

6.3.10
6.3.11

6. SAJATERTEK, MINIMALPOLINOM

Jellemezziik azokat a transzforméciokat, amelyek minimalpolinomja
els6foka.

Hogyan olvashato le a minimalpolinomrol, hogy a transzformacionak
létezik-e inverze?

Bizonyitsuk be, hogy (invertalhato A esetén) A1 felirhato A poli-
nomjaként, azaz van olyan (A-t6l figgs) f € T[z], amelyre
AL = f(A).

Invertalhaté transzformécio esetén hogyan kapjuk meg A minimal-
polinomjaboél A~! minimalpolinomjat?

Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

A minimalpolinom mindig irreducibilis (T felett).

Ha egy transzforméacio gyoke egy (T felett) irreducibilis polinomnak,
akkor ez a polinom a transzformécié miniméalpolinomja.

Ha T = C, és a karakterisztikus polinomnak nincs t6bbszorés gyoke,
akkor a minimalpolinom megegyezik a karakterisztikus polinommal.

Ha T = C, és a miniméalpolinom megegyezik a karakterisztikus poli-
nommal, akkor a karakterisztikus polinomnak nincs t&bbszoros
gyoke.

Ha a transzforméacionak létezik diagondlis métrixa, akkor a min-
imalpolinomnak nincs t6bbszorés gyoke.

Ha egy f polinomnak az A gyoke, akkor f-nek az .4 minden sajatérté-
ke is gyoke.

Ha T = C, és egy f polinomnak az 4 minden sajatértéke gyoke,
akkor f-nek az A is gyoke.

Adjunk 1j bizonyitéast a 6.2.5 feladatra.
Adjunk 14j bizonyitést az 5.6.9 feladatra.

Van-e az egységmatrixon kiviil olyan 2 x 2-es
(a) valos elemt; (b) racionalis elemi
matrix, amelynek az 6todik hatvanya az egységmatrix?

Mi a kapcsolata AB és BA miniméalpolinomjénak?

Bizonyitsuk be, hogy A és B~1 AB minimélpolinomja ugyanaz.
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Legyen dimV =n, A € HomV és k > n tetszbleges egész. Bizonyit-
suk be, hogy létezik olyan (pontosan) k-adfoki polinom, amelynek az
A gyoke és amelyben a k — 1,k — 2, ..., n-edfoku tagok egyiitthatoja
mind 0.

Tekintsiik Hom V-ben az A*, i =0,1,2,... (A° = &) transzforma-
ciok altal generalt alteret. Hany dimenzios ez az altér?

Legyen degm 4 = k. Mik degm 42 lehetséges értékei?

A komplex test feletti vektorterek esetében A és A? minimalpoli-
nomja akkor és csak akkor egyezik meg, ha m_4-nak (i) minden gyoke
0 vagy paratlan rendd egységgyok, (ii) a 0 legfeljebb egyszeres gyok,
és (iii) barmely gyoknek a négyzete is gyok és multiplicitasuk is
azonos.

Legyen h tetszsleges polinom. Bizonyitsuk be, hogy a h(A) transz-
formacionak akkor és csak akkor létezik inverze, ha (h, m4) = 1.

Legyen D € T"*™ rogzitett matrix és A € Hom (T™*") a kovetkezs:
tetszéleges B € T"*™ matrixra A(B) = DB.

Milyen kapcsolat all fenn A és D sajatértékei, illetve miniméalpoli-
nomja kozott? Ervényes-e ugyanez a karakterisztikus polinomra is?

Bizonyitsuk be, hogy minden legalabb els6fokd polinom minimalpoli-
nomja egy alkalmas linearis transzformaciénak.

Mutassuk meg, hogy a 6.2.1, 6.3.4 és 6.3.5 Tételek egyike sem kovet-
kezik a masik kett&bdl.

A linearis transzformaciokra torténd hivatkozas nélkil igazoljuk,
hogy hasonlé matrixoknak ugyanaz a minimalpolinomja.

Egy valos elemi A négyzetes méatrixot tekinthetiink komplex elemti
métrixnak is. Bizonyitsuk be, hogy A-nak az R feletti minimalpoli-
nomja egyben C feletti minimélpolinom is.

(a) Lassuk be, hogy egy racionalis elemii négyzetes matrix karakte-
risztikus polinomjaban és minimalpolinomjaban pontosan ugyanazok
az irreducibilis tényzsk szerepelnek (csak nem feltétleniil ugyanakko-
ra multiplicitassal).

(b) Adjunk 0j megoldast a 2.2.14 feladatra.
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6.4. Invarians altér

6.4.1 Definicio
Egy U altér az A-nak invaridns altere (vagy A-invaridns altér, A szerint
invaridns altér), hau e U = AueU. &

Amikor egyértelmi, hogy melyik A transzformaciot nézziik, akkor nem
fontos az elnevezésben kiilon utalni az A-ra, és hasznalhatjuk a sima ,invarians
altér” kifejezést. Ne felejtsiik azonban el, hogy mindig egy adott transzforma-
ci6 szerinti invaridns altérrél van sz6, 6nmagéiban annak semmi értelme sincs,
hogy egy altér ,csak tgy” invarians.

Példak invarians altérre:

Im A és minden azt tartalmazo6 altér, Ker A és annak minden altere, egy
sajatvektor altal generélt altér, egy sajataltér és annak minden altere, (nem
feltétleniil azonos sajatértékhez tartozo) sajatvektorok altal generalt altér. (A
legutols6 példanak az els6 kivételével a tobbi — a nulla altértél eltekintve —
mind specialis esete.)

Szamos invarians alteret kaphatunk az alabbi altalanos konstrukci6 segit-
ségével. Vegylink egy tetszSleges u vektort, ennek az A szerinti képét, Au-t,
majd Au-nak a képét, A%u-t stb. Az igy kapott Alu, i=0,1,2,... (A’ =¢&)
vektorok altal generalt altér (az A szerint) invarians altér lesz.

6.4.2 Definicié
Az u vektor és az A transzformacio altal generalt (u,.A) altéren az A'u,
1=0,1,2,... vektorok altal generalt alteret értjiik:

(u, A) = (u, Au, A%u,...). &

Az (u, A) altér az A-nak az u vektort tartalmazo legsziikebb invarians altere
(lasd a 6.4.12 feladatot). Ennek megfeleléen hasznalhato az ,u altal generalt
A-invarians altér” elnevezés és az (u) 4 jelolés is. Ez utobbi jelolésnél viszont
nagyon kell vigyazni arra, nehogy a transzformaciora utal6 indexet lefelejtsiik,
hiszen anélkiil az egészen mas jelentést (,sima”) generalt altér fogalméahoz ju-
tunk (ami egyébként felfoghato az A = &£ specialis esetnek is). A tovabbiakban
végig a 6.4.2 Definicioban eredetileg megadott elnevezést és az (u,.A) jelolést
fogjuk hasznalni.

Tz

Kénnyen adédik, hogy (u,.A) definiciojaban a végtelen elemii A’u gene-
ratorrendszer végessel is helyettesithetd, hiszen ezek kozott a vektorok kozott
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legfeljebb n = dim V' darab lehet linearisan fiiggetlen. Az is megmutathato,
hogy elég az elsé n kitevét, azaz 0 < i < n — 1-et venni (lasd még a 6.5.4
Tételt és bizonyitasat).

Feladatok

6.4.1
6.4.2
(a)
(b)
()
(d)

6.4.3

6.4.4

Bizonyitsuk be, hogy ha U; és Us invarians alterei A-nak, akkor
Uy NU; és (Uy,Us) is invarians alterek.

Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha U invarians altere A-nak, akkor invarians altere A3-nek is.

Ha U invarians altere A3-nek, akkor invarians altere A-nak is.

U invarians altere A-nak, U NIm A =0 = U C Ker A.

U invarians altere A-nak, U NKer A=0= U CIm A.

Tekintsiik egy transzformécié matrixat a by, bs, ..., b, bézisban és

legyen k < n. Hogyan allapithaté meg a méatrixrdl, hogy az elsé k
bazisvektor altal generalt (b, bs, ..., by) altér invarians-e?

Legyen dimV = n és U egy k-dimenzioés altér. Tekintsiik azokat az
A € Hom V' transzformaciokat, amelyeknek az U invarians altere.
Lassuk be, hogy ezek alteret, s6t részalgebrat alkotnak Hom V-ben.

Héany dimenziés ez az altér?

Melyek azok a transzforméciok, amelyekre minden altér invarians?
Melyek azok a transzforméaciok, amelyekre minden 13-dimenziés altér
invarians?

Legyen AB = BA. Bizonyitsuk be, hogy Im A, Ker A, valamint A

minden sajataltere invaridns altere B-nek.

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A # 0-ra és pu-re A, AA, A + p& és
A + p€ invarians alterei egybeesnek.

Tegyiik fel, hogy A és B invarians alterei egybeesnek. Kovetkezik-e
ebbdl, hogy B = AA + € (alkalmas A # O-ra és p-re)?

Hany invarians altere van a legfeljebb n-edfoktu valés egyiitthatos
polinomok szokasos vektorterében a derivalasnak mint lineéris transz-
formécionak?
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(a) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges f polinomra Ker f(A) invarians al-

M 6.4.10
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tere A-nak.
Igazoljuk, hogy Ker f(A) = Kerg(A) <= (f, ma) = (g, ma).
Mutassuk meg, hogy barmely transzformécionak legalabb annyi in-

varians altere van, mint ahany paronként nem-egységszeres osztdja
van a minimalpolinomjanak.

Melyek azok a transzforméciok, amelyeknek csak trivialis invarians
alterei vannak (azaz csak a nulla és az egész tér)?

Lassuk be az el6z6 feladat allitasait, ha a magtér helyett mindenhol
képtér szerepel.

Legyen m 4 = fg. Kovetkezik-e ebbdl
(a) Im f(A) € Ker g(A); (b) Im f(A) = Ker g(A)?

Igazoljuk, hogy (u,.A) valoban az u vektort tartalmazo legsziikebb
A-invarians altér, azaz (i) A-invarians altér, (ii) tartalmazza u-t, és
(iii) része barmely olyan A-invarians altérnek, amelyben az u benne
van.

Mely u vektorokra lesz (u,.A) dimenzi6ja 0, illetve 17

Mutassunk példat olyan A transzforméciora és ennek olyan invariéns
alterére, amely nem (u, A) alaku.

Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha A # 0, akkor (u, A) = (A\u, A).

(u+v,A) = ((u,A4), (v, A4)).

(u, A%) C (u, A).

Ha van olyan A, amelyre (u, A) = (v, A), akkor u = \v.

Ha minden A-ra (u, A) = (v, A), akkor u = Av.

Ha van olyan u # 0, amelyre (u, A) = (u, B), akkor A = \B.

Ha minden u-ra (u, A) = (u, B), akkor A = A\B.

6.5. Rend

Legyen V # 0 egy véges dimenzios vektortér a T kommutativ test felett,
dimV =n, A € Hom V. A minimélpolinom definiciéja szerint barmely u € V
vektorra m4(A)u = 0. Ha egy rogzitett u vektort tekintiink, akkor ehhez
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altalaban mar a minimélpolinomnal alacsonyabb foku f € T'[z] polinomok is
talalhatok, amelyekre f(A)u = 0.

6.5.1 Definicio
Az u vektornak az A szerinti rendje az a legalacsonyabb foka h (nem
nulla) polinom, amelyre h(A)u =0. &

Az u vektor A szerinti rendjét o4 (u)-val jeloljik. (Az o a latin ordo=rend
sz0 kezddbetijébdl szarmazik). Ha egyértelmi, hogy melyik transzformaciorol
van sz6, akkor a transzformaciot jelzé index el is hagyhato: o(u).

Példak: A nullvektor az egyetlen, amelynek a rendje az 1 (vagy barmely nem
nulla konstans) polinom, a magtér nem nulla elemeinek a rendje x. A rend
akkor és csak akkor els6foki, ha a vektor sajatvektor.

A rend szdmos hasonl6 tulajdonsaggal rendelkezik, mint a minimalpoli-
nom. Ezeket az aldbbi tételben foglaljuk Gssze.

6.5.2 Tétel

Barmely vektornak létezik rendje. Ez konstans szorzé erejéig egyértelmii-
en meghatarozott. A rend foka legfeljebb n(= dimV). g(Au =0 <~
< oa(u)lg. &

A bizonyitéas a 6.3.2 és 6.3.3 tételekéhez analog modon toérténhet, lasd a 6.5.2
feladatot.

A 6.5.2 Tétel utolso részébdl azonnal adodik, hogy a rend mindig osztoja
a miniméalpolinomnak. A kovetkezs allitds arra vonatkozik, hogy alkalmas
vektorok rendjébdl hogyan kaphatjuk meg a minimélpolinomot.

6.5.3 Tétel
Legyen uy,...,u, tetsz6leges generatorrendszer V-ben. FEkkor m 4 az
0.4(u;) polinomok legkisebb koz6s tobbszorose. &

Bizonyitds: Legyen h; = o4(u;) és a H polinom ezek legkisebb kozos tobb-
szorose, H = [hy,...,hs]. Mivel h; | m, ezért H |m 4 is teljesiil. A forditott
iranya oszthatosaghoz azt kell belatnunk, hogy H(A) = O. Mivel h; | H,
ezért H(A)u; = 0. Tovabba a feltétel szerint barmely v € V' vektor els-
all az u; vektorok v = >°°_| A\;u; linearis kombinéciojaként. Igy H(A)v =
=>7_1 MH(A)u; = 0, tehat valoban H(A) =O. m
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A kovetkezo tétel megmutatja, hogy a rendbdl alkalmas invaridns alterek
dimenzibja is leolvashatoé:

6.5.4 Tétel
Az u vektor és az A transzforméacio altal generalt (u, A) altér dimenzioja
megegyezik az u rendjének a fokaval:

dim(u, A) = degoa(u). &

Bizonyitds: A nullvektorra az allitas igaz. Legyen u # 0 és o4(u) = h =
=2F + o121+ .. 4+ ag. Azt kell belatnunk, hogy az (u, A) altér k-dimen-
zi6s. Ehhez megmutatjuk, hogy az u, Au, ..., A*~tu vektorok bazist alkotnak
az (u, A) altérben.

A lineéris fiiggetlenség igazolasahoz indirekt okoskodunk; tegyiik fel, hogy
létezne valamilyen nem trivialis Bou + frAu + ... + Br_1.A*"1u = 0 linearis
kombinaci6. Ekkor az f = By + B1x + ... + Bx_12* ! polinomra f(A)u = 0.
Ez azonban ellentmond annak, hogy az u vektor rendje k-adfoku.

Most belatjuk, hogy a kérdéses vektorok generéljak az (u,.A) alteret.
Ehhez azt kell igazolnunk, hogy minden A’u vektor elall az u, Au, ..., A* lu
vektorok linearis kombinéciojaként. Az i < k kitevSkre ez nyilvanvald, i = k-ra
pedig h(A)u = 0 atrendezésébdl adodik:

Afu = —agu — a1 (Au) — ... — ap_1 (A*Tu). (6.5.1)

Nézziik most az i = k + 1 kitevét. A (6.5.1) egyenlSségre az A transzforma-
ciot alkalmazva azt kapjuk, hogy A**1u kifejezhets az Au, ..., A¥u vektorok
linearis kombinaciojaként. Ha itt A¥u helyére a (6.5.1)-beli el6allitast beir-
juk, akkor az A**t1u vektort a kivant modon eléallitottuk az u, Au, ..., A" 1u
vektorok lineédris kombinaciojaként. Ugyanigy haladhatunk tovabb magasabb
kitevgkre is (pl. teljes indukcioval).

Az i > k kitevékre vonatkozéan tgy is okoskodhatunk, hogy ! helyett
annak a renddel valo osztasi maradékéba helyettesitjiik be az A transzforma-
ciot. m

Tz

is garantalni tudjuk:
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6.5.5 Tétel
Ha a minimélpolinomnak van (7" feletti) r-edfoku irreducibilis tényezéje,
akkor A-nak van r-dimenzios invarians altere. &

Megjegyzések: 1. Az r = 1 specialis esetben a 6.3.4 Tétel egyik felét kapjuk,
a bizonyitas is az ottanihoz hasonléan torténik.

2. Késobb latni fogjuk (6.5.8 Tétel), hogy a 6.5.5 Tételben az irreducibi-
litas feltétele elhagyhato.

Bizonyitas: Legyen m 4 = hg, ahol h irreducibilis és degh = r. Azt fogjuk
megmutatni, hogy van olyan u # 0 vektor, amelyre 04(u) = h. Ekkor a 6.5.4
Tétel szerint az (u,.A) invarians altér dimenzioja éppen degh = r lesz.

Mivel degg < degm 4, ezért g(A) # O, azaz Img(A) # 0. Az A transz-
forméciot m 4-ba behelyettesitve O = m 4(A) = h(A)g(A) adodik. Ennélfogva
Kerh(A) D Img(A). Legyen u tetszéleges nem nulla vektor Im g(A)-ban.
Ekkor h(A)u = 0, tehat o4(u)|h. Mivel h irreducibilis és u # 0, igy csak
o4(u) = h lehetséges. m

Most bebizonyitjuk, hogy maga a minimélpolinom is szerepel a rendek
kozott.

6.5.6 Tétel
Minden transzformacionél 1étezik olyan vektor, amelynek a rendje a mi-
nimélpolinom. &

Bizonyitds: A 6.5.3 Tétel szerint a minimalpolinom egy (tetszéleges) genera-
torrendszer elemei rendjeinek a legkisebb kozos tobbszorose. Igy elég az alabbi
lemmat igazolnunk:

6.5.7 Lemma
Ha a hq, ..., hs polinomok az uy,...,us elemek rendjei, akkor a h; poli-
nomok legkisebb k6z6s tobbszorose is valamely u vektor rendje. &

A lemma bizonyitdsa t6bb lépésben torténik. A h; polinomok [hy, ho, ..., hg]
legkisebb kozos tobbszorosét H-val fogjuk jeldlni.

(i) Két relativ prim polinom esetén:
(hl,h2> =1= 0(111 + u2) =hihy = H.

Legyen u = uj +ugy, és jeldljik o(u)-t K-val. Megmutatjuk, hogy H = K.
Elsszor a K | H oszthatosagot igazoljuk. Ez azzal egyenértéki, hogy
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(iii)

(iv)
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H(A)u = 0. Valdban, o(u;) | H miatt
H(Au=H(A)(u; +u2) = HA)u + HA)uy=0+0=0.

A masik irdnya, H | K oszthatosdghoz h; | K-t kell igazolni (i = 1,2).
Mivel

(Khl)(A)UQ = (Khl)(A)u — (Kh1)<A)u1 =0-0= 07
ezért o(uz) = ho| Khy, amibdl (h1,hs) = 1 miatt ho| K kovetkezik.
Ugyanigy adodik hq | K is.

Paronként relativ prim polinomok esetén:
(hi,hj)zl, 1§i<jSS:>O(111+...+lls):hl...hSZH.

Ez (i)-bdl teljes indukcioval adodik.

Egy rend minden osztéja is rend: ha f = gh és f = o(v), akkor
g = o[h(A)v].

Ennek igazolasat a 6.5.5 feladatban tiztiik ki.

Ha két tetszéleges hy és hs polinom rend, akkor a legkisebb koz6s tobb-
szorosiik is rend.

Irjuk fel h; és hy ,kanonikus alakjat”, azaz bontsuk fel mindkét polinomot
irreducibilis tényez6k hatvanyainak a szorzatara:

k ko
hl :Oélplu . Dy 17

k .
ho = aopy*®...py2,

ahol a; konstans, a p; polinomok paronként nem konstansszoros irreduci-
bilis polinomok és a k;; kitev6k nemnegativ egészek. Ekkor a H = [hq, hs]
legkisebb kozos t6bbszoros kanonikus alakja

_ .k k-
H=pi"...p3,

ahol k;j3 = max(kj1,k;2). Mivel p?"a barmely j-re osztoja hi-nek vagy
ho-nek, ezért (iii) alapjan p?js isrend. Tovabba a p?“ tényezok paronként
relativ primek, igy (ii) szerint a szorzatuk, azaz H is rend.

A tetsz6leges szamu polinomra vonatkozo allitas (iv)-bél teljes indukcioval
kévetkezik. m
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A 6.5.6 Tételnek szamos fontos kévetkezménye van. A 6.3 pontban em-
litettiik, hogy a minimalpolinom foka legfeljebb a tér dimenzi6ja. Ez most
azonnal adodik abbdl, hogy a rend foka nem lehet nagyobb a dimenziénal
(lasd a 6.5.2 Tételt). Egy masik kévetkezmény a 6.5.5 Tétel altalanositésa:

6.5.8 Tétel
Ha a minimalpolinomnak van r-edfoki oszt6ja, akkor A-nak van r-dimen-
716s invarians altere. &

Bizonyitds: A 6.5.6 Tétel szerint a miniméalpolinom is rend. A 6.5.7 Lemma bi-
zonyitasaban szerepld (iii) allitas(=6.5.5 feladat) alapjan ekkor a minimélpoli-
nom minden osztdja is rend. Végiil a 6.5.4 Tétel biztositja, hogy minden rend
foka egyben valamely invaridns altér dimenzidja is. m

Feladatok
6.5.1 Hogyan kapjuk meg u rendjébdl (a) Au; (b) Au; (c¢) f(A)u rend-
jét, ahol f tetszéleges polinom?
6.5.2 Bizonyitsuk be a 6.5.2 Tétel allitasait.

6.5.3 Tekintsiik A megszoritasat az U = (u, . A) (invarians) altérre. Mi lesz
a megszoritott (Hom U-beli) transzformacié minimalpolinomja?

6.5.4 Bizonyitsuk be, hogy o4(u)-nak akkor és csak akkor van gyoke
(T-ben), ha A-nak van az (u,.A) altérbe esé sajatvektora.

6.5.5 Igazoljuk a 6.5.7 Lemma bizonyitasaban szerepld (iii) allitast: ha az f
polinom egy v vektor rendje, akkor f minden oszt6ja is egy alkalmas
vektor rendje.

6.5.6 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

) Ha (u, A) = (v, A), akkor u és v rendje megegyezik.
b) Ha u és v rendje megegyezik, akkor (u, A) = (v, A).
) Ha o(u) és o(v) relativ primek, és egyik sem konstans, akkor u és v
linearisan fliggetlen.
(d) Ha u és v linearisan fliggetlen, akkor o(u) és o(v) relativ primek.
(e) Ha wuy,...,us linearisan fiiggetlen, akkor o(u; + ... + us) =
= [o(uy),...,0(uy)].
6.5.7 Bizonyitsuk be, hogy barmely vektor rendjének a foka legfeljebb

eggyel tobb, mint a képtér dimenzidja. Mi kovetkezik ebbdl a mi-
nimalpolinom fokszaméra?
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*6.5.8 Legyen dim V' = n, és tegyiik fel, hogy A-nak n kiillonbo6z6 sajatértéke
van. Bizonyitsuk be, hogy ekkor A invarians altereinek a széma
pontosan 2.

6.5.9 Adjunk 4j bizonyitéast arra, hogy barmely transzformécionak legalabb
annyi invaridns altere van, mint ahany paronként nem-egységszeres
osztOja van a miniméalpolinomjanak.

6.5.10 Mutassuk meg, hogy
[o(u), o(v)]
(o(u),0(v))

Hogyan kapcsolodik ez a 6.5.7 Lemma bizonyitasdban szerepls (i)
allitashoz?

[o(u+v)| [o(w),o(v)]

6.5.11 Milyen kapcsolatban all oy 4(u), illetve 042 (u) fokszdma o4 (u) foka-
val?

6.5.12 Legyen A,B € HomV és tegyiik fel, hogy minden v € V vektorra
oa(v) = op(v).
(a) Bizonyitsuk be, hogy A és B sajatértékei és sajatvektorai megegyez-
nek, és minimalpolinomjuk is azonos.
(b) Ha A-nak létezik sajatvektorokbol allo bézisa, akkor A = B.
(¢) Mutassunk példat R, illetve C felett, amikor A # B.

6.6. Transzformacidok szép matrixa

Egy transzformécié matrixa annal ,szebb”, minél kozelebb all a diagonalis
alakhoz, azaz a(z esetleges) nem nulla elemek minél inkabb a f6atlo koril kon-
centralodnak, pl. az ilyen matrixokat (viszonylag) kényelmesen lehet hatvany-
ozni.

Lattuk (6.1.4 Tétel), hogy egy transzformacionak akkor és csak akkor
van diagondlis matrixa, ha létezik sajatvektorokbol allo bézisa. Ezt agy is
interpretalhatjuk, hogy a tér ekkor egydimenziés invarians altereinek a direkt
Osszege.

Az alabbiakban el6szér megnézziik, milyen métrixot eredményez, ha a
bazist két invarians altérbdl vessziik (azaz a tér két invarians alterének direkt
osszege), majd megvizsgaljuk, hogyan kaphatunk ilyen invarians altereket.
Végiil megemlitjiik, hogy specidlisan a komplex test felett milyen lesz egy
tetsz6leges transzformacio ,lehetd legszebb méatrixa” (az un. Jordan-féle nor-
malalak).
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6.6.1 Tétel
Legyen by, ..., b, a V vektortér egy olyan bazisa, hogy U; = (b1, ..., bg)
és Uy = (bgy1,...,by,) az A transzformécio invarians alterei. Ekkor az [A]p

matrixban a bal fels§ k x k-as és a jobb als6 (n — k) x (n — k)-as négyzet
A 0
0 A
k x k-as, As egy (n—k) x (n — k)-as matrix, a bal als6 (n — k) x k-as és a jobb
fels6 k x (n — k)-as rész pedig nullmatrix. &

kivételével minden elem nulla. Azaz a métrix > alaku, ahol A; egy

A 6.6.1 Tétel azonnal kovetkezik abbol, hogy U; és U, invarians alterek.
Megjegyezziik, hogy az A; matrix (i = 1,2) éppen az A transzforméacio U;-re
torténé megszoritasanak a matrixa (a megfelel6 bazisban). A fenti felbon-
tast a jovSben roviden ugy fogjuk mondani, hogy az A maéatrixot az A; és
As blokkokra bontottuk fel, illetve az A matrix az A; és As matrixok direkt
0sszege.

6.6.2 Tétel

Tegytik fel, hogy m4 = g192, ahol (g1, g2) = 1. Ekkor V = U; & Us,
ahol az U;-k az A-nak invarians alterei, és az A transzformacio U;-re torténd
megszoritasinak a minimalpolinomja éppen g;. &

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy az U; = Ker g;(.A) valasztas megfelel.
(a) Ezek az U;-k a 6.4.9a feladat szerint valoban invarians alterek.
(b) V =U; @ U, igazolasadhoz azt kell belatnunk, hogy

(bl) UlﬂUQ:O és (b2) <U1,U2>=V.

(bl) Tegyiik fel, hogy u € U; NUs, azaz g;(A)u = 0,7 = 1,2. Ez azt
jelenti, hogy o4(u)|g;, tehat o4(u) | (g1,92) = 1, azaz u = 0.

(b2) Mivel (g1,92) = 1, igy alkalmas hy; és hs polinomokkal 1 =
= g1h1+ g2ha. Ezért € = g1(A)h1(A) + g2(A)ha(A). Ezt tetszbleges
v vektorra alkalmazva v = v; + vy adodik, ahol v; = g;(A)h;(A)v.
Itt vq € U, hiszen

92(A)v1 = (g291h1)(A)v = (mahi)(A)v = 0.

Ugyanigy adodik vy € Uy is.
(c) Végiil legyen az A transzformécio U;-re térténd megszoritasanak a mini-
maélpolinomja r;, be kell latnunk, hogy r; = g;. Mivel U; = Ker g;1(A),
ezért minden u € U;-re g1(A)u = 0, tehat r | g1.
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A mésik irdanyt, g; | 71 oszthatosag igazolasahoz tekintsiik egy tetszdleges
v € V vektorra a (b2) szerinti v = vy + vy felbontést, ahol vy € Uy, vy € Uj.
Lattuk, hogy g2(A)vy = 0, tovabba r; definiciéja alapjan 71 (A)vy = 0. Igy
az s = r1g2 polinomra s(A)v = s(A)vy + s(A)vy = 0 minden v € V-re. Ez
azt jelenti, hogy ma = g1g2| s = r192, azaz g1 | r1.

Ezzel igazoltuk, hogy r1 = g1, és ugyanigy kapjuk az ro = g9 egyenlGséget
is. m

A 6.6.2 Tételbdl teljes indukcidval kapjuk, hogy ha a minimélpolinomot
(paronként nem-egységszeres) irreducibilis tényezSk hatvanyainak a szorzatéara
bontjuk, m4 = plfl ...pft, akkor a V wvektortér olyan U, invaridns alterek
direkt 6sszege, ahol az A transzformacio U;-ra torténs A; megszoritasanak a
minimalpolinomja éppen pf A 6.6.1 Tétel szerint igy A-nak az U; alterek
szerinti bazisban vett matrixa olyan A; blokkokra bomlik, ahol A; = [A;].

Mindezek alapjan elég olyan transzformaciok ,szép” matrixat keresni,
amelyek minimalpolinomja egy irreducibilis polinom hatvénya. Ez altalaban
igen nehéz feladat. Specidlisan a komplex test felett egyszertibb a helyzet,
hiszen itt egy irreducibilis polinom csak els6foktu lehet. Erre vonatkozik az
alabbi tétel:

6.6.3 Tétel

Legyen B € HomV, mg = (z — A\)¥. Ekkor alkalmas bazisban B matrixa
olyan B; blokkokbdl all (lehet, hogy csak egybdl), ahol

(i) a Bj-k méretének a maximuma k X k, azaz mindegyik B; legfeljebb
k x k-as, de van kozottiik pontosan k X k-as is,
és
(ii) mindegyik Bj-ben a f6atlo minden eleme A, kézvetleniil a f6atlo alatt
minden elem 1, az 0sszes tobbi elem pedig 0.

(Egy blokk 1 x 1-es is lehet, ilyenkor egyetlen A-bol all.)

Azaz
B 0 . A0 0 0
- 0 1 A 0 0
[B] = ) I Bi=|[0 1 A 01,
0 0 By 00 0 A

ahol a B; mérete g; X gq;, Z;Zl ¢j =dimV és maxi<j<,q; = k. &
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Bizonyitds: Legyen C = B — AE, ekkor C minimalpolinomja x*, és azt kell
igazolni, hogy alkalmas béazisban C métrixa olyan C; blokkokbol &ll, amelyek
méretének maximuma k, és minden Cj-ben kozvetleniil a f64tl6 alatt csupa
1-es all, az Gsszes tobbi elem pedig 0 (beleértve a f6atlot is).

Ez azt jelenti, hogy egy ¢ méretd blokkhoz tartoz6 bazis

u;, uy=Cuj, uz=~Cus=C%uy, ..., u, =Cuy_; = Ci tu; (6.6.1a)

alaku, ahol
Cuy, =Cluy = 0. (6.6.2a)

Mas szoval, az adott blokkhoz tartozo ¢-dimenzios invarians altér (uy,C), ahol
q az uy vektor C szerinti rendjének a foka.
Mindezek alapjan bevezetjiik a kévetkezd definiciot:

6.6.4 Definici6
Legyen C € Hom V', me = x*. Egy 9 rendii u € V vektor pdlydja az

u, Cu, C?u, ..., C7'u (6.6.1b)
vektorok halmaza, ahol tehat ¢ a legkisebb olyan pozitiv egész, amelyre
Ciu = 0. (6.6.2b)
A ¢ szam a palya hossza. &

A 6.5.4 Tételbdl adodik, hogy a palyaban szerepl§ vektorok linearisan
fliggetlenek.
Az el6z6ek szerint a 6.6.3 Tétel az alabbi lemmaval ekvivalens:

6.6.5 Lemma
Legyen C € Hom V', me = z*. Ekkor V-nek létezik palyakbol allo bazisa,
amelyek hosszanak maximuma k. &

A 6.6.5 lemmara (azaz a fenti modon atfogalmazott 6.6.3 Tételre) két
bizonyitast adunk.

Elsé bizonyitds: A minimalpolinom foka szerinti teljes indukcioval bizonyi-
tunk. Ha k = 1, akkor C = O, azaz minden u vektorra Cu = 0. Ez azt
jelenti, hogy minden nem nulla vektor palyaja 1 hosszl, vagyis tetsz6leges
bézis megfelel a feltételeknek.
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Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz a k-nél kisebb pozitiv egészekre és legyen
C € HomV, m¢ = 2¥. Tekintsiik a C transzformacié C’ megszoritasat a W =
= Im C invarians altérre. A C’ transzformécié minimalpolinomja z*~1, ugyanis
egyrészt a képtér barmely w = Cu vektorara C*~'w = C*u = 0, masrészt ha
minden képtérbeli w-re C/w = 0, akkor minden u € V-re C?*tu = C/(Cu) =
0, tehat j > k — 1.

Az indukcios feltétel szerint W-nek létezik palyakbol allo bazisa, amelyek
hosszanak maximuma k — 1. Legyen az i-edik pélya indul6 eleme w; = Cv; és
a hossza ¢q;, 1 = 1,2,...,r, ahol ¢t = k — 1. Tekintsiik minden é-re V-ben a v;
vektor P; palyajat, azaz a w; vektor palyajanak v;-vel vald kibgvitését, a P;
palya hossza tehat ¢; +1. Legyen a P; palyakban szerepls vektorok altal V-ben
egylittesen generalt altér U, H = U NKerC és Z a H altér egy KerC-beli Hy
direkt kiegészitGjének tetszdleges bazisa. Megmutatjuk, hogy

(i) a P; palyak egyesitése bazist alkot U-ban;
(ii) a P; palyak C%v,; utols6 elemei bazist alkotnak H-ban;
(iii) a P; palyak és Z egyesitése bazist alkot V-ben.
Mivel Z elemei a magtérben vannak, ezért 1 hossztusiga palyakat jelentenek,
és igy V-nek a (iii)-beli bazisa palyakbol all, ami éppen a bizonyitandé allitas.

Ratérve (i) igazolasara, azt kell megmutatnunk, hogy a P; palyak egyesi-

tésében szerepls vektorok linearisan fliggetlenek, azaz

r

di

i=1 j=0

esetén minden \;; = 0. A (6.6.3) bal oldalan szerepld linearis kombinaciot
bontsuk két részre: alljon s; azokbdl a tagokbél, ahol j = ¢;, az s, pedig azok-
bol, ahol j < ¢; (tehat s; a palyak utolsé elemeinek a linearis kombinacioja,
so pedig a tobbié, és s; + sy = 0). Alkalmazzuk (6.6.3)-ra a C transzforma-
ciot. Ekkor Cs; = 0. Az indukcios feltevés szerint az s1-ben szerepld vektorok
linearisan fiiggetlenek, tehat itt minden \;; egyiitthato 0. Tovabba 0 = Cs; a
v;-k helyett a Cv; = w;-kel képzett vektorok megfelel§ linearis kombinécidja.
Az ebben szerepl§ vektorok is linearisan fiiggetlenek az indukcios feltevés sze-
rint, tehat minden itteni \;; is 0. Ezzel (i)-et belattuk.

Tovabbmenve (ii)-re, azt vizsgaljuk, U mely elemei vannak a magtérben.
Tudjuk, hogy (i) alapjan minden v € U egyértelmiien felirhatoé a (6.6.3) bal
oldalan szerepls s; + s, alakban. Igy Cu = 0 azt jelenti, hogy Cs; + Csy =
= 0+Csy = 0. Ahogy (i)-ben is lattuk, a Css-beli vektorok fiiggetlensége miatt
ez azzal ekvivalens, hogy minden sp-beli \;; = 0, tehat sy = 0, és igy u = s;.
Mivel az s;-beli vektorok is linearisan fliggetlenek, ezért bazist alkotnak az
altaluk generalt H altérben.
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Végiil, (iii) bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy (ii) alapjan U N H; = 0,
tehat a (iii)-ban megadott vektorok linearisan fiiggetlenek. Mivel szamuk

dimU +dim H; =dimImC +r +dim H; = dimImC + dimKerC = dim V,

igy bazist alkotnak V-ben. m

Mdsodik bizonyitds: Fz a szellemes gondolatmenet Terence Tao-t6l szarmazik.
Nyilvan létezik V-nek palyakbol &llo generdtorrendszere, példaul V egy tet-
sz6leges bazisabol induld palyék egyesitése az. Megmutatjuk, hogy ha egy ilyen
generatorrendszer elemei linedrisan Osszefligglk, akkor alkalmas valtoztatas-
sal révidebb Gsszhosszusagi palyakbol allé generdtorrendszert is képezhetiink.
Ezt véges sokszor ismételve linedrisan fiiggetlen generatorrendszerhez, azaz
bézishoz kell jutnunk.

A konnyebb érthetéség kedvéért minden 1épést egy konkrét példan keresz-
til is illusztralunk.

Vegyilik a generatorrendszer elemeinek egy olyan nem trivialis linearis
kombinaciojat, ami 0, és csak a nem 0 egyiitthatéju tagokat tartsuk meg.
A példéankban a palyak hossza legyen rendre 3, 4, 5 és 5, és mondjuk

6vy + 7C%vy 4+ 8Cvs + 9C%vsy + 10C3v5 + 11C%v, = 0.

Alkalmazzuk a linedris kombinacioéra C egy olyan hatvanyat, hogy minden
palyabol legfeljebb egy tag maradjon meg (a tobbiek mar a 0-ba mennek &t),
a példankban ez C2, és az eredmény

6C%vy + 8C3vy + 11C*v, = 0.

Vegyiik a legkisebb m egészt, ami C kitevGjeként itt el6fordul, és irjuk at a
linearis kombinéciot C™v = 0 alakba. A példankban m = 2 és

C?(6vy + 8Cvq + 11C%vy) = 0,

tehat
v = 6vy + 8Cvs + 11C%vy.

Mivel C-nek a lehets legnagyobb hatvanyat emeltiik ki, ezért a v vektorban
legalabb egy v, ,személyesen” szerepel (tehat nem a C valamelyik hatvanya
szerinti képe), a példankban i = 1. Ez azt jelenti, hogy ez a v, kifejezhets a
v és a t6bbi palyabdl vett elemek lineédris kombinaciojaként, a példankban

1 4 11

Vi = EV — §Cv2 — EC2V4.
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Ezért, ha ezen v; palyajat kicseréljiik v palyajara, akkor tovabbra is genera-
torrendszert kapunk. A példankban a vi,Cvy,C?v, palyat cseréljiik ki a v,Cv
palyara. Az 4j palya hossza m, ami kisebb, mint az elhagyott P; hossza, hiszen
C™v; a P; palya m + 1-edik eleme volt. m

A 6.6.1-6.6.3 Tételekbdl azonnal adodik, hogy a komplex test felett egy
tetszGleges transzformacio ,legszebb” matrixa:

6.6.6 Tétel (Jordan-féle normalalak)

Legyen V a komplex test feletti véges dimenzios vektortér, A € Hom V,
ma = (x — A)¥ ... (z — \)¥. Ekkor alkalmas béazisban .4 matrixa a 6.6.2
Tétel szerinti A; blokkokbdl all, ¢ = 1,2,...,t, egy-egy A; blokk pedig a
6.6.3 Tételbsl adodo A;; alblokkokbdl. Az A;; alblokkok méretének (rogzitett
i melletti) maximuma k;, és az A;; alblokkok féatlojaban minden elem \;,
kozvetleniil a f64tld alatt minden elem 1, az Gsszes t&bbi elem pedig 0. &

A 6.6.6 Tételben leirt [A] matrixot az A transzforméciohoz tartozo
Jordan-féle normdlalaknak vagy réviden Jordan-alaknak hiviuk. Ha a transz-
formacio egy (tetszdleges bazis szerinti) méatrixat tekintjiik, akkor ennek a
métrixnak a Jordan-alakjan a transzformaciohoz tartozo Jordan-alakot értjiik.

A tételt azzal is kiegészithetjiik, hogy egy transzformacio (illetve matrix)
Jordan-alakja lényegében egyértelmii (eltekintve az egyes blokkok, illetve azo-
kon beliil az egyes alblokkok sorrendjétol).

A Jordan-alak szerint a komplex test felett barmely transzformacionak
van ,majdnem diagonalis méatrixa” csak a f6atloban és kozvetleniil a f6atlo
alatt allhatnak nem nulla elemek, a f6atloban a sajatértékek szerepelnek, koz-
vetleniil a f6atlo alatt pedig l-ek (az alblokkokon beliil), illetve 0-k (az al-
blokkok, illetve blokkok hataranal).

Feladatok

6.6.1 Bizonyitsuk be, hogy A-nak akkor és csak akkor létezik diagonélis
matrixa, ha m 4 csupa kiilénb6z6 gyoktényezs szorzatara bomlik.

6.6.2 Legyen dim V = n, és tegyiik fel, hogy A-nak n kiillonb6z6 sajatértéke
van.
(a) Bizonyitsuk be, hogy ha AB = BA, akkor B-nek létezik diagonalis
matrixa.

(b) Bizonyitsuk be, hogy AB = BA akkor és csak akkor teljesiil, ha
valamilyen f polinomra B = f(A).
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Legyen A € Hom V és U invarians altere A-nak. Milyen kapcsolatban
all az A transzformécioé U-ra torténd megszoritdsanak a minimélpoli-
nomja az eredeti minimalpolinommal? Vizsgaljuk meg ugyanezt a
kérdést a karakterisztikus polinomokra is.

Legyenek U; és U, invarians alterei A-nak. Tekintsiik az A transz-
formacionak a megszoritasat az Uy, Us, Uy N Uy, illetve (Uy, Us) (in-
varians) alterekre, és legyenek a megfelel§ minimalpolinomok rendre
m1, ma, mn, illetve my. Bizonyitsuk be, hogy

mey = [my, mal;

ma | (mq, m2), de altaldban nem all fenn egyenlGség.

Legyenek U; és U, invarians alterei A-nak. Tekintsiik az A transz-
formécionak a megszoritasat az Uy, Us, Uy NUs, illetve (Uy, Us) (in-
varians) alterekre, és legyenek a megfelels karakterisztikus polinomok
rendre k1, k2, kn, illetve k(. Bizonyitsuk be, hogy

k1, ko] | k(y, de altalaban nem all fenn egyenléség;
kn | (k1,k2), de altalaban nem all fenn egyenl@ség;

ki - ks = ko - Ky,

Bizonyitsuk be, hogy végtelen test esetén egy transzformacionak ak-
kor és csak akkor van véges sok invarians altere, ha a minimalpolinom
foka megegyezik a tér dimenzidjaval. Az invaridns alterek szama
ekkor a minimalpolinom paronként nem-egységszeres osztéinak a sza-
méval egyenl6.

Legyen A € Hom V. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi feltételek ekvi-
valensek.

A minden invarians altere (alkalmas f € T'[z] polinommal) Ker f(.A)
alakd.

A minden invarians altere (alkalmas g € T'[z] polinommal) Im g(.A)
alaku.

A minden invarians altere (alkalmas u € V vektorral) (u, A) alaku.
A minimélpolinom foka megegyezik a tér dimenzidjaval.
A minimélpolinom megegyezik a karakterisztikus polinommal.

cz 2

A matrixok hasonlésaganak az analogiajara két lineéris transzforma-
ciot, A, B € Hom V-t hasonldnak neveziink, ha ,van kézos matrixuk”,
azaz van olyan ay, ..., a,, illetve by, ..., b, bazis, hogy [B], = [A]a-
Ezt A ~ B-vel jeloljiik.
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(a) Melyek azok a transzforméciok, amelyek csak 6nmagukhoz hasonlok?

(b) Bizonyitsuk be, hogy A és B akkor és csak akkor hasonld, ha van
olyan invertalhaté C, amelyre B = C~1AC.

(c) Igazoljuk, hogy a hasonlosag ekvivalenciarelacio.

(d) Legyen A ~ B. Kovetkezik-e ebb6l A+D ~ B+D, illetve AD ~ BD?

(e) Bizonyitsuk be, hogy ha A ~ B, akkor tetsz6leges f polinomra
f(A) ~ f(B).

(f) Bizonyitsuk be, hogy hasonlé transzforméciok karakterisztikus poli-
nomja és minimalpolinomja megegyezik. Igaz-e ennek az allitasnak
a megforditasa?

6.6.9 Adott V esetén melyek azok a transzformaciok, amelyeket a mi-
nimélpolinomjuk egyértelmiien meghataroz?
6.6.10 Irjuk fel az alabbi 3 x 3-as matrixok Jordan-alakjat:

1 0 1 01 0 1 11 1 0 0
a0 2 0); MO 0 1|; (|0 2 0]; (df2 1 2
1 01 1 0 0 1 11 0 0 1

6.6.11 Irjuk fel az alabbi n x n-es A = (a;;) matrixok Jordan-alakjat.
|1, haj=i+1;
(a) aij = {0, egyébkent.
(Kozvetleniil a f6atlo felett 1-ek allnak, minden mas elem 0.)
~_J1, haj=i+1 (modn);
(b) @i = {0, egyébkent.
(Kozvetleniil a f6atlo felett, valamint a bal als6 sarokban 1-ek allnak,
minden més elem 0.)
1, haj=i-2
(c) aij = {O, egyébként.
(A foatlo alatti masodik atloban 1-ek allnak, minden més elem 0.)
|1, haj<yi;
(d) o = {0, egyébkeént.
(A fsatlo alatt mindentitt 1-ek allnak, a tobbi elem pedig 0.)
(e) ajj =1. (Minden elem 1.)
|1, hai+j=n+1;
(£) i = 0, egyébként.
al also és jo elsd sarkot osszekotd atloban 1-ek allnak, a tobbi
A bal al jobb fel kot Osszeko l6ban 1-ek allnak, a tobbi
elem 0.)
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Hogyan kapjuk meg egy Jordan-alakban megadott méatrix (tetszdle-
ges nagy pozitiv egész kitevds) hatvanyait?

Hogyan olvashatjuk le a Jordan-alakbol a minimalpolinomot és a
karakterisztikus polinomot?

Legyen V a komplex test feletti n-dimenzios vektortér, A € Hom V és
0 < k < n. Mutassuk meg, hogy A-nak létezik k-dimenzids invaridns
altere.

Legyen V' a komplex test feletti véges dimenziés vektortér. Melyek
azok a transzformaciok, amelyeket

(a) a minimalpolinomjuk;

(b) a karakterisztikus polinomjuk;

(c) a miniméal- és a karakterisztikus polinomjuk egyiittesen

hasonlésag erejéig egyértelmiien meghataroz?

Bizonyitsuk be, hogy barmely komplex elemii négyzetes matrix ha-
sonlo a transzponéltjahoz.

Szamitsuk ki az aldbbi matrixok 2000-ik hatvanyat:

(a,)A:<§ i) (b)B:(_i’ })
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7. BILINEARIS FUGGVENYEK

A valos bilinearis fiiggvények és kvadratikus alakok vizsgalata a geometriabol,
a méasodrendi gorbék és feliiletek altalanositdsaként alakult ki. Jellemzésiiknél
kodzponti szerephez jut az altalanositott merdlegességfogalom, az ortogonalités.
A legszebb” bilinearis fliggvény a skalarszorzat, amely az euklideszi tereket
,,hozza létre” (lésd a kb'vetkez()’ fejezetet) Rb’viden arra is rémutatunk hogyan

c sz

a valésban megismert ,,j6 tulajdonsagokat” &t lehessen menteni.

7.1. Valos bilinearis fliggvény

7.1.1 Definici6

Legyen V vektortér R felett. Az A : V x V — R leképezést (valos)
bilinedris figgvénynek nevezzilk, ha mindkét valtozojaban linearis, azaz az
egyik valtoz6 barmely rogzitett értéke esetén a mésik valtozdjaban linearis.

Ez részletesen kiirva a kovetkezoket jelenti (u, u’, v, v € V, A € R):

(i) A minden (u,v) vektorparhoz egyértelmien hozzarendel egy valos sza-
mot;
A(u +u',v) =A(u,v) + A(u,v);
A(Au,v) = AA(u,v);
A(u,v+v')=A(u,v) + A(u,v);
A(u,\2v) = XA(u,v). &

A bilineéris fiiggvényeket vastag latin nagybetiivel fogjuk jeldlni. A defini-

ci6bol és a linearis leképezések tulajdonsagaibol azonnal kovetkeznek az alabbi
azonossagok:

(vi) A(u,0)=A(0,v)=0; (vii)) A(—u,v) =A(u,—v) = —A(u,v);

k m
(viii) (Z)‘UZ’ZWV?) ZZ it A(ag, vj).

Példak bilinearis fliggvényre

P1. Legyen V az origobél kiindul6 sik-, illetve térvektorok szokasos vektortere
és A a (geometriabol ismert) skaldrszorzat: két vektorhoz a hosszaik-
nak és a kozbezart szog koszinuszanak a szorzatat rendeljik. (Ha az
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egyik vagy mindkét vektor nullvektor, akkor a skalarszorzat nulla, és ez
Osszhangba hozhato a fentiekkel, mert a kzbezart szoggel ugyan probléma
van, azonban a nulla hosszat barmivel szorozva ismét nullat kapunk.) A
skalarszorzat megadhato a vektorok szokasos (derékszogi egységvektorok
szerinti) koordinataival is: a megfelel§ koordinaték szorzatosszegét kell
képezni.
P2. A skalarszorzat masodik jellemzését tetszéleges RF-ra altalanosithatjuk:
a két vektorhoz a megfelels koordinatédk szorzatosszegét rendeljiik, azaz
Uy U1
,v=1 |, akkor A(u,v) = Zle U V;.
Ul Vg
Ennek alapjan a valés test feletti tetszdleges k-dimenzids vektortéren is
értelmezhetiink skalarszorzatot: rogzitiink egy béazist, és utdna ugyanigy
a megfelel§ koordinatak szorzatosszegét vessziik.

ha u=

Itt jegyezziik meg, hogy ebben és a kivetkezs fejezetben az eddigiektsl eltérGen
a vektorok komponenseit, illetve koordinatait nem gorog betiikkel, hanem —
az altaldnos szokasnak megfelelGen — latin kisbettikkel fogjuk jel6lni.

P3. Az el6z6 példa jeldléseit megtartva bilinearis fiiggvény RF-n példaul
U1V + 2usv1 vagy ui1v; — 3usvg stb.

P4. Minden vektorparhoz a nulla valés szamot rendelve kapjuk a(z azonosan
nulla) 0 bilineéris fiiggvényt.

P5. Végiil nézziink néhany végtelen dimenzios példat. Legyen V a valds
egylitthatos polinomok szokésos vektortere, és két polinomhoz rendeljiik
hozzéa a szorzatuknak egy adott helyen vett helyettesitési értékét. Ugyan-
ezt polinomok helyett (pl.) folytonos fliggvényekre is megtehetjiik. Egy
maésik lehetséges hozzarendelés a szorzatfiiggvény integrélja egy adott in-
tervallumon.

A fejezet tovabbi részében csak véges dimenzids vektorterekkel foglalkozunk.
Legyen dim V' = n, és rogzitsiink le egy by, ..., b, bazist.

Belatjuk, hogy a linearis leképezésekhez hasonloan a bilinearis fliggvények
is jellemezhetSk a baziselemek képével, és ez lehetévé teszi a matrixos megadast.

7.1.2 Tétel

Legyen by, ..., b, béazis a V vektortérben és oyj, 4,5 = 1,2,...,n tet-
sz6leges valds szamok. Ekkor pontosan egy olyan A bilinearis fliggvény létezik,
amelyre

A(bi,b]‘):aij, i,j:1,2,...,n. &



206 7. BILINEARIS FUGGVENYEK

Bizonyitas: Az 5.3.1 Tétel bizonyitasanak a gondolatmenetét kovetjiik.
Vegyiink V-bdl tetszéleges u és v vektorokat, ezek egyértelmien felirhatok
u = uiby + ...+ u,b,, illetve v=vb; + ...+ v,b,, alakban. Ha Iétezik a
mondott tulajdonsagu A bilinearis fiiggvény, akkor a (viii) tulajdonsag alapjan
sziikségképpen

A(u,v) =A(u1by + ... + upbp,v1by + ... +v,by,) =

n n
= Z ui’l}jA(bi,b]’) = Z Uﬂjjaij
i,j=1 i,j=1
teljesiil. Ez azt mutatja, hogy A (u,v) egyértelmiien meg van hatarozva, tehat
legfeljebb egy ilyen A létezhet. S6t, az is kidertilt, hogy csak az A(u,v) =
= szzl u;vj; képlettel definiadlt fiiggvény johet szoba. Errdl kell tehét
megmutatni, hogy valéban bilinearis, ami a (ii)—(v) tulajdonsagok ellendrzését
jelenti. Ennek végigszamolasat az Olvasora bizzuk. m

7.1.3 Definicio

Az A bilinearis fiiggvénynek a b1, ..., b, bazis szerinti mdtrizén azt az
n x n-es matrixot értjiik, amelyben az i-ik sor j-ik eleme «;; = A(b;, b;). Ezt
a matrixot [A]p-vel jeloljiik. &

Ne felejtsiik el, hogy a linearis leképezésekhez hasonloan a bilinearis fiigg-
vény matrixa is erésen bazisfliiged, mas bazist vilasztva altalaban a méatrix is
egészen mas lesz.

7.1.4 Tétel
Rogzitett bazis mellett kolesonosen egyértelmt megfeleltetés all fenn a
V-n értelmezett bilinearis fiiggvények és az n x n-es (valos) matrixok kozott.

Ha az u, illetve v vektor koordinatai az adott bazisban uq,...,u,, illetve
V1, ..., Vn, akkor
n
A(u,v) = Z Qi UiV (7.1.1)
ij=1

vagy matrixos felirdsban

11 Q12 ... Qqp U1
21 29 . Q2n V2
A(u,v) = [u]"[A][V] = (u1,uz,. .., up)
(67751 (077%] . Qpp Un,
(7.1.2)
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Bizonyitds: A kolesonos egyértelmiiséget a 7.1.2 Tétel biztositja. A (7.1.1)
elsallitast a 7.1.2 Tétel bizonyitasa soran igazoltuk. A (7.1.1) és (7.1.2) kép-
letek ekvivalencidja a (7.1.2)-beli matrixszorzasok elvégzésével adodik. m

A matrixos jellemzés, illetve (7.1.1) és (7.1.2) az Osszes bilinearis fiiggvény
kényelmes attekintését teszi lehetévé.

Feladatok
V végig a valos test feletti véges dimenzids vektorteret jelent.

7.1.1

7.1.3

7.1.4

7.1.5

Legyen V a legfeljebb 4-edfoku valos egyiitthatos polinomok (bele-
értve a 0 polinomot is) szokasos vektortere. Valasszuk ki az alabbi
leképezések koziil a bilinearis fiiggvényeket, és irjuk fel a métrixukat
a szokasos béazisban. Legyen f, g képe

fgr ) fM)+g1); (o) FMg(2); (D) F(1)g(2);
fg-ben 22 egyiitthatoja.

Irjuk fel a P2, P3 és P4 példakban szereplé bilinearis fiiggvények
matrixat (alkalmas béazisban).

Mi lehet egy valos bilinearis fliggvény értékkészlete (azaz a felvett
értékeinek az Osszessége)?

Hogyan modosul a 7.1.2 Tétel allitasa, ha bazis helyett (a) generator-
rendszeren; (b) linearisan fiiggetlen rendszeren irjuk elg a bilinearis
fliggvény értékét?

Definialjunk a V-n értelmezett bilinearis fliggvények korében ter-
mészetes moédon Osszeadast és skalarszorost, és mutassuk meg, hogy
igy egy vektorteret kapunk. Hény dimenziés ez a vektortér?

Legyen V egy béazisa by, ..., b,. Hogyan valtozik egy A bilinearis
fiiggvény matrixa, ha

bi-et és bo-t felcseréljiik;

bs helyett Abs-at vesziink (A # 0);

b3 helyett bs + pbo-t vesziink?

Adjuk meg az Osszes olyan bilinearis fiiggvényt, amelynek barmely
bézisban ugyanaz a matrixa.

Legyen by, ..., b, rogzitett bazis V-ben, és tekintsiik a P2 példaban
értelmezett (a by,..., b, bazis szerinti) skalarszorzatot. Jeldljiik c
és d skalarszorzatat c-d-vel.
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(a) Legyen A € HomV egy tetszSleges linearis transzformécio. Lassuk
be, hogy A(u,v) = u-Av bilinearis fliggvényt hataroz meg.

(b) Mutassuk meg, hogy az (a)-beli A linearis transzformacionak és A
bilinearis fiiggvénynek a by, ..., b, bazisban felirt matrixa ugyanaz:
[Aly = [Alp.

(c¢) Bizonyitsuk be, hogy minden bilinearis fiiggvény elgall az (a)-beli
alakban alkalmas A € Hom V-vel.

7.1.9 AV — R lineéris leképezéseket, azaz Hom (V' , R) elemeit linedris
fligguényeknek nevezziik.
(a) Legyen ® és U két linearis fiiggvény. Mutassuk meg, hogy A (u,v) =
= ®(u)¥(v) bilinearis fliggvényt definial. Mennyi lesz A méatrixanak
a rangja?’
M*(b) Lassuk be, hogy tetszéleges A bilinearis fiiggvény elgall A (u,v) =
= > 1 ®n(u)¥,,(v) alakban, ahol ®,,, ¥, linearis fiiggvények
(m=1,2,...,7). Mi az r lehets legkisebb értéke?

7.2. Ortogonalizalas

Legyen V tovéabbra is egy véges dimenzi6s vektortér a valos test foltt. Ebben
a pontban azt vizsgaljuk, mikor létezik egy A bilineéris fiiggvénynek ,szép”
matrixa, nevezetesen mely A-khoz talalhat6 olyan bazis, amelyben A matrixa
diagonalis (azaz a f6atlon kiviil minden elem nulla). Kideriil, hogy a transz-
formacioknal tapasztaltakhoz képest itt joval kedvezébb a helyzet. Konnyen
adodik az az egyszert sziikséges feltétel, hogy A szimmetrikus legyen. Megle-
pd, hogy ez egyben elégséges is a diagonalizalhatésaghoz.

7.2.1 Definici6
Egy A bilinearis fliggvény szimmetrikus, ha minden u,v. € V-re
A(u,v) =A(v,u). &

Az el6z6 pont példai koziil szimmetrikus volt a skalarszorzat, a nulla fligg-
vény és a P3 példaban masodiknak megadott fliggvény, de nem volt szim-
metrikus az ottani els§ fliggvény.

7.2.2 Tétel
Egy A bilinearis fiiggvény akkor és csak akkor szimmetrikus, ha (akarme-
lyik bazisban felirt) matrixa szimmetrikus (azaz megegyezik a transzponaltja-

val). &
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Bizonyitds: Ha az A bilineéris fliggvény szimmetrikus, akkor a szimmetriat
specidlisan a b, baziselemekre kihasznalva o;; = A(b;,b;) = A(b;,b;) = a;;
adodik, tehét a matrix is szimmetrikus. Megforditva, ha o;; = «;, akkor pl. a
7.1.4 Tétel (1) képletébdl leolvashatdé A(u,v) = A(v,u), tehat ekkor az A
bilinearis fiiggvény is szimmetrikus. m

Most ratériink a diagonalizalhatosag kérdésére. ElGszor tegyiik fel, hogy
A-nak létezik diagonalis matrixa. Mivel egy diagonalis matrix eleve szim-
metrikus, igy (az el6z8 tétel alapjan) ekkor A-nak mindenesetre szimmetrikus-
nak kell lennie. Mint a bevezetében méar emlitettiik, a megforditas is igaz:

7.2.3 Tétel
Legyen A szimmetrikus bilinearis fiiggvény V-n. FEkkor létezik olyan
bézis, amelyben A matrixa diagonalis. &

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra, néhdny magyarazé megjegyzést tesziink.
A diagonalis matrix pontosan azt jelenti, hogy a szoban forgé cq, ..., c, béazis-
ban A(c;,c;) =0, ha i # j. Ha specialisan a bilineéris fiiggvény a sik- vagy
térvektorok szokasos skalarszorzata, akkor A(u,v) = 0 azt jelenti, hogy u és
v egymasra merdlegesek, vagy — gorog-latin eredetd széval — ortogonalisak.
Ennek altaldnositasa a kovetkezs

7.2.4 Definici6
Legyen A szimmetrikus bilinearis fiiggvény. Az u,v € V vektorok
A-ortogondlisak, ha A(u,v) =0. &

Ennek alapjan a 7.2.3 tételt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy egy A szim-
metrikus bilinearis fliggvényhez mindig talalhatd A-ortogonalis bazis.

A tételre harom bizonyitast adunk. Ezek koziil az els6 nem teljes, mert a
szimmetrikus bilinearis fliggvényeknek csak egy bizonyos — bar mint késGbb
latni fogjuk, talan a legfontosabb — osztalyara alkalmazhaté. Ugyanakkor a
bizonyit4ds nagy elénye, hogy meg is konstruédl egy A-ortogonalis bazist. A
masodik és harmadik bizonyitas barmely szimmetrikus bilinearis fliggvényre
miikodik, és ezek is alkalmasak A-ortogonéalis bézis tényleges megadasara. A
masodik bizonyitas alapgondolata hasonlé az elsGéhez, de az &ltalanos eset
kezeléséhez néhany technikai jellegi modositasra van sziikség. A harmadik bi-
zonyitas a Gauss-eliminacio segitségével diagonalizalja A matrixat. Mindegyik
bizonyitas utdn (ugyanazon a) konkrét példan illusztraljuk a modszert.
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A 7.2.3 Tétel elsd bizonyitdisa (Gram—Schmidt ortogonalizdcid): Feltessziik,
hogy A(u,u) # 0, ha u # 0. Legyen by,...,b, tetszdleges béazis V-ben.
Ebbdl gyartunk egy cq,...,c, A-ortogonalis bazist, amelynek elemeit rekur-
zive konstrualjuk meg a kovetkezd séma szerint:

C1 = bl )
co = by + paicy1,
c3 = b3 + p3ic1 + p32C2,

cp = by + ppict + ppaca + ..+ Pnn—1Cn—1,

ahol a py, skalarokat késébb alkalmasan megvalasztjuk.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy a ¢y, ..., c, vektorok a p,s skalédrok tet-
szGleges értéke esetén bazist alkotnak V-ben. Mivel n = dim V, ezért elég azt
igazolni, hogy ci,...,c, generdtorrendszer, és ehhez elég azt belatni, hogy
mindegyik b; el6all a c;-k linearis kombinaciojaként. Ez viszont azonnal
kovetkezik a cj-re felirt egyenletbdl, ha onnan bj-t (ci,...,c; segitségével)
kifejezziik.

Most azt igazoljuk, hogy a p,s egylitthatok alkalmas megvélasztasaval
a c; vektorok A-ortogondlisak lesznek. Ehhez a cj-ket tgy fogjuk egymas
utan meghatarozni, hogy a c; vektor A-ortogonélis legyen cq,...,c;_1 mind-
egyikére.

Nézziik el6szor co-t. Erre az egyetlen feltétel A(ca,c1) = 0 teljesiilése.
Irjuk be ide c; elGallitasat:

0= A(ca,c1) = A(by + pa1ci,¢1) = A(by,¢1) + p21A(cy, ).

Innen py; = —A(bsy,c1)/A(cy,c1). (A feltevésiink szerint a nevezs nem nulla.)
Hasonléan okoskodhatunk altalaban is. Tegyiik fel, hogy c1, ..., cp—1-16l

az els6 m — 1 egyenlet alapjan mar tudjuk, hogy A-ortogonalisak. Legyen
J < m tetszbleges és nézziik, milyen kévetelményt jelent c,, és c; A-ortogo-
nalitasa az m-edik egyenletben:

0=A(cm,cj) =A(by+pmici+pmaca+t...+pmiCi+...+Pmm—1Cm—1,C;j) =
= A(bp,cj) + pmiA(cy,cj) + ...+ pmjA(cj,cj) + ...+ pmm—1A(Cm_1,Cj).

Ha i < m és i # j, akkor c¢; és c; A-ortogonalitdsat mar tudjuk, tehat
A(c;,cj) =0, és az eloz6 feltétel igy a 0 = A(byy,,c;) + pm;A(cj,c;) alakra
redukalhato, ahonnan p,,; = —A(b,,, c;)/A(c;,c;). Ezzel igazoltuk, hogy az
m-edik egyenletbeli p,,; egylitthatok valéban megvalaszthatok agy, hogy c,,
acy,...,Cn_1 vektorok mindegyikére A-ortogonélis legyen. m
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Megjegyzések: Az A(u,u) # 0 feltételt csak az egymas utan adodo cq, ..., ¢
vektorokra kellett felhasznalnunk. Igy szerencsés esetben az eljaras olyankor
is miikddhet, ha az A(u,u) értékek kozott ugyan eléfordul (nem trividlisan) a
nulla, de az ortogonalizécié soran nem botlunk ilyen u-kba (ilyen lesz az alabb
targyalt illusztracios példa is).

Egy vektortérben egy adott A-hoz nagyon sokféle A-ortogonélis bazis
létezik. Ez mar a fenti bizonyitasbol is kideriil, hiszen mas és mas b; bazisbol
kiindulva altalaban kiilonb6z6 ¢; bazisokhoz jutunk.

Még egyszer hangsulyozzuk, hogy a bizonyités egytittal a gyakorlatban is
jOl hasznalhato eljarast adott A-ortogonélis bazis konstrukciojara. Ezt most
egy konkrét példaval illusztraljuk.

Példa: Legyen V = R3, az u, illetve v vektor komponenseit jelolje w1, us, us,
illetve v, v9,v3. Keressiink A-ortogonalis bazist és diagonalis matrixot a
kovetkez6 szimmetrikus bilinearis fliggvényhez:

A(u,v) = 4ujvy + 2uqve + 2usvy + 2uyvg + 2uzvy + 2ugvs + 2ugvy . (7.2.1)

1 0 0
Vegyiik kiindul6 bazisnak a szokdsos by = | 0 |, by = (1 |,bs3= 1[0
0 0 1

egységvektorokat. A konstrukcio szerint ¢; = by. Ezutdn co = bo+ pa1cq. Az
A(cg,c1) = 0 feltételbsl megkapjuk pos-et:

0 1
OZA(CQ,Cl):A[ 1 5 0
0 0

1 1
+/)21A[ 01,160 =2+ 4pa1,
0 0

ahonnan py; = —1/2. Igy

0\ (1 ~1/2
o=[1-g(0]={ 1
0 0 0

(Ha nem akarunk tortekkel szamolni, akkor nyugodtan beszorozhatjuk co-t egy
nem nulla skalarral, hiszen az A-ortogonalitason ez nem valtoztat.) Hasonloan
tovabbhaladva, a

0 1 ~1/2
c3=bs+psici+p3aca=| 0] +p3 | 0] +ps 1
1 0 0
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elgallitasban az A (cs,c1) = 0 feltételbsl ps1 = —1/2, az A(cs, ca) = 0 feltétel-
bél pedig p3o = 1 adodik. Innen

-1
C3 = 1
1

Ezzel megkaptunk egy ci,co,c3 A-ortogonalis bazist. Az ennek megfelel§
diagonalis matrix féatlojaba az A(c;,c;) értékek keriilnek, igy

A 7.2.8 Tétel mdsodik bizonyitdsa: ElGszor azt igazoljuk, hogy ha minden
u € V-re A(u,u) = 0, akkor A a(z azonosan) nulla bilinearis fiiggvény, azaz
minden u,v € V-re A(u,v) = 0. Ez rogtén adodik az

Alu+v,u+v)=A(u,u)+A(u,v) + A(v,u) + A(v,v) =
=A(u,u) +2A(u,v) + A(v,v)

Osszefiiggésbdl.

Ratérve a tétel bizonyitasara, ha A a nulla fiiggvény, akkor barmely bazis
A-ortogonalis (A maétrixa a nullméatrix). Egyébként valasszunk egy tetszsleges
olyan d vektort, amelyre A(d,d) # 0 (ilyen vektor az elGzetes megjegyzés
szerint biztosan létezik).

Tekintsiik a d-re A-ortogonalis 6sszes vektor W halmazat, azaz

W={weV]|A(d,w)=0}.
Megmutatjuk, hogy W altér, és V minden v eleme egyértelmiien irhato fel
v=Ad+w (7.2.2)

alakban, ahol w € W (vagyis V a (d) és W alterek direkt sszege).

W nem az iires halmaz, mert a 0 mindenképpen eleme, tovibbé egysz-
erd szamolassal ellendrizhets, hogy az Osszeadésra és a skalarral vald szorzéasra
zart, tehat valoban altér. A (7.2.2)-beli felirds azzal ekvivalens, hogy
v—Ad € W, azaz A(d,v — A\d) = 0. Ez atirhato az A(d,v) — AA(d,d) =0
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alakba, ahonnan adédik, hogy a feltételeknek pontosan egy A érték felel meg:
A=A(d,v)/A(d,d).

Ezutén valasszuk a keresett A-ortogonalis bazis els§ elemének d-t, és is-
mételjiik meg a fenti eljarast a(z eggyel) kisebb dimenziés W altérre stb. Igy
legfeljebb dim V' — 1 lépésben egy A-ortogonélis bazist kapunk. [Az eljaras
akkor ér véget hamarabb, ha kozben valamelyik (legalabb kétdimenzids) al-
téren az A (megszoritasa) mar azonosan nulla.| m

Az els6 és a masodik bizonyitast Osszevetve, az els6 az alterek egyre boviils
lancaban épit fel A-ortogonalis rendszert, a masodik pedig tulajdonképpen
forditott iranyban haladva alterek egyre sziikiil§ lancan keresztiil jut el egy
ilyen rendszerhez.

A masodik bizonyitassal kapcsolatban megjegyezziik, hogy W tulajdon-
sdgainak az igazolasit a matrixok segitségével, a [d]T[A][w] = 0 egyenletbsl
is megkaphattuk volna, és ennek segitségével egyuttal W elemeit is ténylege-
sen el§ tudjuk &llitani. Ily moédon ténylegesen meg is konstrualhatunk egy
A-ortogonalis bazist. Nézziik meg ezt a gyakorlatban az elsé bizonyitas uténi
(7.2.1) példan.

Az A matrixa az eredeti b; béazisban

N N o~
N O DN

2
2 |. Probalkozzunk in-
0

dulasként most is a d = by vektorral. Ez megfelel, mert A(by,by) =4 # 0.
Keressiik meg a d-re A-ortogonalis w vektorokat az A (d, w) = [d]T[A][w] =0
egyenletbdl:

4 2 2 w1
0:(1 0 0) 2 0 2 wo | = 4wy + 2ws + 2ws
2 20 w3
o
tehat W elemei a w = I} alaku vektorok. Ezek kozott kell most
—2a—p
folytatni az ortogonalizalast [hiszen ezek valamennyien A-ortogonalisak az el-
1
s6ként valasztott | 0 | vektorra]. Masodik vektornak megfelel pl. (az o = 1,
0
1
B = 0 értékekbsl adodo) dy = 0 |, mert A(dg,d3) = —4 # 0. A da-re

-2
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W-n beliil A-ortogonalis vektorokat a

4 2 2 Q
0=(1 0 -2)|12 0 2 I3 = —4o — 403,
2 2 0 —2a—f
Q
azaz § = —a feltételbdl kapjuk meg, ezek a vektorok tehat | —a | alakdak.
—a
(Ezen az egydimenzios altéren az A egyébként mar a nulla fliggvény.) Igy az
1
A-ortogonalis bazis utolso elemének pl. (aw = 1 valasztéassal) | —1 | vehetd.
-1

A bilineéris fiiggvény métrixa ebben a bazisban

o o
|

o ko

o oo

A 7.2.8 Tétel harmadik bizonyitdsa: Irjuk fel A matrixat egy tetszéleges
by,...,b, bazisban. A 7.1.6 feladatbeli valtoztatésokat fogjuk alkalmazni.
Ezek tulajdonképpen a jol ismert elemi ekvivalens atalakitdsok, csak most
mindig egyiitt kell végrehajtani ugyanazt az atalakitast a sorokra és a megfelels
oszlopokra is. Vegyiik észre azt is, hogy egy-egy ilyen egyiittes lépés a matrix
szimmetriajat nem rontja el.

Foglaljuk 6ssze, mik ezek a lépések és hogyan valtozik ekkor a matrix.

(a) Két baziselemet felcserélve a matrix megfelels sorait és oszlopait kell
felcserélni.

(b) A b; baziselemet egy \ # 0 skalarral szorozva az i-edik sor és oszlop
\-val szorzodik, és specialisan o;; a A2-szeresére valtozik.

(c) Ha b; helyére b; 4+ pb; kerill (j # i), akkor az i-edik sorhoz, illetve
oszlophoz hozzéadjuk a j-edik sor, illetve oszlop p-szorosét, és specialisan az
4j i-edik sor i-edik eleme of; = ay; + poj; + pog; + ,uQOzjj lesz.

Nézziik, hogyan miikddik a fenti lépésekkel végzett modositott Gauss-
kikiiszobolés. Ha a bal fels6 sarokban all6 elem nem nulla, akkor a tobbi sorbol,
illetve oszlopbdl az els§ sor, illetve oszlop megfelel§ tobbszoroseit levonva az
elsG sor és oszlop t6bbi eleme nullava valik. Ha a bal fels6 sarokban nulla allt,
de a f6atl6 valamelyik masik eleme nem nulla, akkor egy sor- és oszlopcserével
elérhetjiik, hogy ez a nem nulla elem keriiljon a bal felsé sarokba. Ha a f6atlo
elemei nullak, de az els6 oszlop és sor (mondjuk) harmadik eleme (13 = a31)
nem volt nulla, akkor adjuk hozza az els6 sorhoz/oszlophoz a harmadik
sort/oszlopot, ekkor a bal fels§ sarokba of; = a1 + 2a31 + ass = 2a3; # 0
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keriilt, és ezutan indulhat a kivonogatds. Ha az els6 sor és oszlop minden
eleme eleve nulla volt, akkor (egyeldre) ne csindljunk semmit.

Igy elértiik, hogy az elsé sorban és az elsé oszlopban az els6 elemtél (eset-
leg) eltekintve minden tovabbi elem nulla. Ezen a soron és oszlopon késébb
mar nem valtoztatunk. Most ugyanezt az eljarast megismételjiik a tébbi sor és
oszlop alkotta ugyancsak szimmetrikus, eggyel kisebb méretti matrixra (ezek
az atalakitasok az elss sort és oszlopot nem befolyasoljak). Ugyanigy tovabb-
haladva, végiil egy diagonalis matrixhoz jutunk. m

Latjuk, hogy a harmadik bizonyitas is egy nagyon kényelmes eljarast ad a
diagonalis matrix megkereséséhez. A modszer a megfelelé A-ortogonalis bazist
is elgallitja, ha nyomon kovetjiik, hogy az egyes métrixlépések sordn hogyan
valtozott a bazis. Ezt ismét az el6z6 bizonyitasok utan mar megvizsgalt (7.2.1)
példan illusztraljuk.

4 2 2

2 0 2|. A maésodik sorbol
2 20

levonjuk az els sor felét, majd a masodik oszlopbdl levonjuk az (aj!) els6

oszlop felét. Ezzel a bazisunk és a matrixunk a kovetkezSképpen valtozott:

A kiindul6 bézis by, bs, bs, a matrix

4 0 2
Uj bazis: by, by — (1/2)by, b, j métrix: 0 -1 1
2 10

Most a harmadik sorbol/oszlopbol vonjuk le az elsé sor/oszlop felét:

4 0 0
Uj bazis: by, by —(1/2)by, bz —(1/2)by, ij matrix: 0 -1 1
0 1 -1

Végiil a harmadik sorhoz/oszlophoz adjuk hozza a masodik sort/oszlopot:

4 00
Uj bazis: by, by — (1/2)by, by + by — by, j métrix: 0 -1 0
0 00

Az igy nyert A-ortogonalis bazis ugyanaz, mint amit az elsé bizonyitas mod-
szerével gyartottunk.

A szimmetrikus bilineéris fiiggvény matrixat kicsit még tovabb ,szépithet-
juk”: az A-ortogonalis béazisvektorokat alkalmas skalarszorosukkal helyettesit-
ve az is elérhets, hogy a diagonalis matrix féatlojaban csak +1 és 0 szere-
peljenek. Ezt a bazist hasznalva a bilineéris fliggvény — a skalarszorzathoz
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nagyon hasonl6 — igen egyszeri alakot 6lt. Mindezt pontosan a kovetkezs
tételben fogalmazzuk meg.

7.2.5 Tétel

Barmely A szimmetrikus bilinearis fiiggvénynek létezik olyan métrixa,
amelyben a f6atl6 elemei csak az 1, a —1 és a 0 kozil keriilhetnek ki, a f6atlon
kiviil pedig minden elem 0.

Az ilyen matrixot adé béazisban a bilinearis fiiggvény az A(u,v) =
= > viuv; alakra egyszeriisodik, ahol v; = +1 vagy 0 és uy,...,u,, il-
letve vq,...,v, az u, illetve v vektorok koordinatait jelolik. &

A skalarszorzat ennek specialis esete, amikor mindegyik ~; = 1.

Bizonyitds: Legyen cy,...,c, egy A-ortogonalis bazis és A(c;,¢;) = ;. A
c;-ket alkalmas skalarral megszorozva a kovetkezSképpen ,norméljuk” ha
wi; = 0, akkor legyen e; = c;, ha pedig p; # 0, akkor legyen e; = (1/+/|ps|)c;.
|Ez tulajdonképpen az el6zd tétel harmadik bizonyitasaban jelzett, de ott fel
nem hasznalt (b) tipusu atalakitas.] Ekkor az e; vektorok is A-ortogonéalisak,
és A(e;,e;) = %1, illetve 0, aszerint, hogy p; pozitiv, negativ, illetve nulla
volt. Igy az A-nak az e; béazisban felirt matrixa a kivant tulajdonsagu lesz.
A tétel masodik allitasa azonnal adodik a 7.1.4 Tételbdl. m

Amint korabban emlitettiik, egy bilinearis fliiggvényhez sokféle A-ortogo-
néalis bazis taldlhato. A diagonalis métrix azonban bizonyos szempontbol méar
nagyon behatarolt:

7.2.6 Tétel (Tehetetlenségi tétel)
Egy bilinearis fliggvény diagonalis matrixaban (a f6atloban) a pozitiv, a
negativ és a nulla elemek szama egyértelmiien meghatarozott. o

Bizonyitds: Tekintsiik az A két diagonélis matrixat. Jelolje a f6atlobeli pozi-
tiv, negativ és nulla elemek szamat a két matrixban rendre r, s, ¢, illetve r’, s, ¢/
(barmelyik darabszam nulla is lehet, tovabba r+ s+t =1"+s +t' = dim V).
Legyen ennek megfelelGen az egyik A-ortogonélis bazis

mip,...,m.,ng,...,Ng,01,...,0

ahol
A(m;,m;) >0, A(n;,n;) <0, A(og,0) =0,

a mésik bazist pedig hasonlé médon alkossék az mj, n}, o}, vektorok.
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El6szr megmutatjuk, hogy a ,vesszétlen” m; , oy és a ,vessz8s” n; dssze-
sen r + t + s’ darab vektor (egylittesen) linearisan fiiggetlen rendszert alkot.
Tekintsiik ehhez egy olyan linearis kombinacidéjukat, ami 0-t ad, és rendezziik
at ezt Ggy, hogy a bal oldalra a ,vessz6tlen”, a jobb oldalra pedig a ,vessz&s”
vektorok keriiljenek:

pimy + ...+ gpm, + w0y + ... +wop = vin) + ... +rgnl, . (7.2.3)

Elég belatnunk, hogy a két oldal kozos értéke 0. Ekkor ugyanis az m;, oy
vektorok linearis fiiggetlensége miatt a bal oldalon minden egyiitthatd 0, és
az n; vektorok fliggetlenségét felhasznéalva ugyanez adodik a jobb oldalon is,
tehéat valoban valamennyi egyiitthato 0.

Jeloljiik (7.2.3)-ban a két oldal kozos értékét u-val. Mivel u az m; és
oy vektorok linearis kombinacidja, ezért a bilinearis fiiggvény 7.1.4 Tételbeli
képlete szerint

r t
A(w,u) =) p2A(m;,m;) + ) wiA(og,0r) > 0. (7.2.4)
i=1 k=1

Ugyanigy, 1évén u az n;- vektorok linearis kombinacioja is,
A(u,u) =) v7A(n),n}) <0. (7.2.5)
j=1

A (7.2.4) és (7.2.5) egyenlStlenségekbdl kapjuk, hogy A(u,u) = 0, és ekkor
(7.2.5) alapjan valoban csak u = 0 lehetséges.

Ezzel belattuk, hogy az m;, oy és n’; vektorok (egyiittesen is) linedrisan
fiiggetlenek.

Mivel egy linearisan filiggetlen rendszer elemszama nem lehet nagyobb a
dimenzional, igy r +t + s’ < dimV = r +t + s, ahonnan s’ < s. Forditott
szereposztéassal kapjuk, hogy s < s, tehat s = 5.

Az m-ek és n-ek szerepét felcserélve ugyanigy adodik r = /. Végiil
t=dmV —r—s=dimV —r' —s' =t'. m

Feladatok

7.2.1 Egy bilinearis fliggvényt antiszimmetrikusnak neveziink, ha minden
u,v € V-re A(u,v) = —A(v,u). Mutassuk meg, hogy A akkor és
csak akkor antiszimmetrikus, ha minden x € V-re A(x,x) = 0.
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7.2.2

7.2.3

7.2.8

7. BILINEARIS FUGGVENYEK

Bizonyitsuk be, hogy minden bilinearis fiiggvény egyértelmien elGal-
lithato egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus bilinearis fiiggvény
Osszegeként.

Tekintsiik a V-n értelmezett bilinearis fiiggvények B vektorterét,
amelyrél a 7.1.5 feladatban volt sz6.

Mutassuk meg, hogy B-ben a szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus
fiiggvények egy S, illetve A alteret alkotnak.

Hény dimenzioés altér S, illetve A?
Lassuk be, hogy a B vektortér az S és A alterek direkt Gsszege.
Ha A bilineéris fiiggvény V-n, akkor az A (pontosabban az A meg-

szoritasa) a V barmely alterén is bilinearis. Legyenek U és W alterek
V-ben. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha A szimmetrikus (U, W)-n, akkor szimmetrikus U-n és W-n is.
Ha A szimmetrikus U-n és W-n, akkor szimmetrikus (U, W)-n is.
Legyen S a szokasos skaldrszorzat R*-ben. Jeldlje egy altalanos

u € R* vektor komponenseit 1, us, us, uy. Adjunk meg S-ortogo-
nalis bazist R* alabbi alterein:

U1 = {u | U1 :’IL4};

Uy ={u|u,...,us szdmtani sorozat };
Us = {u| SL, s = 0},

Legyen V' a legfeljebb 4-edfoku valos egyiitthatos polinomok (bele-
értve a 0 polinomot is) szokasos vektortere. Irjuk fel az alabbi szim-
metrikus bilineéris fiiggvények egy-egy diagonalis méatrixat, és adjunk
is meg egy-egy A-ortogonalis bazist. Legyen f, g képe

f(1)g(1); (b) fg-ben 2% egyiitthatoja;

) F(Wg(1) + f(2)9(2) + f(3)9(3) + f(4)g(4) + F(5)g(5).

Legyen dim V' = 3, az u, illetve v vektorok koordinatait egy régzitett
b1, bo, bs bazisban jeldlje uq, us,us, illetve v1,vo, v3. Adjuk meg az
alabbi bilinearis fliggvények egy-egy diagonélis maéatrixat és
A-ortogonalis béazisat.

() 30 yijuivys (b)) X0 (i+ 5 — Dugv;

Bizonyitsuk be, hogy ha az A szimmetrikus bilinearis fiiggvényhez
talalhatok olyan u,v € V vektorok, amelyekre A(u,u) > 0 és
A(v,v) <0, akkor van olyan 0 # w € V is, amelyre A(w,w) = 0.
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M 7.2.9 Legyen dimV = n, A egy szimmetrikus bilinearis fiiggvény V-n és
v € V. Lassuk be, hogy a v-re A-ortogonélis vektorok alteret alkot-
nak V-ben. Hany dimenzios lehet ez az altér?

M 7.2.10 Nevezziink két, ugyanazon a V vektortéren értelmezett bilinearis
fliggvényt, A-t és B-t ekvivalensnek, ha ,van kozos matrixuk”, azaz
van olyan ai,...,a,, illetve by,..., b, bazis, hogy [B], = [A],.
Hany paronként nemekvivalens szimmetrikus bilinearis fliggvény léte-
zik V-n?

7.3. Kvadratikus alak

Az el6z6 pontban mar lattuk, hogy az A(u,u) értékek fontos szerepet jat-
szanak az A bilinearis fliggvény vizsgalatanal.

7.3.1 De~ﬁnici6
Az A(x) = A(x,x) : V — R fiiggvényt az A bilinearis fiiggvényhez
tartozo kvadratikus alaknak nevezzik. &

A kvadratikus alak tehéat tulajdonképpen a bilinearis fiiggvény egy meg-
szoritasa, amikor mindkét valtozo helyére azonos vektort irunk. Igy minden
kvadratikus alak valamilyen bilineéris fliggvénybdl szarmazik.

Egy bilinearis fliggvény nyilvan egyértelmitien meghataroz egy kvadratikus
alakot. Ennek a megforditasa nem igaz, ugyanaz a kvadratikus alak tobb bi-
linearis fiiggvénybdl is létrejohet. Ervényes azonban, hogy a szimmetrikus bi-
linearis fiiggvények és a kvadratikus alakok kozott méar kélcsonosen egyértelmi
a kapcsolat (lasd a 7.3.1 feladatot). Ennek megfelelGen a kvadratikus alakokat
mindig szimmetrikus bilinearis fliggvénybdl szarmazoknak fogjuk tekinteni.

A 7.1.4 Tétel képletei szerint a kvadratikus alak

Ax) = X"[A]x] = ) aijae;

3,j=1

forméban irhato fel, ahol x4, ..., x, az x vektor koordinatai az adott bazisban.
Ez a kifejezés az x;-knek (homogén) mésodfoki polinomja, ez indokolja a
kvadratikus alak elnevezést.

Tekintsiik most a bilinearis fliggvény egy olyan matrixéat, amely diagonalis
és a féatloban csak +1, illetve 0 all. Az ennek megfelel6 A-ortogonalis bézis-
ban a kvadratikus alak a 7.2.5 Tétel szerint eldjeles négyzetosszeggé valik,
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azaz A(x) = S viw? alaku lesz, ahol v; = +1 vagy 0. Ennek fontos
specialis esete, hogy a skalarszorzathoz tartozo kvadratikus alak a koordinatak
négyzetosszegével egyenld.

Nézziik meg, hogyan kaphatjuk meg a gyakorlatban ezt az elGjeles négy-
zetosszeget. Vegyiik ismét a 7.2.3 Tétel kiilonféle bizonyitasainak illusztralé-
sara valasztott

A(u, V) = duiv1 + 2uqvo + 2usvy + 2uivz + 2ugvy + 2usv3 + 2uzvs (721)
szimmetrikus bilinearis fiiggvényt. Az ehhez tartozo kvadratikus alak
A(x) = 422 4 4o 19 + 42123 + 47023 .

Itt =1, 29,23 az x vektornak az eredeti b; bézis szerinti koordinatai. Néz-
ziink olyan diagonalis matrixot, amelynek a féatlojaban minden +; elem +1
vagy 0. Ha az ennek megfelel§ bazisban felirt koordinatak zi,Zs, 3, akkor
A(x) = @2 4+ 4903 + v3#2. Ezért azt kell kiszamitani, hogy a diagonalis
bézis szerinti &1, T2, T3 koordinatak hogyan kaphatok meg az eredeti x1, x2, x3
koordinatakbol. Erre vannak elég egyszerd altaldnos modszerek, mi azonban
megelégsziink a konkrét eset vizsgalataval.

A legkénnyebben a harmadik bizonyitast kévetve érhetiink célhoz. Em-
lékezziink vissza, hogy ott a métrixon szimmetrikusan elemi sor/oszlop-ekvi-
valens atalakitdsokat hajtottunk végre, és kdzben nyomon kovettiik a bézis
valtozasat is. Egy fiist alatt a koordinatak valtozasat is regisztralhatjuk, és
igy az eljaras végén azonnal megkapjuk a keresett &1, Zo, Z3 koordindtakat.

Nézziikk a konkrét esetet. Az els6 lépésben a by, bo, bg bazisbol a by,
bs — (1/2)b; , bs bazisra tértiink at. Konnyen lathatoan ekkor csak az x; ko-
ordinatat kell modositani az xo segitségével, mégpedig ,forditva’, mint ahogy a
b, baziselemet a bi-gyel megvaltoztattuk. Az 1j koordinatak ekkor
T + (1/2)1’2 , To, T3, hiszen

xlbl + $2b2 + 1’3b3 = [331 + (1/2)x2]b1 + T2 [bg — (1/2)1)1] + :L‘3b3 .

Hasonl6an kovetve a tovabbi két &Atalakitast, ennek sordan a koordinatak
a kovetkez6képpen modosulnak: x; + (1/2)zy + (1/2)xs3, 22, x3, majd

4 0 0
r1+(1/2)xa+(1/2)xs , xo—x3, 3. Végila [ 0 —1 0 | diagonalis matrixot
0 00
1 00
yhormaljuk” az els§ sort és oszlopot felezve az | 0 —1 0 | maétrixhoz ju-
0 00

tunk, ekkor az (aktualis) els6 baziselem 1/2-del szorzodott, az els6 koordinata
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ennek megfeleléen megduplazodott, igy 2x1 + zo + x3, x2 — T3, 3 adodik.
Ezek mar a keresett ; koordinatak, hiszen a matrix diagonalis és az atlod
elemei 1, —1,0. Mindezek alapjan az

A(X) = i’% — .Ci'g = (2561 + 2o + l’3)2 — (1’2 — .1‘3)2

elGjeles négyzetosszeg elsallitast kapjuk.

Ha nem lépésenként kovetjiik nyomon a koordinatak valtozéasat, akkor
eljarhatunk pl. agy, hogy az x = > a;b; = 3. #;b; egyenléségbe beirjuk az
aj b; bazisvektorok elallitasat az eredeti b;-k segitségével, majd ezutéan a
két oldalon a b;-k egyiitthatoit Osszehasonlitva egy linearis egyenletrendszer
adodik a keresett Z; koordinatakra, amit (pl. Gauss-kikiiszoboléssel) megol-
dunk.

Egy kvadratikus alak ilyen elGjeles négyzetosszegként torténd elGéllitasa
tobbféleképpen is megvaldsulhat, hiszen sokféle megfelels A-ortogonalis bazist
talalhatunk. (Barmelyik elgallitasban azonban mindig ugyanannyi a pozitiv,
a negativ és a nulla elGjelii tagok szama, ezt a tehetetlenségi tétel garantélja.)

Hangsulyozzuk, hogy a targyalt elGjeles négyzetosszegek nem lehetnek
akarmilyenek, hanem csakis olyanok, amelyeket egy alkalmas A-ortogonalis
béazis szerinti koordinatakbol irtunk fel; ez éppen a négyzetosszeg tagjainak a
(pontosan megfogalmazhato értelemben vett) linearis fiiggetlenségét jelenti.

Most a kvadratikus alakok kiilonb6zé tipusainak az attekintésére tériink
ra. Barmely kvadratikus alakra A(O) = 0. A tobbi vektoron felvett értékek-
t6l fiiggben a nem azonosan nulla kvadratikus alakokat (és ennek alapjan a
szimmetrikus bilinearis fiiggvényeket) a kovetkezSképpen osztéalyozzuk:

7.3.2 Definici6 _
Az A # 0 szimmetrikus bilinearis fliggvényhez tartozé A kvadratikus
alak

(PD) pozitiv definit, ha minden x # 0-ra A(x) > 0;
(ND) negativ definit, ha minden x # 0-ra A(x) < 0;
(PSZ) pozitiv szemidefinit, ha minden x-re A(x) > 0, és van olyan x # 0,
hogy A(x) = 0;
(NSZ) negativ szemidefinit, ha minden x-re A(x) < 0, és van olyan x # 0,
hogy A(x) = 0; és végiil
(I) indefinit, ha A(x) felvesz pozitiv és negativ értéket is. o

A kvadratikus alak jellege igen egyszertien leolvashato a bilinearis fiigg-
vény diagonalis matrixabol:
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7.3.3 Tétel
Tekintsiik az A szimmetrikus bilinearis fiiggvény egy diagonalis matrixat.
Ekkor A (illetve A) pontosan akkor

- azonosan nulla, ha a f6atl6 minden eleme nulla;

- pozitiv definit, ha a f§4tl6 minden eleme pozitiv;

- negativ definit, ha a f§atlé minden eleme negativ;

- pozitiv szemidefinit, ha a f6atloban van pozitiv és nulla elem is, de negativ

nincs;
- negativ szemidefinit, ha a f§atloban van negativ és nulla elem is, de pozitiv
nincs;

- indefinit, ha a f6atloban van pozitiv és negativ elem is. &

Bizonyitds: Az &llitasok a kvadratikus alak elGjeles négyzetosszegként vald
felirasabol azonnal kévetkeznek. m

Megjegyezziik, hogy indefinit esetben a diagonalis métrix f6atlojaban els-
fordulhat nulla is, de ez nem minden indefinit alaknal teljesiil.

Gyakran sziikségiink van arra, hogy a kvadratikus alak jellegét akdrmelyik
méatrixabol (diagonalizalas nélkiil) eldonthessiik. Erre igazéan jo kritérium csak
definit alakok esetén adhatd, ezt bizonyitas nélkiil kézoljik.

7.3.4 Tétel

Tekintsiik az A szimmetrikus bilinearis fliggvény egy tetszéleges
A € R™™ matrixéat.

Az A akkor és csak akkor pozitiv definit, ha minden k& < n-re az A bal
fels§ sarkaban levd k-adrendi aldeterminans pozitiv.

Az A akkor és csak akkor negativ definit, ha minden k£ < n-re az A bal
fels§ sarkdban levs k-adrendd aldeterminans aszerint pozitiv, illetve negativ,
hogy k péaros, illetve paratlan. &

Mint a fejezet bevezetGjében méar emlitettiik, a kvadratikus alakok ter-
mészetes modon meriilnek fel a geometridban a masodrendii gorbék és feliiletek
leirdsédnél, de széamos tovabbi alkalmazasuk is van a matematika kiilonféle
teriiletein.

Végiil megjegyezziik, hogy a pozitiv definit A-k kulcsfontossagn szerepet
jatszanak majd a kévetkez§ fejezetben.
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Feladatok

7.3

1

(a) Bizonyitsuk be, hogy az A és B (nem feltétleniil szimmetrikus) bi-

7.3.2

7.3.3

linearis fiiggvényekhez akkor és csak akkor tartozik ugyanaz a kvad-
ratikus alak, ha A — B antiszimmetrikus (a definiciot lasd a 7.2.1
feladatban).

Igazoljuk, hogy a szimmetrikus bilinearis fliggvények és a kvadratikus

alakok kozott kolesonosen egyértelmi kapcsolat all fenn.

Allapitsuk meg a 7.2.5-7.2.7 feladatokban szerepls szimmetrikus bi-
linearis fliggvények (illetve a hozzajuk tartozd kvadratikus alakok)
jellegét.

Mi a kiilénb6z6 jellegti kvadratikus alakok értékkészlete? Mennyiben
valtozik a helyzet, ha csak a nem nulla vektorokon felvett értékeket
vessziik figyelembe?

Legyen A az A szimmetrikus bilinearis fliggvényhez tartozo kvadra-
tikus alak.

Hogyan kaphatjuk meg A (\x) értékét A (x)-b6l?

Mi a sziikséges és elégséges feltétele (adott x és z mellett) A(x+z) =
= A(x) + A(z) teljesiilésének?

Milyen jellegti lesz a AA (szimmetrikus) bilinearis fiiggvény (A-t6l és
A jellegétol fliggden)?

Milyen jellegti lehet A + B, ha A és B egymaéstol fliggetleniil pozi-
tiv/negativ definit/szemidefinit, illetve indefinit?

Irjuk &t az alabbi (3-dimenzios) kvadratikus alakokat elGjeles négy-
zetosszeggé:

T1T2; (b) 122 + T223;

T1T2 + T3 + T3T1; (d) 23 — 323 — 22120 + 27173 — 622735

x% + x% + 3m§ +4x129 + 20123 + 2227 3.

7.3.7 Irjuk at az alabbi (4-dimenzios) kvadratikus alakokat elGjeles négy-
zetosszeggé:
(a) Z?,j:l Tij; (b) 172 + w273 + T3T4;

(¢) x129 + Tox3 + X3T4 + T4T1; (d) ZKj L.
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7. BILINEARIS FUGGVENYEK

Hol a hiba az aldbbi okoskodésban?

Tekintsiik az 22 +x3+ (21 +22)? = (21V3)?+(22v3)? — (21 —22)?
kvadratikus alakot. Mindkét feliras elGjeles négyzetosszeg, azonban
az egyik felirdsban harom pozitiv egyiitthaté szerepel, a masik feliras-
ban viszont van negativ is. Ez (latszolag) ellentmond a tehetetlenségi
tételnek.

Mutassuk meg, hogy egy szimmetrikus bilineéris fliggvény métrixa-
nak a determinansa altaldban megvaltozik, ha mas bazisra tériink
at, azonban a determinans elGjele (tehat, hogy a determinans pozi-
tiv, negativ vagy nulla) nem fligg a béazis megvalasztasatol.

Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha A porzitiv vagy negativ definit, akkor det[A] # 0.
Ha det[A] # 0, akkor A pozitiv vagy negativ definit.

Hatarozzuk meg a paronként nemekvivalens pozitiv/negativ definit/
szemidefinit, illetve indefinit szimmetrikus bilinearis fliiggvények sza-
mat egy n-dimenzios V-n. (Az ,ekvivalens” szo jelentését lasd a
7.2.10 feladatban.)

Mely A szimmetrikus bilinearis fliggvényekre teljesiil az alabbi allitas:
Ha az ay, ..., a; nem nulla vektorok paronként A-ortogonalisak, ak-
kor sziikségképpen linearisan fiiggetlenek.

Melyek azok az A szimmetrikus bilinearis fiiggvények, amelyekre

barmely v # 0 vektor eleme egy alkalmas A-ortogonélis bazisnak?

Nevezziik az A kvadratikus alak magjanak a ,gyokei” halmazét:
KerA = {veV|A(v)=0}.

Mely kvadratikus alakokra lesz a mag altér?

Mely kvadratikus alakokra valaszthato ki a magbol V-nek egy bazisa?

Mennyi a magban taldlhaté linearisan fiiggetlen rendszerek elem-
szadmanak a maximuma?

Mennyi a magban taldlhato alterek dimenzidjanak a maximuma?

7.4. Komplex bilinearis fiiggvény

Ebben a pontban V' egy véges dimenziés vektorteret jelent a komplex test
felett. A bilinearis fliggvényeket gy szeretnénk értelmezni, hogy az ortogona-
lizacioval és a kvadratikus alakokkal kapcsolatos eredmények a komplex esetre
is atvihetdk legyenek.
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Ha valtoztatas nélkiil fenntartanank a 7.1.1 Definiciot, akkor A (ix,ix) =
=i2A(x,x) = —A(x, x) miatt példaul nem léteznének definit vagy szemidefi-
nit kvadratikus alakok. Ezért és méas hasonlé okok miatt annyit médositunk
fiiggvényérték nem A-val, hanem annak komplex konjugéltjaval, M-tal szorzo-
dik (a tobbi kikotés, tehat az Osszegre bontasok és a masodik valtozobol a
skalar kiemelése vdltozatlan marad). Azaz:

7.4.1 Definicio
Az A .V xV — C leképezést (komplex) bilinedris fiigguénynek nevezziik,
ha (a 7.1.1 Definicié képletszamozasa szerint)

(ii) A(u+u',v) =A(u,v) + A(u/,v);
I(iii)! A(Au,v) = AA(u,v) + FIGYELEM! Itt a jobb oldalon lambda
konjugdltja szerepel;
(iv) A(u,v+v')=A(u,v) + A(u,v');
(v) A(u,Av) = XA(u,v). &

A valosban latottakhoz hasonléan a komplex bilinearis fiiggvények is jelle-
mezhetSk a baziselemek képével (7.1.2 Tétel, csak a bilineéris fiiggvénynek
most kicsit modosul a képlete, lasd alabb), és ugyantugy definialjuk most is a
bilinearis fiiggvény matrixat (7.1.3 Definicio). A 7.1.4 Tételben a (7.1.1) és
(7.1.2) elgallitasok annyiban valtoznak, hogy az elsd vektor koordinéatai helyére
azok komplex konjugéltjait kell irni:

7.4.2 Tétel
Jelolje az A komplex bilineéris fliggvény matrixanak elemeit egy adott
bazisban «;;, az u, illetve v vektorok koordinatait pedig ui,...,u,, illetve

v1,...,U,. Ekkor

A(u,v) = Z aijuiv; = [u]*[A][v] =

i,7=1
11 Q12 ... Qlp U1
o L 921 Qoo ... Qo9pn (%)
:(Ul,UQ,...,Un) . . . . . )
Ap1 Ap2 ... Qpp Un,

ahol a * a matrix adjungdltjat (azaz transzponaltjanak a konjugaltjat) jelenti.

&



226 7. BILINEARIS FUGGVENYEK

A bizonyitas teljesen hasonloan torténik, mint a valos esetben. (A jovében
is csak azokat a bizonyitasokat részletezziik, ahol jelentds eltérés van a valos
bilinearis fiiggvényekhez képest.)

Tekintsiik most a kvadratikus alak problémajat (még az ortogonalizécio
el6tt). A kvadratikus alak definicioja (és A jeldlése) valtozatlan (7.3.1 Defini-
cio). El6szor azt igazoljuk, hogy a valos esettdl eltérden itt a kvadratikus alak
egyértelmien meghatarozza a(z 6t szarmaztato) bilinearis fiiggvényt, vagyis
komplex esetben kolcsonosen egyértelmi kapcsolat all fenn a kvadratikus ala-
kok és az dsszes bilineéris fiiggvény kozott.

7.4.3 Tétel
Minden kvadratikus alak pontosan egy bilinearis fliggvénybdl szérmazik.

[ )

Bizonyitds: Ki fogjuk fejezni A(u,v)-t az~A(x) = A(x, x) értékek segitségével.
Ehhez ,fejtsiik ki” az A(u + v), illetve A(u + iv) kifejezéseket:

A(u+v,u+v)=A(u,u)+A(u,v)+A(v,u)+ A(v,v),
A(u+iv,u+iv) =A(u,u) +iA(u,v) —tA(v,u) + A(v,v).

A maésodik egyenl@séghez az elsG i-szeresét hozzédadva A(v,u) kiesik és igy
A(u,v) (egyértelmien) kifejezhets a kvadratikus alak u,v,u+ v és u + iv
helyeken felvett értékeivel. m

Egy komplex bilinearis fiiggvény esetén altalaban a kvadratikus alak is
komplex értéki. A definit, szemidefinit, illetve indefinit jelleg eleve csak akkor
értelmezhetd, ha a kvadratikus alak csak valos értékeket vesz fel. Az alabbi-
akban ennek teljesiilésére adunk egy egyszeri sziikséges és elégséges feltételt.

7.4.4 Tétel

Az A kvadratikus alak akkor és csak akkor vesz fel csupa valos értéket,
ha minden u, v vektorra A(u,v) = A(v,u).

Az ilyen tulajdonsagi A-kat Hermite-féle vagy ermitikus bilineéris fligg-
vényeknek nevezziik. [A francia Hermite név szoeleji h-jat (valamint szovégi
e-jét) nem ejtjiik, és ezért ez a h beti az ermitikus jelz6bdl mar ki is marad.|
Szokasos még az onadjungdlt bilinearis fiiggvény elnevezés is (magyarazatat
lasd alabb, az ermitikus fliggvény métrixanal). &

Bizonyitds: Ha A(u,v) = A(v,u), akkor ezt specidlisan u = v = x-re al-
kalmazva A(x,x) = A(x,x) adodik. Igy A(x) megegyezik a konjugaltjaval,
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tehat valos szam. Ezzel belattuk, hogy a kvadratikus alak csak valos értékeket
vehet fel.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a kvadratikus alak csak valds értékeket vesz
fel. Az el6z6 tétel bizonyitasaban szerepls két ,egyenletbdl” ekkor azt kapjuk,
hogy A(u,v)+ A(v,u) és i[A(u,v) — A(v,u)] is valos. Innen régton adodik,
hogy A(u,v) és A(v,u) csak egyméas konjugaltjai lehetnek. m

A tovabbiakban csak ermitikus bilinearis fliggvényekkel foglalkozunk.
Ezekre értelemszert modositasokkal atvihetSk a valosban megismert fogalmak
és eredmények. Az alabbi felsorolasban ezeket réviden Osszefoglaljuk.

Egy bilinearis fliggvény akkor és csak akkor ermitikus, ha (akarmelyik
bazisban felirt) matrixa dnadjungdlt, azaz megegyezik az adjungaltjaval. (A
7.2.2 Tétel megfelelGje.) Az 6nadjungéltsag kovetkezmeénye, hogy a matrix
f6atlojanak minden eleme valés szam.

Minden ermitikus bilinearis fiiggvénynek létezik diagonalis matrixa. (A
7.2.3 Tétel megfelelgje. A harom bizonyitas barmelyike kiilonésebb nehézség
nélkiil atviheté a komplex esetre.) Az oOnadjungaltsig miatt a diagonalis
matrix fatlojaban (és igy az egész matrixban is) csupa valos szam all.

Legyen A ermitikus bilinearis fiiggvény. Az u,v € V vektorok A-ortogo-
ndlisak, ha A(u,v) =0. (A 7.2.4 Definici6 megfelelGje.)

Barmely ermitikus bilinearis fiiggvénynek létezik olyan méatrixa, amelyben
a f6atlo elemei csak az 1, a —1 és a 0 koziil kertilhetnek ki, a f6atlon kivil
pedig minden elem 0. Az ilyen métrixot add bazisban a bilinearis fiiggvény
az A(u,v) = 22:1 v;w;v; alakra egyszertisodik, ahol v; = £1 vagy 0 és
Ul,. .., Uy, illetve vi,...,v, az u, illetve v vektorok koordinatéit jelolik. A
kvadratikus alak elGjeles négyzetosszeg elGallitasa ennek megfelelGen

Ax) =D ymm; =Y vlel
j=1 j=1

alaki lesz. (A 7.2.5 Tétel megfelelGje.)

Egy ermitikus bilineéris fliggvény diagonalis matrixaban (a f6atloban)
a pozitiv, a negativ és a nulla elemek szadma egyértelmiien meghatarozott.
(A 7.2.6 Tehetetlenségi Tétel megfelelGje. Mint mar emlitettiik, a diagonalis
matrixban minden elem valos.)

Végiil a kvadratikus alakok (pozitiv/negativ definit/szemidefinit, illetve
indefinit) jellegének a definicidja és az erre vonatkozo eredmények megegyeznek
a valos esetben latottakkal. (A 7.3.2 Definicié és a 7.3.3-7.3.4 Tételek meg-
felel6i; értelemszertien mindenhova ,szimmetrikus” helyett ,ermitikus’™t és —
az utolso tételben — R helyett C-t kell irni.)
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Feladatok
A feladatokban a komplex test feletti véges dimenzi6s vektortéren értelme-
zett komplex bilineéris fliggvények szerepelnek.

7.4.2

7.4.3

(a)
(b)

744
7.4.5

7.4.6

7.4.7

esetre?

Adjuk meg a komplex bilineéris fiiggvények koziil a szimmetrikusakat
|azaz amelyeknél minden u, v-re A(u,v) = A(v,u) teljestl].

Melyek igazak az alabbi allitasok kozil (az A négyzetes, komplex
elemd matrix)?

Ha A 6nadjungalt matrix, akkor det A valds szam.

Ha det A valds szam, akkor A 6nadjungalt matrix.

Oldjuk meg a 7.1.6 feladatot komplex bilinearis fliggvényre.

Gondoljuk végig a 7.2.3 ortogonalizicits tétel mindharom bizonyita-
sat a komplex esetre is.

Hatarozzuk meg az alabbi méatrixokkal megadott ermitikus bilinearis
fliggvények egy-egy diagonalis méatrixat, A-ortogonalis bézisit, a
kvadratikus alak jellegét, és irjuk is fel a kvadratikus alakot elGje-
les négyzetosszegként:

@ (1) o () w© p;pf% ,

[

ahol p = cos 120° 4 ¢sin 120°.

Mi lehet egy ermitikus kvadratikus alak értékkészlete? Mutassunk
példat arra, hogy tetszéleges bilineéris fiiggvényt megengedve sokkal
valtozatosabb képet kapunk: a kvadratikus alak értékkészlete lehet a
komplex sik barmelyik, origobn atmend egyenese, ilyen egyenes altal
hatérolt félsik, origd végponti félegyenes, az egész sik és origd cstcsi
tetsz6leges szogtartomany is.

Nevezziink egy F bilinearis fliggvényt ferdén ermitikusnak, ha min-
den u,v-re F(u,v) = —F(v,u).

Hogyan ismerhet6 fel egy ferdén ermitikus fiiggvény a(z akarmilyen
bazisban felirt) matrixarol?

Bizonyitsuk be, hogy a ferdén ermitikus fiiggvények éppen az ermi-
tikus fliggvények i-szeresei.
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Hogyan ismerhet§ fel egy ferdén ermitikus fiiggvény a hozza tartozo
kvadratikus alakrol?

Lassuk be, hogy minden komplex bilinearis fliggvény egyértelmien
frhato fel egy ermitikus és egy ferdén ermitikus fliggvény Osszegeként.
Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha A-nak létezik diagonalis matrixa, akkor A ermitikus.

Barmely A esetén két vektor A-ortogonalitasa szimmetrikus fogalom,
azaz A(u,v) =0 <= A(v,u) =0.

Ha A ermitikus, akkor A(u,v) =0 <= A(v,u) =0.

Ha A(u,v) =0 <= A(v,u) =0, akkor A ermitikus.

Bizonyitsuk be, hogy az A(u,v) =0 <= A(v,u) = 0 tulajdonsag-
gal pontosan az ermitikus fiiggvények skalarszorosai rendelkeznek.
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Az euklideszi tér a (kozonséges) siknak, illetve térnek a legkézvetlenebb al-
talanositasa: skalarszorzattal ellatott vektorteret jelent. A skaldrszorzat segit-
ségével nemcsak a merdlegesség, hanem a hosszisag, a tavolsig és — valos
esetben — a szdg is értelmezhetd, és ezekre a geometriabol megszokott tulaj-
donsagok jelentGs része érvényben marad. A szokasos merdleges egységvek-
toroknak az ortonormaélt béazis felel meg. Az euklideszi tér linearis transz-
formécidit vizsgalva fontos szerephez jut az adjungélt transzformécié. Kiilon
is foglalkozunk néhany olyan transzformaciétipussal, amely specialis kapcso-
latban 4all az adjungaltjaval. Azt is meghatarozzuk, mely transzformacioknél
létezik sajatvektorokbol allo ortonormalt bazis (azaz mely transzformécioknak
van olyan diagonalis matrixa, amelyet mer&leges egységvektorok szerint irtunk
fel); itt eltérs valaszt kapunk a valos és a komplex esetben.

8.1. Valoés euklideszi tér

Ebben a pontban kizarolag a valos test feletti véges dimenzios vektorterekkel
foglalkozunk, bar az eredmények egy része atvihet6 végtelen dimenzidéra is
(lasd a 8.1.15-8.1.17 feladatokat).

A geometriabol ismert skalarszorzatbol indulunk ki, ami két sik-, illetve
térvektorhoz a szokasos Descartes-féle koordinatéik szorzatosszegét rendeli.
Ezt altalanositja az alabbi

8.1.1 Definicio

Legyen ey, ..., e, rdgzitett bazis V-ben. Ekkor az adott bazis szerint vett
skaldrszorzaton (mas szohasznalattal: skaldris szorzaton, belsd szorzaton) azt
az S : V xV — R filiggvényt értjlik, amely két vektorhoz a koordinataik
szorzatosszegét rendeli:

g} al n
S(x,z)=xz=| : || : :ijzj. &
i=1

In Zn

Két vektor skalarszorzatat a kozéjiik irt ponttal fogjuk jeldlni.

A fentiekben (a jeloléstdl eltekintve) tulajdonképpen megismételtiik a 7.1
pont P1 és P2 példajat.
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Véletleniil se keverjiik Gssze a ,skalarszorzat” szot a hasonlé hangzési
»skalarszoros”, illetve ,skalarral valo szorzas” kifejezésekkel: a skalarszorzat
két vektorhoz egy skalart (egy valos szamot) rendel, az utobbiak pedig egy
vektort (matrixot, leképezést stb.) szoroznak meg egy skalarral, aminek az
eredménye ismét egy vektor (matrix, leképezés stb.) lesz.

Ratérve a skalarszorzat tulajdonsagaira, azonnal adodik, hogy a ska-
larszorzat szimmetrikus bilineéris fiiggvény és (a kvadratikus alakja) pozitiv
definit. Ez részletesen kiirva a kévetkezdket jelenti:

xz=1zx; (x+x)z=xz+x"z (Ax)z=Ax2z); x#Z0=xx>0

(természetesen az Osszegre és skalarszorosra vonatkozo tulajdonsagok a mé-
sodik valtozo szerint is érvényesek, de a szimmetria miatt ezeket nem tiintettiik
fel kiilon).

A 7.2.3 ortogonalizacios tételbdl (a 7.2.5 Tételben megfogalmazott for-
méban) az el6z6k megforditasa is kovetkezik: egy pozitiv definit szimmetrikus
bilinearis fliggvényhez mindig taladlhato olyan béazis, hogy a szerinte vett ska-
larszorzat éppen az adott fiiggvénnyel egyenls. Végezziik el ugyanis az orto-
gonalizaciét és a ,normalést”, ekkor barmely szimmetrikus bilineéris fiiggvény
matrixa diagonalis lesz, ahol a f6atloban minden elem +1 vagy 0. A pozitiv
definitség miatt azonban a fatloban nulla és negativ szam nem allhat, tehét a
métrix ekkor az egységmatrix. Igy a bilinearis fiiggvény [x]7 E[z] = Z;‘:l xjzj,
ami valéban az x-z skalarszorzat.

Ez az ekvivalencia lehet&vé teszi a skalarszorzat bazistol fiiggetlen defini-
civjat, amely példaul a végtelen dimenzidra torténd kiterjesztésnél hasznos, de
véges dimenzios esetben is gyakran kényelmesebb, mint a koordinatas megadas.

A fentieket fontossdguk miatt kiilon tételként is kimondjuk:

8.1.2 Tétel
A skalarszorzatot pozitiv definit szimmetrikus bilinearis fiiggvényként is
definidlhatjuk. &

Most az euklideszi tér definicidja kovetkezik:

8.1.3 Definicio
Euklideszi téren egy skalarszorzattal ellatott vektorteret értiink. &

Euklideszi teret tehat ugy kapunk, hogy kijeloliink a (valos, véges di-
menzios) vektortéren egy skalarszorzatot (a ,-” jelolés ezentul ezt a régzitett
skalarszorzatot jelenti). A skalarszorzatot a 8.1.2 Tétel szerint kétféleképpen
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is kijelolhetjiik: vagy lerogzitiink egy bézist, vagy pedig megadunk egy pozitiv
definit szimmetrikus bilinearis fliggvényt.

Egy bézis a skalarszorzatot nyilvan egyértelmiien meghatarozza (két vek-
torhoz a koordinataik szorzatosszegét rendeli). A megforditas nem igaz, tobb
béazis is létrehozhatja ugyanazt a skalarszorzatot: ehhez (az el6bbi gondo-
latmenet szerint) pontosan az kell, hogy az adott bazisban a (pozitiv definit
szimmetrikus bilineéris) fliggvény matrixa az egységmatrix legyen. Az ilyen
bézis ,merdleges egységvektorokbol” all: barmely bazisvektor onmagéval vett
skalarszorzata (az egységmatrix f6atlojanak megfelels eleme, tehat) 1, két
kiilonb6z6 bazisvektor skalérszorzata pedig 0. Euklideszi térben az ilyen vek-
torrendszerekre kiilon elnevezést vezetiink be:

8.1.4 Definicio

Az ey,..., e, vektorokat ortonormdlt rendszernek nevezziik, ha e;-e; = 0,
hai# jés 1, hai=j.

Ha az e; vektorok emellett bazist is alkotnak, akkor ortonormdlt bdzisrél
beszélink. &

Ha az euklideszi tér skalarszorzatat bazis megadasaval jeloltiik ki, akkor ez
a béazis mindenképpen ortonormalt, de sok masik ortonormalt bézis is 1étezik.
Sét, tetszoleges ortonormalt rendszer kiegészithets ortonormalt bazissa: ez a
7.2.3 Tétel els6 bizonyitasabol (a Gram—Schmidt ortogonalizaciobol) adodik.

Tekintsiik most egy euklideszi tér valamely alterét. Ekkor ez az altér
maga is euklideszi tér lesz az eredeti skalarszorzatra (pontosabban annak
megszoritasara, lesztkitésére) nézve, még akkor is, ha a skalarszorzatot ere-
detileg kijelols bazisnak akar egyetlen eleme sem esik ebbe az altérbe. Ez a
8.1.2 Tételbdl kovetkezik: az altérre torténd lesziikités ugyanis valtozatlanul
pozitiv definit szimmetrikus bilinearis fliggvény, és igy a 8.1.2 Tétel szerint
skalarszorzatot definial.

A tovabbiakban a merdéleges kiegészit altér fogalmat és tulajdonségait
targyaljuk. Ehhez elGszor a merélegességet definialjuk:

8.1.5 Definicio

Egy euklideszi térben az a és b vektorok merdlegesek (vagy ortogondlisak),
ha skalarszorzatuk nulla: a-b = 0.

Ezt a geometriabdl ismert modon a | b-vel jeloljiik. &

Ne felejtsiik el, hogy a merdlegesség erésen fiigg a vilasztott skalarszorzat-
tol. Ha tehat ugyanazon a V' vektortéren egy masik skalarszorzatot vesziink
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(és igy persze egy masik euklideszi teret kapunk), akkor (altalaban) mas vek-
torparok lesznek egymaésra merélegesek.

8.1.6 Definicio
Egy V euklideszi térben egy H részhalmaz HL merdleges kiegészitdjén

a H minden elemére merSleges vektorok halmazat értjik, azaz
Ht={xeV|(he H=hx=0)} &

Egyszert szamolassal ellenérizhets, hogy H+ minden esetben altér V-ben.
Ha H maga is altér volt, akkor ennél lényegesen tobb is igaz:

8.1.7 Tétel
Ha U altér, akkor a V' euklideszi tér minden vektora egyértelmten irhato
fel egy U-beli és egy UL-beli vektor osszegeként. o

Ez mas megfogalmazasban azt jelenti (4.3.6 Tétel, 4.3.7 Definici6), hogy
V az U és Ut alterek direkt osszege: V = U ® U+. Ha V a kozonséges
tér (a szokasos skalarszorzattal) és U pl. egy (origon atmend) sik, akkor azt
a jol ismert geometriai tényt kapjuk, hogy minden v vektor egyértelmtiien
elgallithato egy U-ba esd vektor (ami a v vektor merdleges vetiilete) és egy az
U sikra meré6leges vektor 6sszegeként. Ennek mintajara tetszéleges euklideszi
tér esetén is beszéliink egy v vektornak az U altérbe es6 merdleges vetiiletérdsl:
ez a 8.1.7 Tételben megadott elGallitasnal az dsszegnek az U-ba esd tagja.

Elsd bizonyitds: Vegyiink az U-ban egy by, ..., by ortonormélt bazist, és ezt a
bit1, ..., by vektorokkal egészitsiik ki a V' ortonormalt bazisava. (Ezt, mint az

elgbb mar jeleztiik, pl. a Gram—Schmidt ortogonalizacioval valosithatjuk meg.)
Ekkor tetsz6leges v € V' vektor felirhaté v = Z?Zl Ajb; alakban. Itt az els¢
k bazisvektor linearis kombinacioja egy U-beli, a maradék n — k bézisvektor
linearis kombinacidja pedig egy U--beli vektort jelent. Ezzel megadtuk a v
vektornak egy kivant elgallitasat.

Hatra van még az egyértelmiiség igazolasa. A 4.3.6 Tétel szerint ehhez
azt kell belatni, hogy UNU* = 0. Tegyiik fel, hogy a € UNU*. Ekkora | a
is teljesiil, azaz a-a = 0, de igy csak a = 0 lehet. m

A bizonyitasbol az is kideriilt, hogy U+ egy bazisa byy1,...,b,.

A fenti bizonyitas tulajdonképpen a konkrét felbontas megkeresésére is
alkalmas, bar az innen leolvashat6 eljaras meglehetésen bonyolult. Az alabbi
bizonyitasbol egy lényegesen egyszertibb és gyakorlati szempontbo6l hasznal-
hatobb algoritmust nyeriink.
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Masodik bizonyitds: Legyen most is by,..., by ortonormalt bazis U-ban,
v € V tetszbleges, és keressiik a v = u + ut elgallitast, ahol u € U,ut € U+.
Irjuk be ide az u = 25:1 A;b; alakot, majd a kapott egyenléség mindkét
oldalanak vegyiik rendre a by, (m = 1,2,...,k) vektorokkal a skalarszorzatat:

k
Vb =Y Aj(b;by) +ut by, . (8.1.1)
j=1

A jobb oldalon bj-b,, = 0, ha j # m, ugyanigy u'-b,, = 0 (hiszen b,, € U,

ut € U'), és végiil b,,'b,, = 1, tehat (8.1.1) a v-b,, = \,, alakot 0lti. Ezzel

megkaptuk a )\, egyilitthatok és igy u egyetlen lehetséges értékét:
k

u= Zj:1(v‘bj)bj'

Azt kell mar csak megmutatni, hogy ez valéban megfelel, vagyis
ut =v— Z?Zl(v'bj)bj € UL. Konnyen adodik, hogy egy a vektor akkor és
csak akkor merdleges U minden elemére, ha U egy (tetszSlegesen valasztott)
bazisanak elemeire merdleges, igy elég belatni, hogy a fenti u'-nek minde-
gyik bj-vel vett skalarszorzata nulla. Ez pedig egyszerd szdmoléassal azonnal

adodik. m

Feladatok
1 0 0 0
. ) 4 0 1 0 0 .
8.1.1 Bizonyitsuk be, hogy R*-ben az ol lol: 11110 szoka-
0 0 0 1
1/2 1/2 1/2 1/2
) , 1/2 -1/2 -1/2 1/2
sos egységvektorok és az 12 | 2 =2 | <12
1/2 —1/2 1/2 —1/2

vektorok ugyanazt a skalarszorzatot definialjak.

8.1.2 Mutassuk meg, hogy egy euklideszi térben paronként meréleges nem
nulla vektorok sziikségképpen linearisan fiiggetlenek.

8.1.3 Bizonyitsuk be, hogy minden legalabb kétdimenziés euklideszi térben
végtelen sok ortonormalt bézis létezik.

8.1.4 Legyen V a legfeljebb méasodfoku valos egyiitthatos polinomok szoka-
sos vektortere. Lassuk be, hogy az alabbi fiiggvények skalarszorzatot
definidlnak, és adjunk meg egy-egy ortonormalt bazist (f és g tet-
sz6leges V-beli polinomokat jeldlnek, f’, illetve f” pedig az f els6,
illetve masodik derivaltjat).

(@) [FF0gdt () F(Dg(1) + F(Dg'(1) + F(1)g" (L);
(© Lyes fD9G) (@) X0, FG)90).
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Bizonyitsuk be, hogy egy euklideszi térben b akkor és csak akkor
merdleges az ay, . . ., a; vektorok mindegyikére, ha b € (ay, ..., ax)".

Legyen U altér a V euklideszi térben. Igazoljuk, hogy
dimU +dim U+ = dim V.

Tekintsiik az R5 euklideszi teret a szokésos skalarszorzattal. Jeldlje
egy altalanos v € V vektor komponenseit vq,...,v5. Adjuk meg az
alabbi alterek meréleges kiegészitGjét.

le{v\m:m:O};

WQZ{V‘U1:U2:U3:U4:U5};

W3 ={v | Z?Zl v; =0, 2v1 + vo = vg + 205}

Legyen U és W két altér a V euklideszi térben, dimU + dim W >
>dimV és uw =0 barmely u € Uyw € W esetén. Igazoljuk, hogy
W =U+".

Legyenek Uy és Uy egy euklideszi tér alterei. Bizonyitsuk be, hogy
Uy CU; <— U%QUQL,

(U1,U2)" =Uf-NUs

(U NUz)* = (Ui, Us").

Adjunk meg az R? szokasos euklideszi térben végtelen sok olyan vek-
tort, amelyek koziil barmely ketts linearisan fiiggetlen, de semelyik
kett6 sem merd6leges.

Legyen V egy n-dimenzios euklideszi tér (n > 0). Adjunk meg
V-ben végtelen sok olyan vektort, amelyek koziil barmely n linedrisan
fliggetlen, de semelyik kett§ sem merdéleges.

Legyen V' egy n-dimenzios euklideszi tér és bq,..., b, tetsz6leges
bézis. Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy olyan ci,...,c, bazis
létezik, amelyre b;-c; =0, ha i # j, és 1, hai = j.

Legyen a V véges dimenzids valds vektortér az U és W alterek di-
rekt Osszege. Ertelmezziink V-n skalarszorzatot gy, hogy a kapott
euklideszi térben W = U~ legyen. Hany ilyen skalarszorzat létezik?

Legyen V egy n-dimenzits euklideszi tér. A V — R linearis leképe-
zéseket, azaz Hom (V' , R) elemeit linedris fiigguvényeknek nevezziik
(ezt a fogalmat mar a 7.1.9 feladatban is bevezettiik).

Legyen ¢ € V rogzitett vektor. Mutassuk meg, hogy ®.(x) = cx
linearis fiiggvény.
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Legyen WU tetszéleges linearis fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
létezik, mégpedig pontosan egy olyan ¢ € V wvektor, amellyel
U(x) = cx.

Megjegyzés: A feladat két része egylittesen azt fejezi ki, hogy az 6sszes
linearis fiiggvényt a V elemeinek egy rogzitett vektorral képezett
skalarszorzataként kapjuk meg. A fenti ¢ — ®. megfeleltetés a V'
vektortér és a linearis fiiggvények alkotta Hom (V', R) tn. dudlis tér
kozott kolecsondsen egyértelmd, s6t konnyen lathatéan miivelettartod
is, és igy (vektortér)izomorfizmus.

Két euklideszi teret akkor neveziink izomorfnak, ha létezik kézottiik
olyan kolcsondsen egyértelmi linearis leképezés, amely (nemcsak az
osszeadasra és a skalarral valo szorzasra, hanem) a skalarszorzatra
nézve is mivelettart6. Bizonyitsuk be, hogy két euklideszi tér akkor
és csak akkor izomorf, ha megegyezik a dimenzidjuk.

Végtelen dimenzios euklideszi teret is értelmezhetiink, ha a skalar-
szorzatot (bézis felhasznalasa nélkiil) pozitiv definit szimmetrikus
bilinearis fiiggvényként definialjuk.

Legyen V azoknak az a = (aq, ag, ..., ay, . ..) végtelen valos szam-
sorozatoknak a halmaza, ahol az elemek négyzeteibsl képzett végtelen
sor konvergens: V' = {a = (a1, az,...,ax,...) | 252, af < oo}

Mutassuk meg, hogy V' a sorozatok szokasos 6sszeadédsara és szammal
val6 szorzasara vektorteret alkot.

Igazoljuk, hogy az a-b = (a1, 9,...,ak,...)(B1,P2, ..., Bk,...) =
= Zj‘;l a3 hozzérendelés skalarszorzatot definial V-n.

Legyen U azoknak a sorozatoknak az altere V-ben, amelyek legfeljebb
véges sok nem nulla elemet tartalmaznak. Mi lesz U+?

Legyen U altér egy V végtelen dimenzids euklideszi térben.
Mutassuk meg, hogy U+ =V <= U = 0.

Igaz-e, hogy ULt =0 «— U =V?

Lassuk be, hogy (U+)+ D U, de nem mindig érvényes egyenléség.
Bizonyitsuk be, hogy (U+)+)+ =U*.

Vizsgaljuk meg a 8.1.7 Tétel és a 8.1.9 feladat allitasait végtelen
dimenzioés euklideszi térre.
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8.2. Hossz, tavolsag, szog

A skalarszorzat segitségével most felépitjiik az euklideszi tér geometriajat. A
cimbeli fogalmak tetszéleges euklideszi térre torténd kiterjesztésénél a (kézon-
séges) sik-, illetve térbeli kapcsolatokat vessziik alapul.

8.2.1 Definicio

Egy euklideszi térben az x vektor hosszén (vagy normdjan vagy ab-
szolut értékén) az donmagaval vett skalarszorzatdnak a négyzetgyokét értjik.
A skalarszorzat definicidja szerint ezt ugy kapjuk, hogy az x egy ortonormalt
bazisban vett koordinatainak négyzetosszegébdl négyzetgyokst vonunk. Az x
vektor hosszét ||x||-szel jeldljiik. Osszefoglalva:

[x[| = vxex =

ahol z1,...,x, az x vektor koordinatai egy ortonormalt bazisban. &

8.2.2 Tétel
A hossz az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:
(N1) ||x|| >0¢és |x||=0 < x=0.
(N2) [Ax] = Al - x|
(N3) [x+ 2] < x| + 2] &

Bizonyitds: (N1), illetve (N2) azonnal kovetkezik a skalarszorzat pozitiv de-
finitségebdl, illetve bilinearitasabol. Az (N3) hdromszigegyenlétlenség iga-
zolaséra a 8.2.8 Tétel utan keriil majd sor. m

8.2.3 Definici6

Egy R feletti V' vektorteret normdlt (vektor)térnek neveziink, ha értel-
mezve van rajta egy || - || : V. — R norma, amely rendelkezik az (N1), (N2)
és (N3) tulajdonsagokkal. &

A 8.2.2 Tételt tehat ugy is fogalmazhatjuk, hogy minden euklideszi tér
egyben normalt tér is. Ennek a megforditasa nem igaz, lasd a 8.2.4-8.2.5
feladatokat.

A hossz segitségével azonnal értelmezhets a téavolsag:
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8.2.4 Definicio
Egy normélt térben két vektor tdvolsdgan a kiilonbségvektoruk hosszat
értjiikk. Az x és z vektorok tavolsagat 7(x, z)-vel jeloljik. Igy 7(x,z) = ||x—z]|.

&

8.2.5 Tétel
A tavolsag az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

(M1) 7(x,2) >0¢és 7(x,2) =0 <= x =z
(M2) 7(x,2) = 7(2,%).
(M3) 7(x,2) < 7(x,w) +7(W,z). &

Bizonyitds: Mindharom (M) tulajdonsag azonnal kovetkezik az azonos sorsza-
mu (N) tulajdonsagbol [(N2)-t csak A = —1-re kell felhasznélni|. m

8.2.6 Definicio

Egy H halmazt metrikus térnek neveziink, ha értelmezve van rajta egy
7: H x H— R tdvolsdg (vagy metrika), amely rendelkezik az (M1), (M2) és
(M3) tulajdonsagokkal.

A 8.2.5 Tételt tehat ugy is fogalmazhatjuk, hogy minden normalt tér
(és igy specialisan minden euklideszi tér) egyben metrikus tér is. Ennek a
megforditasa nem igaz, lasd a 8.2.6-8.2.7 feladatokat.

Végiil kovetkezik a szog definicioja. A sikon (vagy térben) két nem nulla
vektor skalarszorzata a két vektor hosszanak és a kozbezart szog koszinu-
szénak a szorzata, azaz x-z = ||x|| - ||z]| - cosp. Innen cosg kifejezhets:
cos = (x-z)/(||x]| - ||z]]) (a nevezében ||x|| és ||z|| nem nulla, mert x és z
nem nullvektor). Ennek alapjan a kozbezart szog koszinusza megadhato csak

euklideszi térben:

8.2.7 Definici6
Ha x és z egy euklideszi tér nullatol kiilonbo6zé vektorai, akkor a kdzbezdrt
szogiikon azt a 0 < ¢ < 7 szoget értjlik, amelyre

X-Z X-Z

Tzl ~ Vaxvaz

cosSp =

A fenti definicié csak akkor értelmez valoban szdget, ha a cos p-re meg-
adott kifejezés —1 és +1 kozé esik. Ezt az alabbi tétel biztositja:
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8.2.8 Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség)
Egy euklideszi tér barmely x és z vektorara fennéll az

[x-z| <[] - [|=]

egyenlGtlenség. Egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha x és z linearisan
osszefiiggk (azaz az egyik a masiknak skalarszorosa). &

Azonnal megallapithatjuk, hogy ha x és z koziil legalabb az egyik a null-
vektor, akkor mindkét oldal 0, tehat elég azzal az esettel foglalkozni, amikor
X és z egyike sem O.

Elsd bizonyitds: Tekintsiik az x és z altal generalt alteret. Ez egy legfeljebb
2-dimenzio6s euklideszi tér, és igy a kozonséges sikkal vagy annak egy alterével
izomorf (mint euklideszi tér is, lasd a 8.1.14 feladatot). A sikon viszont igaz az
egyenl6tlenség (hiszen éppen abbol indultunk ki), tovabbé egyenléség pontosan
akkor érvényes, ha a vektorok parhuzamosak, azaz Osszefiiggfk. m

Mdsodik bizonyitds: Irjuk fel mindkét oldalt egy ortonormalt béazis szerinti
koordinatak segitségével, majd emeljiink négyzetre. Mivel mindkét oldalon
nemnegativ szam &ll, igy a négyzetre emelés ekvivalens egyenlGtlenséget ered-
ményez. Ez a kovetkezSképpen fest:

(121 + .+ Tpz)? < (@3 4+ 4222+ ..+ 2D).

A miiveleteket elvégezve és atrendezve a

0 S Z (.%'iZj — acjzi)z

1<i<j<n

alakot kapjuk. A jobb oldali négyzetisszeg nyilvan nemnegativ (amivel az
egyenlGtlenséget mar igazoltuk), és csak akkor nulla, ha minden tagja nulla.
Ez utobbi azt jelenti, hogy x és z koordinatai ardnyosak, tehat az egyik vektor
val6ban a maésik skalarszorosa. m

Megjegyezziik, hogy a masodik bizonyitas tulajdonképpen egy valos sza-
mokra vonatkozé elemi egyenlGtlenséget igazolt kozépiskolds tton. Ennek
specialis eseteként megkaphatjuk a szamtani és négyzetes kozép kozotti egyen-
16tlenséget is (lasd a 8.2.8 feladatot).
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Harmadik bizonyitds: Legyen X tetszéleges skalér, és tekintsiik a
IAx + z||? = (A\x + 2)-(Ax + z) = A (xX) + 2\(x°2) + 2z

skalarszorzatot. Ez (x # 0 miatt) A-nak masodfokd polinomja, tovabba min-
den X\ valés szamra nemnegativ értéket vesz fel. Ez csak tgy lehet, ha a
diszkriminansa nempozitiv, azaz

(x-2)* — (xx)(zz) <0.

Ez éppen a bizonyitandé egyenlGtlenség négyzetre emelt alakja.

Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha a diszkriminans nulla, ami (a
negativ diszkriminanst mésik esettel szemben) éppen azt jelenti, hogy a szoban
forgd6 masodfoku polinomnak van gyoke. Ekkor tehat alkalmas A-ra
IAx 4+ z|| =0, azaz Ax +z = 0, vagyis z = —Ax. ®m

A Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség (a tovabbiakban CBS)
igen széles korben alkalmazhato. Most a 8.2.2 Tételbeli (N3) haromszogegyen-
16tlenség még hianyzo6 bizonyitasat potoljuk a segitségével.

A hdromszdgegyenlétlenség bizonyitdsa [8.2.2 Tétel, (N3)|: ||x+z| < ||x||+]z]|
teljesiilését kell belatnunk. Ezzel (a nemnegativitas miatt) ekvivalens, ha a két
oldal négyzetére latjuk be a megfelel§ egyenlGtlenséget. A bal oldal négyzete
x]|? + 2(x-z) + ||z]|?, a jobb oldal négyzete pedig ||x||* + 2 - ||x||-||z| + ||z>*
Csak a kozépsd tagban van eltérés, és ott a CBS biztositja a kivant iranyta
egyenlGtlenséget. m

A fenti bizonyitasbol az is kideriilt, hogy (a geometriai tapasztalatunkkal
osszhangban) a haromszogegyenl6tlenségben pontosan akkor all egyenldség, ha
a két vektor egyirdnyt, azaz az egyik a méasiknak nemnegativ skalarszorosa.

Feladatok
8.2.1 Mennyi egy ortonormélt béazis két elemének a tavolsaga?

8.2.2 Mennyi az x és z vektorok szoge, ha ||x|| = ||z|| = ||x — z|| # 07

8.2.3 Bizonyitsuk be tetszéleges euklideszi térben az alabbi allitasokat.
Mely kozismert geometriai tételek altalanositéasardl van szo?
(a) x Lz = |x+2]? = [xI|? + ]
(b) [|x|| =z <= x+zLlx—z
() llx+zl* + [lx — z[|* = 2[)x]|* + 2[z[|.
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Az alabbi R™ — R fliggvények koziil melyekre lesz az R™ vektortér
normalt tér? (Az x vektor komponenseit x;-vel jeldljiik.)

iy (b)) maxpy fasl; (e) feal; (d) D25y fasl;

(325 | )3,

max

Mutassunk példat olyan normaélt térre, amely nem euklideszi tér, azaz
a norma nem skalarszorzatbol szarmazik.

Bizonyitsuk be, hogy egy normaélt tér pontosan akkor tehets euk-
lideszi térré (azaz pontosan akkor definidlhato rajta egy, az
x]|? = x-x azonosségot kielégits skaldrszorzat), ha barmely x és
z esetén ||x + z||? + ||x — z||? = 2||x[|? + 2||z|* teljesiil.

Az alabbiakban R™-en tobbféleképpen megprobaljuk két vektor ta-
volsagat definiadlni. Mely esetekben kapunk metrikus teret? (Az x,
illetve z vektor komponenseit z;-vel, illetve z;-vel jeldljiik.)

21 — 21]; (b) 21wy — 215
Ahany komponensben x és z kiilonbozik, azaz ahény j-re z; # z;.
Mutassunk példat olyan vektortérre, amely metrikus tér, de a metrika

nem normabol szarmazik (azaz nem definidlhato tigy egy norma, hogy
a 7(x,z) = ||x — z|| azonossag teljesiiljon).

Hogyan kovetkezik a CBS-bdl a szédmtani és négyzetes kozép kodzotti
egyenlGtlenség:

34+ STt t

n n

Mikor all egyenl&ség?

Melyek igazak az alabbi allitasok kozil (k tetszéleges pozitiv egész,
a c; vektorok egy euklideszi tér elemei)?

Haacy,...,cy vektorok paronként merglegesek, akkor || Z?Zl c||? =
k

= Zj:l lle; 12

Ha || Z§:1 || = Zle |c;||?, akkor a ¢y, . . ., cx vektorok paronként

merd&legesek.

Milyen szbget zarnak be az R* szokasos euklideszi térben az alabbi
vektorok?
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1 1 1 1 1 0
1y, 1] 1y, [ -1] V2 | . 1
NEARRE (b) et b (c) L& e
1 0 1 -1 0 1

Tekintsiink az R* szokésos euklideszi térben egy egységnyi oldalt
kockat.

Hatéarozzuk meg a cstcsok, az élek és a testatlok szamat.

Milyen hossztuak a testatlok?

Milyen szoget zar be egy testatlo egy éllel?

Milyen szoget zar be két testatlop?

Mennyi a kocka koré, illetve a kockaba irt (4-dimenzios) gémb sugara?

Definialjuk és szamitsuk ki az R?* szokasos euklideszi térben az
(5} 1
U={u= 32 | ur + ug + ug + ug = 0} altér és az ?, vektor
3
Uyg 4
tavolsagat.
Tegyiik fel, hogy az Ax = b valos egyenletrendszer nem oldhat6 meg.

Ekkor olyan z kozelité megoldast szeretnénk talalni, amelyre az Az
vektor a lehetd legkdzelebb van b-hez. Hogyan keressiink ilyen z-t,
és milyen értelemben lesz ez legjobb kozelité megoldas? Illusztraljuk
mindezt az alabbi egyenletrendszeren:

T1+ To+ x3+ x4=1
T+ 2x9 +3x3 +4x4 =1
x1+3x2+5x3+7x4:7

Legyen ey, ..., e, egy euklideszi tér ortonormalt bazisa. Igazoljuk az
alabbi azonossagokat:

x =35 (e5x)ej;

xz =) (xe;)(e;z);

Parseval-formula: ||x||? = Z?:l |x-e;|2.

(Bessel-egyenldtlenség.) Mutassuk meg, hogy ha cq, ..., ¢, ortonor-

malt rendszer, akkor barmely x vektorra ||x||? > Z?Zl |x-c;|%. Mikor
all egyenléség?
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8.2.16 Lassuk be, hogy a CBS (nemcsak a skalarszorzatokra, azaz a pozitiv
definit fliggvényekre, hanem) a pozitiv szemidefinit fiiggvényekre is
igaz: ha A egy pozitiv szemidefinit szimmetrikus bilinearis fiiggvény,
akkor barmely x és z vektorra |A(x,z)|? < A(x,X) - A(z,z).

M*8.2.17 Egy n-dimenzios euklideszi térben maximalisan hény (nem nulla)
vektor adhato meg tgy, hogy koziilik barmely ketts (a) 60; (b)
120 fokos sz6get zarjon be egymaéssal?

*8.2.18 Mutassuk meg, hogy a CBS végtelen dimenziés euklideszi térben is
igaz (a végtelen dimenzios euklideszi tér értelmezését lasd a 8.1.15
feladatban).

8.3. Komplex euklideszi tér

Most a komplex test feletti véges dimenzios vektorterekre adaptéaljuk az el6zé
két pontban targyalt fogalmakat és eredményeket.

8.3.1 Definicio
Legyen ey, ..., e, régzitett bazis V-ben. Ekkor az adott bézis szerint vett
skaldrszorzaton az alabbi S : V x V' — C fiiggvényt értjiik:

Z1 z21

S(x,z)=xz=| : || : :Z@zj. ' 3
j=1

In Zn

A valos esethez képest tehat annyi a valtozas, hogy az elsd vektor koordinatéi-
nak a komplex konjugdltjat kell venni.

Az igy definialt skalarszorzat pozitiv definit ermitikus bilineéris fiiggvény,
ami részletesen kiirva a kdvetkezSket jelenti:

Mxz=zx!"; (x+x)z=xz+x"2z; M (Ax)z=Nxz)!;

x(z+7)=xz+x2z'; x(\z)=Axz); x#0=xx>0.

A val6s esethez képest tehat két helyen van valtozas: a két tényezs felcse-
rélésekor a skalarszorzat a komplex konjugaltjdba megy at, valamint az elsd
tényez6t A-val szorozva a skalarszorzat nem A-val, hanem annak konjugaltjaval,
A-tal szorzodik. Megjegyezziik még, hogy az x # 0 = x-x > 0 feltétel azt is
magaban foglalja, hogy x-x minden x-re valds szam (ez egyébként az x-z = z-xX
tulajdonsaghol adodik — vo. a 7.4.4 Tétellel).
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Az ortogonalizacios tétel komplex valtozata szerint most is igaz a meg-
forditas: minden pozitiv definit ermitikus bilinearis fiiggvényhez talalhato
olyan bazis, hogy a szerinte vett skalarszorzat éppen az adott fiiggvénnyel
egyenls. Igy a 8.1.2 Tétel megfelelGje érvényben marad:

8.3.2 Tétel
A (komplex) skalarszorzatot pozitiv definit ermitikus bilinearis fiiggvény-
ként is definidlhatjuk. &

Ezutén az euklideszi tér, az ortonormaélt rendszer, az ortonormalt bazis, a
merdlegesség, a merdSleges kiegészit§ értelmezése ugyanaz, mint a valés esetben
volt (8.1.3-8.1.6 Definiciok). A 8.1.7 Tétel is valtoztatas nélkiil érvényes.

A vektor hossza komplex euklideszi térben is az énmagéval vett skalar-
szorzat négyzetgyoke (8.2.1 Definicid). Ez (a pozitiv definitség miatt) most
is (nemnegativ) valds szam. A vektor hosszat egy ortonormalt bazis szerinti
koordinatakkal ugy irhatjuk fel, hogy a koordinatak abszolut értékének négy-
zetOsszegébdl vonunk négyzetgyokot:

n

n
Ixl = vax= | S we = |3l
j=1

J=1

A hosszra ugyanugy teljesiilnek a 8.2.2 Tétel (N1)—(N3) allitasai, tehat egy
komplex euklideszi tér egyben (komplex) normalt tér is.

A (norma segitségével definialt) tavolsag fogalma és (M1)—(M3) tulajdon-
sagai (8.2.4 Definicio, 8.2.5 Tétel) azonosak a valos esetben latottakkal, és igy
most is metrikus teret kapunk.

Szoget nem értelmeziink (csak merdlegességet), hiszen a 8.2.7 Definicio
most cos p-re altalaban komplex értéket adna.

A Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz egyenl6tlenség (8.2.8 Tétel) azonban
tovabbra is érvényes, a mésodik bizonyitds minimélis valtoztatassal, a har-
madik bizonyitas pedig némi triikk alkalmazasaval atvihet6 a komplex esetre
is (lasd a 8.3.4 feladatot).

Feladatok

8.3.1 Mutassuk meg, hogy az alabbi feladatok &llitasai komplex euklideszi
térben is érvényben maradnak: 8.1.2, 8.1.3, 8.1.5, 8.1.6, 8.1.8, 8.1.9,
8.1.11, 8.1.14, 8.2.14, 8.2.15.



8.3.2
(a)
(b)

8.3.3
8.3.4

8.3.5
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Legyen V egy komplex euklideszi tér. Bizonyitsuk be, hogy

X — iz és ixX + z pontosan akkor merélegesek, ha x = iz;

X + iz ¢és ix + z pontosan akkor merdlegesek, ha [|x|| = ||z|| és az x-z
skalarszorzat tiszta képzetes.

Vizsgaljuk meg a 8.2.3 feladat allitadsait komplex euklideszi tér esetén.

Bizonyitsuk be a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenl6tlenséget
komplex euklideszi térre.

A C™ szokasos euklideszi térben egy x vektor konjugaltjat ugy kap-
Z1
juk, hogy x minden komponensét konjugaljuk: ha x = .|, akkor
L
T
X = : |. Egy tetszéleges H C C" részhalmazra legyen H a
Tn
H-beli vektorok konjugaltjainak a halmaza. Végiil egy vektort nevez-
ziink valésnak, ha minden komponense valos.

Bizonyitsuk be, hogy z és z akkor és csak akkor Osszefliggdk, ha z
egy valos vektor skalarszorosa.

Mutassuk meg, hogy H akkor és csak akkor altér, ha H altér.

) Igazoljuk, hogy barmely U altérre UL =UL.

Lassuk be, hogy egy U # 0 altérre U = U akkor és csak akkor teljesiil,
ha U-nak létezik valds vektorokbol allo bazisa.

Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor létezik olyan U altér, amely-
re U+ = U, ha n paros.

8.4. Transzformaci6é adjungaltja

Legyen V egy n-dimenzios (valos vagy komplex) euklideszi tér.

8.4.1 Tétel

Minden A € HomV linearis transzformécidohoz pontosan egy olyan

A* € HomV létezik, amellyel barmely x,z € V vektorra (Ax)-z = x-(A*z)
teljesiil.

Ezt az A* transzformaciot az A transzforméacio adjungdltjanak nevezziik.

&
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Kiilon felhivjuk a figyelmet arra, hogy az adjungalt nemcsak az A transz-
forméciotol, hanem a skalarszorzattodl is fiigg. Ha tehéat ugyanazon a V' vek-
tortéren egy masik skalarszorzatot vesziink (és igy persze egy masik euklideszi
teret kapunk), akkor ugyanannak a transzformécionak (altalaban) mas lesz az
adjungéltja.

Bizonyitds: Legyen eq,...,e, ortonormalt bazis V-ben.
Tekintsiik el6szor a valos esetet. Ha vessziik az e; béazisban A,x és z
matrixat, akkor az (Ax)-z skalarszorzatot a kovetkezGképpen irhatjuk fel:

(Ax)z = [Ax]" [2] = [x]" [A]"[2].
A keresett A* transzformécioval az x-(A*z) skalarszorzatra ugyanigy
x(A"z) = [x]"[A][2]

adodik. A két skalarszorzat mindegyike (x-ben és z-ben) bilinearis fiiggvény,
ezért pontosan akkor azonosak, ha (ugyanabban a bazisban felirt) matrixuk
megegyezik, azaz [A]T = [A*]. Felhasznalva a matrixok és a lineéris leképe-
zések kozotti kolesondsen egyértelmi megfeleltetést, innen azt nyerjik, hogy
pontosan egy ilyen A* transzformécio létezik.

A komplex esetben minddssze annyi a valtozas, hogy a transzponaltak
helyett mindeniitt az adjungalt matrixot (azaz a transzponalt konjugéltjat)
kell venni. m

A bizonyitasbol az is kideriilt, hogyan kapjuk az adjungalt transzforméacio
méatrixat ortonormalt béazisban: valos esetben az A métrix transzponaltjat,
a komplex esetben pedig az adjungéltjat kell venni. Ezt fontossdga miatt
kiilon tételként is kimondjuk. Mivel valés métrix transzponéltja és adjungéltja
ugyanaz, ezért az egyontetiiség kedvéért a jovében (a valos és a komplex eset-
ben egyarant) az adjungélt matrix elnevezést és jelolést fogjuk hasznalni.

8.4.2 Tétel
Ortonormélt béazisban [A*] = [A]*, azaz A* méatrixat ugy kapjuk meg,
hogy A matrixat tiikkrozziik a f6atlora és (komplex esetben) konjugaljuk. &

A transzformécioknal az adjungalés és a miiveletek ugyanolyan kapcso-
latban allnak, mint a matrixoknal (lasd a 8.4.1 feladatot).

Valos euklideszi térben A és A* karakterisztikus polinomja, minimalpoli-
nomja és sajatértékei megyegyeznek, komplex esetben pedig egyméas konjugalt-
jai lesznek (lasd a 8.4.7 feladatot).
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Az invarians alterekre vonatkozo alabbi egyszert tétel a késGbbiekben
fontos szerepet jatszik majd.

8.4.3 Tétel
U akkor és csak akkor invarians altere A-nak, ha U~ invarians altere

A*-nak. &

Bizonyitds: Tegylik fel, hogy U invariéns altere A-nak, és mutassuk meg, hogy
U+ invarians altere A*-nak. Ehhez z € Ut = A*z € U* igazolando, vagyis
hogy z-vel egyiitt A*z is merdleges tetszéleges u € U vektorra. A kérdéses
skalarszorzatot képezve valoban u-(A*z) = (Au)-z = 0 adodik, hiszen Au € U
és z € Ut. A megforditast ugyanigy (vagy az (A*)* = A és (ULt = U
osszefiiggésekbdl) kapjuk. m

Feladatok

8.4.1 Igazoljuk az adjungélt transzforméaci6é alabbi tulajdonsagait:
(A+B)* = A*+B*, (M) = A", (AB)* =B*A*, (A*)* = A.

8.4.2 Tekintsiik a sikon a szokésos skalarszorzatot. Adjuk meg az aldbbi
transzformaciok adjungaltjat:

tiikrozés az x-tengelyre;

tliikrozés az origdbn atmend tetszéleges egyenesre;

az origo6 koriili (pozitiv irdnya) 90 fokos elforgatas;

az origd korili tetszéleges szogi elforgatés;

merdleges vetités az z-tengelyre;

merdleges vetités az origon atmend tetszdleges egyenesre;

az y-tengellyel parhuzamos vetités a 45 fokos y = = egyenesre;

az a linearis transzformacié, amely az z-tengely pontjait helyben-
hagyja, az y-tengely pontjait pedig —90 fokkal elforgatja.

N~
o Ao T W
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8.4.3 Tekintsiik a térben a szokasos skalarszorzatot, és legyen c egy rogzi-
tett vektor. Az A transzformacié egy u vektorhoz rendelje hozza az
u X c vektoriélis szorzatot. Hatarozzuk meg A*-ot.

8.4.4 Tekintsiik a 8.1.4 feladatban definidlt euklideszi tereket, és hataroz-
zuk meg a kétszeri differencialas (az f — f” linearis transzforméacio)
adjungéltjat.

8.4.5 Mutassuk meg, hogy ha A? = O, akkor minden x-re Ax 1 A*x.
Igaz-e az allitas megforditasa?
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8.4.6

8.4.7

8.4.8
8.4.9
8.4.10

*8.4.13

M*8.4.14
(a)
(b)
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Tekintsiik A és A* egy-egy sajatvektorat. Bizonyitsuk be, hogy vagy
a hozzdjuk tartozd sajatértékek egymés konjugaltjai, vagy pedig a
két sajatvektor meréleges egymaésra.

Igazoljuk, hogy valos euklideszi térben A és A* karakterisztikus poli-
nomja, minimélpolinomja és sajatértékei megyegyeznek, komplex
esetben pedig egymaés konjugaltjai lesznek. (Egy polinom konjugalt-
jan az egyiitthatok konjugalasaval nyert polinomot értjiik.)

Lassuk be, hogy Ker A* = (Im A)* és Im A* = (Ker A)*.

Igazoljuk, hogy A és A* kép-, illetve magterei azonos dimenzi6juak.

Legyen A € CF*" b € CF, és tekintsiik az Ax = b lineéris egyenlet-
rendszert (n ismeretlen, k egyenlet). Bizonyitsuk be, hogy ez akkor
és csak akkor oldhat6 meg, ha b mer6leges az A*z = 0 homogén
egyenletrendszer minden megoldasara (a merdlegességet a CF szoka-
sos euklideszi térben értjiik).

Bizonyitsuk be, hogy ha A*A = O, akkor A = O.

Mutassuk meg, hogy Ker (A*A) = Ker A és Im (A*A) = Im A*.
Tegyiik fel, hogy A*B = O. Bizonyitsuk be, hogy

Im A és Im B merdleges alterek;

Ker (A+ B) = Ker AN Ker B5.

Igaz-e az (a), illetve (b) allitds megforditasa?

Mutassuk meg, hogy ha A*B = BA* = O, akkor Im (A + B) =
=ImA®ImB.

Legyen V egy véges dimenziés vektortér a valés vagy a komplex test
felett, és definidljunk rajta kiilonbo6z6 skalarszorzatokat.

Melyek azok az A € Hom V transzforméciok, amelyekre A* nem fligg
a skalarszorzattol (tehat barmely skalarszorzat szerint ugyanaz)?

Legyen S; és Ss két skalarszorzat. Mutassuk meg, hogy akkor és csak
akkor lesz minden A € Hom V' transzformécionak az S; és Sy szerint
képzett adjungéltja ugyanaz, ha S; = ASs, ahol X\ # 0.
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8.5. Normalis, 6nadjungalt és unitér transzformacidok

Ebben a pontban csak (véges dimenzios) komplex euklideszi terekkel foglalko-
zunk. Itt az adjungalt segitségével jol le tudjuk irni, mikor létezik egy transz-
formécionak ortonormdlt sajatvektorokbodl allo béazisa. Mas megfogalmazés-
ban: mely transzforméciékhoz talalhat6é olyan ortonormdlt bazis, amelyben a
transzformacié métrixa diagonalis. Ezutén két fontos specialis esetet részlete-
sen is megvizsgalunk. A valos euklideszi terekben kissé més a helyzet, ezt a
kévetkez6 pontban targyaljuk.

8.5.1 Definici6
Egy A transzformaciot normdlisnak neveziink, ha felcserélheté az ad-
jungaltjaval, azaz AA* = A*A. &

8.5.2 Tétel
Egy véges dimenzi6s komplex euklideszi térben akkor és csak akkor 1étezik
az A transzformacionak ortonormdlt sajatvektorokbol allé bazisa, ha A nor-

maélis, azaz AA* = A*A. &

Bizonyitds: ElGszor a feltétel elégségességét igazoljuk, tehat azt, hogy a nor-
malitasbol a kivant bézis 1étezése kovetkezik.

Ha egy, a komplex test feletti vektortérben két transzformacio felcserél-
hetd, akkor van kozos sajatvektoruk. Vegyiik ugyanis az egyik transzforméacio
egy sajatalterét. Ez a 6.4.6 feladat szerint a masik transzformécionak invari-
ans altere. Szoritsuk meg erre az altérre a méasik transzforméciot, és tekintsiik
egy tetszlleges sajatvektorat. Ez a két transzformacionak kézos sajatvektora
lesz.

Vegyiik most a felcserélhets A és A* transzformaciok egy e kozos sajatvek-
torat. Alkalmas skalarral beszorozva elérhetjiik, hogy ||e|| = 1 legyen. Ez lesz
az ortonormalt sajatbézis els6 eleme.

Tekintsiik az U = (e)® mer6leges kiegészits alteret. Mivel (e) invarians
altere volt A-nak, illetve A*-nak, ezért (a 8.4.3 Tétel szerint) U invarians
altere A*-nak, illetve A-nak. Ennek alapjan a fenti eljardst az U altéren
megismételhetjiik stb. Igy végiil egy ortonormalt sajatbazishoz jutunk.

A sziikségességre ratérve, azt kell megmutatnunk, hogy ortonormalt sajat-
bazis létezésébdsl AA* = A* A kovetkezik. Vegyiik A egy ortonormalt sajat-
béazisat, ebben az [A] matrix diagonalis. Ekkor az ortonorméltsiag miatt
[A*] = [A]*, tehat [A*] is diagonalis matrix. Két diagonalis méatrix pedig
felcserélhets, és igy a megfelel§ transzformaciok, azaz A és A* is felcserél-
hetsk. m
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A normalis transzforméciokra még egy érdekes karakterizaciot adunk.
Tovabbi ekvivalens feltételeket a 8.5.10 feladat tartalmaz.

8.5.3 Tétel
Az A transzformacio akkor és csak akkor normaélis, ha A* felirhato az A
polinomjaként, azaz van olyan f € C[z], amellyel A* = f(A). &

Bizonyitds: Ha A* = f(A), akkor AA* = Af(A) = f(A)A = A*A, hiszen A
a hatvanyaival és £-vel nyilvan felcserélhetd.

A megforditédshoz tegyiik fel, hogy AA* = A*A. Az el6z6 tétel szerint
ekkor van olyan ortonormalt bézis, amelyben az [A] matrix diagonalis és
[A*] = [A]*. Legyenek [A] f6atlojanak elemei A, ..., Ag, ekkor [A*] {6atloja-
nak elemei A1, ..., A\x. Legyen n akiilonb6z6 Aj-k szdma. Olyan f = ap+ayz+
.o .4, 12" komplex egyiitthatos polinomot keresiink, amelyre A* = f(A).
Ezt a transzforméaciok helyett a diagonélis méatrixokra felirva, az

O[o—FO[l)\j-i-...—l-Oén,l)\?_l:)\ij, 1=12 ...k

egyenletrendszer adodik (ahol az «;-k az ismeretlenek). Az azonos A-khoz tar-
toz6 egyforma egyenletekbdl csak egyet megtartva egy olyan n x n-es egyen-
letrendszerhez jutunk, amelynek a determinansa a kiilonboz6 A;-k altal ge-
neralt Vandermonde-determinans. Mivel ez nem nulla, az egyenletrendszer
(egyértelmiien) megoldhato, és igy egy megfelel f polinomot kapunk. (Hi-
vatkozhattunk volna az interpoléciés polinomokra bizonyitott 3.2.4 Tételre
is.) m

A normalis transzforméaciok két legfontosabb osztalya, amikor A* = A,
illetve A* = A~1, ezek az ¢nadjungalt, illetve az unitér transzformaciok.

8.5.4 Definicio
Az A transzformacié énadjungdlt, ha A* = A. &

Azonnal latszik, hogy egy 6nadjungalt transzforméacié normalis, igy létezik
ortonormalt sajatbéazisa. A normaélis transzforméciok koziil pontosan azok
onadjungaltak, amelyeknek a sajatértékei valosak (8.5.1 feladat).

8.5.5 Definici6
Az A transzformécié unitér, ha A* = A~!. &

Vilagos, hogy egy unitér transzformécié is normaélis, igy létezik ortonor-
maélt sajatbazisa. A normalis transzforméciok koziil pontosan azok unitérek,
amelyeknek a sajatértékei egységnyi abszolut értékiek (8.5.3 feladat).
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Az unitér transzforméciok azzal jellemezhetSk, hogy skalarszorzat-,
norma-, illetve tavolsagtartok:

8.5.6 Tétel
Egy A transzformacié unitérsége az alabbi feltételek barmelyikével ekvi-
valens:

I. Skalarszorzattartas: x,z € V = (Ax)-(Az) = x-z.
II. Normatartas: x € V = ||Ax|| = ||x].
III. Tavolsagtartas: x,z € V = 7(Ax, Az) = 7(x,2). &

Bizonyitds: (1.) (Ax)-(Az) = x-(A*Az) = x-z minden x, z-re pontosan akkor
teljesiil, ha A*A = £.

(I1.) A norma specialis skalarszorzat, igy a skalarszorzattartasbol a nor-
matartas kovetkezik. A megforditashoz azt kell felhasznalni, hogy a norma
segitségével is egyértelmiien felirhat6 a skalarszorzat.

(IT1.) A tavolsagot a norma segitségével definidltuk, tehat a normatartas-
bol kévetkezik a tavolsagtartas. A megforditas az ||u|| = 7(u, 0) Gsszefiiggésbol
adodik. m

Feladatok

8.5.1
(a) Bizonyitsuk be, hogy egy normaélis transzforméacioé akkor és csak akkor
onadjungalt, ha a sajatértékei valosak.

(b) Igaz-e, hogy ha egy transzformécio sajatértékei valosak, akkor sziik-
ségképpen onadjungalt?

8.5.2 Mutassuk meg, hogy egy A onadjungalt transzforméaciora az
A A% . A™, ... transzformaciok vagy mind kiilonbozok, vagy pe-
dig legfeljebb két kiilonb6z8 van kozottiik.

(a) Bizonyitsuk be, hogy egy normalis transzformécio akkor és csak akkor
unitér, ha a sajatértékei egységnyi abszolit értéktiek.

(b) Igaz-e, hogy ha egy transzformacio sajatértékei egységnyi abszolut
értékiiek, akkor sziikségképpen unitér?

8.5.4 Igaz-e, hogy egy véges dimenziés komplex vektortéren barmely A
linearis transzformacioé normalissa tehetd, azaz értelmezhets ugy egy
skalarszorzat, hogy A normaélis legyen?
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8.5.5 Tekintsiik a C* szokéasos euklideszi teret. Az alabbi transzformaciok
koziil melyek lesznek normaélisak, 6nadjungaltak, illetve unitérek?

U1 0 U1 Uy Uy Uy
(5] Uy (15) Uy (5] U1
us U2 us u2 us Uy
Uy us Uy us Uy Ui
U1 Ul + U2 + U3 + Ug (75} Up — U2
D U2 . Ul + Uz + U3z + Ug . F (%) . U — U3
u3 up +uz +uz+ug |’ u3 Uz — Uyg
U4 Ul + U2 + U3z + Ug Uy Ug — UL

8.5.6 Legyen A és B ¢nadjungalt. Onadjungalt lesz-e A + B, \A, A2,
illetve AB? Oldjuk meg a feladatot 6nadjungalt helyett unitér, illetve
normalis transzformaciokra is.

(a) Véleményezze az alabbi gondolatmenetet. Két onadjungalt transz-
formacio szorzata is 6nadjungalt, ugyanis: (i) egy transzformacio
akkor és csak akkor 6nadjungélt, ha van olyan ortonormaélt sajatvek-
torokbol all6 bazis, amely szerinti matrixa diagonalis és a {6atlo ele-
mei valosak; (ii) két ilyen méatrix szorzata megint ilyen matrixot ad;
(iii) ha tehat a két onadjungalt transzformacié megfelel6 matrixat
felirjuk és Osszeszorozzuk, akkor a szorzat is ilyen tipust matrix lesz,
vagyis a szorzattranszformaci6 is 6nadjungélt.

(b) Igazoljuk, hogy az A és B 6nadjungalt transzformaciok AB szorzata
akkor és csak akkor onadjungalt, ha AB = BA.

8.5.8 Mutassuk meg, hogy egy normélis transzformacio6 sajatalterei paron-
ként merdlegesek. Igaz-e az allitds megforditasa?

8.5.9 Legyen az A normélis transzformacié matrixa valamely bq,..., b,
bazisban A. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?
(a) Ha a by,...,b, bazis ortonormalt, akkor AA* = A*A.
(b) Ha AA* = A*A, akkor a by,..., b, bazis ortonormalt.
8.5.10 Bizonyitsuk be, hogy egy A transzformécié normalitdsa az alabbi
feltételek barmelyikével ekvivalens.

(a) x €V = ||Ax| = || A*x]|.
(b) A és A* sajatvektorai azonosak. _
(c) Minden A-ra Ker (A — A\E) = Ker (A* — A\E).
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Minden A-ra Im (A — AE) = Im (A* — \E).
Minden A-ra Ker (A —AE) L Im (A — \E).

Bizonyitsuk be, hogy ha az A és B normalis transzformaciokra
AB = O, akkor BA = O is teljesiil.

Mutassuk meg, hogy az A és B normalis transzformacioknak akkor
és csak akkor létezik koz0s ortonormalt sajatbazisa, ha AB = BA.

Lassuk be, hogy ha az A és B normélis transzforméaciok felcserél-
hetsk (azaz AB = BA), akkor AB is normalis. Igaz-e az allitas
megforditasa?

Bizonyitsuk be, hogy egy transzformécié akkor és csak akkor nor-
maélis, ha felirhato egy 6nadjungalt és egy unitér transzformacié szor-
zataként, amelyek egymassal felcserélhetsk.

Mutassuk meg, hogy egy komplex euklideszi téren minden transzfor-
maciohoz létezik olyan ortonormalt bazis, amelyben a transzformécio
métrixa fels6haromszog-matrix.

Legyen V egy n-dimenzios komplex euklideszi tér és A, illetve A*A
karakterisztikus polinomjanak gyokei (multiplicitassal szamolva) le-
gyenek A1, ..., Ay, illetve pq, ..., tin.

Mutassuk meg, hogy 1, ..., i, nemnegativ valés szamok.
Bizonyitsuk be, hogy >7_; [A;[* < 377, py.

A b)-beli egyenlétlenségben pontosan akkor all egyenléség, ha A nor-
malis.

Bizonyitsuk be, hogy egy transzformacié akkor és csak akkor merd-
legességtartd, ha egy unitér transzformacié skalarszorosa.

Irjuk fel egy unitér transzformacié matrixat egy ortonormalt bazis-
ban. Bizonyitsuk be, hogy

két kiilonb6z6 oszlopvektor szokasos C™-beli skalarszorzata 0, egy
oszlopvektor 6nmagéaval vett skalarszorzata pedig 1;

ugyanez érvényes oszlopok helyett sorokra is;

a métrix determinansanak abszolut értéke 1;

a matrix barmely elemének ugyanannyi az abszolit értéke, mint a
hozza tartozo elGjeles aldeterminansnak.



254 8. EUKLIDESZI TEREK
8.6. Szimmetrikus és ortogonalis transzformaciok

Most ratériink a (véges dimenzios) valds euklideszi terek néhény transzforma-
ciotipusara. Itt méar sokkal ritkdbb az ortonormalt sajatbazis, azaz ortonor-
malt bazis szerinti diagonalis métrix: pontosan az 6nadjungaltnak megfelels
szimmetrikus transzformacioknal 1étezik ilyen. Ez az un. f6tengelytétel, amely
tobbek kozott a geometridban a masodrendd gorbék és feliiletek leirasanél is
fontos szerepet jatszik. Az unitérnek megfelel§ ortogonélis transzforméciok
esetén csak ,kicsit cstiinyabb” métrixot tudunk garantalni.

8.6.1 Definici6
Az A transzformacio szimmetrikus, ha A* = A. &

8.6.2 Tétel (Fotengelytétel)
Egy A transzformaciénak akkor és csak akkor 1étezik ortonormaélt sajat-
bézisa, ha A szimmetrikus. &

Bizonyitas: Ha létezik ortonormalt sajatbazis, akkor A-nak ebben felirt méat-
rixa diagonalis, tehat nyilvan szimmetrikus, és igy A is szimmetrikus.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy A szimmetrikus. El&szor belatjuk,
hogy A-nak létezik sajatvektora. Mivel a valds test f6lott a minimalpolinom
legfeljebb masodfoki irreducibilis tényezdk szorzata, ezért a 6.5.5 Tétel szerint
A-nak létezik egy W legfeljebb 2-dimenzios invarians altere. Ha dim W = 1,
akkor W (barmelyik) generatoreleme sajatvektor. Legyen tehat dim W = 2,
és frjuk fel A (W-re torténd megszoritasanak) méatrixat egy ortonormalt bazis
szerint. Mivel A szimmetrikus, ezért ez a matrix is az: A = (g ? ) Az
A karakterisztikus polinomja k4 = 22 — (o + 0)z + (ad — $%). Ennek a
diszkriminansa (a + )% — 4(ad — 82) = (a — 6)? + 462 > 0, tehat k4-nak van
(valos) gyoke. Ez a gyok A-nak sajatértéke, igy van sajatvektor is.

Legyen e; az A egy egységnyi normaju sajatvektora. Ekkor az U = (ey)
merdleges kiegészité altér invaridans altere A* = A-nak. Ennek alapjan a
fenti eljarast az U altéren megismételhetjiik stb. Igy végiil egy ortonormalt
sajatbézishoz jutunk. m

€L

A geometria szempontjabol a szimmetrikus matrixot egy szimmetrikus
bilinearis fiiggvény métrixaként érdemes tekinteni. A fGtengelytétel ekkor a
kovetkezo allitassal ekvivalens: egy szimmetrikus bilineéris fiiggvény tgy is or-
togonalizalhato, hogy a bazis az (euklideszi térben eleve) adott skalarszorzatra
nézve is ortonormélt legyen. Ez specialisan a kozonséges sik, illetve tér méa-



8.6. SZIMMETRIKUS ES ORTOGONALIS TRANSZFORMACIOK 255

sodrendd gorbéire, illetve feliileteire vonatkozolag azt jelenti, hogy léteznek
merdleges sajatiranyok. KEzekkel felirva az adott gérbének, illetve feliiletnek
megfelels kvadratikus alakot, az (konstans egyiitthatokkal — a sajatértékekkel
— képezett) négyzetosszeg lesz.

A f&tengelytétel el6bbi alakja tgy is fogalmazhato, hogy két szimmetrikus
bilinearis fiiggvény egyszerre is ortogonalizalhatd, ha legaldbb az egyikiik ska-
larszorzat, azaz pozitiv definit.

A fétengelytétel transzformécios és bilinearis fiiggvényes alakjanak ekvi-
valencidja némi meggondolast igényel, ugyanis mas bazisra torténs attérés-
nél altaldban masképp valtozik egy transzformécié és méasképp egy bilinearis
fliggvény matrixa. Jelen esetben ez azért nem okoz gondot, mert ortonormdlt
bézisok szerepelnek, és ekkor egyforman modosulnak a matrixok.

Most réatériink az unitér transzforméciok valés megfelelGjére.

8.6.3 Definicio
Az A transzformacié ortogondlis, ha A* = A71. &

8.6.4 Tétel
Egy A transzformacié akkor és csak akkor ortogonélis, ha létezik olyan
ortonormalt bézis, amely szerint A matrixa a f6atlora fiizott 2 x 2-es és 1 x 1-es

blokkokbol all: a 2x2-es blokkok < Z?S 6 —sind ) alakuak, az 1 x l-esek pedig

ind cos 0
+1-ek (és a matrix tobbi eleme 0). &

Maésképp fogalmazva: V péaronként ortogonalis A-invarians ,sikok” és
segyenesek” direkt Osszege, amelyek mindegyikén A valamilyen (origo koriili)
forgatas.

Altalaban ortonormalt sajatbéazis nem létezik, hiszen pl. a sik (origo ko-
riili) forgatasa ortogonalis transzformécio, de (ha a szog nem kw, akkor) nincs
sajatvektora.

Bizonyitds: Ha létezik ilyen bazis, akkor egyszerti szamolassal adodik, hogy
a fenti alakt matrixot a transzponaltjaval megszorozva az egységmaétrixot
kapjuk. Igy a matrix transzponéltja éppen az inverze, és ekkor (a béazis
ortonormaltsaga miatt) ugyanez érvényes a transzforméaciora is.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy A ortogonalis, azaz A* = A=, Az
el6z8 tétel bizonyitasahoz hasonloan A-nak létezik egy legfeljebb 2-dimenzi-
6s W invarians altere. Ha dim W = 1, akkor W (barmelyik) generatoreleme
sajatvektor, és a hozzatartozo sajatérték az ortogonalitas miatt +1.

Ha dim W = 2, akkor irjuk fel A (W-re torténd megszoritasanak) matrixat
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egy ortonormalt bazis szerint. Mivel A* = A~!, ezért a matrix transzponaltja
egyben az inverze. Igy D = det A = det A* = det A=* = 1/D, tehat D = +1.

Ha A = <: §>’ akkor A* = (g g), és az inverzre az elGjeles alde-

§/D —B/D

g ; : -1 _
terminansokkal adott képlet szerint A=+ = <_’7 /D /D

) . Tehat

A*=A"' ~—= a=6/D,y=—-B/D,B=—v/D,5 = a/D.

Ha D = —1, akkor § = v (és @« = —4). Mivel A szimmetrikus, a 8.6.2
Tétel szerint létezik ortonormalt sajatbazisa. Tovabba, ks = 22 — 1 alapjan a
két sajatérték 1 és —1. (Mas nem is lehetne, hiszen A ortogonalis.)

A D =1 esetben az adédik, hogy A = <_g g) alaki, ahol o2+ 3% = 1.
cosf) —sinf
sin 6 cosf |’

Legyen most U = W+. Ekkor U invarians altere A* = A~ 1-nek. Mivel
A és A~1 invarians alterei kénnyen lathatéan megegyeznek, ezért U invarians
altere A-nak is. Ennek alapjan a fenti eljarast az U altéren megismételhetjiik
stb. Igy végiil egy megfelel6 ortonormalt bazishoz jutunk. m

Ez azt jelenti, hogy alkalmas #-ra A = <

Feladatok

8.6.1 Bizonyitsuk be, hogy ha A egyszerre szimmetrikus és ortogonélis
transzformacio, akkor A? = £. Igaz-e az allitas megforditasa?

8.6.2 Mutassuk meg, hogy egy szimmetrikus transzformacio sajatalterei
paronként merdglegesek. Igazoljuk ugyanezt ortogonalis transzforma-
ciokra is.

8.6.3 Tekintsiik az R* szokasos valos euklideszi teret. Az alabbi transzfor-
maciok koziil melyek lesznek szimmetrikusak, illetve ortogonalisak?
A szimmetrikusaknal adjunk meg ortonormalt sajatbazist, és irjuk fel
a megfelel6 matrixot. Az ortogonéalisoknal adjunk meg egy, a 8.6.4
Tételben elGirt ortonorméalt bézist, és itt is irjuk fel az ehhez tartozo

matrixot.
Uq Uy Uy U1 + ug
(5] us Uz Uy — Uz
us (5 us U3 + Uy

Ug uy Uy U3z — Ugq



8.6.4

8.6.5
(a)
(b)

8.6.7

8.6.8

8.6.9
8.6.10

8.6.11

*8.6.12
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U1 Uy Ul (V31 + ug + us + Uy

C uz | _ [ W : D uz | _ UL + U + Uz + Uy :
us U9 us U1 + ug + us + Uy
Ug us Uy U + Uz + Uz + Uy

Eul — U + Uusg —U4%§2
uz | UL — Uy — U3 + Uyg)/2
F = g )

U3 U1+UQ+U3+U4/2
Uy U1+UQ—U3—U4)/2

Van-e olyan A, amelyre A* = —A~1?
Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha A szimmetrikus, akkor A? is szimmetrikus.
Ha A? szimmetrikus, akkor A is szimmetrikus.

Ha A? szimmetrikus, és A-nak létezik (nem feltétleniil ortonormalt
bézis szerinti) diagonalis matrixa, akkor A is szimmetrikus.

Ha A ortogonalis, akkor A2 is ortogonélis.

Ha A? ortogonalis, akkor A is ortogonalis.

Tegyiik fel, hogy AA* = A*A és AF ortogonalis valamilyen k-ra
(k > 1). Bizonyitsuk be, hogy ekkor A is ortogonalis. Igaz-e hasonlo
allitas (ortogonalis helyett) a szimmetrikus esetben?

Tegyiik fel, hogy Ker A = 0 és A* = A™ valamilyen m > 1-re.
Bizonyitsuk be, hogy A ortogonalis.

Legyen (k,t) = 1, és tegyiik fel, hogy A-nak létezik inverze. Iga-
zoljuk, hogy A* és A* akkor és csak akkor lesznek mindketten szim-
metrikusak, ha A szimmetrikus. Lassuk be a hasonlo allitast orto-
gonalis transzformaciokra is.

Igazoljuk a 8.5.17-8.5.18 feladatok megfelel&it ortogonalis transzfor-
mécidkra.
Jellemezziik geometriailag a sik és a tér szimmetrikus, illetve orto-

gonalis transzformacioit.

Mutassuk meg, hogy ha A* felirhat6 az A polinomjaként, akkor V
elsall paronként ortogonalis, legfeljebb 2-dimenzids A-invarians al-
terek direkt Osszegeként. Igaz-e az allitds megforditasa?

Mutassuk meg, hogy A* akkor és csak akkor irhato fel az A polinom-
jaként, ha AA* = A*A.
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A lineéris algebra alkalmazasi teriiletei igen szerteagazoak. Sokan azonban ugy
vélik, hogy meglehet&sen sok elGismeretre van sziikség mind linearis algebra-
bél, mind pedig az alkalmazasi teriiletrél ahhoz, hogy az alkalmazasokhoz
valéban el lehessen jutni. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy szamos
kombinatorikai alkalmazas szinte semmilyen elGismeretet sem igényel, és mégis
komoly és meglep6 eredményeket tudunk igy elérni. Latni fogjuk, hogy sok-
szor csak az egyenletrendszerekre vonatkozo legalapvetébb Gsszefiiggéseket kell
felhasznalni (Gauss-kikiiszobolés és kovetkezményei, 3.1 pont). Lesznek ter-
mészetesen olyan részek is, amikor ennél joval mélyebb dolgokra tdAmaszkodunk
(beleértve pl. még a véges testek szerkezetét is).

Az alkalmazasokat nemcsak a szoros értelemben vett kombinatorika és
grafelmélet teriiletérdl valasztottuk, hanem jonéhany szamelméleti és geomet-
riai probléméat is targyalunk. A fejezet cimében szerepls ,kombinatorikai”
jelzé ennek megfelelGen inkabb az alkalmazasok (nagyon tégan értelmezett)
kombinatorikai jellegére utal. (A linearis algebra mas ,tipust”’, de ugyancsak
alapvetGen fontos alkalmazésai leginkabb az analizis kiilonb6z6 teriileteihez,
pl. a differencidlegyenletek elméletéhez kapcsolodnak, ilyenekkel azonban en-
nek a konyvnek a keretein beliil nem foglalkozunk.) A problémak valogatasa
és rendszerezése Onkényesen tortént, igyekeztiink sokféle témat és modszert
bemutatni. Elényben részesitettiik az olyan kérdéseket, amelyek mas érdekes
— nem feltétleniil linearis algebrai — Osszefiiggésekhez is elvezetnek.

9.1. Szép polinomok

Bevezetésiil egy polinomokra vonatkozo6 feladatot targyalunk, amelyrdl rané-
zésre egyaltalan nem latszik a linearis algebrai kapcsolat.

9.1.1 Tétel
Minden nem nulla f polinomnak van olyan nem nulla ¢ = fh polinom-
szorosa, hogy ¢g-ben minden tag kitevGje primszam. &

A tétel barmilyen test feletti polinomokra érvényes, de fennall pl. egész
egylitthatos polinomokra is. Ez utébbi a racionalis egyiitthatos esetbdl azon-
nal kovetkezik: az (egész egyiitthatos) f-et racionalis egyiitthatosként te-
kintve, az igy kapott h-t végig kell szorozni az egyiitthatoék nevezdinek a leg-
kisebb k6z6s tobbszorosével.
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A tételre harom kiilonbozd lineéris algebrai megoldast adunk egyenlet-
rendszerek, alterek dimenzidja, illetve a leképezések dimenzidtétele segitségé-
vel.

A bizonyitasokbol latni fogjuk, hogy a tétel ugyanagy igaz, ha a prim-
szamok helyett pozitiv egészek tetsz6leges végtelen sorozatat vessziik, és azt
irjuk el6, hogy csak ilyen kitevGji tagok forduljanak el§ g-ben. (Az allitéas
nyilvan akkor ,mutatés”, ha valamilyen érdekes sorozatot valasztunk, ki-ki
izlése szerint a primeket, a Fibonacci-szamokat, a kettShatvanyokat stb., koz-
ben persze tligyelni kell arra, nehogy véletleniil az adott specidlis sorozatra az
allitas trivialisan adodjon.)

Elsé bizonyitds: Legyen f = ag + aqx + ... + ayaxt, oy # 0, és keressiik h-t
h = Bo + Biz + ...+ Bpx™ alakban, ahol n-et is késébb fogjuk alkalmasan
megvalasztani. Az fh szorzast elvégezve a nem prim kitevGjd tagok egyiitt-
hatoéira 0-t kell kapnunk; ez egy olyan homogén linearis egyenletrendszert jelent
a f;-kre, ahol az egylitthatok az a-k koziil keriilnek ki. (Az els6 néhany
egyenlet: apfy = 0,001 + a180 = 0,084 + ... + 4o = 0 sth.) Itt az
ismeretlenek szama n + 1, az egyenletek szama pedig a 0,1,2,...,n + ¢ koziil
a nemprimek szama, azaz n+t+1—7w(n+t), ahol 7(s) az s-nél nem nagyobb
(pozitiv) primek szamat jeloli. Ha tobb az ismeretlen, mint az egyenlet, akkor
a homogén linearis egyenletrendszernek biztosan van nem trivialis megoldasa,
ami éppen egy megfelel6 h polinomot ad. Ezazn+1>n+t+1—7m(n+1t)
egyenlStlenség pontosan akkor teljesiil, ha 7w(n +t) > ¢t = deg f. Ha tehat
n-et ennek megfelel§en valasztjuk, akkor ebbdl a kivant tulajdonsagu g 1étezése
kovetkezik. m

Mdsodik bizonyitds: Legyen s kés6bb alkalmasan megvalasztando6 pozitiv egész
és V a legfeljebb s-edfoki polinomok szokésos vektortere (beleértve a nulla
polinomot is). Tekintsiik V' alabbi két részhalmazat: W; alljon azokbol a
(legfeljebb s-edfokti) polinomokbol, amelyekben minden tag kitevje prim-
szam, Wy pedig azokbol, amelyek oszthatok f-fel. Nyilvan Wi és Wy altér
V-ben, tovabba dimV = s + 1, dimW; = =n(s), dimWy; = s —t + 1. Ha
dim Wy + dim Wy > dim V', akkor W7 N W5 # 0 (lasd a 4.6.6 feladatot), és
W1NWs5 barmely nem nulla eleme megfelel g-nek. A dim Wi 4dim Wy > dim V'
feltétel pedig pontosan akkor teljesiil, ha w(s) > ¢t = deg f (ami megegyezik az
els6 bizonyitasban kapott elGirassal). m

Harmadik bizonyitds: Legyen Wy és V ugyanaz, mint a mésodik bizonyitas-
ban, és tekintsiik azt az A : W7 — V lineéris leképezést, amely minden poli-
nomnak megfelelteti az f polinommal torténé maradékos osztasnal keletkezd
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maradékot. Ekkor Ker A éppen az f-fel oszthato és csupa prim kitevGji tag-
bol allo (legfeljebb s-edfoki) polinomok halmaza. Ha dim Im A < dim W,
akkor a dimenzidtétel szerint Ker A # 0, és igy Ker A barmely nem nulla ele-
me megfelel g-nek. Nyilvan Im A altér a legfeljebb ¢ — 1-edfoku polinomok
vektorterében, tehat dim Im A < ¢, tovabba dim Wy = 7(s). Igy dim Im A <
dim W7 kovetkezik a (korabbi bizonyitasoknal is latott) w(s) > ¢ = deg f
feltételbsl. m

Feladatok

M9.1.1

M 9.1.2

9.1.3

M*9.1.4
(a)

Szamkitaldlds.

Micimacké gondolt hiisz egész szamot, ezek x1, 2, ..., T29. Malacka
megkérdezheti t6le barmely olyan kifejezés értékét, amelyet ezekbsl
az Osszeadas és kivonas segitségével képeziink, pl. mennyi x1 + 8z —
—Tx3. A kovetkezd kérdés mindig fiigghet az el6zdére kapott valasztol.
Legkevesebb hény kérdéssel tudja Malacka kitalalni a htsz szamot?

Mennyiben valtozik a helyzet, ha Micimacké elarulta, hogy pozitiv
egészekre gondolt?

Es ha szorozni is lehet (azaz Malacka az x;-kb6l képezett barmi-
lyen egész egyiitthatos polinom értékét is megkérdezheti, pl. mennyi
71 + 8z375)?

Sulyok. Adott 13 suly. Akarmelyiket is hagyjuk el, a maradék 12
darab beoszthat6 két hatos csoportba gy, hogy az egyes csoportok-
ban lev§ silyok Gsszege megegyezik. Bizonyitsuk be, hogy mind a 13
saly egyenld.

Igaz marad-e az el6z6 feladat allitasa akkor is, ha nem koveteljiik meg,
hogy a két egyenls sulyt csoportban azonos szamu stuly szerepeljen?

Unalmas vektorok.

Nevezziink egy R™-beli vektort unalmasnak, ha a koordinatai kozott
legfeljebb két kiilonbo6zs érték fordul el (azaz példaul minden ko-
ordinataja —1 vagy v/'2). Legkevesebb hany unalmas vektor dsszege-
1
2

ként 4llithato el (1) | . |; (ii) egy tetszSleges R™-beli vektor?
m

Mi a helyzet, ha az unalmas vektor definiciojat arra modositjuk, hogy
a koordinétai kozott legfeljebb k kiillonb6zs érték fordulhat elg?
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(a)

9.1.7
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Megvaltoznak-e az elz6kben kapott eredmények, ha a valds szamok
helyett az F}, modulo p testet vessziik?

Megjegyzés: a (c) részben azért fogalmaztunk csak ilyen 6vatosan,
mert a (ii) kérdésnél nem latjuk, hogy az F), testre vonatkoz6 mini-
mumot hogyan lehetne minden esetre (azaz m és p barmely értékére)
pontosan megadni.

Vetélkedd.

Egy 32 {6s osztaly vetélkedGsorozatot szervez. Minden forduléban
két csapat vetélkedik, tetszéleges létszammal. Egy csapat allhat akar
egy f6bdl is, és nem sziikséges, hogy minden didk minden forduléban
résztvegyen. Csak annyit koveteliink meg, hogy a vetélkedGsorozat
folyaman barmely két didk legalabb egyszer egymas ellenfele legyen
(azaz legyen olyan fordulo, amikor kiilonb6z8 csapatban szerepelnek).
Legkevesebb hény forduléban lehet a versenyt lebonyolitani?

Mennyi a fordulok minimalis szama, ha a versenyt gy kell megren-
dezni, hogy barmely két didk pontosan egy alkalommal legyen egymas
ellenfele?

Kicsi és nagy metszetek.

Létezik-e a pozitiv egészeknek (al) megszamlalhatoan végtelen; (a2)
kontinuum sok olyan részhalmaza, amelyek koziil barmely kett§ met-
szete végtelen, de barmely harom metszete véges?

Oldjuk meg a feladatot, ha tigy modosul a masodik feltétel, hogy
barmely harom részhalmaz metszete az lires halmaz.

Pdaratlan tdvolsagok. Létezik-e (a) a (kozonséges haromdimenzios)
térben; *(b) a sikon négy olyan pont, amelyek koziil barmely kettd
tavolsédga paratlan egész szam?

Cauchy-féle fligguényegyenlet. Tekintsiik azokat a minden valods sza-
mon értelmezett f valés értéki fiiggvényeket, amelyekre barmely a, b
valos szam esetén fennall az f(a +b) = f(a) + f(b) egyenldség.

Mutassuk meg, hogy a racionélis szamok halmazéan sziikségképpen
f(x) = cx (alkalmas ¢ konstanssal).

Ha f legalabb egy pontban folytonos, akkor f(z) = cz minden valos
x-re.

Ha f egy akarmilyen kis intervallumban korlatos, akkor f(z) = cx
minden valds z-re.
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(d) Van olyan f(z) # czx fliggvény, amely kielégiti a Cauchy-féle fiigg-
vényegyenletet.

9.1.9 Felezés. Felbonthato-e a pozitiv (a) racionalis; *(b) valos szamok
halmaza két olyan diszjunkt, nem tiires részhalmazra, amelyek zartak
az Osszeadésra?

*9.1.10 Polinomok és periodikus fligguények.

(a) Felirhato-e a (al) Q; (a2) R halmazon értelmezett f(z) = x iden-
titasfiiggvény két (ugyanitt értelmezett) periodikus fliggvény dsszege-
ként?

(b) Felirhato-e egy n-edfoka (n > 1) valos egyiitthatos polinomfiiggvény
(b1) n; (b2) n+1 darab (minden valos szamon értelmezett) periodikus
fliggvény Gsszegeként?

9.2. Fibonacci-szamok
Ebben a pontban a Fibonacci-szdmok képletét hatdrozzuk meg, amelyet mar a
4.6.8 feladatban is kittiztiink. Emlékeztetiink arra, hogy a Fibonacci-szamok
sorozatat a o = 0,01 = 1,041 = @; + -1, J = 1,2,... rekurzioval

definialjuk. A sorozat els6é néhany tagja: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

9.2.1 Tétel

on = ;g((l +2\/5)n - (1 —2\/5)n> *

Megjegyzés: Ha méar valahonnan tudjuk, hogy mi a bizonyitand6 formula,
akkor ezt egyszerten igazolhatjuk teljes indukcioval. Igy azonban nem kapunk
magyarazatot arra, hogyan lehet a képletre rajonni (nem valoszint, hogy akar
az elsé ezer tag felirasa utan sikeriil ezt ,megsejtentink”). Az alabbi bizonyita-
sokbol a képlethez vezets 1t is kidertil.

A bizonyitasok koziil kettd linearis algebrai, a harmadik pedig az analizis
teriiletérsl a hatvanysorokat veszi igénybe (bar céljainknak az tn. formalis
hatvanysorok algebrai elmélete is megfelelne). Hasonldé modszerekkel kezel-
het&k altalaban is a rekurziv sorozatok, amelyek a matematika szamos dgaban
fontos szerepet jatszanak.

Elsd bizonyitds: Nevezzilkk a Fibonacci-sorozat altalanositasaként ®-sorozat-
nak az olyan ag, a1, ... valés szdmsorozatokat, amelyek kielégitik az a1 =
=oj+aj_1, j=1,2,... feltételt (és az ag, oy kezdStagok tetszbleges valos
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szamok). Egy ®-sorozat (valds) szamszorosa és két ®-sorozat Osszege nyil-
van ismét P-sorozat (két sorozat Gsszegét, illetve egy sorozat szamszorosat a
szokasos modon elemenkeént képezziik).

Most megprobaljuk magat az F' = (g, ¢1,. . .) Fibonacci-sorozatot olyan
P-sorozatokbdl elGallitani, amelyek tagjaira ismeriink egyszertd képletet.
Koénnyen adodik, hogy a szdmtani sorozatok koziil csak az azonosan nulla
lesz ®-sorozat, ami nem segit a probléma megoldasaban. A mértani soroza-
toknal azonban mar tobb szerencsével jarunk: az (o, ap,ap?,...) mértani
sorozat (o # 0) pontosan akkor ®-sorozat, ha p? = p + 1, ahonnan p; =
(1+V5)/2, ps = (1 — V/5) /2.

Legyen S, = (1,pm,p2,,--.), m = 1,2, és keressiik az F Fibonacci-
sorozat elGallitasat F = v151 + 7252 alakban. Mivel mindkét oldalon
d-sorozat Aall, ezért az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a két kezdd-
tagra igaz, mert utéana a rekurzi6 miatt 6roklédik. A két kezdstagra felirva
ezawyo=0=y +7,01 =1 ="y1p1 + Y2p2 Osszefiiggéseket jelenti. Ezt a
linearis egyenletrendszert megoldva 1 = 1/v/5,v2 = —1/v/5 adodik. Innen
©n = 7107 + Y205, ami (a ppm, Vm konkrét értékek figyelembe vételével) éppen
a tétel allitasa. m

Megjegyzés: Felmeriil a kérdés, hol hasznaltunk a megoldasban linearis algeb-
rat. A bizonyitas a fenti formajaban természetesen kozépiskolai eszkézokkel
dolgozik, a linearis algebra inkdbb a szemléletet, a hatteret adja. Itt tulaj-
donképpen arrél van sz6, hogy a P-sorozatok vektorterében keresiink alkal-
mas generatorrendszert, amelynek segitségével az F Fibonacci-sorozatot fel
tudjuk frni. Ez a vektortér 2-dimenzids, hiszen a két kezd&tag valaszthato
szabadon, azaz a szabadsagi fokok szama kettd. (Precizen: természetes”
béazis az 1,0-val és a 0,1-gyel kezd6ds két ®-sorozat; (1,0,1,1,2,3,5,...) és
(0,1,1,2,3,5,8,...), ami mellesleg a Fibonacci-sorozat egy eltoltja és maga a
Fibonacci-sorozat.) Ebben a 2-dimenzios vektortérben keresiink ,szebb alaka”
generatorrendszert. A mértani sorozatok koziil a fent talalt S; és So megfelel,
hiszen két linearisan fliggetlen elem biztosan bazist alkot.

Mindezek alapjan nem kell kivételes szerencsének érezniink, hogy az elGal-
litas sikeriilt. A mértani sorozatok hanyadosait ugyanis egy mésodfoki egyen-
let gyokeiként kaptuk és csak akkor lettiink volna gondban, ha az egyenletnek
t0bbszoros gyoke van. Azonban ez az eset (még a tobb tagbol allo rekurzional)
is kezelhetd, lasd a 9.2.3 feladatot.

Madsodik bizonyitds: Legyen F : R?> — R? az F (Z) = (a—?—b) linearis
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transzformacié. Ekkor F <(‘0]i_1) = ( i > = <(Pj ), és igy

©j Pj—1+ @j Pi+1
~()-(2.)
1 QOn—Q—l

Tegyiik fel, hogy by, by olyan bazis R?-ben, ahol mindkét b,,, sajatvek-
tora F-nek. Legyenek a megfelels sajatértékek A, Ao, ekkor F"b,, = A7 b,
m =1,2. Ha

<(1)> = d1by + d2ba, (9:2.1)
akkor

(“”” > — F" <O) = 51 \Tby + 5,\Ibs, (9.2.2)
Pn+1 1

és innen az elsé koordinataként megkapjuk ¢,,-et.

A sajatértékek meghatarozasahoz irjuk fel F méatrixat pl. az <(1)> , (2)
0
1 1
sajatértékek ennek a gyokei A 2 = (1£+1/5)/2 és a(z egyik) megfelel sajatbézis

1 ) B B e

bis = <(1 j:\/g)/Q) Ezt (9.2.1)-be beirva §; = —d = 1/v/5 adodik, és
innen (9.2.2) alapjan kapjuk a tétel allitasat. m

2

béazisban: [F] = < ) . Innen a karakterisztikus polinom kr = 2*—x—1, a

Harmadik bizonyitds: Tekintsiik az F(z) = Y~ ¢n2™ hatvanysort. Mivel a
emiatt az F'(z) hatvanysor |z| < 1/2-re abszolut konvergens. Ez azért hasznos,
mert abszolut konvergens végtelen sorokkal ,ugyantgy szdmolhatunk”, mint
ahogyan a véges Osszegek korében megszoktuk.
Irjuk le egymés ala az F(z),2F(z) és 22F(z) hatvanysorokat:
Fz)=@po+p1z+@22?+ ...+ opz"+ ...
2F(2) = Yoz + @122+ ... Fop_12"+ ...
22F(z) = + 0022 4 o F P22+ ..
Az els6 sorbol kivonva a mésik kett6 dsszegét, a jobb oldalon majdnem minden
tag kiesik, és azt kapjuk, hogy (1—z—22)F(z) = z, azaz F(z) = z/(1—z—2?).
Az F(z)-re kapott racionalis tortfliggvényt parcialis tortekre bontjuk és

hatvanysorba fejtjiik. Legyenek a 22 4+ z — 1 polinom gydkei p; és puo:
p112 = (=1 ++/5)/2. Ekkor alkalmas 3, Bo-vel

—Z b1 B2

2 1 1_ = _ z
z—l—zllmlu2

F(z)=

(9.2.3)
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alakban irhato fel. A beszorzasok elvégzése utan az ezzel (z # py, po-re) ekvi-
valens —z = pu1fi(pe — 2) + pofo(ur — z) feltételhez jutunk, azaz

0 = papo(Br + B2) és By + p2B2 = 1, ahonnan By = —f = 1/V/5. Eat
(9.2.3) jobb oldalara beirva és az (1 — 2/, )~ ! fiiggvényeket végtelen mértani
sorba fejtve kapjuk, hogy

F(z) = Z(:l)n + 52 2}(;)71 = Z<5{1 + Z)z”

n=0 n= n=0

Itt 2™ egyiitthatojara — ami nem méas mint ¢,, — a tételben megadott értéket
nyerjiik. (A masodik bizonyitassal Osszevetve konnyen adodik, hogy
tm =1/, €8 By =0 ,m=1,2.) m

Feladatok

9.2.1 Szamitsuk ki aggp-et, ha oy = ap =1 és
() ap = ag—1 + 20p_2;
(b) ar =2ak—1 + ak_a.

9.2.2 Szamitsuk ki a1111-et, ha oy = 3,0 = 7 és
(a) ap = 20,1 — ag-2;
(b) ar = ag—1 — ap_2;
(€) o = ap—1 — Qp—2 + Qp—3 — Qp_4.

*9.2.3 Tekintslik az ap = prag—1 + ... + prap—¢ feltételnek eleget tevd

Qg, 1, . .. komplex szdmsorozatokat, ahol ¢ rogzitett pozitiv egész és
M1, ., e rogzitett komplex szamok, py # 0.  Legyenek az

f = at — pat=t — ... — p; polinom kiilonbézs (komplex) gyokei
Al, ..., A\r, @ multiplicitasuk rendre sq,...,s,.. Mutassuk meg, hogy
ekkor o, = 22:1 gj(n)A}, ahol g; egy legfeljebb s; — 1-edfokd poli-
nom, j =1,2,...,7, és g; egyiitthatoi csak az ay,...,a;—1 kezd6ér-

tékektdl fiiggnek.

9.2.4 Hasznaljuk az eléz6 feladat jeloléseit. Mutassuk meg, hogy az

g, aq, ... komplex szamsorozat akkor és csak akkor lesz periodikus
barmilyen «q,...,a;—1 kezdGértékek mellett, ha f-nek nincs tébb-

szoros gyoke és minden gyoke egységgyok.
9.2.5 Hatarozzuk meg (5,-et, ha By = Br_1+ Br_2+2, Bo=0,6; = 1.

9.2.6 Mutassuk meg, hogy az n-edik Fibonacci-szdm, ¢, éppen a
7 = (1/V/5) ((1+\/5)/2)n szamhoz legkozelebbi egész. Lassuk be azt
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is, hogy ¢, és 7, eltérése 0-hoz tart, ha n — oo (azaz ¢, ,majdnem”
meértani sorozat).

Hényféleképpen lehet egy 2 x n-es téglalapot 2 x 1-es dominokkal
kirakni?

Héanyféleképpen lehet egy 3 x n-es téglalapot 2 x 1-es dominokkal
kirakni?

Jeloljiik ,-nel, ahanyféleképpen egy 3 x n-es téglalapot 3 x l-es
dominodkkal ki lehet rakni. Bizonyitsuk be, hogy minden elég nagy
n-re 1,46" <, < 1,47".

Héany olyan részhalmaza van az {1,2,...,n} szamoknak, amelyben
nem fordulnak el6 szomszédos elemek?

Mutassuk meg, hogy minden pozitiv egész felirhaté kiillonb6z6 Fibo-
nacci-szamok Osszegeként.

Igazoljuk a Fibonacci-szamokra vonatkozé alabbi azonossagokat:
Pm+n = Pm—1Pn T PmPn+1;

Pon—1 =i 1 +n;

1 +@2+ ...+ pp = pppo — 1

P14+ 202+ ...t npn = (N4 Dpnt2 — Onta + 25

Pl + 03+ ..+ 0 = OnPnir;

P = Pn-1Pn41 + (=1)"

P3n = 5y, + 3(—1)"@n;

Pn = ZL(:TL()_l)/2J (n_§_1)3

Pan = Z?:l (7;) ¥y

Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos Fibonacci-szdmok relativ primek.
Mi a helyzet a masodszomszédokkal? Es a harmadszomszédokkal?

Lassuk be, hogy minden m-re van végtelen sok m-mel oszthaté Fi-
bonacci-szam.

Igazoljuk, hogy k|n <= ok |@n, s6t ©n) = (ks Pn)-
Legyenek a > b olyan pozitiv egészek, amelyekre az euklideszi algo-

ritmus pontosan n 1épésbdl all, és ezen beliil b a lehet legkisebb.
Hatéarozzuk meg b-t.
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*(b) Oldjuk meg a feladatot arra az esetre is, amikor az euklideszi al-
goritmust (a legkisebb nemnegativ maradékok helyett) a legkisebb
abszolut értékd maradékokkal végezziik.

*9.2.15 Szamitsuk ki a kettGhatvany indext Fibonacci-szamok reciprokaibél
képezett végtelen sor Gsszegét.

M**9.2.16 A tObbtényezss szorzatokat az asszociativitds miatt nem kell zaro-
jelezni. Tekintsiink most egy nemasszociativ miiveletet. Hanyféle
értekd lehet (azaz hanyféleképpen zarojelezhets) ekkor egy n-ténye-
z3s szorzat?

**9.2.17 Hanyféleképpen lehet egy konvex n-szoget a sokszog belsejében egy-
mast nem metsz6 atlokkal haromszogekre bontani?

9.3. Négyzetszamok keresése

Ebben a pontban azt igazoljuk, hogy ha ,elég sok” kiilénb6z6 pozitiv egész
egyikének sincs egy adott kiiszébnél nagyobb primosztéja, akkor a szamok
kozil kivalaszthato néhany (esetleg csak egy, esetleg az Gsszes), amelyek szor-
zata négyzetszam. (Ennek egy konkrét szdmokkal megfogalmazott valtozata a
3.3.12 feladatban szerepelt.) Ez a kérdés és annak linearis algebrai megoldasa
meglepd médon a nagy szamok primtényezSkre bontaséval kapcsolatban fontos
szerepet jatszik. A primfelbontésra ugyanis nem ismeretes ,gyors’ algorit-
mus; egy (a gyakorlatban is hasznalt) ,viszonylag gyors” algoritmust éppen a
szoban forgo feladat segitségével konstrualhatunk. (Mint tudjuk, a hatékony
primfelbontasi algoritmus kérdése szorosan 6sszefiligg az in. nyilvanos jelkulcsa
titkosirdssal, amelyet vilagszerte alkalmaznak a katonai, diplomaciai és tizleti
életben egyarant.) A feladat masik érdekessége, hogy a megoldasanal — az
esetleg egyediil fontosnak hitt valos (vagy racionalis vagy komplex) test helyett
— természetes modon jelennek meg a modulo 2 maradékosztalyok. Tovabbi iz-
galmas és részben megoldatlan probléméakhoz vezet, ha négyzetszamok helyett
kobszamokat vagy tetszdéleges magasabb hatvanyokat vizsgalunk.

9.3.1 Tétel

Legyenek 0 < p; < ... < pg tetszbleges primszamok és 0 < c; < ... <
< cg+1 olyan egészek, amelyek egyikének sincs a p;-kt6l kiilonb6z6 primoszto-
ja. Ekkor a ¢; szamok koziil kivalaszthato néhany kiilonboz6 (esetleg csak egy,
esetleg az Osszes) ugy, hogy a szorzatuk négyzetszam legyen. &
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Azonnal latszik, hogy a tétel k£ + 1 helyett k darab c;-re méar nem igaz,
legyen pl. ¢; = p;.

Elsd bizonyitds: Képezziik a c¢; szamainkbol valahany kiilonbozének a szorza-
tat minden lehetséges modon. Igy 281 —1 szorzatot kapunk. Most vizsgaljuk
meg, hogy egy (tetszbleges) szam hanyféle lehet abbol a szempontbol, hogy
primtényezds felbontasaban a p; primek kitevéje paros vagy paratlan; ez 2F
lehetGség. A skatulyaelv alapjan tehat a szorzataink kozott lesz két olyan,
amelyekben az egyes primek kitev6i azonos paritdsiak. Ha most ebbdl a két
szorzatbol elhagyjuk a kozos tényezGket, és a megmaradtakat Osszeszorozzuk,
akkor olyan szorzathoz jutunk, amely négyzetszam. m

Masodik bizonyitds: Legyen T' = F» a modulo 2 test, és a cq, ..., Cr41 szdmok-
nak feleltessiink meg c; € T* vektorokat a kivetkezsképpen:

V1j
o -J |1, hacj-ben a p; prim kitevGje paratlan;
o ’ ’ i 0, ha ¢j-ben a p; prim kitevGje péros.
Vij

Egy ilyen vektor tehat a szdmban szerepl primek kitevSinek a paritasat mu-
tatja, és a c; vektorok (modulo 2 vett) Osszeadésa a c; szamok szorzasanak
felel meg. Ez a k+1 darab T%-beli vektor sziikségképpen linearisan osszefiiggs
(a modulo 2 test felett), tehat van olyan nem trivialis linearis kombinéciojuk,
amely 0-t ad. Szorozzuk Ossze azokat a c; szamokat, amelyeknek megfelels c;
vektorok ebben a kombinacioban nem nulla (azaz 1) egyiitthatoval szerepelnek.
Mivel a megfelels c; vektorok Gsszege nulla, ezért ez a szorzat négyzetszim. m

A két bizonyitas koziil a linearis algebrat hasznalé maéasodik felesleges
nagyagyunak tidinik. Meégis igen nagy a jelentfsége, ugyanis ez egyben
gyors algoritmust is ad egy jo szorzat megkeresésére (szemben a skatulyaelves
els6 bizonyitéassal): a linearis Osszefiiggdségnél egy (homogén) linearis egyen-
letrendszert kell megoldani, példaul Gauss-kikiiszoboléssel. Ez a tény an-
nal a fontos gyakorlati alkalmazasnal is lényeges szerepet jatszik, amikor egy
nagy Osszetett szdmot akarunk tényezdékre bontani. Erre a feladatra igazan
gyors algoritmus nem ismeretes (szemben azzal, amikor csak a szam prim
vagy Osszetett voltat szeretnénk eldénteni), de a jelenleg hasznalt leggyorsabb
modszerek altalaban a fentiekre (is) tdmaszkodnak.

Az aldbbiakban ezt a faktorizacios eljarast vazoljuk. Legyen N egy nagy
paratlan Osszetett szam, a feladat N-et (nem trividlisan) szorzattd bontani.
A teljes hatvanyok felismerésére és felbontasara egyszertien adhatunk egy jo
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algoritmust (lasd a 9.3.7 feladatot), igy elég azt az esetet nézniink, amikor
N-nek legalabb két kiilonbo6z6 primosztoja van.
Tegyiik fel, hogy

(*) u* = v? (mod N) és (**) u # £v (mod N),

azaz N | (u+v)(u—v), de N futv. Ekkor N és u+v legnagyobb kozos osztoja
nyilvin N-nek egy nem trivialis osztéja. Ezt a legnagyobb ko6zos osztét az
euklideszi algoritmus segitségével ,,gyorsan” meg tudjuk hatarozni.

Keressiink most a (*) és (**) feltételeket kielégits u-t és v-t. Foglalkoz-
zunk egyelére csak (*)-gal. El&szor olyan b szamokat probalunk gyartani,
amelyekre b?-nek az N-nel vett (legkisebb pozitiv) osztasi maradéka, c, csak
kicsi” primekkel oszthat6. Ilyen c-t remélhetiink, ha pl. v/ N-nél, v2N-nél
stb. egy picit nagyobb szamot vélasztunk b-nek. Rogzitsiink le egy (N-t6l
fiiggs) R korlatot, és a b szamot akkor tartsuk meg, ha ¢ minden primosztoja
R-nél kisebb, egyébként dobjuk el, majd probaljunk ki egy tjabb b értéket
stb. Ily modon gytjtsiink 6ssze k + 1 darab b;, c; part, ahol k = n(R) az R-ig
terjed6 primek szdma. FEkkor b? =¢; (mod N), j =1,2,...,k+ 1. Kbézben
mindig érdemes euklideszi algoritmussal kiszdmitani b és N legnagyobb kozos
osztojat is, és ha ez 1-nél nagyobb (de N-nél kisebb), akkor méaris megkaptuk
N egy nem trivialis osztojat. Azonban nem valoszint, hogy ekkora szerenc-
sénk lenne. Igy feltehetjiik, hogy a kapott b;-k (és igy a cj-k is) az N-hez
relativ primek.

A 9.3.1 Tételre adott méasodik bizonyitds szerint a c;-k koziil gyors algo-
ritmussal kivalaszthaté néhany olyan, amelyek szorzata egy v? négyzetszam.
Az ezeknek megfelels bj-k szorzatat jeldljiik u-val, ekkor a kongruencidk Gssze-
szorzasabol a kivant u? = v? (mod N) adodik.

Meg kell még vizsgalnunk, hogy (**), azaz u #Z +v (mod N) is teljesiil-e.
Azt allitjuk, hogy legalabb 1/2 valoszintiséggel igen. Legyen N (altalunk
nem ismert, de azért létezs) primtényezds felbontasa N = ¢i' ... ¢l (s > 2).
Ekkor az u? = v? (mod N) kongruencia ekvivalens az u? = v? (mod q;j),
j = 1,2,...,s kongruenciarendszerrel. Egy ¢' paratlan primhatvany modu-
lusra nézve az u? = v? (mod ¢') kongruencia pontosan akkor teljesiil, ha
u = +v (mod ¢'). Ezalol csak az jelenthetne kivételt, ha q|u + v és q|u —v
egyszerre allna fenn, de ekkor ¢|(u + v) + (v — v) = 2u, ahonnan ¢ > 2
miatt ¢|u, ami (u, N) = 1 alapjan lehetetlen. Igy az u?> = v? (mod q;Tj),
j = 1,2,...,s kongruenciarendszer 2°-féleképpen valésulhat meg: minden
egyes kongruenciaban u = v vagy u = —v (mod q;j ). Ebbdl a 2° szamu esetbdl
osszesen ketts olyan, amikor u = +v (mod N), nevezetesen amikor mindegyik
kongruenciaban ,,+”, illetve mindegyik kongruencidban ,—” all. Az u és a v
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kivalasztasat (az u? = v? (mod N) feltétel megoldasai korében) tekinthetjiik
lényegében véletlenszertinek, és emiatt az egyes eseteket egyforma valészintinek
képzelve azt nyerjik, hogy 1 — 2/2% > 1/2 valosziniiséggel u #Z +v (mod N)
is teljestil. Ennek megfelelGen, elsbb-utobb (de inkabb el6bb) szinte biztosan
talalunk olyan u, v part, amelyekre (**) is érvényes, és ezzel eljutottunk N egy
valodi osztojahoz.

Miért nem igazan hatékony ez az algoritmus sem? Az 6rdog a mell6zott
részletekben lakozik: hogyan keressiik a b-ket és hogyan vélasszuk meg az R
korlatot. Az els6 kérdésnél mély szamelméleti megfontolasok segitenek némileg
noévelni annak az esélyét, hogy alkalmas b-t talaljunk. Az R kijel6lésénél pedig
azzal a dilemmaval kell szembenézni, hogy kis R esetén kevés b;-t kell Gssze-
gytjteni, azonban ritkin akad j6 b horogra, nagy R mellett pedig viszonylag
gyakran taldlunk jo b-t, viszont igen sok kell belsliik. Itt is mély szamelméleti
tételek alapjan lehet az optimélis R-et megkapni.

A 9.3.1 Tételnek a négyzetszamok helyett kobszamokra, illetve magasabb
hatvanyokra vonatkoz6 altalanositdasaval a 9.3.1-9.3.4 feladatokban foglalko-
zunk.

Feladatok

9.3.1 Koébszamok. Legyenek 0 < p; < ... < pi tetsz6leges primszamok és
0 < 1 < ... < ¢ olyan egészek, amelyek egyikének sincs a p;-kt6l
kiilénb6z6 primosztoja.

(a) Mutassuk meg, hogy ¢t < 2k esetén nem feltétleniil tudunk kivalasz-
tani néhany kiilonbo6z6 c;-t gy, hogy ezek szorzata kobszam legyen.

(b) Bizonyitsuk be, hogy t > 2 - 3% 4+ 1 esetén biztosan kivélaszthato
néhany kiilonboz6 c; Ggy, hogy ezek szorzata kobszdm legyen.

(c) Bizonyitsuk be, hogy t > k + 1 esetén biztosan kivalaszthaté néhany
cj ugy, hogy ezek szorzata kobszam legyen, és a tényezék kozott
mindegyik c; legfeljebb kétszer fordul elé.

M*9.3.2 Chevalley tétele. Legyen p egy pozitiv primszém és legyenek
filxy, 29, ...,m¢), © = 1,2,... k olyan egész egyiitthatos, t-valtozos
polinomok, amelyek konstans tagja 0 és Zle deg f; < t. Lassuk be,
hogy az fi(z1,22,...,2¢) = 0 (mod p), i = 1,2,..., k kongruencia-
rendszernek létezik nem trividlis megoldasa. (Melyik ismert tételt
kapjuk abban a speciélis esetben, ha mindegyik polinom els6foku?)

*9.3.3 Kobszamok djra. Legyenek 0 < p; < ... < pj tetszGleges prim-
szamok és 0 < ¢; < ... < ¢; olyan egészek, amelyek egyikének sincs
a p;-kt6l kilonb6z6 primosztdja. Bizonyitsuk be, hogy t > 2k + 1
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esetén biztosan kivalaszthaté néhany kilonbozé c; 1gy, hogy ezek
szorzata kobszam legyen.

*9.3.4 Magasabb hatvanyok. Altalanositsuk az el6z6 feladatot kébszamok
helyett g-adik hatvanyokra, ahol ¢ tetsz6leges primszam.
Megjegyzés: A megfelels allitas (mas eszkozokkel) igazolhato arra
az esetre is, amikor ¢ primhatvany, azonban tetszéleges q egészre a
probléma megoldatlan.

9.3.5 Osszegek oszthatdsdga.
(a) Mutassuk meg, hogy n egész szambol mindig kivalaszthato néhéany,
amelyek Osszege oszthatd n-nel.
*(b) Mutassuk meg, hogy 2n — 1 egész szamboél mindig kivalaszthato n
olyan, amelyek Osszege oszthatd n-nel.

(a) Mutassuk meg, hogy barmely n > 1-hez talalhato harom olyan egész
szam, amelyek s négyzetosszegére n | s, de n? [s.
(b) Lassuk be, hogy (n,s/n) =1 is elérheté.

9.3.7 Adjunk gyors algoritmust a teljes hatvanyok felismerésére és felbon-
tasara.

9.3.8 Faktorizdicio. Egy maésik faktorizacios eljaras vazlata a kovetkezs.
Probaljuk meg az N nagy paratlan Osszetett szamot N = 22 — ¢
alakban elGallitani. FEnnek érdekében vizsgaljuk meg rendre az
z > /N szamokra, hogy 22 — N négyzetszam-e. Ha felhasznaljuk,
hogy egy négyzetszam 3-mal, 5-tel, 7-tel, 8-cal stb. osztva csak speci-
alis maradékot adhat, akkor ez jelent&sen megkonnyiti az = keresését.

(a) Ha s darab kiilénb6zd prim szerint nézziik 22 — N lehetséges maradé-
kait, akkor koriilbelill az x szdmok hanyadrészérdsl dertil ki, hogy
2?2 — N biztosan nem lehet négyzetszam?

(b) Ez a faktorizacios modszer mikor talal (viszonylag) gyorsan N = de
felbontast: ha d kicsi és e nagy vagy ha d és e kozel egyforma?

(c) Bontsuk tényezdSkre ezzel a modszerrel a 86519 és 584189 szamokat.
(Csak kalkulatort hasznaljunk, és elegends a 3 és 8 modulusokkal
,Szitalni”.)

9.4. Paratlanvaros és Parosvaros

Ebben a pontban azt vizsgéljuk, hogy egy k eleml halmaznak maximélisan
hany olyan részhalmaza lehet, ahol az elemszamokra és a péaronkénti met-
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szetek elemszamara kiilonféle feltételeket szabunk. Meglepd modon a feltételek
minimélis megvaltoztatésa az eredmény dramai megvaltozasat vonhatja maga
utan. Bevezet&ként ezt az alabbi kis mesével illusztraljuk.

Hol volt, hol nem volt, az Operencias (Operaciés?) tengeren til, de a
Nagy Primszamtételen innen, Kombinatoéria kells kozepén volt egyszer egy
icipici, 32 lakosu varoska, amelynek a lakéi imadtak egyesiileteket alapitani.
Kezdetben mindossze annyit kotottek ki, hogy két egyesiiletnek nem lehet
teljesen azonos a tagsdga (hiszen akkor ez a ketts tulajdonképpen ugyanaz
az egyesiilet, csak més néven). Még a ,tagnélkiili” egyesiiletet is bejegyezték,
amelynek tehat senki sem tagja. (Ebben az egyesiiletben biztosan nem keriil
sor éles vitékral)

Szépen szaporodtak az egyesiiletek, mindenkinek t&bb talicskanyi tag-
kényve volt mér, azonban ettdl a helyi nyomda kapacitasa teljesen kimeriilt, és
a polgérok rajottek, hogy az egyesiiletek tulburjanzasanak megakadalyozasara
némi korlatozé intézkedéseket kell bevezetni. Két javaslat fekiidt a nagyte-
kintélyd szenatus el6tt (amelynek természetesen mindenki tagja volt). Mind-
két javaslat egyforméan elSirta, hogy ezentul barmely két egyesiiletnek csak
paros szamu kozos tagja lehet, és mindossze abban az apréosdgban mutatkozott
eltérés, hogy emellett a Parosvaros-partiak azt akartak, hogy az egyesiiletek
taglétszama péaros legyen, mig a Paratlanvaros-partiak a paratlan taglétszam
mellett kardoskodtak. Mivel mindkét partnak pontosan 16 képviselGje volt a
szendtusban, ezért nem tudvan szavazassal donteni, segitségiil hivtak a szom-
széd falubdl a koztiszteletnek 6rvendé Linearis Algebra apo6t, hogy mondjon
véleményt. Az & szavai most alabb kévetkeznek.

9.4.1 Tétel (Paratlanvaros)

Legyen |X| = k és Hy,..., H, olyan (kiilonboz8) részhalmazok X-ben,
amelyekre mindegyik |H;| paratlan és |H, N H,;| paros, ha t # j. Ekkor
maxn = k. &

9.4.2 Tétel (Parosvaros)

Legyen |X| = k és Hy,...,H, olyan (kiilonb6z8) részhalmazok X-ben,
amelyekre mindegyik |H;| péaros és |H; N H;| paros, ha t # j. Ekkor
maxn = 25/2] &

Eszerint a mesebeli Parosvarosban 2'6 = 65536 egyesiilet alapithat6, mig
Pératlanvarosban mindossze 32.

A két tétel bizonyitasa kozos alapelven mikodik: a valosban megismert
skalarszorzat és merdlegesség fogalméat kiterjesztjiilk a modulo 2 test feletti
vektorterekre, és a részhalmazoknak, valamint a metszeteiknek az elemszamét
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ennek segitségével fogjuk jellemezni. Egy méasfajta megkozelitést a 9.4.4 fela-
datban mutatunk.

Bizonyitds: Legyenek X elemei 1, ...,z és H tetsz6leges részhalmaz X-ben.
Feleltesslink meg H-nak egy k hossziisagt h vektort a kovetkezéképpen: h-ban
az i-edik komponens 1, ha x; € H, és 0, ha z; ¢ H.

Legyen T = I, ekkor h-t tekinthetjiik 7%-beli vektornak.

Definialjuk T*-ban a skalarszorzatot mint a koordinatak szorzatosszegét
(ugyanugy, ahogy a valos test felett). Ez most is szimmetrikus bilineéris fiigg-
vény lesz, csak a ,pozitiv definitségnek” persze nincs értelme, tovabbé egy nem
nulla vektor is lehet nmagara merdleges (lasd a 9.4.13-9.4.14 feladatokat).

Ha a H és H' részhalmazoknak a h, illetve h’ vektorok felelnek meg, akkor
a h-h’ skalarszorzat H N H' elemszaméat méri: annyi darab 1-est kell 6sszeadni,
ahany kozos elem van H-ban és H'-ben. Ennélfogva h-h’ aszerint 0, illetve 1,
hogy |H N H'| paros, illetve paratlan. Ez specialisan H = H' esetén is igaz,
azaz h-h aszerint 0, illetve 1, hogy |H| paros, illetve péaratlan.

Térjiink most rd a Paratlanvaros-tétel bizonyitasara. Vil4dgos, hogy k
darab ilyen H; megadhato, példaul az egyelemi részhalmazok megfelelnek a
feltételnek. Most azt igazoljuk, hogy ennél tobb H; mar nem létezik. Ezt
ugy latjuk be, hogy a Hj,-knek megfeleltetett hy,... h, vektorokrél kimu-
tatjuk, hogy linearisan fiiggetlenek. Mivel T%-ban legfeljebb k darab linearisan
fliggetlen vektor létezik, igy valoban a kivant n < k egyenlétlenséget kapjuk.

Vegyiink egy d1hy; + ... + d,h, = 0 linearis kombinéciét. Ha mindkét
oldalt skalarisan megszorozzuk hj-vel, akkor 1 (h;-h;)+...+6;(h;-h;)+...+
+0,,(h,-h;) = 0 adodik. Mivel |H;| paratlan, de minden ¢ # j-re |H; N H}|
paros, ezért itt minden h;-h; skalarszorzat 0, kivéve h;-h;-t, ami 1. Innen
azonnal kapjuk, hogy d; = 0. Mivel ez tetszSleges j-re teljesiil, ezért a h;
vektorok valdéban linedrisan fiiggetlenek.

Ratérve a Parosvaros-tétel bizonyitasara, elszor lassuk be, hogy 2L/2]
ilyen részhalmaz megadhato. Megfelels, ha |k/2| darab (diszjunkt) elempéart
vesziink, és az ezekbol képezhets Osszes lehetséges halmazt tekintjiik. (A mese-
beli megfogalmazassal, ha Parosvarosban 16 hazaspér lakik, akkor barmely férj
és feleség kozosen 1ép vagy nem 1ép be egy egyesiiletbe.) Annak igazolasa, hogy
ez a maximum, tovabbi elgkésziileteket igényel.

Két V = T*-beli vektor, a és b merdlegessége most is jelentse azt, hogy a
skalarszorzatuk a-b = 0, tovabba egy U altérre legyen U+ az U 6sszes elemére
merdleges vektorok halmaza: Ut = {x € V|(ue U = ux =0)}.

Kénnyen adodik, hogy U~ altér, azonban a 8.1.7 Tétel megfelelsje al-
talaban mar nem igaz: eléfordulhat, hogy U N UL # 0 és (U, UL) # V. A
dimU +dim U+ = dim V 6sszefiiggés viszont tovabbra is érvényes. Mindezt a
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9.4.15 feladatban targyaljuk.

Visszatérve Parosvarosba, legyenek Hi,...,H, olyan részhalmazok
X-ben, amelyekre minden |H;| és |H; N Hj| paros. Ez azt jelenti, hogy a
H-knek megfelel6 h; vektorok ekkor énmagukra és egymaésra is merdlegesek.
Mivel (F felett) (a+ b)-(a +b) = a-a + 2(a'b) + b-b = a-a + b'b, igy a
h; vektorok altal generalt U altérben barmely két vektor meréleges egymasra.
Emiatt U C U+, tehat dimU < dim U™, és igy a dimU + dim U+ = dim V
osszefiiggésb6l dimU < |[dimV/2| = |k/2| kovetkezik. Azaz valoban
n < |U| =24mU < 2lk/2] amint allitottuk. m

Feladatok

9.4.1 Egy k elemi halmaznak hany olyan (kiilonb6z6) részhalmaza van,
amelyek elemszama a) péaros; b) 3-mal oszthato?

9.4.2 Tekintsiik a 9.4.1-9.4.2 Tételek bizonyitdsdban bevezetett H +— h
megfeleltetést.

(a) A H és H' halmazok kozott milyen kapcsolat all fenn, ha a h és h’
vektorok minden komponensiikben kiilonb6znek?

(b) A H és H' halmazok kozott milyen miveletet kell elvégezni, hogy az
igy kapott halmaznak éppen a h és h’ vektorok (Fy feletti) Gsszege
feleljen meg?

9.4.3 Adjunk 1j bizonyitast a Paratlanvaros-tételre az Fy test feletti fiig-
getlenség helyett a Q feletti fliggetlenségre tamaszkodva.

9.4.4 Legyen |X| = k, Hy,...,H, (kilonboz8) részhalmazok X-ben, és
feleltessiik meg a Hj-knek a hy, ..., h, vektorokat a 9.4.1-9.4.2 Té-
telek bizonyitasaban latott médon. Ekkor azt a k x n-es A méatrixot,

amelynek az oszlopai éppen a hy,..., h, vektorok, a Hy,...,H,
halmazrendszer illeszkedési mdtrizanak (vagy incidenciamdtrizanak)
nevezzik.

(a) Mik lesznek a B = AT A szorzatmatrix elemei?

(b) A fentiek felhasznalasaval adjunk még egy bizonyitast a Paratlan-
varos és Parosvaros tételekre.

9.4.5 A k lakost Paratlanvarosban a 9.4.1 Tétel feltételei szerint alapitanak
k egyesiiletet. A lehetdségek szamat jeloljiik &g-val. Lassuk be, hogy

(a) & > 1, ha k > 3; (b) & — oo, ha k — oo;
“(c) 2K°/8 k! < & < 2 /R
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Forditott Pdratlanvdros. Maximalisan hany egyesiilet alapithato a
k lakosu Anti-Paratlanvarosban, ha itt barmely két egyesiilet kozos
tagjainak a szdma pératlan, az egyesiiletek taglétszama pedig paros?

Kalandozdsok Szdmorszdgban.

Harmashatarnak k lakéja van, az egyesiiletek taglétszama nem oszt-
hato 3-mal, barmely két egyesiilet kozos tagjainak a szama viszont
igen. Maximalisan hany egyesiilet 1étezhet Harmashatarban?

Mi a helyzet Négyesfoldon?

Mutassuk meg, hogy Hatfaluban nem alapithaté 2k-nal tobb egyesii-
let. Megjegyzés: Megoldatlan probléma, hogy egyaltalan k-nal tobb
alapithato-e.

Legyen |X| = k, ahol 3| k. Maximalisan hany olyan H; részhalmaz
adhato meg X-ben, amelyekre |H;| = 2 (mod 3) és |H; N H;| = 1
(mod 3), ha t # j7

Oldjuk meg ugyanezt a feladatot 3 [k esetén.

Szines Pdratlanvdros.

A k lakost Piros-Kék Paratlanvarosban n darab P; piros és ugyan-
annyi K; kék egyesiiletet alapitanak az alabbi feltételekkel: |P; N K|
paratlan minden j-re és |P N K| paros, ha t # j. Hatarozzuk meg
n maximumat.

Mutassuk meg, hogy az eredmény akkor sem valtozik, ha |P; N K|
parossagat (t # j helyett) csak t < j-re koveteljik meg.

Egyforma metszetek. Egy k elemd halmaznak maximalisan hany
olyan részhalmaza lehet, amelyek koziil barmelyik kettének pontosan
egy k6z0s eleme van?

Szigori szabdlyok. Alszabadiban az egyesiiletalapitasi szabalyok a
kovetkezsk: (i) Kevesebb egyesiilet van, mint ahany lakos; (ii) bar-
mely két lakos ugyanannyi (éspedig pozitiv szamu) egyesiiletnek ko-
z0s tagja; (iii) minden egyesiiletnek legalabb két tagja van, és két
egyesiiletnek nem lehet teljesen azonos a tagsiga. Héany egyesiilet
miikédik Alszabadiban?

Korldtozott metszetek. Egy k elemii halmazban maximéalisan hény
olyan részhalmaz adhat6é meg, amelyek paronkénti metszeteinek az
elemszama legfeljebb m-féle lehet (azaz t # j-re a |Hy N H;| értékek
kozott legfeljebb m kiilonb6zé fordul els, ahol m < k egy rogzitett
nemnegativ egész)?
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A 9.4.13-9.4.16 feladatokban legyen p egy pozitiv prim, T' = F,, V = Tk és
U altér V-ben. A V-beli skalarszorzatot, merdlegességet és U--t ugyaniugy
definidljuk, mint a p = 2 esetben.

9.4.13

(a)

Kicsi alterek.

Legyen T' = F5 és U olyan altér V-ben, amelyben csak a nullvektor
merdleges dnmagara. Bizonyitsuk be, hogy |U| < 2.

Legyen p péaratlan prim és T" = F,,. Maximalisan hany eleme lehet
V-ben egy olyan U altérnek, amelyben csak a nullvektor meréleges
onmagara?

Izotrop vektorok.

Milyen p és k esetén létezik V-ben 6nmagara mer6leges nem nulla
vektor?

Milyen p és k esetén alkotnak az 6nmagukra merdéleges vektorok al-
teret V-ben? Hény dimenzios ez az altér?

Ués U™,

Mutassunk példat arra, amikor U N UL # 0, illetve (U, UL) # V.
Bizonyitsuk be, hogy dimU 4+ dim U+ = dim V.

Igazoljuk, hogy UNU+ =0 < (U, UY) =V.

Belterjes merdlegesség. Vizsgaljuk meg, hogy létezik-e V-ben olyan
U altér, amelyre U = U™, ha

p=2, k=10 (b) p=15, k =11, (¢) p=13, k = 30;

(d) p=23, k=2; (e) p =43, k = 20.

9.4.17
(a)

(b)
M*9.4.18

9.4.19

Uj egyestiletek.

A k lakosu Paratlanvarosban a 9.4.1 Tétel feltételei szerint n egye-
siilet mtikodik. Igaz-e, hogy ha az egyesiiletek szama nem maximalis
(vagyis n < k), akkor a rendszer b&vithets, azaz a meglevék mellé
tovabbi egyesiilet is alapithato?

Mi a helyzet Parosvarosban?

Liberalizdlt Pdrosvdros. Mutassuk meg, hogy paros k esetén akkor
sem alapithato tobb egyesiilet Parosvarosban, ha a 9.4.2 Tétel fel-
tételei koziil a |H;| parossagara vonatkozot elejtjiik, és paratlan k
esetén is minddssze eggyel novelhets ekkor az egyesiiletek szama.
Csupa Hdrom. Egy 9 elemt halmazban maximélisan hény olyan H;
részhalmaz van, amelyekre mindegyik |H;| és mindegyik |H; N H}| is
oszthatd 3-mal?
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9.5. Szép grafok

Ebben a pontban egy megleps és szép gréafelméleti tételt igazolunk, az ed-
digieknél egy kicsit tobb linearis algebra felhasznalasaval. Viccesen azonban
akar agy is fogalmazhatnank, hogy mindennek az az oka, hogy a 15-nek a
természetes szamok koérében nincs més osztéja, mint az 1, a 3, az 5 és a 15.

Tekintsiink egy olyan (hurokél és tobbszoros él nélkiili véges) grafot,
amelyben nincs 6tnél révidebb kér és minden cstcsbdl d él indul ki. Hany
cstcsa lehet egy ilyen grafnak?

Vegyiink egy tetszéleges cstcsot. Ebbél d él indul ki, tehat Gjabb d csticsot
kapunk. Az 4j csucsok mindegyikébdl d — 1 ajabb él indul ki. Sem két ilyen él,
sem a végpontjaik nem eshetnek egybe, mert akkor egy 3, illetve 4 hosszisagi
korhoz jutnank. Az élek végpontjai tehat ajabb d(d — 1) csicsot adnak. A
grafnak igy Osszesen legalabb d? + 1 csticsa van.

Milyen d-kre allhat itt egyenldség? Nyilvan d = 1 és d = 2 megfelel (a graf
ekkor egyetlen él, illetve egy 6t hosszusagu kor). Kicsit nehezebb d = 3-ra egy
jo grafot mutatni, de van ilyen, az un. Petersen-graf (lasd a 9.5.1 feladatot).
Viszont d = 4, 5 és 6 egyike sem jo, amint ez névekvs nehézségi szamola-
sokkal igazolhatd. Braviros médon A. J. Hoffman és R. R. Singleton 1960-ban
d = T-re ismét talaltak egy jo grafot; ezt egy csomd Petersen-graf Gsszera-
gasztasaval nyerték. Es mi a helyzet nagyobb d-kre?

9.5.1 Tétel (Hoffman—Singleton-tétel)

Tegylik fel, hogy egy graf minden csticsabol d él indul ki, a grafban nincs
6tnél révidebb kor és a grafnak d? + 1 csticsa van. Ekkor d értéke csak 1, 2, 3,
7 vagy 57 lehet. &

Megjegyzés: Sokaig megoldatlan volt, hogy mi a helyzet d = 57-re. Végiil
2020-ban igazoltak, hogy nem létezik ilyen graf.

Bizonyitis: Egy n csiucsu graf szomszédsdgi (adjacencia) mdtrizén azt az
n x n-es A matrixot értjiikk, amelyben

o — { 1, ha az i-edik és j-edik cstcs kozott van él;
1] —

0 egyébként, i,j=1,2,...,n.

Koénnyen lathatd, hogy egy graf szomszédsagi métrixat négyzetre emelve
a kapott B = A? matrixban 3;; éppen az i-edik és j-edik csics kozds szom-
szédainak a szama.

Vegyiink most egy, a tétel feltételeit kielégits n = d? + 1 cstcst G grafot.
A tétel kimondasa el6tti meggondolasokbol adodik, hogy G-ben barmely két
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cstucs vagy szomszédos, vagy pedig pontosan egy kozos szomszédjuk van. Ezért
a G graf n x n-es A szomszédsagi matrixara az

A2+ A—(d-1)E=J (9.5.1)

matrixegyenlet teljesiil, ahol E az (n x n-es) egységmatrix, J pedig a csupa
1-bél all6 matrix.

Mivel A szimmetrikus matrix, ezért n = d? + 1 fiiggetlen sajatvektora van
(az R™ euklideszi térben, s6t ezek paronként ortogonalisak is). A (9.5.1) mat-
rixegyenletbdl konnyen addédik, hogy ha v sajatvektora A-nak A sajatértékkel,
akkor v sajatvektora J-nek is, éspedig

p=A+A—(d-1) (9.5.2)

sajatértékkel. Mivel a J-nek az n egyszeres sajatértéke, és minden tovabbi
sajatértéke 0, ezért az A-nak (9.5.2) alapjan a d egyszeres sajatértéke (ami
kozvetlenill is adodott volna), a tovabbi sajatértékei pedig kielégitik a
A2+ X~ (d—1) = 0 egyenletet. Ezt megoldva kapjuk, hogy A tovabbi
sajatértékei

—14++v4d -3 & —1—+v4d -3

Ay =

A
1 2 2 )

multiplicitasuk m;, illetve msy, ahol
mp+mo=n—1=d>. (9.5.3)

Irjuk fel az A matrix nyomat. Ez egyrészt a foatlobeli elemek Gsszege, azaz 0,
mésrészt a sajatértékek (multiplicitassal vett) Gsszege. Tehat

O:mlx\l—i—mg)\g—i—d:W\Mld—?j—@—i—d (954)
adodik. Ez csak gy teljesiilhet, ha m; = mq vagy pedig s = /4d — 3 egész
SzAam.

Az elsé esetben (9.5.3)-bol és (9.5.4)-b6l kapjuk, hogy d? = 2d, azaz d = 2.
A masodik esetben a d = (s + 3) /4 Osszefiiggést (4)-be beirva

—s* 4257 4 165(m1 —my) +15=0

adodik. Vagyis s osztoja a 15-nek, tehat s = 1, 3, 5 vagy 15. Innen d =1, 3,
7 vagy 57. m
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Feladatok

Grafon a tovabbiakban is hurokél és tobbszoros él nélkiili véges grafot
értiink. Egy cstics foka a csticsbol kiinduld élek szama. Egy graf reguldris, ha
minden csiics foka ugyanannyi.

Egy graf spektruma a szomszédsigi matrix sajatértékeinek a halmaza.

Legyen egy G grafnak n csucsa és m éle. A G graf illeszkedési (incidencia)
mdtrizanak azt az n x m-es C' matrixot nevezziik, amelyben v;; = 1, ha az
i-edik cstcs illeszkedik a j-edik élre, és 0 egyébként.

9.5.1

(b)
9.5.2

“(e)

A Petersen-graf a kovetkezdképpen néz ki: Vegyiik egy szabélyos
OtszOg cstcsait, és ezt az 6t pontbol allo alakzatot a koézéppontbol
kicsinyitsiik le (pl. fele mérettire). A kiils6 pontok koziil kossiik Gssze
a szomszédosakat (azaz ekkor egy szabalyos 6tszoget kapunk), a belss
pontok mindegyikét kossiik ssze a masodszomszédaival (igy egy csil-
lagotszoget kapunk), végiil mindegyik kiils§ pontot kossiik Ossze a
neki megfelels belsé ponttal. Az igy kapott grafnak 10 csiicsa és 15
éle van.

Ellendrizziik, hogy ebben a grafban valoban nincs 6tnél révidebb kor
és minden cstucs foka 3.

Adjuk meg a Petersen-graf spektrumat.

Egy graf cstuicsaihoz rendeljiik hozza rendre az x4, . . ., x, valos (vagy
T

komplex) szamokat. Mutassuk meg, hogy az x = nem nulla
Tn

vektor akkor és csak akkor sajatvektora a graf szomszédsagi matrixé-
nak, ha barmely csiicsnal a szomszédaihoz rendelt z; szdmok Gsszege
ugyanannyiszorosa a cstiicshoz rendelt szamnak.

Hatarozzuk meg az alabbi n cstcsa grafok spektrumat:

n csucsu teljes graf;

n = 2k, és minden csucsnak pontosan egy szomszédja van (ekkor a
graf diszjunkt élek egyesitése, un. egyfaktor);

n =2k, az a1, ..., ax csicsok mindegyike 0ssze van kétve a by, ..., bx
cstucsok mindegyikével, és mas él nincs (teljes paros graf);

n — 1 éli csillag (azaz a kozéppont a tobbi n — 1 pont mindegyikével
Ossze van kotve, és mas él nincs);

n hosszisagu kor.
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9.5.7

9.5.8

9.5.9

M*9.5.10

9.5.11
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Milyen kapcsolatban all egy regularis graf spektruma a graf komple-
menterének a spektrumaval?

Legyen a G graf szomszédsagi matrixa A. Mutassuk meg, hogy akkor
és csak akkor van olyan f polinom, amelyre f(A) = J, ha G Gssze-
fiiggs és regularis (J a csupa 1-bgl all6 matrix).

Irjuk fel a 9.5.1 és 9.5.3 feladatokban szerepls grafok illeszkedési
matrixat.

Legyen a G graf illeszkedési matrixa C. Mi a CTC, illetve CCT
maétrixok elemeinek a kombinatorikai jelentése?

Melyek azok a grafok, amelyeknél a(z alkalmasan valasztott) szom-
szédsagi és illeszkedési matrix egybeesik?

Legyen A a G graf legnagyobb sajatértéke, § és A pedig a G-ben els-
fordulo legkisebb, illetve legnagyobb fokszém. Bizonyitsuk be, hogy
6 < A<A.

Legyen A a G graf legnagyobb sajatértéke. Mutassuk meg, hogy G
cstcsai kiszinezhetdk (legfeljebb) A 4 1 szinnel gy, hogy barmely él
két végpontja kiilonbozd szin.

Legyen n > 2. Egy X véges halmaz n-edrendii (nem elfajuld) véges
projektiv sikot alkot, ha teljesiilnek az alabbiak:

az X elemeit pontoknak és bizonyos részhalmazait egyeneseknek ne-
vezzik, és egy pont akkor van rajta egy egyenesen, ha a megfelelé
részhalmaz tartalmazza az adott elemet;

barmely két egyenesnek egy kézos pontja van, és barmely két ponton
egy egyenes megy at;

minden egyenesen n + 1 pont helyezkedik el, és minden ponton n + 1
egyenes halad at.

Megmutathato, hogy ekkor mind a pontok, mind az egyenesek szdma
| X| =n?+n+1. Az A.11.13 feladatban szerepel n-edrendii projektiv
stk konstrukci¢ja, ha n tetszéleges primhatvany. Megoldatlan, hogy
mas n-re is létezik-e n-edrendd projektiv sik.

A véges projektiv sikok szolgaltattdk a nem trividlis extremalis
megoldasokat a 9.4.10 feladattal kapcsolatban (lasd a feladat masodik
bizonyitasa utani megjegyzést), és tulajdonképpen projektiv sikok
szerepelnek majd (,,inkognitoban”) a 9.6.2 Tétel bizonyitasaban is.
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(a) Egy véges projektiv sik minden pontjara egy-egy valos szamot irunk.
Mutassuk meg, hogy ha a szdmok 6sszege minden egyenesen 0, akkor
mindegyik szam 0.

*(b) Egy n-edrendt projektiv sik pontjait tetszSlegesen kiszinezziik piros-
sal és kékkel. Bizonyitsuk be, hogy van olyan egyenes, ahol a szinek
kozotti eltérés legalabb /n.

9.6. Sidon-sorozatok

Sidon-sorozatoknak a természetes szamok olyan a; < ag < ... véges vagy
végtelen részsorozatait nevezziik, amelyeknél az a; + a; Osszegek (vagy ami
ugyanaz: az a; — a;, @ # j kiilonbségek) mind kiilonb6zék. Az alabbiakban
csak véges Sidon-sorozatokkal foglalkozunk.

Maximalisan hany eleme lehet egy Sidon-sorozatnak az [1,n] intervallum-
ban? Bebizonyitjuk, hogy ez a maximum ,koriilbelil” \/n. Ez két allitast
jelent: egyrészt azt, hogy 1 és n kozott valoban eléfordul koriilbeliil y/n elem-
szamu Sidon-sorozat (alsé becslés a maximalis elemszamra), masrészt azt,
hogy az adott hatarok kozott ennél lényegesen hosszabb Sidon-sorozat méar
nem létezik (fels6 becslés a maximalis elemszamra).

A kérdéskor vizsgalataban kiemelkedS érdemei vannak az 1996 szeptem-
berében elhunyt zsenidlis magyar matematikusnak, Erd&s Palnak. Turan
Pallal kézosen 1941-ben megmutattak, hogy a keresett maximum legfeljebb
n'/2 4 2n1/4. Ezt kés6bb B. Lindstrom méas modszerrel n'/2 +nl/4 4 1-re javi-
totta, de ugyanez az eredmény az Erdés—Turan-bizonyitas pontosabb végigsza-
molasaval is kiadodik (9.6.4 Tétel). J. Singer egy eredményének felhasznalasa-
val Erdés és téle fiiggetleniil S. Chowla 1944-ben azt is igazoltak, hogy elég
nagy n-re n'/? — n5/16 elemszamu Sidon-sorozat valéban meg is adhaté n-ig
(9.6.3 Tétel). Ez a két eredmény egyiitt azt jelenti, hogy az [1, n] intervallum-
ban a Sidon-sorozatok maximalis elemszama nagyon pontos aszimptotikéaval
v/n. Maig is megoldatlan azonban a még jobb hibatagok kérdése. Az sejthetd,
hogy a maximalis elemszamnak /n-t8l valo eltérése egy n-t6l fiiggetlen korlat
alatt marad. Ennek igazolasiért vagy cafolaséért korabban Erdgs Pal 6sszesen
1000 dollart ajanlott fel.

Jeloljiik s = s(n)-nel az n-ig megadhato leghosszabb Sidon-sorozat elem-
szaméat. Probaljunk elGszor egyszert fels§ becslést keresni s-re. Mivel egy 1 és
n kozotti Sidon-sorozatban az a; + a; 6sszegek mind kiilénbozsk, 2 és 2n kozé
esnek és szamuk (5;1), igy (Sgl) < 2n, azaz s < 2¢/n. Rogton jobb becslést
kapunk, ha az a; —a; > 0 kiilonbségeket vizsgaljuk; ezek is mind kiilonbozok,
n-nél kisebbek, és szamuk (;), igy (‘;) <n,azaz s < V2n+1. A fels6 becslés-
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nél tehat azonnal adodott a y/n-es nagysagrend, ,csak” a /n egyiitthatojat
kell 1-re leszoritani.

»Alulrol nézve” sokkal kevésbé vilagos, hogyan érhets el a y/n-es nagysag-
rend. A kettShatvanyok példaja csak log, n-et ad, és a moho algoritmussal is
csak /n biztosithato (lasd a 9.6.1 feladatot). Egy szintén Erd6stsl szarmazo
nagyon szép elemi konstrukcioval mar /n/2 hosszi Sidon-sorozatot kapunk
(lasd a 9.6.2 feladatot), és mint emlitettiik, a y/n egyiitthatoja ,feltornazhato”
1-re.

Lassunk akkor hozza nagy elemszamu Sidon-sorozatok konstrukciéjahoz.
Ezt el6szor bizonyos tipust n-ekre végezziik el, és ezek segitségével tériink
majd at tetszGleges n-re.

9.6.1 Tétel
Legyen p tetszéleges primszam. Ekkor n = p? + p + l-re létezik olyan
Sidon-sorozat az [1,n] intervallumban, amelynek [y/n] = p+ 1 eleme van. &

A 9.6.1 Tétel helyett egy joval élesebb és énmagaban is nagyon érdekes
és meglepd allitast igazolunk.

9.6.2 Tétel

Legyen p tetszsGleges primszam. Ekkor létezik p 4+ 1 darab olyan a;, ame-
lyekre az a; — a;, i # j kiilonbségek (nemcsak hogy kiilénbozdk, hanem ra-
adasul) paronként inkongruensek modulo p? +p+ 1. &

Megjegyzés: A 9.6.2 Tételben szerepld kiilonbségek szama p? + p, és modulo
p? +p+ 1 éppen ennyi nem nulla maradék van. Vagyis az a; — a; kiilsnbségek
minden maradékot elGallitanak, éspedig mindegyiket pontosan egyszer.

Nyilvanval6, hogy a 9.6.2 Tételben az a;-k maguk is paronként inkongru-
ensek kell hogy legyenek, tehat valaszthatok 1 és n = p? + p + 1 kozottieknek,
és igy valoban azonnal adédik a 9.6.1 Tétel.

A 9.6.2 Tétel bizonyitdsa: A bizonyitas a véges testek segitségével torténik,
az ezek szerkezetére vonatkozo alapvets tételek (lasd az A.11 pontot) és egy
kevés linearis algebra felhasznaldséaval.

Tekintsiik a p3 elemt T3 véges testet, és ebben a p elemt T} résztestet.
Legyen A a T3 test multiplikativ csoportjanak general6 eleme, azaz

Ty ={0,A,A2, . AP""1 =1}, (9.6.1)

A Ti-beli nem nulla elemek T3 multiplikativ csoportjanak részcsoportjat alkot-
jak, melynek generatoreleme nyilvan A", aholn = (p3—1)/(p—1) = p?>+p+1.
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Vagyis
T = {0,A", A%, Al=Dr = AP=1 = 1}

Tekintsiik most T3-at mint T} feletti vektorteret. Az elézGek alapjan kapjuk,
hogy T3 két eleme, A® és AJ pontosan akkor linearisan Osszefiiggs Ty felett,
ha

i=7 (modn). (9.6.2)

A keresett a; egészeket ezutan a kovetkezSképpen adjuk meg. Vegyiink egy
tetsz6leges © € T3 \ T} elemet és legyenek Ty elemei 7, ..., 7p. Irjuk fel a
O + ; elemeket

O+ =A% (9.6.3)

alakban. A (9.6.1) alapjan ez megtehets, és igy kijeloltiink p darab a; egész
szamot, a p + 1-ik pedig legyen a,11 = 0.

Megmutatjuk, hogy ezek eleget tesznek a feltételnek, azaz az a; — a;
kiilonbségek, vagy ami ugyanaz, az a; + a; Osszegek paronként kiilonbozé
maradékot adnak modulo p? + p + 1.

Tegyiik fel, hogy a; + a; = ax + a; (mod p? + p + 1). Ekkor (9.6.2) és
(9.6.3) alapjan

(©+7)(©+7) = (O +%)(©+v)=0

adddik valamely v € T7 elemmel. Mivel © harmadfoka a T; test felett, ezért
nem lehet gyoke egy legfeljebb masodfoki polinomnak. Vagyis csak v =1 és
{Vi,vi} = {7k, 1} lehetséges, igy a megfelel§ a;-k is egyenldk, ami éppen a
bizonyitandé allitas volt.

A bizonyitas ugyanigy megy akkor is, ha a,41 = 0 is szerepel a széban
forgd a;-k kozott. m

Megjegyzés: A 9.6.2 Tétel és a bizonyitas ugyanugy érvényes akkor is, ha p
egy primszam hatvinya. Mindez szoros kapcsolatban van a véges projektiv
sikokkal (lasd a 9.5.11 és A.11.13 feladatokat).

9.6.3 Tétel
Minden elég nagy n-re megadhaté olyan Sidon-sorozat az [1,n| interval-
lumban, amelynek legalabb n'/2 — n®/16 eleme van. &

Bizonyitds: Vegyiik azt a legnagyobb p primszamot, amelyre p? +p+1 < n, és
p? +p+ 1-re készitsiik el az el6z6 (p+1 elemti) konstrukciot. Mivel n'/2 —n5/16
és n'/? kozott elég nagy n-re mindig van primszam, ezért p > n'/2 — n5/16,
amivel a tételt tetszGleges n-re igazoltuk. m
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Megjegyzés: A tetszbleges n-re torténd attérésnél azt hasznaltuk fel, hogy a
primek elég ,stirtin” helyezkednek el. Ha tudjuk, hogy m és m + m® kozott
elég nagy m-re mindig van primszam, akkor a tételiinkben a hibatag n¢/?
nagysagrendiinek vehets. A jelenleg bizonyitott legjobb érték ¢ ~ 0,54, ennek
alapjan tehat a hibatag kitevGje 0,27-nek is vehets. (A tételben csak ¢ = 5/8-
dal dolgoztunk.) Ezek igen mély primszamelméleti eredmények. Ha ,csak”
a primszamtételre tamaszkodnénk, akkor a 9.6.3 Tétel helyett csak annak
~ +/n aszimptotikus valtozatat kaptuk volna hibatag nélkiil, ugyanis c értékét
Lpusztan” a primszamtétel segitségével nem tudnank 1 ald szoritani. A ¢ ~
0,54 ,vilagrekord” tehat nem kis teljesitmény. Ugyanakkor jol tiikrézi tuda-
sunk korlatait is, ugyanis elérhetetlen messzeséghen van téle még az aldbbi
artalmatlannak latsz6 és minden bizonnyal igaz allitas is: barmely két szom-
szédos négyzetszam kozé esik primszam. Ez lényegében a ¢ = 1/2 esetnek felel
meg, és még az un. Riemann-sejtésbdl sem kovetkezik. Raadéasul a ¢ = 1/2
sem hatar, hanem minden valészintség szerint c értéke akarmilyen kicsinek
valaszthato, hogy az [m, m + m€] intervallum elég nagy m-re még mindig tar-
talmazzon primszamot. Ez a sejtés azonban mér végképp abba a kategériaba
tartozik, amelyre Erdés azt szokta mondani, hogy biztosan igaz, de sohasem
fogjak tudni bebizonyitani.

A 9.6.3 Tétel méas bizonyitasaira nézve lasd a 9.6.3 és 9.6.4 feladatot.
Most ratériink a Sidon-sorozatok elemszaménak a(z éles) fels6 becslésére.

9.6.4 Tétel
Az [1,n] intervallumba es6 béarmely Sidon-sorozatnak legfeljebb
nt/2 £ pl/4 11 eleme van. &

Elsd bizonyitds: Legyen t kés6bb alkalmasan megvalasztandd egész szam,
és toljunk végig egy t — 1 hosszusagu szakaszt a [0,n] intervallumon, azaz
tekintsiik a [—t + 1,0],[—t + 2,1],...,[n,n + ¢t — 1] intervallumokat. Te-
gyiik fel, hogy az s elemii Sidon-sorozat elemszama az egyes intervallumokban
Aq,As, ..., Apye. Ekkor nyilvan

D A =ts. (9.6.4)

Szamoljuk Gssze multiplicitdssal azokat az {a;,a;}, ¢ > j elemparokat, ame-
lyek egy-egy ilyen intervallumba esnek, azaz mindegyik elempéart annyiszor
vegyiik, ahany intervallum azt tartalmazza. Legyen D ezek egyiittes szama.
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Ekkor nyilvan
n—+t n+t n+t
D= Z() Z Z*~ (9.6.5)

Masrészt, ha egy ilyen elempéarban az a; — a; kiilonbség d, akkor ez az elempar
pontosan ¢t — d intervallumba esik bele. A Sidon-tulajdonsag miatt minden d
legfeljebb egyszer fordulhat eld, igy

< tZ(t g2 - D (9.6.6)

d=1

A (9.6.5) és (9.6.6) alapjan
n—+t n—+t

AT A <t(t-1) (9.6.7)

adodik. A szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlStlenség valamint (9.6.4)
felhasznalasaval (9.6.7) bal oldalat a kovetkezSképpen becsiilhetjiik alulrol:

nat it (Enth Ai>2 22
ZA2 ZAz_Tw—ts:n+t—ts. (9.6.8)

Igy (9.6.7) és (9.6.8) Osszekapcsolasaval azt nyerjiik, hogy
32—5(?+1) - (%+1) (t—1)<0.

Ezt a méasodfoki egyenlGtlenséget megoldva

s < +1+\/ g mon 3
JR— n —_—
ST 22 4

adodik. Ha most t-nek a t = |[n3/%] 4+ 1 értéket valasztjuk, akkor a tétel
allitasat kapjuk. m

Mdsodik bizonyitds: Most bizonyos a; — a; kiilonbségek Osszegét fogjuk két
oldalrdl megbecsiilni. Legyen

= Y ai-—a, (9.6.9)
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ahol r-et kés6bb alkalmasan megvalasztjuk. A Sidon-tulajdonsag miatt a
(9.6.9)-beli Osszeg tagjai kozott nincs két azonos kiilonbség, szamuk

1
(51)+(52)+~-+(5r):7’5T(r;—):?“w,
ahol 1
w=s— T_; , (9.6.10)

igy K legalabb akkora, mint az els§ rw darab pozitiv egész Gsszege, azaz

1 2,,,2
K > Tw(”;’+ ) S T;” . (9.6.11)

Masrészt a (9.6.9)-beli 6sszegnek része pl.
(as —as—1) + (as—1 — as—2) + -+ (a2 —a1) <a; <n

és szdmos més teleszkopikus Osszeg, amelyek hasonléképpen becsiilhetsk feliil-
r6l. Ezek altalanos alakja

(CLS,,/ - asfyfu) + (asfuf,u - asfyf2u) + - <asp<n, 0<v<pu<r.

S6t az egész K ilyen teleszkopikus részosszegekre bonthato, amelyeket dgy
kapunk, hogy az indexek befutjak az Osszes olyan 1 és s kozotti (tovabb
mar nem bdvithets) szamtani sorozatot, amelynek differencidja legfeljebb 7.
Mivel p differenciaju szamtani sorozat éppen p darab van, igy a teleszkopikus
részosszegek szama 1+2+---+r =r(r+1)/2, és mindegyik részosszeg értéke
legfeljebb n, tehat
nr(r+1)
5 :

Egybevetve (9.6.11)-et és (9.6.12)-t, 2/r2-tel térténd szorzas utan a w? < n +
n/r egyenl6tlenséget nyerjiik. Innen gyokvonassal és (9.6.10) felhasznalasaval

kapjuk, hogy
r+1 n
s < +4/n+—.
2 r

Ha most r-nek az r = |n'/4] + 1 értéket valasztjuk, akkor a tétel allitasat
kapjuk. m

K < (9.6.12)
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Feladatok

9.6.1

9.6.2

M*9.6.3

M*9.6.4

9.6.5

Mutassuk meg, hogy a moho algoritmussal 1 és n k6zott egy legalabb
¥/n elemt Sidon-sorozatot kapunk.

Megjegyzés: A mohé algoritmussal ily modon egy olyan wvégtelen
hosszt Sidon-sorozatot is nyerhetiink, amelynek minden n-re n-ig
legalabb ¥/n eleme van. Meglepd, hogy ezt a nagysagrendet sokaig
egyaltalan nem sikeriilt megjavitani. Csak 1981-ben igazoltak Ajtai
Miklos, Komlos Janos és Szemerédi Endre, hogy létezik olyan végte-
len Sidon-sorozat, amelynek minden (elég nagy) n-re n-ig legalabb
cv/n - logn eleme van, ahol ¢ alkalmas pozitiv konstans. 1997-ben
Ruzsa Imre ezt cnV2~1¢ra javitotta, azonban még ez az eredmény
is igen messze van az Erdés altal sejtett n'/2—¢-os nagységrendtdl.

Legyen p primszam és a; = 1 + 2ip+ (i2mod p) i=0,1,...,p—1,
ahol (i2 mod p) az i? legkisebb nemnegativ maradékat jelsli modu-
lo p. Léssuk be, hogy igy n = 2p%-re egy \/n/2 elemszami Sidon-
sorozatot kapunk az [1,n] intervallumban.

Legyen p tetsz6leges primszam. Ekkor létezik p darab olyan a;, ame-
lyekre az a; + a; Osszegek (nemcsak hogy kiilonb6zdk, hanem raada-
sul) paronként inkongruensek modulo p? — 1.

Megjegyzés: Az el6zével nyilvan ekvivalens, hogy ¢ # j-re az a; — a;
kiilonbségek (nemcsak hogy kiilonb6z6k, hanem raadasul) paronként
inkongruensek modulo p? — 1. A szereplé kiilonbségek szama p? — p,
és modulo p? — 1 6sszesen csak p? — 2 darab nem nulla maradék van.
Vagyis az a; — a; kiilonbségek majdnem minden maradékot elGalli-
tanak. A bizonyitésbol leolvashato, hogy éppen a p+ 1 -gyel oszthatd
maradékok maradnak ki. — A feladatbodl a 9.4.3 Tétel hasonldé mo-
don vezethetd le, mint ahogyan a 9.4.2 Tételbsl kovetkezett (ugyanez
érvényes a kovetkezd feladatra is).

Legyen p tetszéleges primszam. Ekkor létezik p — 1 darab olyan a;,
amelyekre az a;—a;, 1 # j kiilonbségek (nemcsak hogy kiilénbozok,
hanem raadasul) paronként inkongruensek modulo p? — p.

Végtelen Sidon-sorozat. Mutassuk meg, hogy barmely ¢ > 0-hoz
taldlhato olyan végtelen Sidon-sorozat, amelynél végtelen sok n-re
igaz, hogy n-ig legalabb (1/v/2 — £)y/n eleme van (v6. a 9.6.1 feladat
utani megjegyzéssel).

Megjegyzés: Megoldatlan, hogy ugyanez 1/+/2 helyett 1-gyel is igaz-e.
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9.6.6

9.6.7

**9.6.8

9. KOMBINATORIKAI ALKALMAZASOK

Té6bbtagu 6sszegek. Legyen h > 2 rogzitett természetes szam, és
az [1,n] intervallumban tekintsiink most olyan sorozatokat, ahol az
elemekbdl képezett h-tagn 6sszegek mind kiilonbozsk. (A h = 2 eset
éppen a Sidon-sorozatokat jelenti.)

Mutassuk meg, hogy van olyan sorozat, amelynek ,koriilbelil” n'/"

eleme van.

Lassuk be, hogy van olyan csak a h-tol fliggs ¢ = ¢(h) konstans, hogy
minden ilyen sorozatnak legfeljebb c(h)n'/" eleme van.

Megjegyzés: Megoldatlan probléma, hogy c¢(h) vajon 1+ e-ra csok-
kenthets-e, azaz barmely h-ra igaz-e, hogy a h = 2 esethez hason-
16an a maximalis elemszam aszimptotikusan n'/?. A 9.6.4 Tétel bi-
zonyitasa azért nem vihets at, mert h # 2-re a feltételt nem lehet
Osszegekrdl kiilonbségekre atjatszani.

Minden dsszeg kiilonbozd. Legyen 1 < ap < ... < as < n, és tegylik
fel, hogy a kiilonb6z6 a;-kbol képezett akarhany tagu Osszegek mind
kiilonbo6zsk.

Adjunk meg olyan sorozatot, amelynek elemszama s = 1 + |log, n].

Lassuk be, hogy barmely sorozat elemszdmaéara
s <log,n +logylogy, n + 1.

A Db)-beli felss becslést javitsuk s < logy n + (log, logy n)/2 + 2-re.

Megjegyzés: Meglep6 modon az alsé becslés is javithaté; az 1 helyett
(elég nagy n-re) 2 irhat6. Erdés korabban 500 dollart ajanlott fel an-
nak eldontésére, vajon a max s—logy n eltérés n novekedésével korla-
tos marad-e. Megjegyezziik, hogy max s > |log, n|+c bizonyitasahoz
(ahol ¢ konstans) elég csak egyetlen n = 2 -re ilyen elemszamu
megfelel§ sorozatot talalni, ugyanis ezt 2* -vel megszorozva és a 2" -ig
terjedd kettShatvanyokkal kiegészitve egy kivant elemszamu soroza-
tot kapunk n = 2¥"#-ig. Kénnyen lehet azonban, hogy az emlitett
alsé becslés méar éles, vagyis ¢ értéke mar 2-rél 3-ra sem javithato.

Szorzatok. Az [1,n] intervallumban tekintsink most olyan soroza-
tokat, ahol az elemekbdl képezett akdrhany tényezés szorzatok mind
kiilonb6zdk. A primek nyilvan megfelelnek, tehat az elemszam lehet
m(n), az n-ig terjedd primek szama. Mutassuk meg, hogy barmely
ilyen sorozat elemszama legfeljebb m(n) 4+ 2n2/3.

Megjegyzés: Belathato, hogy a maximalis elemszamnak a m(n)-t6l
valo eltérése y/n/logn nagysagrendd.
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M**9.6.9 Szdmtani sorozatok. Mutassuk meg, hogy minden elég nagy n-re

megadhato 1 és n kozott n/eV°8™ olyan egész szam (ahol ¢ > 0
alkalmas konstans), amelyek ko6zott nem fordul el haromtagt szam-
tani sorozat.

M*9.6.10 Egyszini szdmtani sorozatok. Mutassuk meg, hogy az 1,2,...,2000
szamok kiszinezhet6k pirossal és kékkel tgy, hogy ne forduljon els
egyszind 18-tagu szamtani sorozat.

9.7. Hilbert harmadik problémaja

Az 1900-as parizsi nemzetkozi matematikai kongresszuson David Hilbert ,,Ma-
tematikai problémak” cimmel tartott eladast, és ebben nagyszabési kutatasi
programot jelolt ki a XX. szdzad matematikusai szamara. Az itt felvazolt
23 problémakér jelentGsen meghatirozta a matematika fejlédési irdnyat, és
a felvetett kérdések koziil jonéhédny ma is megoldatlan. Legkdnnyebbnek a
3. probléma bizonyult, amely poliéderek dtdarabolasara vonatkozott, és ame-
lyet M. Dehn néhany hénap alatt megoldott.

A probléma el6zménye Bolyai Farkas és P. Gerwien tétele a sokszogek at-
darabolhatosagarol: egymastol fiiggetleniil bebizonyitottak, hogy két egyenld
teriilet sokszog mindig atdarabolhaté egymasba, azaz az egyiket szét lehet
vagni egyenes vonalakkal véges sok részre tigy, hogy a kapott részekbdl a masik
osszerakhato legyen. (Més szoval a két sokszoget paronként egybevagod rész-
sokszogekre lehet felbontani, a bizonyitast lasd a 9.7.1 feladatban.)

Mar Bolyai Farkas felvetette, vajon érvényes-e hasonld tétel azonos tér-
fogati poliéderekre is, és Hilbert ennek megvalaszoldsat tiizte ki a 3. prob-
lémaban, azt sejt(et)ve, hogy ez az atdarabolas a térben mar nem mindig
lehetséges. A vélasz valéban negativ:

9.7.1 Tétel

Az egységnyi térfogatt kocka és szabalyos tetraéder nem vaghatd szét
véges sok poliéderre tgy, hogy az egyes darabokat alkalmas egybevagosagok
atviszik egymasba. &

Bizonyitds: Tegyiik fel indirekt, hogy a kocka és a tetraéder mégis egymasba
darabolhatok lennének, és legyenek a felbontési eljaras soréan keletkezé P
poliéderek Osszes lapszogei [1,...,08m. A B;-k kozott szerepel a kocka és a
tetraéder lapszoge is, az el6bbi 7/2, az utobbit jeloljiik a-val, ekkor cosa =
1/3.
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Legyen V a valos szamok szokésos vektortere a racionalis test felett és
ebben W a f;-k altal generalt (legfeljebb m-dimenzios) altér. Mivel az «
nem racionalis szamszorosa mw/2-nek (lasd a 9.7.2 feladatot), vagyis 7/2 és «
linearisan fiiggetlen vektorok W-ben, ezért v és /2 kibgvithets a W bazisava.
Ennélfogva megadhato olyan f : W — Q linearis leképezés, amelyre f(7w/2) =
= 0és f(a) = 1. A linearitas alapjan barmely £,¢ € W-re f(§ + ) =
= f(&) + f(¢), valamint barmely r racionalis szamra f(r§) = rf(&) érvényes,
igy specidlisan f(rm) = 2rf(w/2) = 0 is teljesiil.

Vezessiikk be most a P poliéderekre az aldbbi fliggvényt, az in. Dehn-

invarianst:
F(P) =" le|- (8),

ahol az Osszegezés a P poliéder Osszes e éle szerint torténik, |e| az e él hossza,
B az e élnél levs lapszog és f az imént definialt fiiggvény.

Megmutatjuk, hogy f ,additiv”’, azaz ha P-t szétvagjuk kozos belsé pont
nélkili Py, Ps, ..., P poliéderekre, akkor

F(P)=> F(P). (9.7.1)

Vegytik a bal oldalon az F'(P) dsszeg egy tetsz6leges |e| - f(B) tagjat. Ha az e
él és a (8 lapszog a szétvagas utan nem valtozott, akkor ez a tag a jobb oldalon
érintetleniil szerepel pontosan az egyik P;-ben. Ha az e él e; szakaszokra esett
szét, de a lapsz6g nem valtozott, akkor (9.7.1) jobb oldaldn 3. [e;| - f(B8) =
le| - f(B) jelenik meg. Ha a [ lapszog lett [, részekre vagva, akkor a jobb
oldalon ) le| - f(5s) szerepel, ami f linearitdsa miatt tovabbra is |e| - f(5)-
val egyenls. Ugyanigy adodik (9.7.1) a fenti esetek kombinéciojakor is. Meg
kell még mutatnunk, hogy ha a P-ben nem szereplé 6j élek keletkeznek P
belsejében vagy valamelyik lapjan, akkor (9.7.1) jobb oldalan az ezekbdl adodo
tagok Osszege 0. Egy ilyen e élnél a hozz4 tartoz6 P; poliéderek 3; lapszogeinek
osszege 2, illetve m. Igy ez az él a (9.7.1) jobb oldaldn all Zle F(F;)
Osszeghez

> el £(B) = lel - FO_ Bi) = lel f(rm) = 0 (ahol r = 1 vagy 2)

értékkel jarul hozza. Ezzel (9.7.1)-et teljes egészében belattuk.

Ebbdl kovetkezik, hogy egymésba atdarabolhatd poliéderek Dehn-inva-
riansa meg kell hogy egyezzen. A K egységkockara F'(K) = 12f(w/2) = 0.
A megfelel§ R szabalyos tetraéder élhosszat b-vel jelolve ugyanakkor F(R) =
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= 6bf(a) = 6b # 0. Ez az ellentmondas igazolja, hogy K és R valéban nem
darabolhatok 4t egymasba. m

Megjegyzések: 1. A térbeli atdarabolhatosagnal tulajdonképpen tetszdleges
egybevigosig helyett csak mozgasokat kellett volna megengedni, hiszen ha egy
P poliédernek egy sikra vonatkozo tiikorképe P’, akkor P és P’ a (haromdi-
menzios) térben altalaban ,nem vihetsk at ténylegesen” egymasba. Belathato
azonban, hogy P és P’ feldarabolhatok tgy, hogy az egyes részeket mar
valoban mindegy, hogy tetszéleges egybevigosdgokat vagy csak mozgasokat
engediink meg.

2. A sikbeli és térbeli helyzet eltérése viladgosan mutatja annak az okat,
miért lehet a sokszogek teriiletfogalmanal hatékonyan hasznélni az dtdarabola-
sokat (lasd Euklidész), ugyanakkor a poliéderek térfogatanal nemigen keriil-
het6 meg valamiféle hataratmenet.

3. Ha a geometriai, ,rendes” szétvigasok helyett tetszéleges részhal-
mazokra torténd (diszjunkt) felosztasokat is megengediink, akkor alapvetGen
megvaltozik a helyzet. Megmutathato példaul, hogy egy gémb (ilyen hal-
mazelméleti értelemben) atdarabolhato két(!) ugyanekkora sugart gémbbe.
Egy sokaig megoldatlan probléma volt, hogy egy azonos teriiletd négyzet és kor
atdarabolhato-e egymasba; ezt 1988-ban igazolta Laczkovich Miklos (raadasul
csak eltolasokra van sziikség).

Feladatok

9.7.1 Bolyai Farkas és P. Gerwien tétele. Mutassuk meg, hogy két azonos
teriilet sokszog mindig dtdarabolhat6é egymaésba.
9.7.2 Szdgek és koszinuszok.
(a) Mutassuk meg, hogy cosa = 1/3 esetén a//7 irracionalis szam.
(b) Lassuk be, hogy ha ~/m és cos~y is racionalis, akkor cosy = 0,41/2
vagy +1.

*9.7.3 Téglalap és négyzetek. Igazoljuk, hogy egy téglalap akkor és csak
akkor vaghato szét véges sok (nem feltétleniil egyforma) négyzetre,
ha az oldalainak az aranya racionalis.

9.7.4 Hasabok és tetraéderek.

(a) Atdarabolhaté-e egymasba két azonos térfogat hasab (az alapok
tetszoleges sokszogek lehetnek)?
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*(b)
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Legyenek A, B, C, D ebben a sorrendben egy kocka alaplapjanak
szomszédos csucsai és A’, B', C’, D’ rendre a veliik szomszédos cst-
csok a fed6lapon. Atdarabolhatok-e egymasba az ABCB’ és ABCC'
(azonos alapu és magassagu) tetraéderek?

Négyzet és hdromszog. Mutassuk meg, hogy egy azonos teriileti
négyzet és haromszog csak eltoldsokkal nem darabolhaté at egymasba.
Négyzetek és kockdk.

Mutassuk meg, hogy egy négyzet akkor és csak akkor vaghato szét
pontosan n darab négyzetre, ha n # 2, 3 vagy 5.

Mutassuk meg, hogy ha n elég nagy, akkor egy kocka szétvaghato
pontosan n darab kockara.

[gazoljuk az el6z6 allitast minden n > 48-ra.

Hdromszagek.

Akkor és csak akkor bonthato fel minden haromszdg pontosan n
darab hasonlé haromszogre, ha n # 2, 3 vagy 5.

Akkor és csak akkor bonthat6 fel minden haromszog pontosan n
darab egybevdgd haromszogre, ha n négyzetszam.

Ha n négyzetszam, két négyzetszdm Osszege vagy egy négyzetszam
héromszorosa, akkor létezik olyan haromszog, amely felbonthatd n
darab egybevagé és az eredeti haromszoghotz is hasonlé részre.
Megjegyzés: Megmutathato, hogy a (c) rész megforditéasa is igaz. Ha
azonban elhagyjuk azt a kikotést, hogy a kis (egybevagd) harom-
szogek az eredeti haromszoghdz hasonlok legyenek, akkor szamos
tovabbi megfelel§ n érték adoédik mér a szabélyos haromszognél is.

9.8. Térfogat és determinans

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy a determindns geometriai jelentése
a(z elGjeles) térfogat. Gondolatmenetiink barmilyen test feletti vektortérre
érvényes, azonban a kozvetlen geometriai kapcsolat miatt csak a valds test
feletti vektorterekre fogunk szoritkozni.

A sikon barmely két vektor egy (esetleg elfajuld) paralelogrammat feszit
ki, amelynek az egyik cstucsa az origd. A térben hiarom vektor ugyanigy egy
paralelogramma alapt hasabot, egy tn. paralelepipedont hataroz meg. Ennek
altalanositasaként azt mondjuk, hogy egy R feletti n-dimenzios V' vektortér-
ben tetszdleges n darab vektor egy (n-dimenzios) paralelepipedont feszit ki.
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Ezt dgy kell ,elképzelniink”, hogy az élei a megadott vektorok, illetve azok el-
tolt példanyai, a cstucsai pedig a vektorokbol képezhetd Gsszegek ,,végpontjai”
(a sikon 0,a;,as és a; + ag, a térben 0,a;,as, ag,a; + az,a; + ag,as + ag és
a; + az + ag). A cstcsok szama ennek megfelelGen 2.

Ertelmezni akarjuk a paralelepipedonok (elgjeles) térfogatat. Ez azt je-
lenti, hogy minden vektor-n-eshez egy valos szamot rendeliink hozza, azaz egy
D : V" = R fiiggvényr6l van szé. Vizsgaljuk meg, milyen tulajdonsagokat
varunk el egy paralelepipedon térfogatatol, azaz milyen feltételeket kell ennek
a D fliggvénynek kielégitenie.

Az egyik kovetelménylink az, hogy ha egy paralelepipedon egyik élét —
a tobbi él valtozatlanul tartasa mellett — A-szorosara valtoztatjuk, akkor a
térfogat is a A-szorosara valtozzék. Ugyanigy, ha az egyik a élt az a’ + a”
Osszegre bontjuk, a tobbi élt valtozatlanul hagyjuk, akkor a keletkezd két pa-
ralelepipedon térfogatanak Osszege egyezzen meg az eredeti paralelepipedon
térfogataval. Ez a két feltétel azt jelenti, hogy D (a bilinearis fiiggvényekhez
hasonléan) mindegyik valtozojaban linedris, azaz Gsszeg- és skalarszorostarto.

A kovetkezs elvarasunk az, hogy ha a paralelepipedon elfajulo, azaz az
n darab vektor V-ben egy m-nél kisebb dimenziés alteret general, akkor a
térfogat legyen nulla. Ez mas szavakkal azt jelenti, hogy ha az a,...,a,
vektorok osszefliggsk, akkor D(ay,...,a,) = 0.

Végiil azt szeretnénk, hogy az ,egységkocka” térfogata 1 legyen. Ehhez

rogzitsiink le V-ben egy e, ..., e, bazist, és irjuk el6 a D(e,...,e,) = 1
feltételt.
9.8.1 Tétel

Legyen V egy n-dimenziés vektortér R felett és eq, ..., e, egy rogzitett
bézis V-ben. Ekkor pontosan egy olyan D : V" — R fliggvény létezik, amely
(i) mindegyik valtozojaban linearis;
(ii) lineéarisan Osszefiiggs vektorokhoz 0-t rendel,
(iii) D(ey,...,e,) =1.
Ha az a; vektornak az ei,...,e, bazis szerinti i-edik koordinatajat a;;-vel
jeloljik, akkor

11 19 e Q1p
921 929 e Aon
D(a17~ . ~aan) — . . . . y (981)
Ap1 Op2 ... Opn
vagyis D(ai,...,a,) éppen annak a matrixnak a determinénsa, amelynek az

oszlopai az a; vektorok (pontosabban ezek koordinatavektorai). &
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A tétel alapjan a paralelepipedon (elGjeles) térfogatat az éleihez (a fenti
modon) tartozé determinanssal adhatjuk meg.

Megjegyezziik még, hogy a tétel a determinéns alternativ definidlasara is
alkalmas.

Bizonyitds: FElSszor tegylik fel, hogy egy D : V* — R fiiggvény rendelkezik
az (1) — (iil) tulajdonsagokkal. Ekkor (ii) specialis eseteként kapjuk, hogy
(iv) ha az a; vektorok kozott van két azonos, akkor D(ay,...,a,) =0.
Most megmutatjuk, hogy
(v) ha két vektort felcseréliink, akkor D értéke az ellentettjére valtozik
(,elGjelet valt”).
Cseréljiik fel példaul aj-et és ax-t. Ekkor (i) és (iv) alapjan

0= D(a; + as,a; + as,as,...,a,) = D(aj,a;,as,...,a,)+
+D(a17a27a37“'7a’n) +D(a27a17a37"‘7an) +D(327327a37"‘)an) =
- D(317327a37'”7an) +D(a27a17a37"'7an)7
tehat valoban D(ag,a;,as,...,a,) = —D(aj,az, as,...,a,).
Irjuk fel az aj-ket az e; baziselemek linedris kombinéiciojaként:
a; = >, «a;e. Ennek alapjan D(ai,...,a,)-et az (i) tulajdonsag fel-

hasznalasaval n™ darab

Qg1 my2 - - - Cmn D€y, €myy oy €m,) (9.8.2)

tipusi tag Osszegére bonthatjuk. A (iii), (iv) és (v) feltételek alapjan itt
mindegyik D(ey,,,...,en, ) érték egyértelmiien meghatarozott (0 vagy +1),
és igy D(ay,...,a,) értéke is egyértelmd. Ezzel belattuk, hogy legfeljebb egy
ilyen D fliggvény létezik.

Az eloz6kbsl (9.8.1) is azonnal koévetkezik. ElGszor is (iv) alapjan
D(em,,---,em,) = 0, ha az e-k kozott szerepel két azonos. Vegyiink most
egy olyan tagot, ahol az e-k mind kiilénbo6zsk, azaz mq,...,my, az 1,...,n
szamok egy permutacioja. Ekkor (iii) és (v) alapjan D(ey,,,. .., €, ) aszerint
1 vagy —1, hogy az mq,...,m, permutici6 az 1,...,n-bsl paros vagy parat-
lan sok cserével keletkezett-e, mas széval az myq, ..., m, paros vagy paratlan
permutécio-e. Ennek alapjan D(ay,...,a,) annak az n! szamu
(=D 10my2 - - i tagnak az sszege, ahol myq,...,m, végigfut az
1,...,n szdmok 0sszes permutécidjan és I az mq, ..., m, permutacid inverzio-
szama. Ez pedig éppen az «;; szamokbol képezett determinans értéke (ponto-
sabban a transzponalt matrix determinansanak a definicié szerinti megadésa).
Ezzel (9.8.1)-et belattuk.
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Hétra van még annak az igazolasa, hogy valoban létezik ilyen D fiiggvény.
Az el6z6ek szerint egyediil a determinans lehet megfelels. Igy azt kell megmu-
tatni, hogy a determinans valoban rendelkezik az (i)—(iii) tulajdonsagokkal.
Ez pedig azonnal kévetkezik a determinans elemi tulajdonsagaibol. m

Megjegyzések: 1. A tétel bizonyitasat a determinans tulajdonsagaira torténd
hivatkozas nélkiil is befejezhettiik volna. Ugyanis lattuk, hogy egyediil az a
D lehet jo, amelyre D(ay,...,a,) éppen a (9.8.2)-ben szereplé n™ darab tag
osszege, ahol mindegyik D(en,,...,€en, ) érték egyértelmien meghatarozott
(0 vagy £1). Innen (iii) teljesiilése nyilvanvalo, (i) és (iv) pedig egyszerti sza-
moléssal adodik, és az utobbi kettébdl (ii) is konnyen levezethetd (lasd a 9.8.1
feladatot). Persze mindezzel tulajdonképpen a megfelel§ determinanstulaj-
donsagok 1jboli bizonyitasat végeztiik el.

Egy masik, kicsit kevesebb szdmolassal jar6 lehet6ség, ha megmutatjuk,
hogy az (i) és (ii) tulajdonsagnak eleget tevd fiiggvények a természetesen adodo
miiveletekre nézve egy egydimenzios vektorteret alkotnak, és igy a (iii) feltétel
egyértelmiien kijelol ebben egy megfelels D fiiggvényt (vo. a 9.8.2 feladattal).

2. Mivel (adott test felett) barmely két n-dimenziés vektortér izomortf,
ezért dolgozhattunk volna végig V = R"-nel is. Ekkor az ey, ..., e, bazisnak
értelemszertien a szokésos egységvektorokat célszerd valasztani.

Feladatok
9.8.1 Vezessiik le a (ii) tulajdonsagot (i)-bdl és (iv)-bdl.

9.8.2 Legyenek F) és Fy olyan V"™ — R fliggvények, amelyekre (i) és (ii)
teljesiil és F5 nem azonosan nulla. Mutassuk meg, hogy van olyan
A € R, amellyel F; = AFs.

9.8.3 Legyen az A € Hom V linearis transzformacié matrixa az eq,...,e,
béazisban A. Lassuk be, hogy az F(vi,...,v,) = D(Avy,..., Av,)
és a G(vi,...,vy) = (det A) - D(vy,...,v,) figgvények azonosan
egyenldk.

Megjegyzés: A feladat alapjan kapjuk, hogy a determinéns tulaj-
donképpen az a skalar, ahanyszoroséra a transzforméaci6 a térfogatot
noveli.

9.8.4 Igazoljuk a determinansok szorzastételét.

9.8.5
a) Legyen Pi, P, és P3 a sik harom pontja, P; (szokasos Descartes-féle
koordinatai) legyenek 71, és v2; (j = 1,2, 3). Bizonyitsuk be, hogy a
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P; pontok akkor és csak akkor esnek egy egyenesbe, ha

711 Y12 713
Y21 Y22 23| =0.
1 1 1

b) Fogalmazzuk meg és lassuk be a megfelels térbeli allitast: mikor esik
négy pont egy sikba?

c) Igazak maradnak-e a fenti eredmények ferdeszogt koordinatarend-
szerben is?
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10. KODOK

A kodelmélet feladata olyan eljarasok kidolgozasa, amelyek az elektronikus
atvitelnél a (kis valoszintiséggel, de esetleg mégis bekovetkezd) hibakat kiszii-
rik, azaz a fogado fél ezeket észreveszi (,hibajelzés”), s6t akar rekonstrualni
tudja a helyes iizenetet (,hibajavitas”). Ennek érdekében az eredeti adatok-
nak megfeleld ,kozleményszavak” helyett kicsit hosszabb ,koédszavak” keriilnek
tovabbitasra. A kodolasnal altaldban az a cél, hogy minél kevesebb ,ellenérzé
jeggyel” minél t6bb hiba jelzését, illetve javitasat tudjuk elérni. Egy masik
fontos kévetelmény, hogy a ,kodolasi” és ,,dekodolasi” eljarasok elvi és gyakor-
lati szempontbol egyarant (azaz mind a matematikai elméletet, mind pedig az
elektronikai megvalositast tekintve) nagy tomegi adatatvitel esetén is bizton-
sadgosan és hatékonyan miikodjenek.

Az aldbbiakban az algebrai kodelmélet alapfogalmait targyaljuk, és bemu-
tatunk néhany hatékony kodot. Megjegyezziik, hogy a kdédoknak szamos més
(nem algebrai jellegii) tipusa is létezik, valamint a kriptografiAban a titkosira-
soknél is szokas a rejtjelezési eljarast kod(olas)nak nevezni, ezekkel azonban
nem foglalkozunk.

10.1. Hibajelzés, hibajavitas

Az elektronikus eszkozok az adatokat altalaban 0-1 sorozatokként téaroljak.
Bevezetd illusztracioként szoritkozzunk arra a nagyon specialis esetre, amikor
az atvitelnél dsszesen legfeljebb egyetlen bit tovabbitasa hibas, és nézziink két
egyszerd eljarast, hogyan lehet kideriteni, hogy valéban tértént-e hiba, illetve
hogyan lehet a hibas bitet megkeresni (azaz a hibat kijavitani).

Kiildjiik el a teljes lizenetet kétszer egymas utan. Ha az atvitelnél legfel-
jebb egy bit tovabbitasa hibas, akkor a dupla lizenet két fele legfeljebb egyetlen
jegytdl eltekintve teljesen egyforma. Ezek szerint, ha a két rész egyforma,
akkor nem tortént hiba, ha pedig valahol eltérés van, akkor a tovabbitas hi-
bés volt. Sajnos azonban a hibat nem tudjuk kijavitani, hiszen lehet, hogy
az éppen az ,ellen6rzs” részben keletkezett. Ezen tugy segithetiink, ha az ere-
deti lizenetet még egyszer megismételjiik, vagyis 0sszesen héromszor kiildjiik
el. Ekkor a harom rész koziil a feltevésiink szerint (legalabb) kettd teljesen
egyforma, és igy ezek adjik a helyes lizenetet.

Természetesen a fenti eljarasok meglehetdsen gazdasagtalanok. A kodel-
mélet egyik {6 feladata éppen az, hogy olyan eljarédsokat dolgozzon ki, amelyek
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minél kevesebb ,ellenérzd jeggyel” minél t6bb hibat tudnak jelezni, illetve ki-
javitani (emellett természetesen az is fontos, hogy mindezt minél egyszertibben
és ,automatikusabban” tegyék meg).

A bevezets utan lassunk hozza a megfelel6 matematikai elmélet kiépité-
séhez. Ezutan is mindig feltessziik, hogy a tovabbitandé adatok binaris for-
méban, azaz 0-1 sorozatként allnak rendelkezésre. Tordeljiik ezt a sorozatot n
hosszisaga blokkokra, ezek lesznek a ,kozleményszavak”. Minden kozlemény-
sz0 helyett egy k > n hosszusagt 0-1 sorozat, a kozleményszonak megfelels
»,k0dszd” keriil tovabbitasra.

10.1.1 Definicié

Legyen n < k, és jeloljiik az n, illetve k hossziisaga 0—1 sorozatok halmazat
Tm-nel, illetve T*-val. Egy (k,n) paraméterti kddon T*-nak egy 2" elemii K
részhalmazét értjiik. A K kodolo fiiggvénye egy olyan ¢ : T" — T* injektiv
(azaz kiilonb6z6 elemeket kiilonb6z6 képekbe vive) leképezés, amelynek a képe
Imyp =K.

T" elemeit kozleményszavaknak, K elemeit pedig kddszavaknak nevez-

ziik. &

A kodszavak tehat a T halmaznak egy 2" elemii (egyelSre tetszéleges)
részhalmazat alkotjak.

Megjegyzés: A kiépitendd elmélet jelentGs része (értelemszert modositasokkal)
atvihet6 lenne arra az esetre is, amikor a tovabbitando jelek a 0 és 1 helyett
pl. a 0,1,...,p — 1 ,jegyek” koziil keriilnek ki, ahol p tetszéleges prim. Mi
azonban csak az un. bindris kédokkal, a p = 2 esettel foglalkozunk.

Legyen a tovabbiakban T' = Fj, a modulo 2 maradékosztalyok teste.
Ekkor az iménti 77, illetve T* jelolés 6sszhangban van a korabbiakkal, azzal a
kiegészit6 megjegyzéssel, hogy mind a kozleményszavakat, mind pedig a kod-
szavakat (egyelére) altalaban nem oszlopvektorokkal, hanem inkabb n, illetve
k hosszusagu sorozatokkal fogjuk jelolni. (Ez az irasmod természetesebben
felel meg a probléma jellegének, emellett kényelmesebb is.)

A kovetkez6 ponttol kezdve majd azt is ki fogjuk hasznalni, hogy T és
T* vektorterek T felett, és a kodok alterek lesznek T*-ban, a ¢ kodolo fiigg-
vények pedig alkalmas linearis leképezések T"-r6l T*-ba. Ennek megfelelGen
a kozleményszavaknal és kodszavaknal oszlopvektoros jelolésre fogunk attérni
T"-ben és T*-ban.

Az egész fejezet soran a szerepls vektorok, illetve matrixok mindig au-
tomatikusan a T = F; test feletticknek értenddk.

Most ratériink a hibajelzés és hibajavitas pontos értelmezésére. Kezdjik a
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hibajelzéssel. Tegylik fel, hogy egy ¢ € K kddszd tovabbitasakor hiba tortént,
azaz a c kodszo helyett egy téle kiilonbozs z € T* vektor érkezett meg a
fogado félhez. Ha z maga is kddszo, akkor a hiba nem deriil ki, azonban ha z
nem kodszo, akkor vildgos, hogy hiba tortént.

Mivel egy bit hibas tovabbitasanak a valoszintisége igen kicsi (kiilonben az
egész atviteli rendszer gyakorlatilag hasznalhatatlan lenne), ezért hiba esetén
a z és c vektorok altalaban csak kevés komponensben kiilonboznek. Igy a
hibajelzéshez elég azt biztositani, hogy ha egy kodszoban csak ,kevés jegyet”
valtoztatunk meg, akkor nem kapunk (egy masik) kodszot.

10.1.2 Definicio
Egy kod t-hibajelzd, ha akarmelyik kodszavanak (legalabb 1, de) legfeljebb
t tetsz6leges komponensét megvaltoztatva sohasem kapunk kodszot. &

A hibajelzés csak regisztrilja a tényt, hogy hiba tortént. A hibajavitas
azt jelenti, hogy ezen tulmenden azt is meg tudjuk hatarozni, melyik k6dszo
lett eltorzitva.

10.1.3 Definicié

Egy kod t-hibajavité, ha barmely két (kiillonbozd) kodszavanak legfeljebb
t tetszGleges komponensét megvaltoztatva sohasem kapjuk ugyanazt a vek-
tort. &

Nyilvan a t-hibajavitas lényegesen erésebb kdvetelmény a t-hibajelzésnél,
és mindketts szorosan Osszefligg a kodszavak ,tavolsagaval”.

10.1.4 Definicio

Egy v € T* vektor silya (vagy Hamming-silya) a benne levs 1-esek
szama, két vektor tdvolsdga (vagy Hamming-tdvolsdga) pedig azoknak a kom-
ponenseknek a szama, ahol a két vektor eltér. &

A téavolsag tehat a kiilonbségvektor silya. (Természetesen — T = Fy
miatt — kiilonbségvektor helyett dsszegvektort is mondhattunk volna.)

Az u,v € T* vektorok tavolsagat 7(u,v)-vel jeloljiik. Az igy definialt
tavolsag valoban rendelkezik a tavolsag szokasos tulajdonsagaival, és T% erre
a tavolsagra nézve metrikus tér (lasd a 8.2.6 Definiciot).

10.1.5 Tétel

Egy kéd pontosan akkor t-hibajelzs, ha a koédszavak kozotti minimalis
tavolsag legaldbb t 4 1, és pontosan akkor ¢t-hibajavito, ha a kédszavak kozotti
minimalis tavolsag legalabb 2t + 1. &
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Bizonyitds: Mindkét allitas a 10.1.2-10.1.4 Definicidk kozvetlen kévetkezmé-
nye. Ugyanis egy kod pontosan akkor t-hibajelz8, ha barmely kédszora igaz,
hogy a téle (legalabb 1, de) legfeljebb ¢ tavolsagra levd vektorok egyike sem
kédszo. Hasonlé moédon egy koéd pontosan akkor t-hibajavité, ha az egyes
kodszavaktol legfeljebb ¢ tavolsagra levs vektorok diszjunkt halmazokat alkot-
nak. m

Példak kédokra

Kezdjiik a sort a bevezetSben mér jelzett két eljarassal.

P1.

P2.

Keétszeri ismétlés: A (megfelels) kodszot ugy képezziik, hogy a kozlemény-
szOt még egyszer megismételjiik (tehat Osszesen kétszer irjuk le egymas
utan), azaz

YOO ... Q1A .. QO .. Ol

Itt k = 2n, a kddszavak azok a vektorok, amelyeknek minden 1 < j < n-re
a j-edik és az n + j-edik komponense megegyezik. Ez a kod 1-hibajelzs,
a kodszavak minimalis tavolsaga 2. (Természetesen a kod szamos ,,t6bb-
hibat” is jelez, de ha véletleniil pl. éppen az els6 és az n + l-edik jegy
volt hibas, akkor ez a 2-hiba nem dertil ki, mert igy egy masik kédszohoz
jutottunk.)

Hdaromszori ismétlés: A (megfelels) kodszot ugy képezziik, hogy a kozle-
ményszot Osszesen haromszor irjuk le egymaés utan, azaz

Q:ro1a...0n = 0109 ... 00109 ... 0 O3 . .. Oy, .

Itt £ = 3n, a kodszavak azok a vektorok, amelyeknek minden 1 < 5 < n-
re a j-edik, az n + j-edik és a 2n + j-edik komponense megegyezik. Ez a
koéd 1-hibajavité és 2-hibajelzd, a kddszavak minimalis tavolsaga 3.

Az el6z6knél lényegesen ,,gazdasigosabb” az alabbi kod:

P3.

Paritdsvizsgdlat: A (megfelels) kodszot ugy képezziik, hogy a kozlemény-
sz6 utéan egyetlen tovabbi bitet irunk, éspedig a kodzleményszo jegyeinek
az Osszegét, azaz 1-et vagy 0-t aszerint, hogy a kozleményszoban paratlan
vagy paros sok 1l-es szerepelt:

n
P ...y Q1O .. QS aholﬁ:Zai.
1=1

Itt k = n + 1, a kodszavak azok a vektorok, amelyekben paros sok 1-es
fordul els, vagyis amelyeknek a silya paros. Ez a koéd is 1-hibajelzd, a
kédszavak minimalis tavolsaga 2.
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Az n, k és s = k—n paraméterek szokasos elnevezéseit az alabbiakban foglaljuk
0ssze:

10.1.6 Definicié

Egy (k,n) paramétertd kod esetén k a kod(szavak) hossza, n az informd-
ci0s jegyek szdma vagy a kéd dimenzidja és s = k — n az ellendrzd jegyek
szama. &

A dimenzi6 elnevezést az magyarazza, hogy a legtébb kéd esetén a kod-
szavak alteret alkotnak T%-ban (lasd a lineéris kodokat a kovetkezd pontban),
és ekkor ennek az altérnek a dimenziéja valoban n.

Egy kod hatékonysagét az méri, hogy egyrészt hany hibat tud (biztosan)
jelezni, illetve javitani (azaz milyen nagy a kodszavak kozotti minimalis tavol-
sag), masrészt ezt milyen kis s = k — n értékkel éri el. Az iménti P1 és P3
példa kodja is 1-hibajelz6, ugyanakkor a kétszeri ismétlésnél az ellenérzé jegyek
szama n, mig a paritdsvizsgilatnal mindossze 1, tehat az utébbi 1ényegesen
hatékonyabb.

Nézziik most meg, legaldbb hany ellenérzd jegy sziikséges az 1-hibajavités-
hoz. Minden kodszohoz vegyiik hozza a téle 1 tavolsagra levs vektorokat (azaz,
amelyek a kodszotol egyetlen komponensben kiilonboznek). Az igy kapott k41
elemi halmazok az 1-hibajavitas miatt sziikségképpen diszjunktak, szamuk 2",
azaz 2" (k+ 1) < 2k, Innen (k = n + s felhasznélasaval) 25 > n+ s+ 1 adodik.
Ez pl. n = 500-ra s > 9-et jelent. A 10.3 pontban megmutatjuk, hogy itt
elérhets az s = 9 egyenlgség (v6. a P2 példa haromszori ismétlés kodjabol
szarmazo s = 1000 értékkel).

Feladatok

10.1.1 Tegyiik fel, hogy minden egyes bit atvitelénél (egyméstol fiiggetlentil)
p a hiba valészintisége. Mi a valdszintisége annak, hogy egy k-jegyt
kodszo atvitelénél

(a) nem torténik hiba,

(b) pontosan 1 jegyben keletkezik hiba;

(c) t6bb, mint 3 jegy lesz hibas?
(Erdekes és tanulsagos a fenti valoszintiségeket valamely konkrét k és
p értékek, pl. k = 20 és p = 10~* esetén Osszehasonlitani.)
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10.1.2

10.1.5

10.1.6

10.1.7

10.1.8

10. KODOK

Tekintsiik azokat a koédokat, ahol n = 3, a kdédszd minden esetben
a megfelel§ 3-jegyl ajasas kézleményszoval kezdddik, majd ezt az
alabbi ellendrzé jegy(ek) koveti(k) (ezek szama rendre 1, 2, 2, 2, 3,
3, 3):

ar+as+az+1;  (b) aj,az +as;  (¢) ar, max(az, asz);

ay,y aholy = {aZ’ ha oy =1

e) a1 +ag, a1 +a3, g +Qs3;
a3, ha a1 = 0; ( ) ’ 3 3

Qay, 01 + g, a1 + ag + as; (8) a1, a1 -ag, a1 - oz - as.

A felsorolt kddok koziil melyek lesznek 1-hibajelzdk, illetve 1-hiba-
javitok?

Mutassuk meg, hogy a kod hibajelzg, illetve hibajavité ,ereje” nem
valtozik meg, ha minden kédszéban

az elst jegyet az ellenkezGjére valtoztatjuk;
az Osszes jegyet az ellenkezGjére valtoztatjuk;
az els6 két jegyet felcseréljiik.

Hogyan altalanosithatjuk ezeket az észrevételeket?

Bizonyitsuk be, hogy harom T%-beli vektor paronkénti tavolsagainak
az Osszege mindig paros szam.

Mely m-ekre igaz, hogy m tetsz6leges vektor paronkénti tavolsa-
gainak az Gsszege mindig paros szam?

Legyen az u,v € T* vektorok tavolsaga d(u,v) = d. Adott ¢ és r
esetén hany olyan w € T* vektor létezik, amelyre 6(u,w) = ¢ és
o(v,w)=r?

Tegyiik fel, hogy harom T*-beli vektor paronkénti tavolsaga d. Mu-
tassuk meg, hogy d paros, és pontosan egy olyan vektor létezik, amely
mindharom adott vektortol d/2 tavolsagra esik.

Legyen egy (k,n) paraméterd kodban a kodszavak kozotti minimaélis
tavolsag d. Készitsiink egy (k + 1,n) paramétertd K’ kodot a kovet-
kez&képpen: minden paros sulyta kédszé utan irjunk egy 0-t, minden
paratlan sulya kodszo utan pedig egy 1-est. Mekkora a K’ kodban a
kodszavak kozotti minimaélis tavolsag?

Lassuk be, hogy egy (k,n) paraméterd ¢-hibajavité kodban
Yico () =27
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10.1.9 Legyen n = 2. Minimalisan hany ellenérz§ jegy szilikséges az Osszes
(A) 1; *(B) 2-hiba (a) jelzéséhez; (b) javitasahoz?
Oldjuk meg a feladatot az n = 3 esetben is.

10.2. Linearis kod

10.2.1 Definicid
Egy (k,n) paraméterti K kod linearis, ha K (n-dimenzios) altér T*-ban.
&

Egy lineéaris kodban a nullvektor mindig kodsz6. Az elézé pont P1-P3
példai és a 10.1.2 feladatban (b),(e) és (f) linearis kodok.

Lineéris kod esetén sokkal egyszertibben ellenérizhetjiik a t-hibajelzést,
illetve t-hibajavitéast:

10.2.2 Tétel

Egy linearis kod pontosan akkor ¢-hibajelz§, ha minden nem nulla koédszo
sulya legaldbb ¢ + 1, és pontosan akkor ¢-hibajavit6, ha minden nem nulla
kodszo sulya legalabb 2t + 1. &

Bizonyitds: Mivel lineéris kod esetén a kodszavak alteret alkotnak, ezért két
kodszo kiilonbsége is kodszo. Ennélfogva barmely két (kiilonb6zs) kodszo
tavolsaga egy alkalmas nem nulla kédszo sulya. Megforditva, egy nem nulla
koédszo stulya megegyezik ennek a kodszonak a nulla kodszotol vald tavolsaga-
val. Ezzel belattuk, hogy a koédszavak kozotti tavolsagok halmaza egybeesik
a nem nulla kodszavak stlyainak a halmazaval. Igy specialisan a kodszavak
kozotti minimalis tavolsag megegyezik a nem nulla kédszavak stilyanak mini-
mumaval. A tétel allitasai ennek alapjan a 10.1.5 Tételbdl kivetkeznek. m

Igy példaul egy linearis kod pontosan akkor 1-hibajavit6, ha minden nem
nulla kédszo stlya legalabb 3.

Ha K lineéaris kod, akkor ¢ : F™ — F* kodolé fiiggvényként (injektiv)
linearis leképezéseket hasznalunk. Ennek megfelelGen ezeket irott latin nagy-
betiikkel jeloljiik és méatrixokkal jellemezziik:

10.2.3 Definicio

Legyen az A : T™ — T* linearis leképezés a (k,n) paramétert K linearis
kod kodolo fiiggvénye. Irjuk fel az A leképezés G = G4 = [A] matrixat a
természetes bazispar (azaz a T™-beli, illetve T*-beli egységvektorok) szerint.
Ezt a k x n-es G méatrixot a K kod generdtormdtrizanak nevezzik. &
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A generatormatrix oszlopait tehat az egységvektorokhoz tartoz6 kodsza-
vak alkotjak. Az el6z6 pont P3 példajanak, a paritasvizsgalat-kodnak a gene-
ratormatrixa a kovetkezs (n + 1) X n-es matrix:

10 ... 0
01 ... 0
00 ... 1
11 ... 1

Ha minden k6dsz6 magéaval a hozza tartozd kozleményszoval kezdsdik,
ETLXTL

) alakt (ahol E az nXxn-es egységmatrix,
BS Xn

akkor a generatorméatrix G = (

B pedig egy s X n-es matrix).

Legyen v € T™ egy tetszlleges kozleményszo és ¢ = Av a hozza tartozo
kédsz6. Ha v-t és c-t most valéban oszlopvektornak, azaz n x 1l-es, illetve
k x 1-es méatrixnak tekintjiik, akkor a kapcsolatuk a ¢ = G 4v métrixszorzat
forméjaban is kifejezhets. A lineéris kodolast tehat a generatorméatrixszal
(balrol) torténd szorzas jelenti.

Megjegyezziik, hogy a linearis kod helyett a csoportkod elnevezés is hasz-
nalatos. Ugyanis 7™ és T* tekinthets additiv csoportnak, a linearis kod T*
egy részcsoportjanak, a hozza tartozo kodold fliggvény pedig csoporthomo-
morfizmusnak.

A pont hatralevs részében azt vizsgaljuk, hogyan lehet lineéris kod esetén
a hibajavitast elvégezni. A késGbbiekben erre lényegesen jobb modszert is
mutatunk majd.

A hibajavitas azt jelenti, hogy minden z € T* vektorhoz megkeressiik
a hozza legkozelebbi (egyik) c kodszot, és ha az atvitelnél a fogado félhez a
z érkezett, akkor ezt a dekddolaskor c-re javitja. Itt a h = z — c vektort
hibamintanak nevezziik, mert a z és c tavolsaganak a minimalitdsa miatt ez
a(z egyik) lehetd legkisebb sulyu vektor, amelyet egy kodszohoz hozzédadva
a z vektort megkapjuk. (Ha z koédszo, akkor h = 0.) A T* elemeit ennek
megfelelen a kodszavaknak a hibamintak szerinti eltoltjaiként érdemes felirni.
Ez azt jelenti, hogy a kodszavak K alterének h+ K eltoltjait kell tekinteni (lasd
a 4.2.16 feladatot). Ily médon T*-t 28=" darab diszjunkt osztalyra bontottuk,
amelyek mindegyike |K| = 2™ vektort tartalmaz. Az osztalyok kozott szerepel
maga a K is (mint 6nmaganak a h = 0 vektorral térténd eltoltja). A csoport-
elméleti megfogalmazasban ezek az osztalyok éppen a K részcsoport szerinti
mellékosztélyokat jelentik. A tovabbiakban az osztalyokra ezt a mellékosztaly
elnevezést fogjuk hasznalni.
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A hibajavitast ezek utan az alabbi dekddoldsi tdbla segitségével végez-
hetjiik el. Ennek els6 soraba felirjuk a kodszavakat (azaz K elemeit), kezdve
a 0 kodszoéval. Ezutan a tobbi sorba rendre felirjuk az iménti mellékoszté-
lyokat, amelyekbdl mindig a legkisebb sulyu reprezentanst (azaz a hibamin-
tat) valasztjuk, és rendre ezt adjuk hozza a kodszavakhoz. A sorok elején
allo , 0sztdlyelsd” tehat maga a hibaminta, és dekodolaskor minden vektort
a folotte allo (els6 sorbeli) kodszora korrigalunk. (Ezutan a kodszobol ter-
mészetesen meg kell még hataroznunk a kozleményszot. Ha a kodszé magaval
a kozleményszoval kezd&dik, akkor ez nem okoz nehézséget, egyéb esetben egy
lehetséges modszert a 10.2.9 feladatban targyalunk.)

Ha a kod t-hibajavito, akkor a legfeljebb ¢ darab 1-est tartalmazo hiba-
mintdk mind kiilénb6z8 mellékosztilyba kertilnek, azaz kiillonb6z8 sorok osz-
talyels6i.

Példa: Legyen A : ajas — ajasaiasf, ahol = a1 + as. Ennek a linearis
kédnak a dekodolasi tablaja

00000 10101 01011 11110
10000 00101 11011 01110
01000 11101 00011 10110
00100 10001 01111 11010
00010 10111 01001 11100
00001 10100 01010 11111
11000 01101 10011 00110
01100 11001 00111 10010

Latjuk, hogy az egy darab 1-est tartalmazo6 hibamintak kiilonb6z6 sorokba
keriiltek, tehat a kod valoban 1-hibajavitd. Példaul a 6. sor 3. helyén allo
z = 01010 esetén a helyes kodszo6 a ¢ = 01011. Az utolsé két sorban az
osztalyelss nem egyértelmd (a 7. sor elején allhatna pl. a 00110 is). Ez (is)
mutatja, hogy az utolsé két sor a hibajavitas szempontjabol nem hasznalhato,
az itteni vektorok legaldbb 2-hibésak, és a kod a 2-hibakat nem tudja javitani.

A fenti eljaras meglehet&sen kényelmetlen. A kovetkezs pontban a linearis
kédokat méas moédon fogjuk jellemezni, amellyel gyorsan és ,automatikusan”
lehet majd a hibajavitast elvégezni.
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Feladatok
M*10.2.1 Legyen k > n. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a)
(b)

10.2.2

10.2.3

10.2.4

10.2.5

10.2.6

10.2.7

II.

III.

A linearis kodok szama osztoja az Gsszes kod szamanak.

A lineéaris kodokhoz tartozo lineéris leképezés kodold fliggvények sza-
ma osztoja az Osszes kodhoz tartozo Gsszes lehetséges kodolo fiige-
vények szdmaéanak.

Irjuk fel a 10.1 pont P1 és P2 példajanak, a kétszeri, illetve harom-
szori ismétlés kodnak a generatormétrixat.

A 10.1.2 feladatban szerepls kodok koziil valasszuk ki a linearisakat
és irjuk fel ezek generatormatrixat, valamint dekodolési tablajat.

Legyen A egy k x n-es 0—1 méatrix. Mutassuk meg, hogy akkor és
csak akkor van olyan linearis kod, amelynek a generatormétrixa A,
ha az A-nak az F; test feletti rangja r(A4) = n.

Bizonyitsuk be, hogy linearis kod esetén a kodszavak éppen a gene-
ratorméatrix oszlopainak 6sszes linearis kombinAcioi.

Mutassuk meg, hogy egy (k,n) paramétert linearis kod paros sulyu
kodszavai alteret alkotnak T*-ban. Hany dimenzios ez az altér?

Legyen K; és Ko egy-egy (k1,m1), illetve (ko,n9) paraméterd kod,
amelyekben a kédszavak minimalis tavolsaga d; és a ; : T™ — T*i
kodolo fiiggvények tartoznak hozzajuk (i = 1,2). A két kodbol 1j
kodokat képeziink az alabbi modon.

. A koz6s kozleményszavakat hasznaljuk és a kodszavakat egymas utan

irjuk. Azaz feltessziik, hogy ny = no = n és egy (k1 + k2, n) paramé-
terti K3 kodot definialunk a o3 : T" — TF1+k2 kodolo fiiggvénnyel,
amely az a € T" kozleményszohoz a ps(a) = p1(a)|pa(a) kodszot
rendeli.

Mindkét kod kozleményszavait és kddszavait is egymaés utan irjuk.
Azaz egy (ki + ka,n1 + no) paraméteri K4 kodot definidlunk a
@y @ Tmtnz 5 TRitke kodolo fiiggvénnyel, amely az a;|as kozle-
ményszohoz (ahol a; € T") a g4(ai]az) = ¢1(a1)|p2(az) kodszot
rendeli.

A kozleményszavakat egymas utan irjuk és a kodszavak aszimmet-
rikusan kombinaljuk: Legyen ki1 = ko = k és egy (2k,n1 + no)
paraméterti K5 kodot definidlunk a @5 : F™+72 — 2k kodold
fiiggvénnyel, amely az a;|as kozleményszohoz (ahol a; € T") a
@5(a1|a2) = 1 (a1)|(g01 (al) + ¥2 (ag)) kodszot rendeli.
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(b)

10.2.8

10.2.9
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Mit allithatunk a K3, K4 és K5 kodokban a kodszavak kozotti ds, dy
és ds minimélis tavolsagrol?

Ha C; és (5 linearis kodok, akkor K3, K4 és Cs is azok. Hogyan
kapjuk meg ezek G3—G5 generatormatrixait a K és Ko kodok G és
G5 generatormatrixaibol?

Legyen T = Fy, és jelolje T,,[x] a T feletti legfeljebb m — 1-edfokua
polinomok szokasos vektorterét. Ekkor az

-1
QoY ... Oy — g+ 01T+ ...+ 1™

megfeleltetés izomorfizmus a T és T, [z] vektorterek kozott. Legyen
k >n, s =k —n. Ebben a feladatban a 7™, illetve T* vektortereket
a beldlikk a fenti izomorfizmussal 1étesitett T),[z], illetve Ty[z] vek-
torterekkel azonositjuk.

Legyen g # 0 egy rogzitett, legfeljebb s-edfokd polinom T felett.
Legyen az A : T,lz] — Tylz] leképezés a g polinommal toérténd
szorzas, azaz A minden legfeljebb n — 1-edfokt f polinomhoz a gf
polinomot rendeli hozza: Af = gf. Mutassuk meg, hogy igy egy
linearis kodot definidltunk, és irjuk fel a generatormatrixat. Az ilyen
kédokat polinomkddoknak, a g polinomot pedig a kéd generdls poli-
nomjanak nevezziik.

Legyen h egy k-adfoku, g pedig egy tetszéleges nem nulla polinom 7T°
felett. Az A : T, [x] — Tj[x] leképezés minden legfeljebb n — 1-edfoku
f polinomhoz rendelje hozza a gf szorzatpolinom h-val valé osztési
maradékat. Mutassuk meg, hogy igy akkor és csak akkor definidltunk
egy linearis kédot, ha g és h legnagyobb koz6s osztdjanak a foka
legfeljebb s = k — n.

Tegyiik fel, hogy a (b)-ben definialt K linearis kodban g és h leg-
nagyobb koz0s osztdjanak a foka pontosan s. Mutassuk meg, hogy
ekkor K az (a)-beli értelemben vett polinomkod, amelynek a generalo
polinomja oszt6ja h-nak.

Tekintsiink egy (k,n) paramétert K linearis kodot. Mutassuk meg,
hogy létezik olyan n x k-as M 0-1 matrix, hogy a kédszavakat M-
mel balrél megszorozva visszakapjuk a megfelel§ kézleményszavakat
(azaz ha a c kodszo a v kozleményszobol szarmazott, akkor Mc = v).
Adjunk gyors algoritmust ilyen M megkeresésére.
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10.3. Hamming-kéd

Eddig a linearis kodot egy linearis leképezés képtereként jellemeztiik. Most
ugyanezt egy masik linearis leképezés magtereként fogjuk tekinteni.

Egy (k,n) paraméterti K linearis kod T*-nak n-dimenzios altere. Legyen
k=n+sé P:TF — T olyan linearis leképezés, amelynek a magtere
Ker P = K. A dimenzi6tétel szerint ekkor P képtere az egész T°.

Ilyen P lineéris leképezés megadasahoz a K altér egy by, ..., b,, bazisat a
di,...,d, vektorokkal egészitsiik ki T* egy bazisava és legyen Pb; = 0, a Pd;
vektorok pedig legyenek tetszsleges fiiggetlen vektorok (azaz alkossanak bazist
T*-ben). Innen az is latszik, hogy a P leképezés altalaban nem egyértelmd.

10.3.1. Definicio

Legyen K egy (k,n) paramétert linearis kod, k =n +s, és P: TF — T
olyan linearis leképezés, amelynek a magtere K. Irjuk fel a P leképezés P = [P]
matrixat a természetes bazispar szerint. Ezt az s x k méretd P méatrixot a kod
paritdsellendrzé matrizanak (vagy roviden, ellenérzé matrixanak) nevezziik.

L)

Az elnevezés magyarazataul gondoljuk végig, hogy mi toérténik, amikor a
P matrix egy sorat egy z € T* vektorral megszorozzuk. Ekkor eredményiil z
azon komponenseinek az 0sszegét kapjuk, amely helyeken a P adott soraban
1-es &ll, vagyis azt, hogy ezeken a helyeken z-ben Gsszesen péaros vagy paratlan
sok 1-es fordul-e el6. Ezt barmely sorral elvégezve pontosan a kddszavak esetén
lesz minden ilyen Gsszeg nulla. Azaz P val6ban a vektorok bizonyos helyein
allo 1-esek szamanak paritasat ellenérzi.

Mivel a P leképezés az esetek zomében nem egyértelmi, ezért egy kédnak
altalaban tobb P paritasellenérzé matrixa is létezik (v6. a 10.3.3-10.3.4 fel-
adatokkal). Ezeket a definicié alapjan azzal jellemezhetjiik, hogy egy z € T*
vektorra Pz = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha z k6dszo.

A mar emlitett Im P = T tulajdonsag ekvivalens azzal, hogy dimIm P =
= 5, ami ugyanazt jelenti, hogy a P méatrix (I, feletti) rangja r(P) = s. Igy
egy paritésellenérzé matrix rangja sziikségképpen s. Sot, ez a tulajdonsag
az el6z6 bekezdés ,akkor” részével kiegészitve mar karakterizalja is a(z adott)
kod paritasellendrzé matrixait (lasd a 10.3.3 feladatot). Az is konnyen adodik,
hogy ha egy 0-1 matrixnak s sora, kK = n + s oszlopa van és a rangja s, akkor
van olyan (k,n) paramétert linearis kod, amelynek éppen ez a paritasellenérzé
matrixa (lasd a 10.3.1 feladatot).

Hlusztracioként nézziik a paritasvizsgalat-kodnak (a 10.1 pont P3 példaja-
nak) a paritasellendrzé matrixat. Ez egyetlen ,,csupaegy” sorbdl all (azaz olyan
sorvektor, amelynek mind a k eleme 1-es): P=(1 1 1 ... 1).
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A G generatorméatrixbol altalaban konnyen megkaphatjuk a(z egyik) P
paritasellenérz8 méatrixot (lasd a 10.3.5 feladatot). Specidlisan, ha a kod-
szavak a hozzajuk tartozo kozleményszavakkal kezdGdnek, azaz a generator-

2 3 E’I’LX’I’L
méatrix G = (Bsxn
P = (Bsxn Fsxs) matrix.

Nézziik meg, hogyan hasznalhat6 a paritasellenérzé matrix hibajavitasra.
Elgszor is a definicié szerint Pz = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha z kddszo.
Ha az atvitelnél hiba tortént és a kapott iizenet z = ¢ + h, ahol ¢ a helyes
kodszo, h pedig a hibaminta, akkor Pz = Ph. A Pz € T*° vektort a z € T*
vektor szindromdjanak (,tlinetcsoportjanak”) nevezziik.

Ha a h hibamintaban egyediil az i-edik helyen &ll 1-es, akkor Ph éppen
a P matrix i-edik oszlopa. Igy a z vektor szindromaja a hibas helyeknek
megfelel§ P-beli oszlopok Gsszege. Innen azonnal adodik az alabbi tétel:

> alakt, akkor paritasellen6rzé matrixnak megfelel a

10.3.2 Tétel

Egy linearis kod pontosan akkor ¢-hibajavité, ha a P paritasellenérzé
matrixanak barmely legfeljebb ¢ darab oszlopét Osszeadva a kapott Osszegvek-
torok mind kiilonbozdk és egyikiik sem nulla. &

Specialisan, az 1-hibajavitas feltétele az, hogy P-ben minden oszlop kiilon-
b6z6 és egyik oszlop sem nulla.

A 10.1 pont végén lattuk, hogy ha egy 1-hibajavité kdédnak s ellendérzé
jegye van, akkor sziikségképpen n < 2% — s — 1. Most megmutatjuk, hogy
ennek a megforditdsa is igaz:

10.3.3 Tétel
Legyen (s > 2 és) n < 2° — s — 1. Ekkor létezik (s + n,n) paraméteri
1-hibajavito lineéris kod. &

Bizonyitds: Legyen P olyan s X (s+ n)-es matrix, amelynek az oszlopai kiilon-
b6z6 nem nulla vektorok dgy, hogy ezek kozott talalhaté s darab linearisan
fliggetlen. Ilyen P létezik, hiszen T¥-nek 2° — 1 > n + s miatt elegendd szamiu
nem nulla eleme van, a linearis fiiggetlenségi feltételt pedig biztositja, ha pl. az
utols6 s oszlopot az s darab egységvektornak vélasztjuk.

Mivel P rangja s, ezért létezik olyan linearis kéd, amelynek P a pari-
tasellenérzd matrixa. FEz(ek) a kod(ok) a 10.3.2 Tétel, illetve az utana tett
megjegyzés szerint 1-hibajavito(k). m
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Visszatérve a 10.1 pont végén emlitett n = 500 példéara, a most bizonyitott
tételbdl kovetkezik, hogy az 1-hibajavitast mindossze s = 9 darab ellenérzé
jeggyel meg tudjuk oldani (és ez a lehetséges minimum). Mindezt érdemes még
egyszer Osszevetni a hdromszori ismétlés kodjabol adodo s = 1000 értékkel.

Az n =2° — s — 1 esetben a kodra kiilon elnevezést vezetiink be:

10.3.4 Definici6
Han=2"-s—1¢é k =n+s = 2°—1, akkor a (k,n) paraméteri
1-hibajavito linearis kodokat Hamming-kédoknak nevezziik. &

Az el6z6ek szerint egy Hamming-kdd azzal jellemezhetd, hogy a paritas-
ellenérzé matrixaban az oszlopok kézott a T vektortér 6sszes nem nulla eleme
pontosan egyszer fordul el6.

Feladatok
Valamennyi feladatban n + s = k, K egy (k,n) paramétert lineéaris kod,

amelynek a generatormatrixa GG, tovibba P egy s x k méretd 0—1 matrix.

10.3.1 Igazoljuk, hogy egy 0-1 métrixhoz akkor és csak akkor taldlhato
olyan linearis kod, amelynek & a paritésellen6rz6 matrixa, ha a sorai
fliggetlenek, az oszlopai pedig Osszefiiggsk.

10.3.2 Irjuk fel a 10.1 pont P1 és P2 példajanak, valamint a 10.1.2 fel-
adatban szerepld kédok koziil a linearisaknak egy-egy paritasellendr-
z6 matrixat.

10.3.3 Mutassuk meg, hogy az alabbi harom feltétel barmelyike ekvivalens
azzal, hogy P a K kod (egyik) paritasellenérz6 méatrixa:

I. 7(P) = s és barmely c kodszora Pc = 0;
II. r(P)=sés PG =0;
III. P sorai bazist alkotnak az (Im.A4)+ altérben.

(a) Mutassuk meg, hogy egy kod paritasellenérzé matrixa akkor és csak
akkor egyértelmi, ha s = 1.

(b) Bizonyitsuk be, hogy egy kod paritasellen6rz6 matrixainak a szama

[1;20(2° —29).
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Ean
BSX’n
matrixnak valoban megfelel a P = ( Bsx,, Fsxs ) matrix.

Ellenérizziik, hogy ha G = ( ) alaki, akkor paritasellenérzd

Adjunk altaldban is gyors algoritmust arra, hogyan lehet G ismere-
tében a paritasellenérzé matrixo(ka)t megkapni.

Legyen @ egy olyan 0-1 matrix, amelynek k oszlopa van és a magtere
K. Bizonyitsuk be, hogy 7(Q) = s, és @ barmely s fiiggetlen sora a
K (egyik) paritasellen6rzé matrixat adja.

Mutassuk meg, hogy egy linearis kodnal két T*-beli vektor akkor
és csak akkor keriil a dekddolasi tabla azonos soraba, ha ugyanaz a
szindréméajuk.

Egy linearis k6dban a koédszavak k6zotti minimalis tavolsag pontosan
akkor d, ha a(z egyik) paritasellendrz6 matrixban barmely d—1 oszlop
linearisan fliggetlen, de van d olyan oszlop, amely Osszefiiggs.

Egy linearis kodban a kédszavak kozotti minimélis tavolsag legfeljebb
1-gyel lehet nagyobb az ellenérzd jegyek szaménal.

Egy K kod dudlisa a K+ meréleges kiegészits altér. Mi a kapcsolat
K-nak és dualisanak a generator- és paritasellenérzé matrixai kozott?

Legyen P = (B F) a K linearis kod paritasellenérzé matrixa. Bi-
zonyitsuk be, hogy K akkor és csak akkor duaisa énmaganak, ha
BT = B~

Mennyi egy Hamming-kédban a kédszavak kézotti minimalis tavol-
sag?

Bizonyitsuk be, hogy egy Hamming-kédban barmely kédszoénak a
komplementere is kodszo. (Két vektor egymas komplementere, ha
minden komponensiikben kiilonboznek, vo. a 9.4.2a feladattal).

Legyen s > 2,n=2°—s—1és k=2°—1. Legyen tovibb4 minden
0 <j < s—1re M; azoknak a természetes szamoknak a halmaza,
amelyek kettes szimrendszerbeli alakjaban a 27/ egyiitthatoja (azaz
hatulrol szamitva a j + 1-edik szamjegy) 1. Nyilvan barmely j-re
M| = 221,

Egy (k,n) paramétert linearis kodot fogunk megadni. A kozle-
ményszavak jegyeit azonban most nem a szokasos médon indexezziik,
hanem az indexek koziil a kett6hatvanyokat (beleértve az 1-et is) ki-
hagyjuk (mint egyes szallodakban a szobaszamok koziil kihagyjak a
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13-at, csak mi most a kettShatvanyokra vagyunk ,babonasak”). Igy
az indexekben (az 1,2, ..., n szamok helyett) rendre a 3,5,6,7,9,...,
k = n + s szamok szerepelnek (hiszen éppen az 1,2,22,...,257! ket-
t6hatvanyokat kellett kihagynunk). Tekintsiik ezek utan a

Y o30506 ... = Q30506 .. . OEYOVL - - - Vs—1

kodolo fiiggvényt, ahol v; = ZieMj a;, 7=0,1,...,5s—1. Mutassuk
meg, hogy gy egy Hamming-kédot kapunk.

10.4. BCH-kédok

A Hamming-kéd a koédelmélet hajnalan, az 1940-es évek végén mar megszii-
letett. Ezutan tobb, mint 10 évet kellett varni, mig az 1-hibajavitast sikeriilt
hasonl6 hatékonysagua 2-hibajavitéasra fejleszteni. Az j kodokat kozel egyide-
jileg fedezte fel (vagy talalta fel?) R. C. Bose és D. K. Ray-Chaudhuri (aki
ekkor még Bose didkja volt), valamint t6liik fiiggetleniil A. Hocquenghem. A
kédokat a felfedezSk nevének kezddébettiirsl BCH-kodoknak nevezik.

A BCH-kodokban a wvéges testek lényeges szerephez jutnak. (A véges
testekre vonatkozo legfontosabb tudnivalokat az A.11 pont tartalmazza.)

Tovabbra is n, k és s = k — n jeloli a kéd dimenzibjat, hosszat, illetve
az ellenérzé jegyek szamat, és valamilyen adott t-vel t-hibajavitdo kodokat
keresiink. Az eddigiekben az n-et tekintettiik adottnak, és az s-et az n-hez
képest igyekeztiink minimalizalni. Ezen a szemléletmoédon egy picit valtoz-
tatunk, mostantol kezdve k = n + s-t tekintjiik rogzitettnek, és igy szeretnénk
minél kisebb s-et és vele egyiitt minél nagyobb n-et biztositani.

Ennek alapjan most T%-ban egy minél nagyobb olyan K alteret keresiink,
amelynek az elemei, a kodszavak, legalabb 2¢ 4 1 tavolsadgra esnek egymastol.
Ez a K altér éppen a P paritasellenérzé matrix magtere. A t-hibajavitas
a P oszlopainak megfelels tulajdonsagabdl olvashato le, tehat a kodot egy
megfelel§ s x k méretii P méatrix kijelolésével adhatjuk meg. Az s minimali-
zélasa azt jelenti, hogy P-nek minél kevesebb sora legyen.

Tekintsiink el egy pillanatra attél a kovetelménytél, hogy P sorai linea-
risan fiiggetlenek. Ha valamelyik sor fligg a tObbitsl, akkor ennek a sornak
az elhagyasa nyilvin nem valtoztat sem a matrix magterén, sem pedig az
oszlopoknak a hibajavitassal kapcsolatos tulajdonsagain. Igy a sorok szamét
mindaddig csokkenthetjiik, amig azok méar fiiggetlenek lesznek (v6. a 10.3.7
feladattal).

Ennek megfelelen olyan m x k-as Q matrixokat fogunk megadni, ame-
lyekben barmely legfeljebb ¢ oszlop Gsszege mindig kiilonb6z6 és nem nulla
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vektort eredményez (azaz barmely 2t oszlop linearisan fliggetlen), és m lehetd-
leg kicsi. Ekkor () magtere éppen egy t-hibajavitd linearis kodot definial.
Ennél a kodnél az ellenérzé jegyek szama s = r(Q) < m, és egy P paritésel-
lenérzé matrixot ugy kaphatunk, hogy @-nak csak s (tetszélegesen vélasz-
tott) fiiggetlen sorat tartjuk meg. Magéat a Q-t nevezhetjiik a kod ,kvdzi-
paritdsellendrzd mdtrizanak”.

Miel6tt az altalanos t-hibajavité BCH-koédokra ratérnénk, nézziik meg
kiilon a t = 2 speciélis esetet. Ez a targyalasmod tobb elénnyel is jar, ugyanis
a BCH-kodok meglehetdsen bonyolult konstrukcidjat igy elGszor mégiscsak egy
konnyitett valtozatban kell megérteniink, tovabba a t-hibajavitas bizonyitasa
is lényegesen egyszertibb ¢ = 2-re, mint az altaldnos esetben.

Legyen ¢ > 3 és k = 29 — 1. A 10.1.8 feladatbdl kovetkezik, hogy
2-hibajavité kéd esetén az ellenérzé jegyek szama sziikségképpen s > 2q — 1.
A 2-hibajavit6 BCH-kédok lényegében az alsdé hatart érik el, mert s < 2¢-t
biztositanak. (Az is megmutathato, hogy ezeknél mindig pontosan s = 2¢
teljesiil.) Latjuk tehat, hogy azonos k mellett a Hamming-kodhoz képest egy
2-hibajavité BCH-kodnal kétszer annyi ellen6rzé jegyre van sziikség. Ez igen
méltanyos ,ar”, hiszen a nyujtott ,szolgaltatas” formalisan nézve is ,,megdup-
lazédott”, valojaban azonban a 2-hibamintak szdma sokszorosa az 1-hibamin-
takénak ((5), illetve k).

A 2-hibajavito BCH-kodot a(z egyik) P paritasellendrzé méatrixéaval ad-
juk meg. Ehhez elGszor egy 2g x k méreti @ kvézi-paritasellen6rzé matrixot
definidlunk. Ennek els6 g sora legyen ugyanaz, mint a Hamming-koédnél, vagyis
az oszlopok éppen T'? nem nulla elemei.

A @ als6 ¢ sordanak a megadasahoz a tovabbiakban a T halmazt 1j sze-
repkorben, 29 elemit testként fogjuk tekinteni. Ennek a testnek és a T'9 vek-
tortérnek az additiv szerkezete megegyezik, ezért nem okoz zavart, ha a testet
is T'9-val jel6ljik. Legyen A a T test multiplikativ csoportjanak egy genera-
toreleme, ekkor a 79 test nem nulla elemei felirhatok A-nak (a 0-tol a 29 — 2
kitevsig terjedd) hatvanyaiként. A @ fels§ felében ezek szerint az oszlopok
éppen a AJ hatvanyok, j =0,1,2,...,27 — 2.

Ezutan a (Q métrix alsé g sorat a kovetkezGképpen definialjuk: az oszlopok
also fele legyen mindig a fels6 rész kobe, azaz

LA A LA
Q:<1 AP A AW ) (10-4.1)

Megmutatjuk, hogy a () matrix magtere egy 2-hibajavité kod. Ehhez azt
kell igazolni, hogy @ barmely legfeljebb 2 oszlopanak az 6sszege mindig mas
és mas (és nem nulla) vektort eredményez. Ez konnyen lathatoan ekvivalens
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azzal, hogy az

X+z=a, x*+2z3=b

egyenletrendszernek a # 0 esetén a 19 testben legfeljebb egy megoldasa van
(x és z szimmetriajatol eltekintve).

Az elsé egyenletet kdbre emelve, majd a méasodik egyenletet ebbdl levonva
xz(x +z) = a® — b adodik, vagyis xz = a? — b/a. Azt kaptuk, hogy az x és z
elemek Gsszege és szorzata is ismert, és igy pl. a gyokok és egyiitthatok kozotti
Osszefiiggés alapjan x és z csak egy adott masodfoku egyenlet (egyértelmiien
meghatéarozott) gyokei lehetnek (ha ez az egyenlet egyaltalan megoldhato a 7'
testben).

Mint mar emlitettiik, megmutathato, hogy @ rangja 2q (lasd a 10.4.4
feladatot), és igy maga a (@ lesz ennek a kodnak a(z egyik) paritasellendrzs
matrixa. (Ha nem igy lenne, akkor ,még jobban jarnank”, hiszen akkor val-
tozatlan k = 29 — 1 mellett 2¢-nal kevesebb ellenérzé jeggyel is biztositani
tudnank a 2-hibajavitast.)

A kapott eredményt az aldbbi tételben foglalhatjuk Gssze:

10.4.1 Tétel

Legyen ¢ > 3,n=27—2q—1,k =29—1. A fenti médon a (10.4.1) képlet-
tel megadott @) matrix egy 2-hibajavito linearis kodot definidl. Ezt a kodot
2-hibajavité BCH-kdédnak nevezziik. &

Példa: Legyen ¢ = 4. A 2* = 16 elemi testben meg kell keresniink a nem
nulla elemek multiplikativ csoportjanak egyik generald elemét. Az ilyen elemek
szama ¢(15) = 8. Ezek barmelyike negyedfoku algebrai szam T = F; felett,
tehat egy negyedfoku f irreducibilis polinomnak a gyoke. Mivel f(0) # 0,
f(1) # 0, ezért f-ben paratlan sok tag fordul els, azaz f az alabbi négy polinom
valamelyike: 2 +z+1, 24 +23+1, 22 + 22+ 1, 24 + 23 + 22+ 2+ 1. A harmadik
polinom (22 +x+1)2, tehat nem irreducibilis, a negyedik irreducibilis, azonban
osztdja az x° — l-nek, tehat a gyokeinek mar az 6todik hatvanya 1, vagyis
azok nem generalhatjak a test multiplikativ csoportjat. Az elsé két polinom
megfeleld, ezek gyokeiként kapjuk a test multiplikativ csoportjanak 8 generald
elemét. Valasszuk mondjuk az elsé polinom egyik gyokét A-nak. Ekkor a T
vektortér bazisa 1, A, A?, A3, ezek lesznek most az egységvektorok. A tobbi
hatvany koordinatdit a minimalpolinombél ad6dé A* = 1 + A Osszefiiggés
ismételt alkalmazasaval szamithatjuk ki. Ennek megfelelGen az alabbi 8 x 15-6s
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paritasellenérzé matrixhoz jutunk:

1000100110101 11
01001101011 1100
00100110101 1110
0001001101011 11
10001 10O0O011O0O0O0T1
000110O0O0O1T1QO0O0OQO0T11
001010O01O01O0O01OQO01
011110111101 111

A t-hibajavito BCH-kédokra torténd altalanositas a 2-hibajavité mintéja-
ra a kovetkezGképpen torténik. Az eddigiekhez hasonléan k értéke k =29 — 1,
az ellendrzé jegyek szaméra most az s < tq ,méltanyos” feltételt szabjuk (itt
mar az a szerencsés eset is el6fordulhat, hogy s a jelzett korlatnal joval kisebb
lesz). A Q ,kvazi-paritésellen6rzd” méatrix ¢ darab g x k& méreti blokkbol all,
ahol a fels6 blokk oszlopai tovabbra is 7?7 nem nulla elemei, az i-edik blokk
oszlopai pedig a fels§ blokkbeli vektoroknak (mint a 7' test elemeinek) a
2i — l-edik hatvanyai, i = 2,3,...,t. (A kobok alatt tehat az 6todik, majd a
hetedik hatvanyok kovetkeznek stb.) Ha @) sorai dsszefiiggdk, akkor valasszunk
ki koziilik egy maximaélis fiiggetlen rendszert, ezek alkotjak a kod (egyik) P
paritasellenérzé matrixat. Mindezt pontosan az aldbbi tételben mondjuk ki és
bizonyitjuk be.

10.4.2. Tétel
Legyen g rogzitett pozitiv egész, amelyre 29 — 1 > gt, tovabba k = 29 — 1,
m = tq, A a TY test multiplikativ csoportjanak egy generatoreleme és @) az

a tq X k-as matrix, amelynek a j + 1-edik oszlopaban egymas alatt rendre az
alabbi ¢t darab T-beli vektor all: A7, A% A% AC=Di azaz

1 A A? .. AJ

1 A3 AS o A3
Q=|1 AS A0 .. API

i AZt—l A4t—2 o A(Qt—l)]’

Ekkor Ker () egy t-hibajavit6 linearis kdédot definidl, ahol az ellenérzé jegyek
szama s < tq. Ezt a kodot t-hibajavit6 BCH-kodnak nevezziik. &

A tétel allitasa az, hogy az igy definialt kod valoban t-hibajavité. Ennek
bizonyitasa tovabbi el6késziileteket igényel.
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El6szor felelevenitjiik a 10.2.8a feladatban bevezetett polinomkdd fogal-
méat. Legyen T = Fj, és jelolje T,,[z] a T feletti legfeljebb m — 1-edfoka
polinomok szokasos vektorterét. Ekkor az

QOO o Q1 — Q0 + 01T+« + g™t

megfeleltetés izomorfizmus a T™ és Ty, [x] vektorterek kozott. Azonositsuk a
T, illetve T* vektortereket a bel6liik a fenti izomorfizmussal létesitett T}, [x],
illetve Ty[z] vektorterekkel.

10.4.3 Definicio

Legyen g # 0 egy rogzitett s-edfokti polinom T felett. Legyen az
A : T, [x] — Ty[x] leképezés a g polinommal torténd szorzas, azaz A minden
legfeljebb n — 1-edfoku f polinomhoz a ¢f polinomot rendeli hozza: Af = gf.
Az igy definialt linearis kodot polinomkddnak, a g polinomot pedig a kod ge-
nerdld polinomjanak nevezziik. &

A 10.2.8a feladatban megengedtiik a degg < s lehetGséget is, azonban
ekkor minden kédszé végén s —deg g darab nulla all, ami semmire sem hasznal-
hato. Igy nyilvan csak az az eset érdekes, amikor deg g = s. Ekkor a kodszavak
éppen g tobbszorosei (polinomszorosai).

Most megmutatjuk, hogy a Hamming-kéd és a BCH-kodok is polinomko-
dok, és meghatarozzuk a generald polinomjaikat.

Tekintsiik els6ként a Hamming-kodot. Itt paritasellenérzé méatrixnak ve-
het§ az s sorbol és k = 2% — 1 oszlopbél allo P = (1 A A? ... Ak1)
matrix. Legyen a ¢ = 771...7%-1 € T% vektornak megfelels polinom
C=v+mz+...+7_ 121 € Ti[z]. A c vektor pontosan akkor kodszé, ha
Pc =0, azaz Zf;l ;A7 = 0. Ez azt jelenti, hogy a C' polinomnak gydke a
A, vagyis ¢ pontosan akkor kodszd, ha az ma minimalpolinom osztéja C-nek.
Ennek megfelel6en a Hamming-koéd olyan polinomkdéd, amelynek a generald
polinomja g = ma.

Nézziik most a 2-hibajavit6 BCH-kodot. Az el6z6khoz hasonldéan adodik,
hogy ¢ pontosan akkor kodszo, ha ma és mas is osztdja a C' polinomnak,
azaz a generald polinom most A és A% minimalpolinomjanak a legkisebb kozos
tobbszorose: g = [ma, mas].

Ugyanigy adodik az altalanos eset is:

10.4.4 Tétel

Jeloljiikk maj-t mj-vel. A 10.4.2 Tételben megadott altalanos t-hiba-
javito  BCH-kod olyan polinomkéd, amelynek a generalé polinomja
gt = [mi,ma,...,my_1]. &
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Ennek alapjan a kédban az ellenérzé jegyek széma éppen a g; generald
polinom foka. Igy s = tq pontosan akkor teljesiil, ha A, A% ... A%~1 minde-
gyike g-adfokua F; felett és semelyik kettének sem ugyanaz a minimalpolinomja
(lasd a 10.4.2 feladatot).

Most mar minden a rendelkezésilinkre all a 10.4.2 Tétel igazolasahoz: meg-
mutatjuk, hogy az ott megadott kod valdéban t-hibajavito.

A 10.4.2 Tétel bizonyitasa: ElGszor belatjuk, hogy barmely i-re m; = mo;.
A T? testben a négyzetre emelés izomorfizmus, amely a T' = F; alaptest ele-
meit helybenhagyja. Ezért ha pg + p1© + ... 4+ p,0Y = 0, akkor ugyanez
© helyett ©2-re is teljesiil. Ezzel igazoltuk, hogy ma; | m;. A masik irdnyt
oszthatosag pl. abbol adédik, hogy ©-t is megkaphatjuk ©2-bél ismételt négy-
zetre emelésekkel.

A fentiek alapjan g, = [mi,ma,...,ma]. Most megmutatjuk, hogy a
kédban a minimalis tavolsag legalabb 2t + 1, amibdl a kivant ¢-hibajavitas
mar kovetkezik.

Indirekt tegyiik fel, hogy lenne egy legfeljebb 2t silyt ¢ kodszo. Az ennek
megfelel6 C polinom gyokei kozott szerepel A* minden i < 2t-re. Irjuk fel ezt
a 2t darab C(A?) = 0 egyenldséget. Kozben a C' polinombol esetleg hagyjunk
el 0 egylitthatokat tigy, hogy pontosan 2t egyiitthatdé maradjon.

Ekkor C-nek erre a 2t egyiitthatojara nézve egy 2t x 2t-es homogén linearis
egyenletrendszert kaptunk, amelynek van nem trivialis megoldasa (éppen C
megfelels egyiitthatoi). Masrészt az egyenletrendszer determinénsa nem nulla,

hiszen ez a kiilénb6z6 elemekkel generalt V(A% A% ... A?t) Vandermonde-
determindns nem nulla konstansszorosa, ahol i1,is,...,42; a C' polinomban

szerepld tagok fokszamai. Ekkor azonban az egyenletrendszernek csak trivialis
megoldasa lehet, ami ellentmondés. m

Feladatok

A feladatoknal is a szdvegben hasznalt jeloléseket alkalmazzuk, tehéat s az
ellenérzd jegyek széma, k a kod hossza, A a 29 elemd véges test multiplikativ
csoportjanak a(z egyik) generdtoreleme, m; a A’ minimélpolinomja stb.

10.4.1 Irjuk fel ¢ = 5-re egy 2-hibajavité BCH-kod paritésellenérzé méatri-
xat.

10.4.2 Mutassuk meg, hogy a q paramétert t-hibajavité BCH-kédban s = tq
pontosan akkor teljesiil, ha A, A3, ..., A?~! mindegyike g-adfokt F;
felett és semelyik kettének sem ugyanaz a minimalpolinomja.
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10. KODOK

Tekintsiink ¢ > 3-ra egy 3-hibajavit6 BCH-kodot.
Hatarozzuk meg s-et a ¢ = 4 esetben.
Mutassuk meg, hogy ha ¢ paratlan, akkor s = 3gq.

Bizonyitsuk be, hogy barmely ¢ esetén egy 2-hibajavit6 BCH-kédban
s =2q.

Igazoljuk, hogy degm; a legkisebb olyan v pozitiv egész, amelyre v | q
és (29 —-1)/(2" —1) 4.

Mutassuk meg, hogy m; Osszes gyokei a A-nak az i - 27 kitevsjd
hatvanyai, ahol 0 < j < degm,.

Lassuk be, hogy ha t < 29/2 — 1, akkor a ¢ paraméterii t-hibajavito
BCH-kédban az s = tq egyenl@ség érvényes.

Legyen egy polinomkéd generalé polinomja g. Bizonyitsuk be, hogy

minden kodszo akkor és csak akkor paros sulyu, ha 1+ x| g;
minden paros silya vektor akkor és csak akkor kodszo, ha g =1+ x.

Mutassuk meg, hogy egy BCH-kéd generdldé polinomja osztoja
k
x” — 1-nek.

Ciklikusnak nevezziikk az olyan linearis koédokat, amelyeknél a
kodszavak ciklikus permutacidja is kodszoé, tehat (7% elemeit
Z = Y7172 - - - Yk—1 alakban irva)

Yoz - Ve—1 € K = 177 -+ - k-2 € K.

Bizonyitsuk be, hogy a ciklikus kédok lényegében specialis polinom-
kédokként jellemezhetSk: egy kod akkor és csak akkor ciklikus, ha
a kodszavainak a halmaza megegyezik egy olyan polinomkod kod-
szavainak a halmazaval, amelynek a g general6 polinomjara g | 2% —1
teljestl.

Minden BCH-ko6d ciklikus.

Tegyiik fel, hogy az m < k és d szamokra Ef;OQ (kzl) < 2™, Ekkor
létezik olyan lineéris kod, amelynek a hossza k, az ellenérzé jegyek
szama legfeljebb m és a koédszavak kozotti minimalis tavolsadg leg-
alabb d.
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Reed—Muller-kodok.

Legyen ¢ adott, n = ¢+ 1, £k = 29 és a kéd generdtormatrixa a
kovetkezd: soronként rendre a 29 és 2971 — 1 kozotti szamok kettes
szamrendszerbeli alakja szerepel. (A ¢ = 3 esetre a méatrixot lasd a
(b) rész utan.) Mutassuk meg, hogy ebben a kodban a kodszavak
kozotti minimalis tavolsag 297 1. Ezt a kodot elsdrendi Reed—Muller-
kddnak nevezziik.

Legyen m < q. Az m-edrendd Reed—-Muller-kdd esetén n = .- (3),
k = 29 és a generatormatrix a kévetkezs: az els6 ¢ + 1 oszlop azonos
az els6rendd esetben latottal, a tovabbi oszlopokat pedig tgy kapjuk
meg, hogy a 2-odik, 3-adik, ..., ¢+ 1-edik oszlop koziil minden lehet-
séges modon kivalasztunk 2, 3, ..., m darabot és ezeket Gsszeszoroz-
zuk a komponensenkénti szorzassal. Mutassuk meg, hogy ebben a

kédban a kodszavak kozotti minimalis tavolsag 297 ™.

Példaul g = 3-ra az els6- és masodrendd Reed—Muller-kod generator-
matrixai:

10 0 O 10 0 0 0 0 O
1 0 0 1 10 01 00O
1 01 0 101 0 0 0 O
1 01 1 1 01 1 0 01
G(1,3) = 11 0 0 G(2,3) = 110 00 0 O
1 1 0 1 1101 010
11 1 0 11101 0 O
1 1 1 1 1111 1 11

Itt G(2,3) utols6 harom oszlopa rendre a 2. és 3., a 2. és 4., illetve a
3. és 4. oszlop szorzata.
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A. ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Ebben a ,fliggelékben” Gsszefoglaljuk a kdnyvben felhaszndlt legfontosabb al-
gebrai alapfogalmakat és az ezekre vonatkozo f6bb tételeket. Célunk az volt,
hogy megfelels algebrai hétteret biztositsunk a t6bbi fejezet megértéséhez.
Ezzel 6sszhangban most bizonyos témakordk vdzlatos bemutatasa, és nem az
algebra egyes fejezeteinek atfogo, szisztematikus felépitése kovetkezik.

A fejezet két, egymaéstol lényegesen kiilonbozs jellegd, egy ,elemi” és egy
,haladd” részre tagozodik.

Az .elemi” A.1-A.7 pontokban minden szempontbdl alapvets ismereteket
rendszereziink, viszonylag részletes magyardzatokkal. Ennek a résznek az ala-
pos elsajatitasat (illetve atismétlését) nagyon melegen ajanljuk.

A _haladd” A.8-A.11 pontokkal kapcsolatban rogton megjegyezziik, hogy
a tobbi fejezetben csak kevés helyen tamaszkodunk az itt targyalt anyagra,
a konyv legnagyobb része enélkill is megérthets. Az itt bemutatott algebrai
fogalmak &ltalaban lényegesen nehezebbek a korabbiaknal, és a nehézséget
csak fokozza az eddig megszokotthoz képest joval tomorebb térgyalasmod,
valamint az, hogy az eredményeket tébbnyire bizonyités nélkiil kézoljik.

Az A.8-A.10 pontok elsGsorban a véges testeknek az A.11 pontban sorra
keriils targyalasat készitik el6. A véges testek szamos alkalmazasnal igen
fontos szerepet jatszanak. Ezek egy részéhez tulajdonképpen csak a modu-
lo p maradékosztalyokra (st gyakran csak a p = 2 esetre) van sziikség. A
véges testek szerkezetének mélyebb vonésait elsGsorban a 9.6 és 10.4 pontok-
ban hasznaltuk fel.

Természetesen a fliggelék nemcsak a kdnyv tobbi részének a tanulmanyo-
zésat konnyit(het)i meg, hanem sok méas szempontbol is fontos és hasznos (és
— reméljiik — dnmagaban is érdekes) anyagot targyal.

A.1. Bemelegités

1. Teljes indukcid
A teljes indukci6 fontos modszer a tetszdleges pozitiv egészre vonatkozo
allitdsok bizonyitasara. Ellenérizziik, hogy
(i) az allitas igaz n = 1-re (kiindulo lépés), és
(ii) az igazsaga o6roklédik n = k-r6l n = k + 1-re barmilyen k pozitiv
egész esetén (indukcios 1épés).
Ekkor az allités igaz minden n pozitiv egészre.
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Ez olyasmi, mint a domindhatas: Ha végtelen sok dominé &ll egymas
mogott, és meglokjiik az els6t, akkor az megloki a masodikat, ami megloki a
harmadikat stb., és végiil mindegyik elddl.

Az indukcits 1épésnél nem bizonyitjuk, hogy az allitas igaz k-ra (ha ezt
kozvetleniil bizonyitani tudnank, nem lenne sziikség indukciora), csak fel-
tesszilk az érvényességét n = k esetén, és ezt kihasznalva igazoljuk, hogy
akkor k + 1-re is fenn kell allnia.

A modszernek tobbféle valtozata is létezik: indulhatunk n = 0-r6l vagy
més kezdeti értékrsl; tdmaszkodhatunk arra, hogy n = k-ra ésn = k — 1-
re is igaz az allitas (ebben az esetben két szomszédos kinindulasi értéket kell
kozvetleniil ellendrizni); illeve feltehetjiik, hogy minden, n = k-nal kisebb vagy
egyenld egészre fennéll.

P1 példa: Lassuk be, hogy 5"*2 + 62"*! minden n > 0 egészre oszthato
31-gyel.

Bizonyitds: Kiindulo 1épés: n = 0 esetén 31 | 52 + 6.
Indukcios 1épés: Feltessziik, hogy 31 | 5872 4+ 62k+1 ¢s belatjuk, hogy
31 | 5k+1+2 4 g2(k+D)+1 - Celszert atalakitassal

5k+3 + 62k+3 — 5(5k+2 + 62k‘+1) + 31 . 62k+1.

A jobb oldal els6 tagja az indukcios feltevés szerint t&bbszoérése a 31-nek, a
maésodik tagrol ez kozvetleniil 1latszik. Igy az 6sszegiik is oszthato 31-gyel.

2. Binomialis tétel

Az (Z) binomialis egyiitthatd egy n elemi halmaz k elemi részhalmazai-
nak a szdmat jelenti. Mas megfogalmazasban, hanyféleképpen tudunk n elem
kozil k-t kivalasztani Ggy, hogy minden elemet legfeljebb egyszer vehetiink, és
az elemek kivalasztédsdnak a sorrendje nem szamit. Ennek képlete

n n! nn—1)...(n—k+1
(k>:k!(n—k)!: o k.( ) (A.1.1)

ahol j! = j(j —1)...2-1haj > 0¢és 0! = 1. (A.1l.1) igazolasdhoz vegyiik
észre, hogy elsének tetszdlegesen valaszthatunk az n elem koziil, mésodiknak a
maradék n—1 barmelyikét vehetjiik stb., és végiil k-adiknak a még megmaradt
n— (k—1) koziil vesziink ki egyet. Ez osszesen n(n—1) ... (n—k+1) lehet&ség.
Azonban, mivel a kivalasztés sorrendje nem szamit, ezt el kell osztanunk a k
elem Osszes lehetséges sorrendjének a szamaval. Igy kapjuk az (A.1.1)-ben
szerepld utolso képletet. A nevezst és a szamlalot (n — k)!-sal bévitve adodik
a kozépen allo kifejezés.
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Példaul (g) =8-7/2=28, (1) =n, (;) =1 (mivel az iires halmaz az
egyetlen 0 elemi részhalmaz vagy pedig a képlet alapjan, felhasznélva, hogy
0'=1).

A.1.1 Tétel (Binomialis tétel)

(a+b)" = <7(;L> a"+ <T> a" o+ (Z) a2 4. A <Z> b = kz_o (Z) a" *ok . &

Bizonyitds: Az (a+0b)(a+Db) ... (a+b) szorzas elvégzésekor minden tényez&bdl
az egyik tagot, a-t vagy b-t vessziik, ezeket Osszeszorozzuk, és az Osszes ilyen
szorzatot Osszeadjuk. Példaul, ha mind az n zar6jelbdl az a-t vessziik, akkor
az a™ szorzat adodik; ha a-t vesziink az els6 két zarojelbsl és b-t a tobbi
n — 2-b6l, ez a?b"2-t eredmanyez stb. Vagyis ™ *b* tipust szorzatokat kell
osszegezniink, ahol 0 < k < n. Egy ilyen a”*b* szorzat akkor keletkezik, ha k
zar6jelbél vesziink b-t, a tobbi n— k zarojelbdl pedig a-t. Igy (Z) lehetségiink
van a b-k kivalasztasdra. Ennek megfelelGen ez a tag (Z)-szor fordul el az
Osszegben. m

P2 példa: Igazoljuk, hogy Y, (}) = 2"

Elsé bizonyitds: A bal oldal egy n elemi halmaz ossszes (0,1,...,n elemi)
részhalmazainak a szama. A jobb oldal ezt kézvetleniil szamolja meg: az n
elem mindegyikére két lehetség &ll fenn aszerint, hogy benne van vagy nincs
benne a részhalmazban.

Madsodik bizonyitds: 2" = (14+1)" =3 o ()1 k- 1k =30 (7).

3. Logikai szitaformula

N targy mindegyike rendelkezhet a Pi,..., P, tulajdonsigok koziil né-
hannyal, akir az Osszessel, de esetleg eggyel sem. Ez utobbiak szamat jeldlje
Ny. Tudjuk, hany targyra érvényes P; fiiggetleniil attol, hogy vannak-e ezek-
nek mas tulajdonsagaik. Ugyanigy tudjuk, hany targyra érvényes P, hanyra
teljesiil (mondjuk) P, Py és Ps mindegyike stb. Jelolje N;, 4,. ., azon targyak
szamat, amelyekre fennall P;,, P;,, ..., P;, mindegyike (fiiggetleniil a t&bbi tu-
lajdonsag meglététsl vagy hidnyatol). Ezekbdl ki tudjuk szamitani No-t:
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A.1.2 Tétel (Logikai szitaformula)

k
No=N-> Ni+ > Niiy—...+
i=1 1<i1<ia<k

+ (=1 Z Nijig.iy + -+ (=1)"Nig i &

1<i1<...<i; <k

Bizonyitds: Ha egy targy ,tulajdonsdgmentes”, akkor a jobb oldalon egyszer
szamoltuk, N-ben. Ha egy targy pontosan a P;,, F;,, ..., P;  tulajdonsdgokkal

rendelkezik, akkor 1 — () + (') — ...+ (=1)™ = (1 — 1)™ = O-szor szerepel
a jobb oldalon. m

P3 példa: Hanyféleképpen fordulhat el§ egy futéversenyen, hogy senkinek
sem egyezik meg a helyezése a rajtszaméaval? (Holtverseny nincs.)

Megoldds: A verseny eredménye N = n!l-féle lehet. Legyen P;, i = 1,2,...,n
az a tulajdonsag, hogy az i-edik rajtszamu versenyzé az i-edik helyen végzett.
Ekkor N; = (n — 1)!, mivel a tobbi versenyz§ sorrendje tetszéleges lehet.
Ugyanigy, N; i, = (n —2)! stb. A logikai szitaformula szerint

No=n!—n(n-1)+ <72l)(n_2)!+“'+(_1)n:n!2(_jl!)j-

Jj=1

Mivel a Z?Zl(—l)j/j! Osszeg 1/e ~ 0,37-hez tart, ha n — oo, igy az ilyen
eredmények ardnya nagy n-re koriilbeliil 0,37.

4. Ekvivalenciarelacié

Egy H halmazon értelmezett relacio bizonyos (a, b) parokat jelent (esetleg
az Osszeset, esetleg egyet sem), ahol a,b € H. Ha példaul H = {1, 2, 3}, akkor
az a < b relacio az (1,2), (1, 3) és (2, 3) parokbdl all.

Ha egy R relacioban szerepel az (a,b) par, akkor azt mondjuk, hogy a az
R relacidban van b-vel, és ezt aRb-vel jeloljiik.

Az egyenlGség néhany alaptulajdonsigaval rendelkez§ relaciokat ekviva-
lenciareldcioknak nevezziik:
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A.1.3 Definicid
Egy H halmazon értelmezett R relacié ekvivalenciarelacio, ha
(i) reflexiv: aRa minden a € H-ra,
(ii) szimmetrikus: aRb = bRa, és
(iii) tranzitiv: aRb,bRc = aRc. &

Az ekvivalenciarelaciok segitségével lehet egy halmazt diszjunkt részhal-
magzok egyesitésére bontani:

A.1.4 Tétel

Ha R ekvivalenciarelacié a H halmazon, akkor a C, = {b € H | aRb} C H
részhalmazok vagy diszjunktak, vagy egybeesnek. Ezért H a kiilénbo6zs C,
részhalmazok diszjunkt egyesitése. &

A C, részhalmazt az a elem altal reprezentalt ekvivalenciaosztalynak
nevezziikk. Egy ekvivalenciarelacié tehat a H halmaz ekvivalenciaosztalyokra
torténd partici6jat hozza létre. Ennek a megforditésa is igaz: a H minden
particioja egy alkalmas ekvivalenciarelaciobol szarmazik, nevezetesen aRRb je-
lentse azt, hogy a particiés felbontésban a és b ugyanabban a részhalmazban
talalhatok.

Bizonyitds: Azt kell megmutatnunk, hogy ha C, és Cp nem diszjunktak, akkor
C, = Cy. Belatjuk, hogy C, C C}; a maésik irdnyu tartalmazas hasonléan
igazolhato, illetve azonnal kovetkezik a és b szerepének szimmetridjabol.

Legyen x € C,, azaz aRz, és bRx-t kell igazolnunk. Legyen d € C, N Y,
tehat aRd and bRd. Mivel R szimmetrikus, aRd = dRa. A tranzitivitas
miatt dRa-bdl és aRz-bsl adédik dRzx. Ismét a tranzitivitas miatt bRd and
dRx biztositjak bRz-et. m

P4 példa: Alljon H a nem nulla valés szamokbol, és a akkor legyen rela-
cibban b-vel, ha a szorzatuk pozitiv: aRb <= ab > 0. Belatjuk, hogy R
ekvivalenciarelacié és meghatarozzuk az ekvivalenciaosztalyokat.

Megoldds: Reflexivitas: a-a = a® > 0. Szimmetria: ab = ba, ezért ab > 0 =
ba > 0. Tranzitivitds: Az ab > 0 és bc > 0 egyenlGtlenségeket Gsszeszorozva
kapjuk, hogy ach? > 0. Ezt b*> > 0-val elosztva adodik a kivant ac > 0.

Két ekvivalenciaosztaly keletkezik, a pozitiv és a negativ szamok halmaza.
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Feladatok

A.1.1 Igazoljuk az egyenléségeket minden n > 0 egész szamra.
1 n 1 P 1 _on
1.2 23 77 nmn+1l) n+l

A13
Al14

(a)
(b) 124+22+3%+...+n2=n(n+1)(2n+1)/6.
A12

A.15

A1.6

>
[a—
g

>

>

—~ o~

A~ =

o

~—

—
o a

A~ =

o

o
- =

o

Lassuk be az egyenl6tlenségeket minden n > 0 egész szamra.

1 1 1
Wn+1-2<1l+—+4—+...+—<2/n—1.
V2 V3 Vn vn

Mutassuk meg, hogy 8 | 5" 4+ 4n + 7 minden n > 0 egész szamra.

Legyen ag =0, a1 =1 és a,11 = 3a, — 26,1, han > 1. Adjuk meg
an-et explicit alakban.

,Belatjuk”, hogy az Osszes valés szdm egyenls. Teljes indukcidval
igazoljuk, hogy béarmely n darab valos szdm egyenls. Ez nyilvan
teljesiil n = 1-re. Feltessziik ennek igazsagit n—1-re, és tovabblépilink
n-re. Legyenek aq,as, ..., a, tetszdleges valos szamok. Az indukcios
feltevés szerint a1 = as = ... = ap—1 és ax = a3 = ... = a,,. Mivel
an—1 mindkétszer el6fordul, ezért a; = as = ... = a,. Hol a hiba az
okoskodasban?

Héanyféleképpen irhato fel a 2000 négy pozitiv egész Osszegeként, ha
a csak a tagok sorrendjében eltérd el6allitdsokat is kiilonbozsknek
tekintjik?

Lassuk be:

(k) = (")

(o) + G2 = ("0);
W)+ + o+ () =G

(6 + )+ + ()7 = (),

Adjuk meg az Gsszegeket explicit alakban:
(3)+ () + )+ (3)

(0) —2(4) +4() =8(3) +--
Hany k-jegyt szamot készithetiink az 1,2, ..., n szamjegyekbdl gy,

hogy mind az n szamjegy szerepeljen, ha (al) k < n; (a2) k = n;
(a3) k > n?
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(b) Bizonyitsuk be:
n®—n(n —1)* + (Z) (n—2)F—...

n—2 n k n—1 n _ 0, if k< n;
+H=1) <n—2>2 +(=1) (n—l) N {n!, if £k =n.

A.1.10 Vilasszuk ki az ekvivalenciareldcidkat az aldbbi, az egész szamok
halmazan definialt relaciok koziil, és adjuk meg az altaluk indukalt
ekvivalenciaosztalyokat.

aRb <= 3|a+1b

aRb 3|a—b;

aRb 3 | 4a + 5b;

aRb a’® = b?;

aRb ab > 0;

aRb < |a — b| < 1000.

Qo T W
S N N N N N

—
—
—
—

o~~~ T

= @

Al

[t

1 Az alabbi gondolatmenet azt probélja igazolni, hogy ha egy relé-
ci6 szimmetrikus és tranzitiv, akkor reflexiv is. Legyen a € H, és
valasszunk olyan b € H elemet, amellyel aRb. Ekkor a szimmetria
miatt bRa, és tranzitivitds miatt a kettébdl aRa kovetkezik. Helyes
ez a levezetés?

A.1.12 Egy n elemi halmazon hany (a) relacio; (b) reflexiv relacio; (c) szim-
metrikus relacié értelmezhets?

A.2. Oszthatosag és kongruenciak

Ebben a pontban minden betl egész szamot jelol. El&szor az oszthatosigra
vonatkozé alapismereteket foglaljuk Gssze.

A.2.1 Definicid

Az a osztdja b-nek, ha alkalmas c-vel ac = b teljeiil. Jeldlés: a | b.

Az a és b legnagyobb kézds osztdja az a legnagyobb egész szam, amelynek
a és b is tobbszorose. Jelolés: (a,b) vagy Inko(a, b).

Két egész szam relativ prim, ha az lnko-juk 1.

A p # £1 egész felbonthatatlan, ha nincs mas osztdja, mint +1 és +p. &

,Felbonthatatlan szam” helyett altalaban a ,prim” vagy ,primszam” kife-
jezést hasznaljuk, lasd alabb.
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A.2.2 Tétel

Maradékos osztds: Barmely b # 0 and a esetén pontosan egy olyan ¢ és r
létezik, amelyek a = bg + 1 és 0 < r < |b].

A szamelmélet alaptétele: Minden ¢ # 0,41 felirhaté felbonthatatlan
szamok szorzataként, és ez a felirds a tényezsk elGjelétsl és sorrendjétdl el-
tekintve egyértelm.

Kanonikus alak: Ha n > 1, akkor n = plfl ...pFr ahol a p; > 0 pozitiv
primszamok kiilénbo6zdk és k; > 0. &

Az euklideszi algoritmus maradékos osztasok sorozata:
a=0bq+r1, b=r1ga+7r2, T1 =7T2g3+ 713, ...

Az utols6é nem nulla maradék az a és b Inko-ja. Ez gyors eljards nagy szamok
Inko-janak a meghatarozésara. Emellett tobb fontos elméleti kévetkezménye
van: (i) Az Inko nemcsak a legnagyobb a kozos osztok kozott, hanem mind-
egyik kozos osztonak tobbszorose is. (ii) Ha (a,b) = d, akkor d = au + bv
alkalmas u és v egészekkel. (iii) Egy 0-tol és +1-t6l kiilonboz6 egész akkor
és csak akkor felbonthatatlan, ha rendelkezik a primtulajdonsaggal: csak ugy
lehet osztdja egy szorzatnak, ha legaldbb az egyik tényezét osztja. Ezért a
“prim” és “felbonthatatlan” ekvivalensek az egész szamok korében. Ez a kulcs-
lépés a szdmelmélet alaptételének a bizonyitdsdban.

A kovetkezSkben néhény gyakran el6forduld hiba elkeriilésére hivjuk fel a fi-

gyelmet:

(A) Ha a | bc és a /b, ebbsl NEM kovetkezik a | ¢, példaul 15 | 3 - 20, de
15 /3 és 15 J20.
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Helyes kovetkeztetések:
(i) a|be, (a,b) =1=a]ec.
(ii) Ha a primszam, akkor a | bc, a fb = a | c.

(B) Haa | ¢ és b | ¢, ebb8l NEM kovetkezik ab | ¢, példaul 6 | 12, 4 | 12, de
24 J12.
Helyes kdvetkeztetések:
(i) Haa|ec, b|ceés(a,b) =1, akkor ab | c.
(ii) a | cand b | ¢ = [a,b] | ¢ (ahol [a,b] az a és b legkisebb kozds
tobbszorose).

A fenti tulajdonsagok levezethetSk példaul a szamelmélet alaptételébsl.
Most ratériink a kongruenciakkal kapcsolatos alapismeretekre.

A.2.3 Definici6

Ha m | a — b ahol m > 0, azaz a és b ugyanazt a maradékot adjak m-mel
osztva, akkor azt mondjuk, hogy ,,a kongruens b-vel modulo m”. Jel6lés: a = b
(mod m). Az m egész szam a kongruencia modulusa. &

A kongruenciarelacio szamos hasonld tulajdonsaggal rendelkezik, mint az
egyenlGség. Reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv: barmely a, b, ¢ esetén

a = a; a=b=b=a; (a=band b=c)= a=c (mod m).

A kongruencia tehat ekvivalenciarelacio (lasd az A.1.3 Definiciot). Egy-egy
ekvivalenciaosztalyba (lasd az A.1.4 Tételnél) azok az egész szamok tartoz-
nak, amelyek ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva. Egy ilyen osztalyt
mod(ulo) m maradékosztalynak neveziink. Példaul a {...,—3,7,17,27,...}
halmaz egy mod 10 maradékosztéaly.

Kongruencuakat 6sszeadhatunk, kivonhatunk és 6sszeszorozhatunk:

a=bandc=d=a+c=b+d,a—c=b—d, ac=bd (mod m).

Ezek ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy a = b = a' = b’ (mod m) barmely
t > 0 egészre, s6t a = b= f(a) = f(b) (mod m) barmely f egész egyiitthatos
polinomra.

Vigyaznunk kell az osztassal: akkor sem szabad a kongruencidkat elosz-
tani, ha a keletkez6 hanyadosok egész szdmok. Példaul

24 = 14 (mod 10) and 2 = 2 (mod 10), de 24/2 = 12 # 14/2 = 7 (mod 10).
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Helyes kovetkeztetések:
(i) ac =bec (mod m) és (e,m) =1=a =>b (mod m).
(ii) ac = bc (mod m)= a =b (mod m/(c,m)).

Az Euler-féle p-fliggvény kdzponti szereoet jatszik a szamelméletben:

A.2.4 Definicio

o(n) az 1,2,...,n egészek kozill az n-hez relativ primek szdma. &
A.2.5 Tétel
Ha az n kanonikus alapkjan = p’fl ...pFr ahol a p; > 0 szdmok kiilonbozé

primek és k; > 0, akkor ¢(n) = pi* ~Hp —1)...pF " p, —1). &

A.2.6 Tétel (Euler-Fermat-tétel)
(c,;m) =1= ™ =1 (mod m). &

Ennek fontos speciélis esete:

A.2.6A Tétel (Kis Fermat-tétel)
Ha p prim és p fc, akkor ¢~ =1 (mod p).
Ennek egy masik alakja: ¢? = ¢ (mod p) minden c-re teljesiil. &

A.2.7 Definici6

Legyen (¢,m) = 1. A ¢ rendje modulo m a legkisebb olyan k > 0 kitevd,
amelyre ¢ = 1 (mod m). Ezt o,,(c) jeldli, illetve o(c), ha egyértelmi, melyik
m modulusrol van sz6. &

A rend a legkisebb periodus, amely szerint a ¢ hatvanyai ismétlédnek
modulo m: ¢" = ¢® (mod m) <= r = s (mod o.(m)). Az s = 0 esetben
kapjuk, hogy ¢" = 1 (mod m) <= o,,(c) | r. Ebbdl az A.2.6 Tétel alapjan
om/(c) | p(m) koévetkezik.

A kongruencidknél imént definidlt rend specialis esete a csoportbeli elem-

rend fogalomnak, lasd az A.8.2 Definiciot.

Az Az+ By = C kétvaltozos linedris diofantikus egyenletnél A, B, C adott
egészek, A és B nem mindketté nulla, és az x,y megoldasokat az egészek
korében keressiik.
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A.2.8 Tétel
(i) Az Az + By = C lineéaris diofantikus egyenlet akkor és csak akkor
oldhat6 meg, ha (A, B) | C. Ebben az esetben a megoldasok szama végtelen.
(ii) Az euklideszi algoritmusboél nyerhets egy (z¢, yo) megoldas, és ebbdl
az 0sszes megoldés

., B - tA
= o (A,B)’ Yt = Yo (A,B)’

4 t=0,+1,422,.... &

Az ax = b (mod m) linedris kongruencia esetén paronként inkongruens x
megoldasokat keresiink.

A.2.9 Tétel
Az az = b (mod m) lineéris kongruencia akkor és csak akkor oldhat6 meg,
ha (a,m) | b. Ekkor a paronként inkongruens megoldasok szama (a,m). &

Az Ax+ By = C egyenlet atalakithato az Az = C' (mod |B|) vagy By = C
(mod |A|) kongruenciava (ha B, illetve A nem nulla). Megforditva, az ax = b
(mod m) kongruencia atalakithaté az ax — my = b egyenletté.

A szimultan kongruenciarendszer azt jelenti, hogy egyszerre tobb modu-
lusra vonatkozé feltételeket szabunk ugyanarra az ismeretlenre.

A.2.10 Tétel Az x = ¢; (mod mq), © = c2 (mod my) szimultan kongruencia-
rendszer akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha (mq,ms) | c1 —co. Megoldhatosag
esetén egyetlen megoldas van mod [my, ms]. &

Specialisan, ha m; és mo relativ primek, akkor a rendszer barmely c;
és co mellett megoldhato, és egyetlen megoldés van mod mims. Ennek tobb
modulusra vonatkozo altalanositisa az

A.2.10A Teétel (Kinai maradéktétel)

Legyenek my,...,m, paronként relativ primek. Ekkor az = = ¢; (mod
m;), i = 1,2,...,r szimultan kongruenciarendszer barmely cy,..., ¢, esetén
megoldhatoé és egyetlen megoldas van mod mims ... m,. &

Az A.2.10A Tétel fontos kovetkezménye, hogy egy Osszetett modululi
kongruencia visszavezethet§ primhatvany modulusa kongruencidkra: Ha az m
kanonikus alakja m = p{*...p%", akkor az f(r) = 0 (mod m) kongruencia
ekvivalens az f(z) =0 (mod p;'), i = 1,2,...,r kongruenciarendszerrel.
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Feladatok

A.2.1 Igazoljuk, hogy két paratlan négyzetszam kiilénbsége mindig osztha-
t6 8-cal.

A.2.2 Melyek 1gazak az alabbi allitasok koziil?

)

)a\b+c:>(a|b and a\c);

) ab|c= (a|c and b]|c);

) (a]c and b|c) = ab]| ¢

) (a|bor alc)=al|bc

) albc= (a|b or alc);

) (a|b+cand a|b—c)=(a|b and a | c);

) (a]2b+3c and a|3b+5c) = (a|b and a|c).

A.2.3 Lassuk be az alabbi oszthatosagokat:
(i) a=b|a™—b"; (i) a+b|a® T+ ¥+ (iii) a+b | a®F —b?F.
A.2.4 (A szamjegyek tizes szamrendszerben értendgk.)

(a) Igazoljuk, hogy n akkor és csak akkor oszthato 9-cel, ha a szamje-
gyeinek az Osszege oszthatod 9-cel.

(b) Igazoljuk, hogy n akkor és csak akkor oszthato 11-gyel, ha a szamje-
gyeinek valtakozo elGjellel vett Osszege oszthato 11-gyel.

(c) Osszeadtuk 22900 szamjegyeit, majd Gsszeadtuk az igy keletkezett
szam szédmjegyeit stb., amig végiil egyjegyl szamot kaptunk. Melyik
ez az egyjegyi szam?

(d) Lassuk be, hogy barmely n > 0-ra 43 | 6712 + 727+,

A.2.5 Melyek igazak az alabbi allitasok kozil? ([k,n] a k és n legkisebb
ko6zos tObbszorosét jeloli.)

|n, a=b(mod k) = a =0b (mod n);

mod n), a =b (mod k) <= a =0b (mod kn);
mod n), a =b (mod k) <= a =b (mod [k,n]);
mod n) <= ka = kb (mod kn);

mod n), ¢ = d (mod k) = ac = bd (mod kn);

2 (mod n) = a = +b (mod n);

2 (mod 101) = a = +b (mod 101).

k
a="b(
a="b(
a="b(
a="b(
a’=b
a’=b

A.2.6 Tekintsiink egy egészekbdl allo tetszdleges aq,aso, as, ... sorozatot.
Bizonyitsuk be, hogy van végtelen sok olyan a;, amelyek koziil barme-
lyik kettének a kiillonbsége oszthato 11111-gyel.
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Vegyiik egész szamok olyan maximaélis halmazat, amelyek mind kii-
16nb6z6 maradékot adnak n-nel osztva. Mi a maradéka ezek Ossze-
gének?

Egy futéversenyen az n induld mindegyikénél Gsszeadtuk a rajtsza-
mot az elért helyezéssel (tehat ha példaul a 7-es rajtszamu futdé ma-
sodik lett, akkor a 7 + 2 = 9 Osszeget vettiik). Eszrevettiik, hogy
az igy kapott n Osszeg csupa kiilonb6z8 maradékot ad n-nel osztva.
Lehetséges-e ez, ha n értéke (a) 99; (b) 1007

Egy kor alaki tisztas mentén m fa all, mindegyiken egy-egy mokus.
A mokusok 0Ossze szeretnének gytlni egy fan, de csak ugy valtoz-
tathatjdk a helyliket, hogy két tetszéleges mokus egyidejiileg atu-
gorhat egy-egy szomszédos fara. Ezt a lépést akdrhényszor ismétel-
hetik. Milyen m esetén tudnak Osszegytilni a mokusok?

Mi a helyzet akkor, ha a megengedett 1épést a kovetkezSképpen mo-
dositjuk: két tetsz6leges mokus egyidejiileg atugorhat egy-egy szom-
szédos fara, azonban ellenkez§ koriiljarasi iranyba kell ugorniuk.

Igazoljuk az A.2.5 Tételben a o(n)-re adott képletet, ha n (prim
vagy) primhatvany.
Mely n egészekre lesz p(n) (bl) paratlan; (b2) kettGhatvany?

Mi 13578642 utolso két jegye?

Bizonyitsuk be, hogy egy négyzetszam plusz 1 alakd szdmnak nem
lehet 4k — 1 alakt primosztéja.

Oldjuk meg a 8z = 13 (mod 11) kongruenciat.
Hatarozzuk meg 6144392 utolsé harom szimjegyét.

Hany 21-jegyti pozitiv egésznek végz&dik minden hatvanya ugyanarra
a 20 szamjegyre, mint az eredeti szam?

Bizonyitsuk be az A.2.8-A.2.10 tételeket.

A.3. Komplex szamok

A komplex szamokat eredetileg a harmadfoki egyenletnél tapasztalt paradox
helyzet feloldasara talaltak ki: a négyzetgyok alatt fellépé negativ szamok
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miatt a Cardano-képlet éppen abban az esetben mondott cs6dét, amikor az
egyenletnek harom kiilonb6z6 valés gyoke van. Késébb kideriilt, hogy a komp-
lex szamok a valds szdmok természetes kiterjesztései, és alapvets szerepet jat-
szanak a matematika szinte minden 4gan tal példaul a modern fizikdban is.

A.3.1 Definicid

A komplex szamok a z = a+ bi alaku kifejezések, ahol a és b valos szamok
ési2 = —1. Az a = Rez és b = Imz (az i nélkiill) valos szamokat a z
komplex szam valos, illetve képzetes (vagy imaginarius) részének nevezziik.
Egy komplex szam tiszta képzetes, ha a valos része 0.

A komplex szamok Osszeadasat és szorzasat természetes moédon definial-
juk:

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i  és  (a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+bc)i.

Tehat a szorzasnél a + bi mindkét tagjat ¢ + di mindkét tagjaval beszorozzuk,
és az i? = —1 szabélyt alkalmazzuk. &

A komplex szamokat auonosithatjuk a sik pontjaival: z = a + bi az a
és b koordinataju pontnak felel meg. A komplex szamokat az origobol in-
dul6 helyvektorokkal is jellemezhetjiik. Ekkor a komplex szadmok Osszeadésa
a megfelel§ vektorok Osszeadasat jelenti.

A.3.2 Definicié

Tekintsiik a z = a + bi komplex szémot.

A z konjugdltja Z = a — bi, abszolit értéke |z| = Va? + b2

A z # 0 szoge argumentuma, arkusza, arg(z) egy iranyitott szog (for-
gasszog), amely az x-tengely pozitiv felét a z vektorra forgatja. Ez aszerint
pozitiv vagy negativ, hogy a forgatas az érmutato jarasaval ellentétes vagy az-
zal megegyez6 iranyban tortént. Egy nem nulla komplex szamnak végtelen sok
szoge van, ezek egymastol (radianban mérve) 2w egész szamu tobbszorosével
térnek el egymastol. &

Példaul —1 44 = —1—i, | —1+4| = V2, arg(—1+4) = 37 /4 (vagy —57/4
stb.).

A Z konjugalt a z-nek a valos tengelyre vonatkozo tiikorképe. Egyszert
szamolassal adodik z + w = Z + w, és hasonld érvényes a szorzésra, kivonasra
és osztasra is.

A |z| geometriai jelentése a z vektor hossza. A konjugéltat az abszolut
értékkel a gyakran jol hasznalhato |2|? = z - Z azonossag kapcsolja Ossze.
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A komplex szamok Osszeadéasa és szorzasa a valos vagy racionalis szamok-
nal megszokott tulajdonsdgokkal rendelkezik:

A.3.3 Tétel

A komplex szamok testet alkotnak: a szorzas és Osszeadas asszociativ
és kommutativ; a szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv; a 0 és az 1 az
Osszeadés és szorzas egységeleme; létezik minden elemnek negativja és minden
nem nulla elemnek reciproka. &

A 0, 1, negativok és reciprokok létezése ekvivalens a kivonas és osztés
elvégezhetGségével. A fentieket tehat ugy foglalhatjuk Gssze, hogy a komp-
lex szamok korében elvégezhets a négy alapmiivelet és érvényesek a szokésos
miiveleti azonossagok.

Osztani legkényelmesebben a konjugalt segitségével tudunk: ha a+bi # 0,
akkor

c+di  (c+di)(a—bi) (ac+bd)+ (ad—bc)i ac+bd+ad—bci
a+bi  (a+bi)(a—bi) a? + b2 a2+ a2 +b?

Egy komplex szam jellemezhets az abszolat értékével és a szogével is:

A.3.4 Tétel
Ha a z # 0 komplex szam szoge arg(z) = ¢, akkor z = |z|(cos ¢ +isin ).
Komplex szamok szorzasanél és osztasanal az abszolat értékek szorzod-
nak, illetve osztdnak, a szogek pedig Osszeadddnak, illetve kivondédnak. o

A z komplex szamnak a + bi az algebrai alakja, |z|(cos ¢ + isin ) pedig
a trigonometrikus alakja. Mivel a szogek ugy viselkednek, mint a kitevok,
gyakran hasznaljuk a z = |z|e?¥ Euler-féle alakot is, ami a szorzasnak és az
osztasnak természetes keretet ad. Ez az alak val6jaban nemcsak egy prak-
tikus jel6lés, hanem mélyebb komplex fiiggvénytani megfontolasok egyenes
kévetkezménye.

Példaul 1 — iy/3 = 2(cos(—/3) + isin(—n/3) = 2e7/3,

Komplex szamok egész kitevGs hatvanyait a valés szamoknal megszokott
moédon definidljuk: Ha n pozitiv egész, akkor

_ 1
M=z -z, 20=1 és z7"=—, haz#0.
z
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Az A.3.4 Tétel masodik allitasabol azonnal kovetkezik a Moivre-formula:
ha z # 0, akkor barmely k egészre

2P = |2|*(cos(ky) + isin(kp)) = |z|Fetr.

Ha n > 0, akkor a z komplex szam n-edik gyokén az osszes olyan w = ¥z
komplex szamot értjiik, amelyre w™ = z. A z = 0-nak nyilvin w = 0 az
egyetlen n-edik gyoke. Ha z # 0, akkor z-nek pontosan n kiilonb6z6 n-edik
gyOke van:

A.3.5 Tétel
Ha z # 0 és arg(z) = ¢, akkor

2k 2k .
vz = ]zl(cos LT 4 isin I w/Teier2km/n g < < — 1,
n n
Az n-edik gyokok tehat egy origd kézéppontu szabalyos n-szog cstcsai. &

Az 1 komplex szam n-edik gyokei az n-edik egységqydokok:

A.3.6 Definici6

Egy w komplex szam egységgyok, ha alkalmas n > 0 egészre w” = 1.
Ebben az esetben w-t n-edik egységgyoknek nevezziik.

A w komplex egységgyok rendje, o(w) a legkisebb ¢ pozitiv egész kitevs,
amelyre w! = 1.

w primitiv n-edik egységgyok, ha o(w) =n. &

Példaul o(i) = 4, tehat i primitiv 4-edik egységgyok, tovabba 8-adik,
12-edik stb. (nem primitiv) egységgyok is.

A rend hasonl6 a kongruencidknal definialt rendhez, és mindketts specialis
esete egy csoportelem rendjének, lasd az A.8.2 Definiciot.

A.3.7 Tétel

Az n-edik egységgyokok wy, = cos(2km/n) + isin(2kw/n) = e*7ki/n
k=0,1,...,n—1.

wy, akkor és csak akkor promitiv n-edik egységgyok, ha (k,n) = 1. A pri-
mitiv n-edik egységgyokok szama tehat ¢(n) (ahol ¢ az Euler-féle ¢-fiiggvény,
lasd az A.2.4 Definiciot).

Egy w komplex szdm akkor és csak akkor egységgydk, ha az abszolut
értéke 1 és a szoge a 2m-nek racionalis tobbszorose. Ha ez a racionélis szorzo
r/s, ahol (r,s) =1 és s > 0, akkor o(w) = s.

Ha w egységgyok, akkor w! = w™ <= t = m (mod o(w)). Specialisan
wt=1 < o(w)|t. &
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Feladatok
A.3.1 Szamitsuk ki:
() THOi_ 5+i
2+1 2+ 3i
(b) 9999
(c¢) Vb —123;
(d) V8i;
(€) v/—3—iV3.
A.3.2 Adjuk meg a sikon azon pontok halmazat, amelyeknek megfelels z
komplex szamokra
(a) Im(3i —52) =T;
(b) Re(2iz+5+8i) > 9;
(c) |z —3+8i <1
(d) |z| = 2Im z;
(e) |z —=bi| > |z +1il;
() (1+9)Z = 2v/2;
(g) (z+1)/(z + 3) is imaginary.
A.3.3 Oldjuk meg az egyenleteket a komplex szamok korében:

(a) 22+8=0; (b)224+224+2=0; (c) 2?2+ (1+14)z+5i=0.
A.3.4 Igazoljuk, hogy |21 + 22|% + |21 — 22]? = 2|21]* + 2|22|? barmely z; és
zo komplex szamra teljesiil. Mi ennek a geometriai jelentése?

A.3.5 Lassuk be, hogy ha két pozitiv egész mindegyike két négyzetszam
Osszege, akkor ez a szorzatukra is érvényes. Igaz-e a megforditas? Es
mi a helyzet harom négyzetszam Osszegére?

A.3.6 Hova keriil a (3,4) pont az origé koriili (a) 90; (b) 60 fokos elforgatas-
nal?

A.3.7 Tegyiik fel, hogy z1 # 2. Lassuk be, hogy (21 + 22)/(21 — 22) akkor
és csak akkor tiszta képzetes, ha |z1| = |22

A.3.8 Irjuk fel sin 5z-et a sinz hatvanyainak a segitségével.

A3.9

(a)

(b)

Szamitsuk ki (1 + i)"-et kétféleképpen: a trigonometrikus alakbol,
illetve a binomialis tétel alapjan.

Hatéokean—n+n—n+ Osszeget
rzzumgzO 5 4 6 zeget.
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Adjuk meg az 6sszes (a) harmadik; (b) hatodik egységgyokot algebrai
alakban.

Mutassuk meg, hogy két egységgyok szorzata és hanyadosa is egység-
gyok.
Mely esetekben lesz két egységgyok Osszege vagy kiilonbsége egység-
gyok?

Szamitsuk ki az Gsszes n-edik egységgyok Osszegét és szorzatat.
Legyen o(z) = k és o(w) = n.

Szamitsuk ki o(z") értékét.

Mutassuk meg, hogy o(zw) | [k, n].

Szamitsuk ki az Gsszes primitiv n-edik egységgydk szorzatat.
Hatarozzuk meg az Osszes primitiv n-edik egységgyok Osszegét, ha
n =17, 27, illetve (**) tetszSleges pozitiv egész.

Egy négysz6g minden oldalara kifelé egy-egy négyzetet rajzolunk.
Bizonyitsuk be, hogy a szemkdéztes négyzetek kozéppontjait 6sszekots
szakaszok egyenld hossziuak és merdGlegesek egymaésra.

Adjuk meg a cosx + cos(2z) + ... + cos(nx) Osszeget egyszertibb
alakban.

A.4. Miivelet

A.4.1 Definicid

Egy H nem iires halmazon értelmezett (kétvaltozos) mdveleten egy
H x H — H fliggvényt értiink, azaz egy olyan leképezést, amely barmely
a, b € H elemparhoz egyértelmiien hozzarendel egy H-beli elemet. &

A miiveletet a legtobbszor szorzasnak nevezzik és az a, b € H elemparhoz
hozzarendelt elemet ab-vel jeloljiik. Osszeadas esetén a jelolés a + b, tovabbi
lehetséges jelolések a x b, aob, f(a,b) stb.

Példak miiveletre

P1. A természetes, az egész, a racionalis, a valés vagy a komplex szadmok
korében az Osszeadés, illetve a szorzas.

P2. Az egész, a racionalis, a valds vagy a komplex szamok kérében a kivonés.
A természetes szamok korében a kivonas nem miivelet, hiszen pl. a 3 — 5
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kiilonbség ,nem létezik” (ugyanis nincs olyan m természetes szam, amely-
re m + 5 = 3 teljesiilne).

P3. A nem nulla racionalis, valos vagy komplex szamok korében az osztas.

P4. A modulo m maradékosztalyok korében az Osszeadas, a kivonas és a
SZOTZAs.

P5. Az azonos alaka matrixok korében az Osszeadas, a(z adott méretii) négy-
zetes matrixok korében a szorzas.

P6. Az R — R vagy altalanosan az X — X fiiggvények koérében a kompozicio
(vagy fliggvényosszetétel, azaz a fiiggvények egymés utan alkalmazasa).

P7. A sik egybevagosagi (azaz tavolsagtarto) transzformécioi kérében a kom-
pozicio.

P8. A térvektorok korében a vektoridlis szorzat. Nem miivelet azonban
(az A.1.1 Definici6 szerinti értelemben) a vektorok skalarszorzata (hiszen
az eredmény nem vektor, hanem skalar), illetve a vektornak skalarral
valo szorzasa (hiszen ekkor nem ugyanabbol a halmazbol vessziik a két
elemet). Megfelels altalanosabb értelmezéssel azonban ezeket a (fontos)
leképezéseket is besorolhatjuk a mitveletek kozé.

Megjegyzés: Szokés azt mondani, hogy a H halmaz a rajta értelmezett mivele-
tre nézve ,zart”. Ez nem tul szerencsés szOhasznélat, hiszen a miivelet defini-
cibjaban mar benne van, hogy barmely két elemre ,a miivelet eredménye”,
azaz a hozzajuk rendelt elem szintén a H halmazhoz tartozik. A ,zartsig’
elnevezésnek akkor van létjogosultsaga, ha egy H halmazon mar adott egy
mivelet és azt vizsgaljuk, hogy H valamely K részhalmaza zart-e erre a
miiveletre nézve, azaz két K-beli elemre a H-beli adott mitiveletet elvégezve
az eredmény ismét K-beli elem lesz-e. Ebben az értelemben K zartsaga pon-
tosan azt jelenti, hogy a H-beli miivelet (pontosabban annak a K-ra torténd
megszoritasa) a K (rész)halmazon is egy miiveletet definial.

Az an. mdveleti azonossdgok koziil a legfontosabb az asszociativitas és a kom-
mutativitas.

A.4.2 Definicio
Egy H-n értelmezett mitvelet asszociativ, ha barmely a,b,c € H-ra
a(bc) = (ab)c teljesiil. &

A.4.3 Definicid
Egy H-n értelmezett miivelet kommutativ, ha barmely a,b € H-ra ab = ba
teljesiil. &
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Az asszociativitas biztositja azt, hogy a tobbtényezss szorzatok (zardjelek
hasznalata nélkiil is) egyértelmiiek. Ha a mivelet emellett még kommutativ
is, akkor a tényezSk egymaés k6z6tti sorrendje is tetszélegesen véltoztathato.

Példak: A szamok (polinomok, maradékosztalyok stb.) Gsszeadésa és szorza-
sa kommutativ és asszociativ. A maétrixok szorzéasa vagy a fliggvények kom-
pozicidja asszociativ, de (altaldban) nem kommutativ. A (pl. valés) szamok
korében a szamtani kdzép képzése kommutativ, de nem asszociativ. A szamok
kivonasa vagy a vektorok vektoridlis szorzata se nem kommutativ, se nem
asszoclativ.

Megjegyzések: 1. Az asszociativitasnal nem azt kell ellendrizni, hogy a(bc),
illetve (ab)c a H halmaz eleme, hiszen ez a mivelet definici6jabol kovetkezik.
Most azt kell megvizsgalni, hogy ez a két elem minden esetben megegyezik-e.

2. Nincs értelme annak, hogy egy mitivelet ,részben kommutativ/asszoci-
ativ”. Ha van olyan a, b elempar, amelyre ab # ba, akkor a miivelet nem kom-
mutativ, ellenkezd esetben pedig kommutativ. Természetesen, ha egy miivelet
nem kommutativ, attol még lehet (akar sok) olyan a,b elempéar, amelyek fel-
cserélhetdk, azaz amelyekre ab = ba.

3. A szamok Osszeadasanal és szorzasanal szerzett tapasztalatok alapjan
sokan tgy gondolhatjak, hogy egy ,normélis” miiveletnél az asszociativitas és
a kommutativitas egyforman fontosak vagy pedig kettejiik koziil a kommuta-
tivitdas az elbbre vald. A valésdgban azonban éppen forditott a helyzet, és
inkdbb az asszociativitast kell hasznosabbnak tekinteniink. Ugyanis egyrészt
sok olyan fontos miivelet van, amely asszociativ, de nem kommutativ — gon-
doljunk pl. a matematika szinte valamennyi teriiletén nélkiilézhetetlen kom-
poziciéra, mésrészt szamos alapvetd miiveleti tulajdonsig éppen az asszocia-
tivitdson mulik — ilyen pl. egy elem inverzének az egyértelmisége (lasd az
A.4.5 Definicié utan) vagy az elemek inverze és az inverz mivelet kozotti kap-
csolat (A.4.7 Tétel).

A.4.4 Definicid

Bal oldali egységelemnek egy olyan eg € H elemet neveziink, amelyre
minden a € H-val ega = a teljesiil.

Az ey jobb oldali egységelemet értelemszertien az ae; = a azonossiggal
definialjuk.

Végiil az e € H elem egységelem (vagy kétoldali egységelem), ha mind bal,
mind pedig jobb oldali egységelem, azaz minden a € H-ra ea = ae = a. &



340 A. ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

Az ,egységelem” sz6 Onmagaban tehat mindig kétoldali egységelemet je-
lent.

Az Gsszeadés esetén az egységelemet nullelemnek vagy nulldnak nevezziik
és 0-val jeloljiik. Szorzasnal az egységelemet gyakran (az e helyett) egyszertien
1-gyel jeloljiik.

FIGYELEM! A bal oldali egységelem definicioja NEM azt jelenti, hogy
minden a elemhez talalhato egy (a-t6l fliggs) ep elem, amelyre ega = a, hanem
azt, hogy van egy olyan ,univerzalis” eg elem, amely minden a-hoz egyszerre
»j0”. (Ennek nem mond ellent az sem, hogy esetleg tobb ilyen ,univerzalis”
elem is létezhet, lasd alabb.)

Egy miiveletnél tobb bal oldali egységelem is lehet: pl. ha barmely két
elem ,szorzata” a masodik, akkor minden elem bal oldali egységelem. Ha
azonban van e; jobb oldali egységelem is, akkor e; = ege; = ep miatt
ep = ey, tehat ekkor csak egyetlen bal oldali egységelem lehet (amely igy két-
oldali egységelem). Ebbdl az is kévetkezik, hogy az egységelem egyértelmi,
azaz (egy adott miveletnél) legfeljebb egy (kétoldali) egységelem létezik.

A.4.5 Definicié

Tekintsiink egy egységelemes miiveletet, jeloljik a (kétoldali) egységele-
met e-vel. (Az el6z8 bekezdésbdl tudjuk, hogy ez az e egyértelmd.)

Az a € H elem bal oldali inverzén (vagy réviden balinverzén) egy olyan
ap € H elemet értiink, amelyre aga = e.

Az a € H elem jobb oldali inverzének (vagy réviden jobbinverzének)
értelemszerten egy olyan a; € H elemet neveziink, amelyre aa; = e.

Végiil az a € H elem inverze (vagy kétoldali inverze) egy olyan a=! € H
elem, amely az a-nak mind bal, mind pedig jobb oldali inverze, azaz a 'a =
—aal=e &

Az egységelemnél elmondottakhoz hasonléan itt is érvényes, hogy ha az
sinverze” sz6 elé a valamelyik oldalra utalé jelz6t nem tessziik ki, akkor ez
automatikusan az elem kétoldali inverzét jelenti.

Ha a miivelet az 0sszeadés, akkor az a elem inverzét az a ellentettjének
vagy megativjanak hivjuk és —a-val jeloljiik. Ha a miivelet szamok szorzasa,
akkor az a elem inverzét szokas az a reciprokénak is nevezni és (a~! helyett)
1/a-val jel6lni.

Ne felejtsiik el, hogy egy elem (bal, jobb vagy kétoldali) inverzérdl eleve
csak akkor beszélhetiink, ha a miivelet egységelemes.

A ,balinverz”, ,,jobb oldali inverz”, ,inverzelem” stb. szavakat dnmagukban
lehetsleg ne hasznaljuk, mindig pontosan meg kell mondani, hogy melyik elem
bal, jobb vagy kétoldali inverzérdl van sz6. Ugyanigy értelmetlen azt mondani,
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hogy egy miiveletnél ,nincs inverz”’, hiszen altaldban egyes elemeknek van,
mésoknak pedig nincs inverze. A széls6 eseteket nézve, az megvalosulhat, hogy
minden elemnek van inverze (pl. ha a pozitiv valos szdmok korében vessziik
a szorzast), az ellenkezs véglet azonban (egységelemes miiveletnél) lehetetlen,
hiszen (legalabbis) az egységelemnek mindig van inverze.

Az egységelemnél latottakhoz hasonléan el6fordulhat, hogy egy elem-
nek tobb balinverze létezik (lasd az A.4.6 feladatot). Ha azonban a mitivelet
asszociativ és a-nak létezik aj jobbinverze is, akkor

ap =ape =ap(aay) = (apa)ay =eay =ay

miatt az a bal- és jobbinverze sziikségképpen megegyezik. Ebben az eset-
ben tehat az a-nak csak egyetlen balinverze lehet (amely igy az a kétoldali
inverze). Ebbdl az is kovetkezik, hogy asszociativ mitivelet esetén egy elem
inverze egyértelmi, azaz barmely elemnek legfeljebb egy (kétoldali) inverze
létezik.

Most az inverz mivelet fogalmat targyaljuk. A (pl. valos) szamok kivo-
nasanal a — b azt a c szamot jelentette, amelyre ¢ + b = a. A kivonas azért
miivelet (a valés szamok halmazan), mert barmely a,b esetén pontosan egy
ilyen ¢ szam létezik. Ugyanakkor pl. a természetes szamok halmazan a kivonas
nem miivelet, hiszen nem minden a, b esetén talalhato megfelels c. Az tehat,
hogy a kivonas elvégezhet6-e vagy sem, az a széban forgd Osszeadéstol fiigg,
annak egy tulajdonsaga. Mindezeket az aldbbi definicioban altaldnositjuk:

A.4.6 Definicié

Legyen adott a H halmazon egy (szorzasként jelolt) mtvelet. Tegyiik
fel, hogy az zb = a egyenlet minden a,b € H-ra egyértelmtien megoldhato,
azaz pontosan egy olyan ¢ € H létezik, amelyre ¢b = a. Ekkor a B(a,b) = ¢
hozzéarendelést a miivelet bal oldali inverz miveletének nevezziik.

Hasonléan, ha minden a,b € H-ra pontosan egy olyan d € H létezik,
amelyre bd = a, akkor a J(a,b) = d hozzarendelés a miivelet jobb oldali inverz
mivelete. &

Az 6sszeadéas (barmelyik oldali) inverz mivelete tehat a kivonas, a nem
nulla (pl. valés) szamok szorzasanak az inverz mivelete pedig az osztas. Ha
a(z eredeti) miivelet kommutativ, akkor nyilvan mindig B = J.

Tudjuk, hogy a szamok korében a kivonas visszavezethet6 az Osszeadéasra
és az ellentettre: a—b = a+(—b). Egy elem inverzének és az inverz miiveletnek
a fogalma barmely asszociativ miiveletnél hasonloképpen szorosan kapcsolodik
egymashoz:
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A.4.7 Tétel
Legyen értelmezve H-n egy asszociativ miivelet.

I. Ha a miivelet egységelemes és a b elemnek létezik a b=1 (kétoldali) inverze,
akkor az b = a és by = a egyenletek barmely a € H esetén egyértelmitien
megoldhatok.

II. Ha az xb = a és by = a egyenletek barmely a,b € H esetén megoldhatok,
akkor létezik egységelem és minden elemnek létezik inverze. &

Bizonyitds: 1. Ha b-nek létezik inverze, akkor egy egyenlGséget b~ !-gyel akar-
melyik oldalrél megszorozva az eredetivel ekvivalens egyenl@séget kapunk.
Ugyanis egyrészt nyilvin h; = hg = hib™! = hob™!, masrészt ha hib~! =
= hab™!, akkor ezt b-vel jobbrol megszorozva (h1b=1)b = (hab™1)b adodik,
amibsl (hb=1)b = h(b=1b) = he = h felhasznalasaval a kivant h; = hy egyen-
16séget nyerjik.

Ennek alapjan az b = a egyenlet ekvivalens z = ab~'-gyel, tehat az
egyenlet egyértelmiien megoldhaté. Ugyanigy, a by = a egyenlet egyetlen
megoldasa y = b~ 'a.

IL. Jelsljiikk (valamelyik b € H-ra) a bx = b egyenlet (egyik) megoldasat
g-vel. Megmutatjuk, hogy ez a (b-t6l latszolag fiiggs) g jobb oldali egységelem.
Vegyiink egy tetszéleges a € H elemet. Ekkor a feltétel szerint van olyan c,
amelyre cb = a és igy ag = (cb)g = ¢(bg) = ¢b = a, tehat g valoban jobb oldali
egységelem. Ugyanigy kapjuk, hogy létezik egy h bal oldali egységelem is.
Korabban mar lattuk, hogy ekkor g = h, vagyis létezik (kétoldali) egységelem.

Ezutén egy tetszdSleges b elem bal-, illetve jobbinverzét az xb = e, illetve
by = e egyenletek megoldasa adja (ahol e az egységelem), és lattuk, hogy egy
elem bal- és jobbinverze sziikségképpen egyenld, tehat minden elemnek létezik
(kétoldali) inverze. m

Feladatok

A.4.1 Valasszuk ki az aldbbi hozzarendelések koziil a miiveleteket, és vizs-
galjuk meg, hogy melyek kommutativak, illetve asszociativak. Haté-
rozzuk meg a bal, illetve jobb oldali egységelem(ek)et, és (kétoldali)
egységelem létezése esetén adjuk meg, mely elemeknek létezik in-
verze.

(a) A paros szamok korében (al) az Osszeadas; (a2) a szorzés; (a3) a
kivonas.

(b) A paratlan szamok korében (bl) az 6sszeadas; (b2) a szorzas.

(c) A pozitiv egészek korében (cl) max(a,b); (c2) min(a,bd);
(¢3) Ikkt(a,b).
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A modulo m maradékosztalyok korében a pozitiv egész reprezentan-
sok segitségével definialt (d1) Gsszeadas; (d2) szorzas; (d3) hatvanyo-
zés; (d4) maximumképzés. (Ezt ugy kell érteni, hogy pl. a modulo
10 maradékosztalyok korében a 8-at tartalmazd és a 13-at tartal-
maz6 maradékosztalyok maximuma a max(8,13) = 13-at tartalmazo
maradékosztaly.)

A komporzicio (el) a sik Osszes eltolasai korében; (e2) a sik Osszes
(tetszOleges szogi és tetszbleges pont koriili) elforgatasai korében;
(e3) a sik Osszes eltolasai és elforgatasai korében.

Egy halmaz Gsszes részhalmazai korében (f1) az egyesités; (f2) a szim-
metrikus differencia (azaz az egyesitésbdl elhagyjuk a metszetet).

A valos szamok korében legyen a o b = 2a + 2b.

Az egész szamokon legyen barmely a-ra 5xa =a*xb =a és axb =25,
ha a és b egyike sem az 5.

A métrixszorzas azoknak a 2 x 2-es valos elemii méatrixoknak a koré-
ben, amelyeknek (il) a mésodik sora nulla; (i2) mind a négy eleme
egyenld; (i3) a négy elem Osszege nulla.

Legyen X egy tetszoleges (véges vagy végtelen) halmaz. Tekintsiik az
X — X fiiggvények halmazat a szokasos fiiggvényosszetételre (kom-
poziciéra, egymas utan alkalmazéasra). Mi lesz itt az egységelem?
Mely fiiggvényeknek lesz bal-, illetve jobbinverziik és hany darab?

Egy n elemii halmazon hany mivelet értelmezhets? Ezek koziil hany
lesz kommutativ? Hanynak lesz egységeleme?

Tekintsilink egy asszociativ, egységelemes miveletet. Bizonyitsuk be,
hogy ha a-nak és b-nek is van (kétoldali) inverze, akkor ab-nek is
létezik (kétoldali) inverze. Igaz-e az allitas megforditasa?

Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

Ha van olyan a,b € H, amelyre ab = ba = b, akkor a egységelem.

Ha a mivelet egységelemes, és valamely a,b € H elempéarra ab =
= ba = b, akkor a az egységelem.

Ha a miivelet egységelemes, valamely a,b € H elempérra ab = ba = b,
és b-nek van inverze, akkor a az egységelem.

Ha a miivelet asszociativ, egységelemes, valamely a,b € H elemparra
ab = ba = b, és b-nek van inverze, akkor a az egységelem.
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Mutassunk példat olyan asszociativ, egységelemes miiveletre, amely-
nél valamelyik elemnek végtelen sok balinverze van.

Lassuk be, hogy ha egy asszociativ, egységelemes miveletnél min-
den elemnek létezik balinverze, akkor minden elemnek pontosan egy
balinverze van, amely az adott elemnek raadésul kétoldali inverze.

Bizonyitsuk be, hogy az egységelemnek (nemasszociativ mivelet ese-
tén is) pontosan egy balinverze és pontosan egy jobbinverze létezik.

Mutassunk példat olyan (nemasszociativ) egységelemes miiveletre,
amelynél az egységelemen kiviil minden elemnek végtelen sok bal- és
jobbinverze 1étezik.

Hogyan modosul az A.4.7 Tétel 1. része, ha b-re (a kétoldali inverz
helyett) csak a bal oldali inverz létezését koveteljiikk meg (és tovabbra
is feltessziik, hogy a mivelet asszociativ és egységelemes)?

Bizonyitsuk be, hogy ha a mitivelet asszociativ és az b = a és by = a
egyenletek barmely a,b € H esetén megoldhatok, akkor ezeknek az
egyenleteknek minden a, b-re pontosan egy megoldasa van.

Mutassunk példat arra, hogy az A.1.7 Tétel egyik allitasa sem marad
igaz, ha a mitvelet asszociativitasat nem koveteljiik meg.

A.5. Test

A kommutativ test fogalma a racionéalis, valés vagy komplex szamoknak az
Osszeadéssal és szorzéssal kapcsolatos tulajdonsigait altalanositja.

A.5.1 Definicid

Egy T legalabb kételemi halmazt kommutativ testnek neveziink, ha
(i) értelmezve van T-n két miivelet — az egyiket Osszeadasnak, a maésikat
szorzasnak hivjuk;

(ii) az Gsszeadas asszociativ és kommutativ, 1étezik nullelem, és minden elem-
nek létezik ellentettje;

(iii) a szorzas asszociativ és kommutativ, létezik egységelem, és a nullelemen
kiviil minden elemnek létezik (a szorzéasra vonatkozo, azaz multiplikativ)
inverze;

(iv) barmely a,b,c € T-re a(b+ ¢) = ab + ac teljesiil. &
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Az elnevezésben a ,kommutativ’ jelzé a szorzas kommutativitasara utal.
Ha a szorzés kommutativitdsat nem kotjik ki, akkor nem kommutativ testrél
vagy ferdetestrsl beszéliink (ekkor azonban (iv)-ben a (b + ¢)a = ba + ca
azonossagot is el6irjuk). Nem kommutativ testet alkotnak pl. a kvaternidk,
lasd az 5.6 pont P5 példajat. A jelen fejezetben (és a konyv legnagyobb
részében is) testen mindig kommutativ testet értiink.

Az (i)—(iv) kovetelmeényeket szokas testazidmdknak is nevezni.

Az el6z6 pontnak megfelelGen egy testben a nullelemet 0-val, (a szorzasra
vonatkozo) egységelemet 1-gyel, egy a elem ellentettjét —a-val, és ha a # 0,
akkor az a (multiplikativ) inverzét a=!-gyel (vagy 1/a-val) jeloljiik.

A (iv) azonossagot disztributivitdsnak nevezziik. Altalanos szabaly, hogy
egy olyan algebrai struktirdban, amelynél egy halmazon egyszerre tobb mii-
velet is értelmezve van, a kiilonb6z6 miiveleteket egyméssal miiveleti azonos-
sag(ok) koti(k) ossze.

Az A.4.7 Tétel alapjan egy T testben a b+x = a egyenlet minden a, b € T-
re egyértelmiien megoldhaté, azaz elvégezhetd a kivonds. Ugyanigy, a bxr = a
egyenlet minden b # 0 és a € T-re egyértelmiien megoldhatd, azaz elvégezhetd
az osztds (a nullelemmel torténd osztéas kivételével). Sét, az A.1.7 Tételbol
az is kovetkezik, hogy a test definiciojaban a nullara és az ellentettre, illetve
az egységelemre és az inverzre vonatkozé elGirdsokat akar ki is cserélhetjiik a
kivonas, illetve az osztas elvégezhetdségével. Ennek alapjan a test fogalméat
roviden abban a formaban is 6sszefoglalhatjuk, hogy ,elvégezhets a négy alap-
mitivelet és a szokasos miveleti azonossagok érvényesek.”

Megjegyezziik még, hogy nem kommutativ test esetén nem osztasrol,
hanem kiilon bal és kiilon jobb oldali osztasrol kell beszélniink, hiszen (a
nem nulla elemek korében) ekkor a szorzasnak két kiilonb6z6 inverz miivelete
van. (Kivonas azonban ekkor is csak ,egyféle” létezik, mivel az Osszeadas
mindenképpen kommutativ.)

Példak testre

P1. Mint mar emlitettiik, a test fogalmahoz a ,modellt” elsGsorban a racio-
nalis, a valds, illetve a komplex szamok szolgaltattak. Ezeket a testeket
rendre Q, R, illetve C jeldli.

P2. Testet alkotnak egy p prim modulus szerinti maradékosztalyok a reprezen-
tansok segitségével definialt Osszeadasra és szorzésra nézve. Itt elGszor
is azt kell igazolni, hogy a mitiveletek egyaltalan értelmesek, vagyis az
osztalyokra a reprezenténsok segitségével definialt miiveletek nem fiigg-
nek a reprezentansok valasztasatol (vo. az A.4.1d feladattal). A multip-
likativ inverz kivételével a tobbi tulajdonsig az egész szamokra vonatkozo
megfelel6 tulajdonsagokbol kdvetkezik. A multiplikativ inverzre vonatko-
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P3.

P4.

z6 elGiras a reprezentansokra atfogalmazva azt jelenti, hogy barmely a0
(mod p) esetén az ax = 1 (mod p) linearis kongruencia megoldhato. Ez
valoban igaz, hiszen p prim volta miatt (a,p) = 1.

A modulo p maradékosztéalyok testét Fj-vel jeloljiikk. Ennek p eleme

van, tehat véges test. A véges testek altalanos leirasat az A.11 pontban
targyaljuk.
Testet alkotnak az a + by/2 alaki valés szamok, ahol a,b végigfutnak a
racionalis szdmokon. A multiplikativ inverz létezését a szokasos ,gyokte-
lenitési” eljarassal igazolhatjuk, a tobbi testaxiéma pedig szinte azon-
nal adodik. Ha a /2 helyett /5-tel szeretnénk hasonlod konstrukeiot
elkésziteni, akkor az a + b5 + /25 alaka valos szamokat kell tekin-
teni, ahol a,b, ¢ befutjik a racionalis szamokat. Ez valoban test, bar a
multiplikativ inverz meghatarozasa itt méar ugyancsak komoly fejtors elé
allithat benniinket. Az ilyen tipusu testekkel altalanosan az A.10 pontban
foglalkozunk majd.

Testet alkotnak a szokisos Osszeadasra és szorzésra nézve az Un. algeb-
rai tortek vagy racionélis tortfliggvények, azaz a valos egyiitthatos poli-
nomokbol (formélisan) képzett hanyadosok.

Feladatok

A.5.1 Dontsiik el, hogy az alabbi halmazok a szokésos Gsszeadéasra és szor-
zasra nézve kommutativ testet alkotnak-e.

(a) A valos szamok kovetkezs részhalmazai: (al) a péaratlan nevezdji
tortek (az 1 is paratlan szam); (a2) az a 4 bv/7 alakt szamok, ahol a
és b racionalis; (a3) a nemnegativ racionalis szamok.

(b) A modulo 2m maradékosztalyok koziil a ,parosak” (azaz a 0,2,4,
6,...,2m — 2 altal reprezentaltak), ha (bl) 2m = 10; (b2) 2m = 20.

(c) Azok az f : R — R fiiggvények, amelyekre (cl) f(0) = 0;
(c2) a # 0= f(a) =0.

(d) Az alabbi alaku 2 x 2-es valos elemi matrixok:

an (0 0) @y 0) @ (e )
@ (& 0) @ (50

A.5.2 Legyen m > 1 rogzitett pozitiv egész, és tekintsiik azt az m? darab
a+bi komplex szdmot”, ahol az a és a b egy-egy modulo m maradék-
osztaly. Definidljuk az Osszeadast és a szorzast a komplex szamoknal
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latott miiveletek mintajara [tehat pl. m = 5-re (2 + 3i)(1 4 4i) =
= (2 -12) + (34 8)i = i|]. Dontsiik el, hogy testet kapunk-e, ha
(a) m=2; (b) m=3; (¢c) m=>5.

Dontsiik el, hogy az alabbi halmazok a megadott @& Osszeadasra és
® szorzasra nézve kommutativ testet alkotnak-e. (A bekarikazatlan
jelek a ,szokéasos” miiveleteket jelentik.)

A valés szamok, ahol a®b = Va3 + b? és a®b = ab (vagyis a szorzas
a sz0KkAso0s).

A valo6s szamok, ahol a @b =5(a+b) és a © b= ab.

A valoés szamok, ahol a @b =a+ b és a © b = bab.

A valos szamok, ahola®b=a+b—1ésa®b=a+b— ab.

A porzitiv valés szamok, ahol a b = ab és a ® b = a'8?.

A komplex szamok, ahol az Gsszeadas a szokasos és (a+bi)®(c+di) =
= ac + bdi.

A komplex szamok, ahol az Gsszeadas a szokasos és (a+bi)®(c+di) =
= (ad + bc) + (bd — ac)i.

Két testet egymassal izomorfnak neveziink, ha az elemeik kélcsdnd-
sen egyértelmilen és mivelettarté moédon megfeleltetheték egymaés-
nak, azaz ha létezik olyan ¢ : Ty — T4 bijekcio, amelyre p(a + b) =
= p(a) + ¢(b) és p(ab) = ¢(a)p(b) barmely a,b € Ty esetén teljesiil.
(Ez azt jelenti, hogy a két test ,pontosan ugyanolyan”, csak az elemek
és a miiveletek masképp vannak jelolve.)

Mutassuk meg, hogy a Q, R, C és F), testek koziil semelyik ketts
sem izomorf.

Keressiik meg az A.2.1 és A.2.3 feladat példai koziil azokat, amelyek
a Q, R, C és F), testek valamelyikével izomorfak.

Egy T test résztestének egy olyan K C T részhalmazt neveziink,
amely maga is test a T-beli Osszeadasra és szorzasra (pontosabban
azok megszoritasara) nézve. Pl. R részteste C-nek, illetve Q részteste
R-nek.

Lassuk be, hogy R-nek és C-nek végtelen sok részteste van.

Mutassuk meg, hogy Q-nak, illetve az F), testeknek nincsen valodi
részteste (azaz ezekben a testekben az egyetlen résztest maga az ere-
deti test).

Bizonyitsuk be, hogy ha egy T testnek nincsen valodi részteste, akkor
T vagy Q-val, vagy pedig valamelyik F), testtel izomorf.
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(d) Igazoljuk, hogy R-nek nincs olyan részteste, amely valamelyik F),-vel
izomorf.

*A.5.6 Definidlhato-e az egész szamok halmazan egy @ Osszeadas, illetve egy
® szorzas Ugy, hogy az egész szamok testet alkossanak

(a) a @ Osszeadasra és a szokasos szorzasra;
(b) a szokasos Osszeadésra és a © szorzasra;
(c) a @ osszeadasra és a © szorzéasra?

A.6. Gydrd

A gytirii egy olyan kétmiiveletes algebrai struktira, amelynél a szorzasra vo-
natkozoan csak kevesebbet kovetellink meg, mint a testnél:

A.6.1 Definicid

Egy R nem iires halmazt gyidrdnek neveziink, ha
(i) értelmezve van R-en két miivelet — az egyiket Gsszeadéasnak, a masikat

szorzasnak hivjuk;

(ii) az Osszeadas asszociativ és kommutativ, létezik nullelem, és minden elem-
nek létezik ellentettje;

(iii) a szorzas asszociativ,

(iv) barmely a,b,c € R-re a(b+c) = ab+ ac és (b+ c)a = ba + ca teljesil. &

Latjuk tehat, hogy a fenti gydrdariomdknal az (i), (ii) és (iv) kikotések
azonosak a testnél elGirtakkal, csak (iii)-nal engedtiik el a szorzas kommu-
tativitasat, valamint az egységelemre, illetve az elemek inverzére vonatkozd
feltételeket.

Mivel a szorzas nem (feltétleniil) kommutativ, ezért (iv)-ben mindkét
oldali disztributivitast meg kell kévetelniink. A két disztributivitas valéban
fliggetlen egymastol, pl. ha az R — R fliggvények korében az Gsszeadast a
szokasos modon, a szorzast pedig a kompozicioként definialjuk, akkor minden
gylriiaxioma teljesiil, kivéve az egyik disztributivitast.

A testnél latottak mintdjara most is igaz, hogy a gytrd definiciéjaban
a nullelemre és az ellentettre vonatkozé elGirasok helyettesitheték a kivonas
elvégezhetGségével. Ennek megfelelGen a gytird fogalmat réviden abban a for-
maban is Osszefoglalhatjuk, hogy ,elvégezhets az Gsszeadas, a kivonés és a
szorzas, tovabba érvényesek a szokasos miveleti azonossagok (eltekintve eset-
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Egy gytird kommutativ, ha a szorzas kommutativ, egységelemes, ha a
szorzasnak van egységeleme. A kommutativ test ennek megfelelGen egy olyan
egységelemes, kommutativ gytrtt jelent, amelyben minden nem nulla elemnek
van inverze.

Egy R gytrtiben minden a € R elemre 0a = a0 = 0 (lasd az A.6.4
feladatot), igy egy legalabb kételemi gytirtiben a nullelem és az egységelem
sziikségképpen kiilonbozsk. Az is adodik, hogy a 0-nak nem lehet (se bal, se
jobb oldali) inverze.

Bizonyos gytrtkben elGfordul, hogy egy szorzat ugy is lehet 0, hogy egyik
tényez6 sem 0, ez vezet el a nullosztdk fogalmahoz:

A.6.2. Definicio

Egy gytiriiben egy a # 0 elemet bal oldali nulloszténak neveziink, ha van
olyan b # 0 elem, amellyel ab = 0 teljesiil.

Hasonloan, az a # 0 elem jobb oldali nullosztd, ha létezik olyan ¢ # 0
elem, amelyre ca = 0. &

A.6.3 Tétel
Ha a gytirt egységelemes és a-nak létezik bal oldali inverze, akkor a nem
lehet bal oldali nulloszto. &

Az allitas természetesen gy is igaz marad, ha a ,bal” sz6 helyett (mind-
kétszer) a ,jobb” szerepel.

Bizonyitds: Jeloljiik e-vel az egységelemet és d-vel az a elem (egyik) balin-
verzét. Tegyiik fel, hogy valamilyen b-vel ab = 0 teljesiil. Azt kell igazol-
nunk, hogy ekkor sziikségképpen b = 0. A 0 = ab egyenlséget d-vel balrol
megszorozva 0 = d0 = d(ab) = (da)b = eb = b adodik. m

Az A.6.3 Tétel megforditdsa nem igaz, pl. az egész szamok gyiirtijében
nincsenek nullosztok (az ilyen gytirtt nullosztomentesnek nevezziik), azonban
csak az 1-nek és a —1-nek van inverze.

Az A.6.3 Tétel fontos kévetkezménye, hogy minden test nullosztomentes.

Példak gytrdre

P1. Még egyszer megemlitjiik, hogy minden test egyben gytr is.

P2. Az alabbi halmazok a szokasos Osszeadasra és szorzasra nézve egy kom-
mutativ, egységelemes, nullosztomentes gytrit alkotnak: (A) az egész
szamok; (B) az a + by/2 alaku valos szamok, ahol a, b egész; (C) a Gauss-
egészek, azaz azok az a + bi komplex szamok, ahol a, b egész; (D) a valos
egyiitthatos polinomok; (E) az egész egytitthatos polinomok.
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P3

P4.

P5.

P6.

P7.

. Nem egységelemes (de kommutativ és nullosztémentes) gytiriit alkotnak
pl. a paros szamok vagy a nulla konstans tagi polinomok (a mtveletek a
szokasosak ).

A val6s szamsorozatok az elemenkénti Gsszeadésra és szorzasra, valamint
az R — R fiiggvények a szokésos fliggvényOsszeadasra és szorzésra olyan
kommutativ, egységelemes gytriit alkotnak, amelyben vannak nullosztok.

A modulo m maradékosztalyok a reprezentédnsok segitségével definialt
Osszeadésra és szorzasra nézve egy kommutativ, egységelemes gytrtt al-
kotnak. Itt pontosan a redukélt maradékosztalyoknak van inverze, a tobbi
nem nulla maradékosztaly pedig nulloszté. Ez a gytrd pontosan akkor
test, ha m prim.

Fontos gytird az n x n-es (pl.) valés elemt matrixok gytirtje, lasd részlete-
sen a 2.2 pontban. Ez egységelemes, de n > 1 esetén nem kommutativ.
Inverze pontosan azoknak a matrixoknak van, amelyeknek a determinénsa
nem nulla, a t6bbi matrix a nullmatrix kivételével bal és jobb oldali null-
0szt0.

Tekintsiik egy H halmaz Osszes részhalmazait, és legyen az Osszeadés
a szimmetrikus differencia, a szorzas pedig a metszet, azaz A & B =
= (A\B)U(B\ A) és A® B = AN B. Igy egy kommutativ, egységelemes
gylrit kapunk. Inverze csak az egységelemnek van, az 6sszes tOobbi nem
nulla elem nulloszto.

Feladatok

A.6.1 Ellendérizziik, hogy a P1-P7 példidkban valoban a mondott tulajdon-
sagu gytrtket definialtunk.

(a) Mely elemeknek van inverze a P2 példaban felsorolt gytirtikben?

(b) Mely elemeknek van inverze és mely elemek nullosztok a P4 példaban
felsorolt gytiriikben?

(¢) Mi lesz a modulo 100 maradékosztalyok gytirtjében a 37 altal repre-
zentalt maradékosztaly inverze?

A.6.3 Valasszuk ki az A.5.1-A.5.3 feladatok példai koziil azokat a gytirtiket,
amelyek nem alkotnak testet. Mindegyikben hatarozzuk meg a (bal,
illetve jobb oldali) nullosztokat. Az egységelemes gytirtiknél keressiik
meg, mely elemeknek van inverze.

A.6.4 Bizonyitsuk be, hogy egy gytriiben minden a elemre Oa = a0 = 0
teljestl.
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Ellenérizziik, hogy a P7 példa gytrtje kommutativ, tovibba barmely
elem ellentettje és négyzete 6nmaga.

Van-e valamilyen kapcsolat altalaban is gytirtikben az (a)-ban fel-
sorolt harom tulajdonsag kozott?

Egy gytirtiben hogyan jellemezhet6k azok a c¢ elemek, amelyekkel
lehet balrol egyszertisiteni (azaz, amelyekre ca = cb-bol sziikségkép-
pen a = b kovetkezik)?

Mit jelent ez specialisan egy testben, tovabba az egész szdmok,
illetve a modulo m maradékosztalyok gytrtjében?

Legyenek c és d egy gy(ri elemei. Melyek igazak az aldbbi allitasok
koziil?
Ha ¢ jobb oldali nulloszté, akkor cd = 0 vagy cd is jobb oldali null-
0szt0.

Ha cd jobb oldali nulloszté, akkor c is jobb oldali nulloszté.

Ha c és d koziil legalabb az egyik jobb oldali nulloszté, akkor ¢d = 0
vagy cd is jobb oldali nulloszto.

Ha cd jobb oldali nulloszto, akkor c¢ és d koziil legalabb az egyik jobb
oldali nulloszté.

Ha c és d jobb oldali nulloszté, akkor ¢+ d = 0 vagy ¢ + d is jobb
oldali nulloszté.

Ha ¢+ d jobb oldali nulloszt6, akkor c és d koziil legalabb az egyik
jobb oldali nulloszté.

Bizonyitsuk be, hogy egy legalabb kételemt, véges, nullosztémentes
gylri sziikségképpen test.

Megjegyzés: Belathato, hogy minden véges test kommutativ (Wed-
derburn tétele), tehat mindenképpen kommutativ testet kapunk.

Mutassuk meg, hogy ha egy gytiriiben pontosan egy bal oldali egy-
ségelem létezik, akkor az (kétoldali) egységelem.

Egy R gytird részgydrid jének egy olyan S C R részhalmazt neveziink,
amely maga is gytrt az R-beli Osszeadasra és szorzasra (pontosabban
azok megszoritasara) nézve. Pl. a paros szamok részgytirtt alkotnak
az egész szamok gytrijében.

Mutassuk meg, hogy egy részgytirti nulleleme sziikségképpen
megegyezik az eredeti gytrd nullelemével.
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A.6.11 Legyen R egy egységelemes gytri és S részgytiri R-ben, ahol S (és
igy R is) nem csak a nullelembdl all. Melyek igazak az alabbi allitasok
koziil?

(a) S sziikségképpen egységelemes.

(b) Ha S egységelemes, akkor S egységeleme sziikségképpen megegyezik
R egységelemével.

(c) Ha R nullosztoémentes és S egységelemes, akkor S egységeleme sziik-
ségképpen megegyezik R egységelemével.

*A.6.12 Bizonyitsuk be, hogy ha egy legalabb kételemt (nem feltétleniil kom-
mutativ) gytriben az xb = a egyenlet barmely b # 0 és a esetén
megoldhatd, akkor a gytri egy nem feltétleniil kommutativ test.

A.7. Polinomok

Ebben a pontban igen vazlatosan (esetenként némi ,pongyolasagot” is megen-
gedve) attekintjik a (kommutativ test feletti) polinomokkal kapcsolatos leg-
fontosabb tudnivalokat.

1. Polinom

A preciz bevezetéssel kapcsolatos nehézségeket atugorva (T feletti) poli-
nomon egy olyan ag + a1z + ... + a,z” formalis kifejezést” értiink, ahol
az «; egyltthatok a T kommutativ test elemei. Az ag + a1 + ... + a,z™ és
Bo+Biz+. . .+Bra” polinomokat akkor tekintjiik azonosnak, ha ,esetleges nulla
egyiitthatoju tagoktol eltekintve a megfelel§ egyiitthatok megegyeznek”, azaz
(pl. k& > n-et feltételezve) oy = Bo, 1 = Py, = By g1 = ... = B = 0.

2. Polinomfiiggvény

Maga a polinom nem fiiggvény, de minden polinom természetes moédon
Sétrehoz” egy un. polinomfiiggvényt: az ag + arx + ... + a,x™ polinomhoz
tartozé polinomfiiggvény a v — ap + a1y + ... + a,y" hozzarendeléssel
definialt T — T fiiggvény. A polinomot némi fantaziaval a polinomfiiggvény
yalakjanak” vagy ,képletének” képzelhetjiik. A két fogalom (a polinom és a
polinomfiiggvény) semmiképpen sem azonosithato, ugyanis egy fiiggvénynek
tobbféle ,alakja” is lehet, ugyanazt a fliggvényt tobbféle ,képlettel” is elGal-
lithatjuk. Példaul a modulo p maradékosztélyok F), teste felett az x és P
(egymastol kiilonbozd) polinomokhoz a ,kis” Fermat-tétel szerint azonos poli-
nomfiiggvény tartozik, hiszen minden a-ra a? = a (mod p). Belathato, hogy
ez a ,rendellenesség” csak véges testek esetén fordul el§ (ott viszont ,tipikus”,
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lasd az A.7.1 feladatot), végtelen test felett a polinom-polinomfiiggvény kap-
csolat bijektiv.

A polinomot és a hozza tartozé polinomfiiggvényt altalaban ugyanigy
jeloljiik, mindkett6t (pl.) f-fel (vagy ha az z  hatarozatlant”, illetve ,,valtozot”
hangstlyozni akarjuk, akkor f(x)-szel). A jelolésen tilmenden legtobbszor a
szOhasznéalatban sem tesziink kiilonbséget kozottiik; a polinomfiiggvényre is
a polinom sz6t hasznéljuk. Ebben az értelemben pl. ,egy f polinom he-
lyettesitési értéke” természetesen az f polinomhoz tartozé polinomfiggvény
helyettesitési értékét jelenti. A konyv tobbi részében mi is ezt a ,k6z0s” ter-
minologiat kovetjiik, ebben a pontban azonban szavakban is kovetkezetesen
megkiilonboztetjik a két fogalmat.

3. Miiveletek
Az 1.-ben megadott két polinom dsszege definici6 szerint az

(o + Bo) + (a1 + B1)z + ... + (an + Bn)x™ + Brprz™ ™ + .. 4 Bra”

polinom (azaz a ,megfelels tagokat Gsszeadjuk”), szorzata pedig az

aofBo + (aofi + a1 fo)r + ... + ( Z i)™ + ...+ anfpath
i+j=m

polinom (azaz ,minden tagot minden taggal megszorzunk”).

Mindez 6sszhangban van azzal, hogy a polinomokat tulajdonképpen (for-
malis) Osszegként kezeljitk és a miveleteket ennek megfeleléen a szamoknal
megszokott ,mintara” végezziik. Az igy definialt miveletek jol kapcsolédnak
a polinomfiiggvények kozotti (fiiggvény )osszeadashoz és szorzashoz is: ha min-
den polinomnak megfeleltetjiik a hozza tartozé polinomfiliggvényt, akkor ez a
megfeleltetés az Gsszeadasra és a szorzasra nézve is mdvelettarto.

4. A T[z] polinomgytri

A T feletti polinomok a 3.-ban értelmezett két miiveletre nézve egy egység-
elemes, kommutativ, nullosztomentes gytrit alkotnak, amit 7'[z]-szel
jelolink. Ennek nulleleme a 0 polinom, amelynek minden egyiitthatoja
(a T-beli) 0.

Megjegyezziik, hogy a T' — T polinomfiggvények is gytrtt alkotnak a
szokasos fliggvényOsszeadasra és szorzésra, ez szintén egységelemes és kommu-
tativ, azonban véges test esetén el6fordulnak benne nullosztok (lasd az A.7.3
feladatot). Ha T végtelen test, akkor a polinom-polinomfliggvény megfelel-
tetés bijektiv, tovabba az Osszeadésra és a szorzéasra nézve is miivelettarto,
ezért ekkor a T feletti polinomok, illetve polinomfiiggvények gytirije egyméssal
izomorf (tehat ekkor pl. a polinomfiiggvények korében sincsenek nullosztok).
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5. Fokszam

Ha az f = ag + anx + ... + a,z"™ polinomban «,, # 0, akkor az n (nem-
negativ egész) szamot az f polinom fokanak vagy fokszdmanak nevezzik és
deg f-fel jeloljiik (a jelolés az angol ,degree” szo6bol szarmazik). A 0 polinom
kivételével minden polinomnak van foka. A fokszam és a miiveletek defini-
ci6jabol azonnal adoédik, hogy ha f, g, illetve f 4+ g nem a nulla polinom,
akkor deg(fg) = deg f+deg g és deg(f+g) < max(deg f, deg g). Egy n-edfoka
polinomban az z" egyiitthatdjat a polinom fdegyiitthatojanak nevezziik.

Hangsulyozzuk, hogy fokszama a (nem nulla) polinomoknak, és nem a
polinomfiiggvényeknek van: példaul az Fj, test felett az z polinom foka 1,
az xP polinom foka p, mikézben ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik hoz-

zajuk. (Végtelen test felett — a polinomok és polinomfiiggvények kozotti
bijekio alapjan — megengedhetd egy polinomfiliggvény fokarol is beszélni.)
6. Gyok

A ~ € T elemet egy polinomfiigguény gyokének nevezziik, ha a fiiggvény
~ helyen vett helyettesitési értéke 0(=a test nulleleme). Egy polinom gyokein
a hozzé tartozé polinomfiliggvény gyokeit értjiikk. Igen fontos az alabbi egy-
szertien ad6dd ekvivalencia: egy f polinomhoz tartozd polinomfiigguénynek
pontosan akkor gyoke a v, ha az f polinombol kiemelhets az x —~ gydktényezd.

7. Multiplicitas

A v € T elemet az f polinom(!) (pontosan) k-szoros gyokének nevezziik,
ha f-b6l az x — v gyoktényezd pontosan k-szor emelheté ki, azaz
f = (z — v)*g, ahol a g polinomhoz tartozé polinomfiiggvénynek a v méar
nem gyoke. Ugyanezt gy is mondhatjuk, hogy az f polinomban a v gyck
multiplicitdsa k. Ha k > 2, akkor v-t az f polinom tdbbszords gydkének
nevezziik.

A fokszamnal elmondottakhoz hasonloan itt is kiemeljiik, hogy a gyokok
multiplicitasat a polinomokra, és nem a polinomfiiggvényekre definidltuk. Is-
mét az ottani példaval élve, az F), test felett a 0 az 2 polinomnak egyszeres,
az xP polinomnak pedig p-szeres gyoke, noha a két polinomhoz ugyanaz a
polinomfiiggvény tartozik.

8. A gyokok szama

A nulla polinomnak minden T-beli elem gytke, barmely mas polinomnak
azonban multiplicitassal szamolva is legfeljebb annyi gyoke van, mint amennyi
a foka. (Ez a tétel nem kommutativ test esetén nem érvényes, lasd az 5.6.23
feladatot.)

Az algebra alaptétele szerint a komplex test felett minden nem konstans
polinomnak van (komplex) gyoke. Ebbdl kovetkezik, hogy a komplex test felett
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minden nem nulla polinomnak a multiplicitast is figyelembe véve pontosan
annyi gyoke van, mint amennyi a foka.

Egy wvalds egylitthatés polinomnak egy kompler szam és a konjugaltja
ugyanannyiszoros gyoke. Az algebra alaptételébdl igy az is kdvetkezik, hogy
minden valés egylitthatos polinom felbonthaté legfeljebb mésodfoki valos
egylitthatos polinomok szorzatara, és minden paratlan foki valds egyiitthatos
polinomnak van wvalds gydke.

9. A gyokok meghatarozasa

Barmely T esetén az els6foka ag + a1z polinom (ahol oy # 0) egyetlen
gyoke —ag/a1. A méasodfokiu polinomok gyokeinek megkeresésére ,majdnem
minden 717 esetén alkalmazhat6 a masodfoki egyenlet szokasos megoldoképle-
te.

A komplex vagy a valos test felett a harmad- és negyedfoka polinomok ese-
tén hasonl6é univerzalis megoldési modszer, ,,megoldoképlet” érvényes, amely
a gyokoket az egyiitthatokbol a négy alapmiivelet és pozitiv egész kitevsji
gyOkvonasok véges sokszori alkalmazasaval allitja el6. Az 6tod- és maga-
sabb foka polinomok esetén ilyen &altalanos moédszer nem létezik, s6t olyan
konkrét polinomok is megadhatok, amelyek gyokeit nem kaphatjuk meg az
egylitthatokbol a fenti médon.

A racionélis egyiitthatos polinomok racionalis gyGkeinek a meghataroza-
sara az alabbi egyszerd algoritmus alkalmazhato. A polinomot az egylitthatok
nevezdinek a legkisebb kozos tobbszorosével beszorozva egy olyan ag + a1x +
+...4a,x™ egész egyiitthatos polinomot kapunk, amelynek a gyokei azonosak
az eredeti polinom gyokeivel. Feltehets, hogy a, # 0 és sziikség esetén az x
megfeleld hatvanyaval végigosztva (ez a nem nulla gyokokon nem valtoztat)
azt is elérhetjiik, hogy a9 # 0. Ha ennek az egész egyiitthatds polinomnak
egy ¢/d racionalis szam gyoke (ahol ¢ és d relativ prim egész szamok), akkor
sziikségképpen c|ag és d|a,. Az igy szoba jov6 véges sok racionalis szamot
végigpréobalva megkapjuk, hogy koziiliik melyek lesznek valéban gyokok.

Az F), testek feletti polinomok gyokeinek a meghatarozésa, azaz a prim
modulusi kongruenciak megoldésa legrosszabb esetben az Gsszes (véges sok!)
testbeli elem végigprobalasaval torténhet. Ha az f polinom foka p vagy annal
nagyobb, akkor az alabbi redukcios eljardssal f helyett elég egy legfeljebb
p — 1-edfoku polinom gyokeit megkeresni. Legyen f-nek az P — x polinommal
valo osztasi maradéka g (vagyis g-t agy kapjuk, hogy f-ben mindeniitt a?
helyére mindaddig z-et irunk, amig ez csak lehetséges). Ekkor a g egy olyan
legfeljebb p — 1-edfoku (vagy esetleg a nulla) polinom, amelyhez ugyanaz a
polinomfiiggvény tartozik, mint az f-hez, ezért a gyokeik is megegyeznek.
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10. Derivalt polinom

A tetszoleges(!) T kommutativ test feletti f = ag + aqx + ... + a,z"”
polinom derivdltjat a formalis derivalasi szabalyok szerint definialjuk: [/ =
=01+ ...+ na,z" 1, ahol j(a;z771) a j-szeri dsszeadast jelenti T'[x]-ben.

Egyszert szdmolassal igazolhatd, hogy Osszeg, szorzat és hatvany de-
rivalasara a szokasos szabalyok érvényben maradnak.

A derivalt szorosan kapcsolodik a gyokok multiplicitdsahoz: ha + pon-
tosan k-szoros gyoke f-nek (k > 1), akkor legalabb k — 1-szeres gyoke f’-nek.
Itt a ,legalabb” nem mindig helyettesithets a ,,pontosan” széval, pl. F5 felett
az f = 2% + o = z(z + 1)* polinomnak a derivaltja f' = 2% + 1 = (z + 1)*,
tehat az 1 mindkettének pontosan négyszeres gyoke. Az is eléfordulhat, hogy
f’ anulla polinom lesz, vegyiik pl. az F), test felett az f = xP polinomot, ekkor
f' = pazP~! = 0. Ha azonban a T testben a+a+ ... +a=0= a = 0 tel-
jesiil, azaz egy nem nulla elemet 6nmagahoz akarhanyszor hozzédadva sohasem
kaphatunk nullat, akkor a fenti tétel tigy is érvényes marad, ha a ,legalabb”
helyére a ,pontosan” szét irjuk.

11. Osszefiiggés a gySkok és egyiitthatok kozott

Ha egy n-edfoki polinomnak multiplicitassal szamolva pontosan n gyoke
van, legyenek ezek v1,...,v,, akkor az

n
f:ao—i—al:n—f—...—l—oznw”:anH(x—'yj)
j=1

egyenlgségbdl a o, = (—1)™ap—m/an, m = 1,2,...,n osszefiiggéseket nyer-
jiik, ahol o, a 7,-kbdl képzett Osszes (azaz (:1) darab) m-tényezss szorzat
Osszege. Specialisan, a 7;-k 6sszege —ay, 1/, a szorzatuk pedig (—1)"ag /oy, .

12. Polinomok szamelmélete

Az oszthatosagot és a tobbi szamelmeéleti fogalmat 7T[x]-ben pontosan
ugyandgy definialjuk, mint barmely kommutativ, egységelemes, nullosztémen-
tes gytriben.

Ennek megfelelen az egységek (ne keverjik Ossze az egységelemmell)
azok a polinomok, amelyek minden polinomnak osztéi, azaz, amelyeknek 1éte-
zik (multiplikativ) inverziik. Ezek éppen a nem nulla konstans polinomok.

Egy polinom irreducibilis vagy felbonthatatlan, ha egyrészt § maga nem
egység, masrészt csak gy bonthatéd szorzatta, hogy valamelyik tényezs egység
(tehat csak az egységekkel és onmaga egységszereseivel oszthato). A nullatol és
egységektdl kiilonb6zd, nem irreducibilis polinomokat reducibilisnek nevezziik.

T[x]-ben elvégezhets a maradékos osztds: barmely g # 0 és f polinomhoz
létezik olyan h és r polinom, amelyekre f = gh+r és degr < degg vagy r =0
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(az is igaz, hogy h és r egyértelmii). Ez azt jelenti, hogy T'[x] euklideszi gyiri,
és igy érvényes a szamelmélet alaptétele (méas szoval az egyértelmid primfakto-
rizdcid): a nulla polinomon és az egységeken kiviil minden polinom felbomlik
véges sok irreducibilis polinom szorzatara, és ez a felbontas a tényezSk sor-
rendjétél és egységszeresétdl eltekintve egyértelmi. Itt az egyértelmiiség azt
jelenti, hogy ha f =s1-... sy, =1t1-... -1}, ahol minden s; és t; irreducibilis,
akkor m = k és az s;-k és t;-k parba allithatok Ggy, hogy az egy parba tartozo
polinomok egymés egységszeresei.

Két polinom legnagyobb kozés osztdja egy olyan polinomot jelent, amely
kozos oszto (azaz mindkét polinomnak osztdja) és minden kozos osztonak
tobbszorose. Az f és g polinomok legnagyobb kozos osztojat (f,g)-vel vagy
Inko(f, g)-vel jeloljik. A maradékos osztas ismételt alkalmazéasaval adodo euk-
lideszi algoritmusbol kovetkezik, hogy barmely két polinomnak létezik legna-
gyobb kozos osztdja, tovabba ez elGallithato a két polinom alkalmas polinom-
szorosédnak Osszegeként: tetszéleges f,g € T[x]-hez létezik olyan u,v € T[z],
amellyel (f,g) = fu+ gv (az u és v nem egyértelmd). A legnagyobb kozos
oszt6 definicidja biztositja, hogy két polinom legnagyobb ko6zos osztdja egy-
ségszerestol eltekintve egyértelmi, azaz ha d egy ilyen tulajdonsagi polinom,
akkor d minden egységszerese is ilyen tulajdonsigu, és més megfelel polinom
nincs.

Egy polinom prim, ha egyrészt nem a nulla polinom és nem egység, més-
részt két polinom szorzatanak CSAK tugy lehet osztdja, hogy a két tényezs
koziil legalabb az egyiknek osztoja. A legnagyobb kozos oszto felhasznaléséaval
igazolhato, hogy egy polinom akkor és csak akkor prim, ha felbonthatatlan.

13. Irreducibilis polinomok

Mindig vildgosan jelezni kell, hogy egy adott polinomot melyik test felet-
tinek tekintiink, hiszen példaul egy racionalis egyiitthatés polinom egyben
val6s vagy komplex egyiitthatos polinom is, és igy el6fordulhat, hogy a raci-
onalis test felett irreducibilis, ugyanakkor a valos test felett reducibilis. (Az
o f irreducibilis T felett” és az ,, f irreducibilis T[z]-ben” szohasznalat egyarant
helyes.)

Az algebra alaptételébdl kovetkezik, hogy a komplex test felett a felbont-
hatatlanok éppen az els6foki polinomok, a valds test felett pedig az els6foktak
és azok a méasodfokuak, amelyeknek nincs valos gyokiik.

A racionélis test feletti irreducibilis polinomok jéval valtozatosabb képet
mutatnak. Egy jol hasznéalhato elégséges feltétel a Schonemann—FEisenstein-
kritérium: ha f = ag + a1z + ... + a,x" egész egyiitthatos és létezik olyan
p primszam, amely osztdja az ag, a1, ..., a,—1 egylitthaték mindegyikének, de
nem osztéja a,-nek és p nem osztdja ag-nak, akkor f irreducibilis a raciondlis
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test felett. Ebbdl azonnal ad6dik, hogy a racionélis test felett minden n pozitiv
egészre létezik n-edfoku irreducibilis polinom.

Egy konkrét racionalis egyiitthatds polinom irreducibilitdsdnak eldon-
téséhez el@szor is szorozzuk be a polinomot az egyiitthatok nevezbinek a legki-
sebb kozOs tobbszorosével, majd az igy keletkezett polinomot osszuk el az
egylitthatok legnagyobb kozos osztéjaval. Ez a racionalis test feletti irre-
ducibilitast nem befolyasolja, hiszen csak egy konstanssal, azaz egységgel szo-
roztunk. Igy egy olyan egész egyiitthatos polinomhoz jutottunk, amelynek az
egylitthatoi relativ primek, az ilyen polinomokat primitiveknek nevezziik. Igen
fontos az alabbi két tétel, amelyeket Gauss-lemmd(k)nak szokas nevezni: 1. Két
primitiv polinom szorzata is primitiv; II. Ha egy F' egész egyiitthatés polinom
felirhat6 a g és h raciondlis egyiitthatés polinomok szorzataként, F' = gh,
akkor ' elGall F' = GH alakban is, ahol G és H olyan egész egyiitthatos poli-
nomok, amelyek a g-nek, illetve a h-nak (racionalis) konstansszorosai (tehét
deg G = degyg és deg H = degh). Ennek alapjan a racionélis test feletti fel-
bonthatosag kérdését arra vezettiik vissza, hogy egy egész egyiitthatos polinom
felirhato-e (nem konstans) egész egyiitthatos polinomok szorzataként.

A racionalis test feletti irreducibilis polinomok fontos osztalyat alkotjak a
kérosztasi polinomok. Az m-edik kérosztési polinom, ®,,, az az 1 fGegyiittha-
tos polinom, amelynek gyckei az m-edik primitiv komplex egységgyockok. &,,
fokszadma tehat o(m). Példaul @4 = 22 +1,®1; = 219+ 2% + ... + 1. Az,
hogy ®,,, egész egylitthatos, az 2™ —1 =[] am Pd Osszefiiggés felhasznalaséval
adodik. Ha m prim vagy primhatvany, akkor a racionalis test feletti irre-
ducibilitas egy alkalmas lineéris helyettesités utdn a Schonemann—Eisenstein-
kritérium segitségével igazolhato, tetszéleges m-re a bizonyitas lényegesen ne-

hezebb.

14. Egész egyiitthatos polinomok

A kommutativ test feletti polinomokra felsorolt tulajdonsagok nagy része
akkor is érvényben marad, ha az egytitthatokat (a kommutativ test helyett)
egy kommutativ, egységelemes, nullosztomentes gytirtibdl vessziik (lasd az
A.7.2 feladatot).

Az egyik legfontosabb eset az egész egyilitthatos polinomok vizsgélata.
Itt most csak a szamelméleti vonatkozasokra tériink ki. A kommutativ test
feletti polinomokhoz képest két lényeges kiilonbséget emeliink ki: az egész
egylitthatos polinomok koérében csak a +1 egység, tovabba nincs maradékos
osztas.

Vizsgaljuk meg részletesebben a maradékos osztés kérdését. Konnyen
adodik, hogy ha pl. az f = x polinomot a ¢ = 2 polinommal akarjuk mara-
dékosan elosztani, akkor nem tudjuk biztositani, hogy az r maradék a nulla
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polinom vagy az oszténal kisebb fokd polinom legyen. Ez azonban nyitva
hagyja azt a lehetéséget, hogy a fokszam helyett valamilyen mas euklideszi
fliggvény szerint talan mégis létezik maradékos osztas. Megmutatjuk, hogy
nem ez a helyzet. Ha ugyanis lenne maradékos osztas, akkor az x és 2 leg-
nagyobb ko6z0s osztoja, az 1, elfallna 1 = zu + 2v alakban alkalmas u és v
egész egyiitthatos polinomokkal. Ez azonban lehetetlen, hiszen a jobb oldal
konstans tagja paros.

Noha nincs maradékos osztés, a szamelmélet alaptétele mégis érvényes
az egész egyiitthatés polinomokra. Ez lényegében abbdl kovetkezik, hogy a
II. Gauss-lemma alapjan egy egész egyiitthatos polinom pontosan akkor irre-
ducibilis az egész egyiitthatos polinomok koérében, ha vagy egy olyan p kons-
tans polinom, ahol p primszam, vagy pedig egy olyan primitiv polinom, amely
irreducibilis a racionéalis test felett. Ez ugyanis azt jelenti, hogy az egészek
feletti irreducibilitas visszavezethetd a racionélisok feletti irreducibilitésra, és
igy a racionéalis test feletti felbontas egyértelmiiségébdl kapjuk, hogy ugyanez
érvényes az egészek felett is.

Megjegyzés: Végiil felhivjuk még a figyelmet a 3.2.4 Tételben targyalt inter-
poldcids polinomokra és az ahhoz kapcsolodo 3.2.7-3.2.15 feladatokra.

Feladatok
T végig kommutativ testet jelol.

A.7.1 Legyen T tetszdleges véges test.

(a) Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan T feletti kiilonb6z6 polinomok,
amelyekhez ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik.

(b) (Folytatéas.) S6t az is igaz, hogy minden polinomfiiggvényhez végte-
len sok olyan polinom taldlhato, amelyhez az adott polinomfiiggvény
tartozik.

A.7.2 Mutassuk meg, hogy az alabbi allitdsok az olyan polinomokra is
igazak maradnak, amikor az egyiitthatokat (egy kommutativ test
helyett) egy kommutativ, egységelemes, nullosztémentes gytirtibsl
vessziik.

I. Két polinom szorzatanak a foka a tényezsk fokszaméanak az Osszege.

II. Egy f polinomhoz tartozé polinomfiiggvénynek pontosan akkor gycke
a v, ha az f polinombél kiemelhets az x — v gyoktényezs.

III. Egy n-edfoku polinomnak legfeljebb n gyoke van.
Melyik allitas(ok) marad(nak) igaz(ak) olyan kommutativ, egység-
elemes gytird esetén, amelyben nullosztok is el6fordulnak?
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Legyen T tetszGleges véges test.

Ellenérizziik, hogy a T — T polinomfiiggvények valdban gytrtt
alkotnak a fliggvények szokésos Osszeadasara és szorzasara nézve.

Mutassuk meg, hogy ebben a gytritiben mindig talalhatok nullosztok.

Hatéarozzuk meg a nulloszték szamat.

Mutassuk meg, hogy barmely T végtelen kommutativ test esetén
létezik olyan T" — T fiiggvény, amely nem polinomfiiggvény (vo. a
3.2.14 feladattal).

Egy G tizedfoku egész egyiitthatos polinomrol tudjuk, hogy G(n)
minden egész n-re oszthato 11-gyel. Bizonyitsuk be, hogy ekkor sziik-
ségképpen G minden egyiitthatdja is oszthaté 11-gyel.

A valos szamok milyen részhalmazai léphetnek fel egy valos egytitt-
hatos polinomfiiggvény értékkészleteként?

A komplex szadmok milyen részhalmazai léphetnek fel egy komplex
egyiitthatos polinomfiliggvény értékkészleteként?

Adott egy tetszbleges f = ag + a1z + ... + a,z" egész egylitthatos,
legalabb mésodfokd polinom, amelyben ag # 0,a, # 0. Megvizs-
galjuk, hogy a polinom egyetlen egyiitthat6janak a megvaltoztatasa
hogyan befolyésolja azt, hogy létezik-e racionalis gyok. Bizonyitsuk
be az aldbbi allitasokat:

Az ag helyére végtelen sok egész szam irhaté ugy, hogy a keletkezs
polinomnak legyen racionélis gyoke.

Az a,, helyére végtelen sok egész szam irhato ugy, hogy a keletkezo
polinomnak legyen racionalis gyoke.
Barmely (rogzitett) 1 < ¢ < n — 1 esetén az a; helyére legalabb
egy, de legfeljebb véges sok egész szam irhato agy, hogy a keletkezs
polinomnak legyen racionalis gyoke.

Barmely (rogzitett) i esetén az a; helyére végtelen sok raciondlis szam
irhat6 tgy, hogy a keletkezd polinomnak legyen racionalis gyoke.

(Most két egytitthatot valtoztatunk.) Barmely (rogzitett) ¢ # j ese-
tén az a; és a; helyére végtelen sok egész szampér irhat6 ugy, hogy
a keletkezd polinomnak legyen racionalis gyoke.

Barmely (rogzitett) ¢ esetén az a; helyére helyére végtelen sok egész
szam irhato tgy, hogy a keletkezd polinomnak ne legyen racionalis
gyoke.
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Bizonyitsuk be, hogy az 1+z+x2/24+2%/6+...+2"/(n!) polinomnak
n kiilénb6z6 komplex gyoke van.

Adjunk (a gyakorlatban is megvalosithato elvi) eljarast olyan 6t6d-
foku komplex egyiitthatos polinomok gyokeinek a (pontos) meghata-
rozaséara, amelyeknek van t&bbszoros gyokiik.

Bizonyitsuk be, hogy egy, a racionalis test felett irreducibilis poli-
nomnak a komplex szdmok koérében sem lehet t6bbszoros gyoke.

Mutassuk meg, hogy egy f komplex egyiitthatos polinomnak akkor
és csak akkor van tobbszoros gyoke, ha f és f/ nem relativ primek,

azaz (f, ') # 1.

Jellemezziik azokat a komplex egyilitthatés polinomokat, amelyek
oszthatok a derivaltjukkal.

Legyen F' egy tetszéleges egész egyiitthatos, 28-adfokd polinom. Me-
lyek igazak az alabbi allitasok koziil?

F-nek biztosan van 17-edfoku osztoja Clz]-ben.
F-nek biztosan van 17-edfoku osztoja Rlz]-ben.
F-nek biztosan van 18-adfoku osztoja Rz
F-nek biztosan van 18-adfoku osztoja Q[z

]-ben.

]-ben.

Legyen f és g minden egyiitthatoja egész szam. Ekkor f-et és g-t
tekinthetjiik akar egész, akir racionélis, akar komplex, akar Fb-beli
egyiitthatos polinomnak. Igy az f | g-nek négy kiilonb6z6 értelmezése
van. Milyen kapcsolatban allnak egymaéssal ezek az oszthatosdgok?

Mennyiben véltozik a helyzet, ha f és g minden egyiitthatoja 0 vagy
17

Bizonyitsuk be, hogy barmely m, n, k természetes szamokra
2?4+ 12" 4 2?4 PR

Hatarozzuk meg az 2" — 1 és z* — 1 polinomok legnagyobb kézos

osztdjat.

Van-e olyan 10-edfoku valos egyiitthatos polinom, amelynek az 2° +2
és 22% + 3z + 1 polinomokkal val6 osztési maradéka megegyezik?

A kovetkezs diofantikus” egyenletet vizsgéljuk: adottak az
f,g,h € T[z] polinomok, és olyan u,v € T[x] polinomokat keresiink,
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A.7.21

A.7.22

*A.7.23

A7.24

*A.7.25

A.7.28

A. ALGEBRAI ALAPFOGALMAK
amelyekre fu-+gv = h. Mi a megoldhatosag feltétele, hany megoldés
van, és hogyan kapjuk meg az Gsszes megoldast?

Legyen f raciondlis egyiitthatés polinom. Igazak-e az alabbi allita-
sok?

. Ha f irreducibilis Q felett, akkor f-nek nincs racionalis gyoke.

Ha f-nek nincs racionalis gyoke, akkor f irreducibilis Q felett.

Mennyiben valtozik a helyzet, ha f fokszamaéara alkalmas poétlélagos
kikotéseket tesziink?

Bontsuk fel az z* + 1 polinomot irreducibilisek szorzatara az alabbi
testek folott:

(@) C; (D) R; () Q;  (d) Fo;  (e) Fy.
Adjunk meg olyan ¢ pozitiv egészt, amelyre az 1* + ¢, 2% + ¢,
3*4+c, ..., n* +¢, ... szamok valamennyien sszetettek.
Az alabbi polinomok koéziil melyek irreducibilisek a racionélis test

felett:
(a) 224+2500;  (b) z*42500;  (c) *+3000;  (d) 2*4100000.

Bizonyitsuk be, hogy ha aq, ..., aj kiilonb6z6 egész szamok, akkor az
(x—aq)-...-(z—ag)— 1 polinom irreducibilis a racionélis test felett.

Hogyan kapjuk meg ®,,-b8l ®5,,,-et (ahol ®; a j-edik kérosztési poli-
nomot jeloli)?

Bizonyitsuk be, hogy az m-edik korosztasi polinom

(@™ —1)-T, ,(2™/P1 —1) - ...
L, =) Tl g (a7 1)

alakba irhato, ahol p,q,r, ... az m kiilénb6z6 primosztoi.

®,, =

Adjuk meg az f = 2% + 2% + 22* + 2* + 1 polinom gydkeit.
Milyen k értékekre lesz f valamelyik korosztasi polinom?

Az egységsugarn korbe irt szabalyos n-szégben mennyi az egyik csics-
bol kiindulo osszes (azaz n — 1 darab) oldal és atlo hosszanak a
szorzata?

Tegyiik fel, hogy az f = 2" + a,_12" 1 4 ... + g valés egyiitthatos
polinomban a2 _; —2a,,_5 < 0. Bizonyitsuk be, hogy f-nek van olyan
komplex gyoke, amely nem valos.
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A.7.29 Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy az ax® + bx? + cx +
+d = 0 (a # 0) komplex egyiitthatos harmadfokua egyenlet (komplex)
gyokei szamtani sorozatot alkossanak.

A.7.30 Egy egész egyiitthatos polinom fegyiitthatoja 1 és minden (komp-
lex) gyok 1-nél kisebb abszolut értékd. Adjuk meg a polinom tébbi
egylitthatojat.

A.8. Csoport

A.8.1 Definicio
Egy G nem iires halmazt csoportnak neveziink, ha értelmezve van G-n
egy asszociativ miivelet, 1étezik egységelem és minden elemnek van inverze.

&

Ugyanehhez a fogalomhoz jutunk, ha — a testnél és gytiriinél latottakhoz
hasonléan, az A.4.7 Tétel alapjan — az egységelemre és inverzre vonatkozo
kikotés helyett a miivelet (mindkét oldali) invertalhatosagat irjuk eld.

A csoport egységelemét altalaban e-vel, egy ¢ csoportelem inverzét
g '-gyel jeloljiik. Ha a mitivelet kommutativ, akkor kommutativ csoportrol
vagy Abel-csoportrol beszéliink.

Példak csoportra

P1. Béarmely gytirt (igy speciélisan barmely test is) az Osszeadasra nézve kom-
mutativ csoportot alkot. Ennek megfeleléen Abel-csoportot alkotnak a
szokisos Osszeadasra az egész, a paros, a racionalis, a valos vagy a komp-
lex szamok, a (megfelel§) matrixok, polinomok, fiiggvények, a modulo m
maradékosztalyok stb.

P2. Barmely (akdr nem kommutativ) test nem nulla elemei a szorzasra cso-
portot alkotnak. Ennek megfeleléen a nem nulla(!) racionalis, valos
vagy komplex szamok, a nem nulla maradékosztalyok modulo p (ahol p
prim) stb. a szokasos szorzasra csoportot alkotnak.

P3. Egységelemes gytrii esetén csoportot alkotnak a szorzasra azok az ele-
mek, amelyeknek létezik inverze. Ennek a testre vonatkozo specialis esete
éppen a P2 példa. Két masik fontos specialis esetet kapunk a négyzetes
matrixok, illetve a modulo m maradékosztalyok gytirtijébél: csoportot
alkotnak a szorzasra egy T test feletti n X n-es invertalhaté6 matrixok, il-
letve a modulo m redukalt maradékosztalyok, tehat amelyek elemei relativ
primek m-hez.
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P4. A komplex szamoknak sok olyan részhalmaza van, amely a szorzasra nézve
csoport, tekintsiik pl. az n-edik egységgyokoket, az Osszes egységgyokot,
illetve az 1 abszolut értéki komplex szdmokat.

P5. Az {1,2,...,n} halmaz 6nmagéra torténd kolcsonosen egyértelmi leké-
pezései (azaz bijekcidi) csoportot alkotnak a kompoziciora (Gsszetételre,
egymas utan alkalmazasra) nézve. Ezt a csoportot n-edfoka szimmetrikus
csoportnak nevezziik és Sy,-nel jeloljiik. Az S, csoport tehat az 1,2,...,n
elemek permutdcioibol &ll, |S,| = nl.

P6. A sik vagy a tér dsszes egybevagosagai, illetve hasonlosagai (azaz a tavol-
sagtarto, illetve ardnytarto transzforméciok) a kompoziciora nézve csopor-
tot alkotnak. Szintén csoportot kapunk, ha csak specialis egybevigosa-
gokat tekintiink, pl. a sikban az Osszes eltolast, egy adott pont korili
osszes forgatést stb. (a miivelet tovabbra is a kompozicio).

P7. Egy sik-, illetve térbeli alakzat szimmetriacsoportjat azok a sik-, illetve
téregybevagosigok alkotjak, amelyek az adott alakzatot 6nmagaba viszik
at, a miivelet pedig a kompozicié. Példaul egy szabélyos n-szog szimmetri-
acsoportja az n darab szimmetriatengelyre torténd tiikkrozésbol és a kozép-
pont korili 2k7/n szogl elforgatasokbol all, ahol £ =0,1,...,n—1. A0
szog elforgatés a helybenhagyés vagy identikus leképezés, ami a csoport
egységeleme. Ezt a csoportot D,,-nel jeloljiik és diédercsoportnak nevez-
ziik, |D,| = 2n. Ha a 27 /n szogi forgatast f-fel és az egyik szimmetri-
atengelyre torténd tiikrozést t-vel jeloljlik, akkor D,, elemei egyértelmitien
felirhatok ¢ f7,0 < i < 1,0 < j < n—1 alakban és a szorzast at®> = f" = e
és ft = tf"~ ! szabélyok szerint kell végezni.

P

Egy csoportban barmely elem tetszéleges egész kitevdji hatvdnyait a szo-
kasos modon definidljuk: ha n pozitiv egész, akkor g™ egy olyan n-tényezsGs
szorzat, amelynek minden tényezdje g, tovabba ¢' = e és g7 = (¢")!. (A
racionalis, valoés stb. kitev§ji hatvanyozasnak egy csoportban altalaban nincs
értelme.) Az a™a® = a™T* és (a™)* = a™* hatvanyazonossigok csoportban
is érvényesek (ahol a a csoport tetszoleges eleme, a k és m kitevSk pedig
tetszlleges egész szamok, negativak és nullak is lehetnek), azonban (ab)™ =
a™b™ mar nem mindig teljesiil, hiszen a szorzas nem feltétleniill kommutativ.

A.8.2 Definicid

Egy G csoportban egy g elem rendje az a legkisebb olyan n pozitiv egész
szam, amelyre g" = e (ahol e a csoport egységeleme), illetve ha nincs ilyen n,
akkor g rendje végtelen. &

A g elem rendjét o(g)-vel jeloljiik (ezt ,ordo g”-nek olvassuk). Példaul
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D,-ben o(f) = n,o(t) = 2, az egész szamok additiv csoportjaban a nullan
kiviil minden elem rendje végtelen.

A rendfogalom két fontos specidlis esetét kapjuk, ha a nem nulla komp-
lex szamok, illetve a modulo m redukélt maradékosztalyok multiplikativ cso-
portjat tekintjik. A masodik esetben ezzel pontosan a kongruencidknél tanult
rendfogalomhoz jutunk. Az elsé csoportban a véges rendi elemek éppen az
egységgyokok lesznek.

Barmely csoportban érvényes, hogy egy n-edrendii elem két hatvanya
akkor és csak akkor egyenld, ha a kitevSk kongruensek modulo n, egy végtelen
rendt elemnek pedig csak az azonos kitevjid hatvanyai egyeznek meg. Ebbdl
kovetkezik, hogy minden elemnek pontosan annyi kiilonb6z§ hatvanya van,
mint amennyi a rendje.

A.8.3 Definicio
Egy csoport ciklikus, ha egyetlen elem (6sszes egész kitevGji) hatvanyai-
bol all. Egy ilyen elemet a ciklikus csoport generdtorelemének neveziink. &

A g altal generalt ciklikus csoportot (g)-vel jeloljik. A rendnél elmon-
dottak szerint |{(g)| = o(g). Igy ha o(g) = n, akkor {g) = {e,g,9%,...,g" '}
(és a felsorolt elemek mind kiilonb6zsk). Ha o(g) = oo, akkor a g-nek minden
hatvanya kiilonb6z6 (beleértve a negativ egész kitevsji hatvanyokat is).

Ciklikus csoportot alkotnak az egész szdmok vagy a modulo m mara-
dékosztéalyok az Osszeadésra, (az egyik) generatorelem az 1. Ugyancsak cik-
likus az n-edik egységgyokok, valamint ha p prim, akkor a modulo p redukalt
maradékosztalyok multiplikativ csoportja. Az el6bbi generdtorelemei a primi-
tiv n-edik egységqyokok, az utdébbié pedig a modulo p primitiv gyékok.

Mivel egy elem hatvanyai egyméssal felcserélhetdk, ezért egy ciklikus cso-
port biztosan kommutativ. Igy egy nem kommutativ csoport sohasem lehet
ciklikus.

A kommutativ csoportok koziil nem ciklikus pl. a racionalis, a valos vagy
a komplex szamok additiv csoportja, illetve a nem nulla racionalis, valés vagy
komplex szamok multiplikativ csoportja, vagy a véges csoportok korében a
téglalap szimmetriacsoportja, az F), test feletti véges dimenzios vektorterek
additiv csoportja, a modulo 15 redukalt maradékosztalyok multiplikativ cso-
portja stb. Belathatd, hogy a modulo m redukalt maradékosztalyok multip-
likativ csoportja akkor és csak akkor ciklikus (azaz akkor és csak akkor létezik
primitiv gyok modulo m), ha m = 2,4, p* vagy 2p*, ahol p egy paratlan prim
és k> 1.
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A.8.4 Definicid

Egy G csoport részcsoportjanak egy olyan H C G részhalmazt neveziink,
amely maga is csoport a G-beli miiveletre (pontosabban annak megszoritaséara)
nézve. &

Belathato, hogy G-nek egy H nem iires részhalmaza akkor és csak akkor
részcsoport, ha zart a G-beli miveletre és inverzképzésre nézve (azaz
r,s€ H=rse Hr ' eH).

Példak: A valos egyiitthatés polinomok additiv csoportjaban részcsoportot
alkotnak az egész egyiitthatés polinomok, a legfeljebb 6tédfoka polinomok
(ideértve a 0 polinomot is), az x? + 1-gyel oszthaté polinomok stb. Barmely
G csoportban részcsoport maga a GG, valamint a csak az egységelembdl allo
részhalmaz (ezt a tovabbiakban {e} helyett roviden e-vel jeloljiik); ezeket
trividlis részcsoportoknak nevezzik. Barmely elem Osszes (egész kitevsjii)
hatvanyai is részcsoportot alkotnak, ez az adott elem altal generalt ciklikus
részcsoport.

A.8.5 Definicio
Legyen H részcsoport G-ben és g € G tetsz6leges elem. Ekkor a
gH = {gh|h € H} halmazt H szerinti bal oldali mellékosztdlynak nevezziik. &

Belathato, hogy két, H szerinti bal oldali mellékosztaly vagy diszjunkt,
vagy egybeesik, tovabba a bal oldali mellékosztéilyok egyesitése éppen G. A
(kiilonbo6z6) bal oldali mellékosztalyok szamat a H részcsoport G-beli in-
dexének nevezziik és |G : H|-val jeloljiik.

Hasonlé modon definidlhatok a H szerinti jobb oldali mellékosztalyok is.
Ezek altaldban nem esnek egybe a bal oldali mellékosztalyokkal, azonban meg-
mutathato, hogy a szamuk ugyanannyi, azaz |G : H|.

Legyen a tovabbiakban G véges csoport. Mivel minden (pl. bal oldali) mel-
lekosztaly elemszama |H|, az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy |G| = |H| - |G : H].
Innen azonnal adédik:

A.8.6 Tétel (Lagrange tétele)
Egy véges csoport barmely részcsoportjanak elemszéma osztdja a csoport
elemszamanak. &

Egy csoport elemszamat a csoport rendjének is szokas nevezni.
Mivel egy elem rendje megegyezik az altala generalt ciklikus részcsoport-
nak az elemszamaval, ezért a Lagrange-tétel alapjan barmely g-re o(g) ’ |G|
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is teljesiil. Ez a rend tulajdonsagai alapjan g¢/¢! = e-vel ekvivalens. Ha
specialisan G a modulo m redukalt maradékosztalyok multiplikativ csoportja,
akkor igy éppen az Euler—Fermat-tételt kapjuk.

Végiil megemlitjiik, hogy més algebrai struktirdkhoz hasonléan két cso-
portot akkor neveziink izomorfnak, ha létezik kozottiik miivelettarto(!) bijek-
ci6. Példaul a valés szamok additiv és a pozitiv valés szdmok multiplikativ
csoportja izomorf, ugyanis az x — 2% megfeleltetés bijektiv és mitivelettarto.
Két ciklikus csoport pontosan akkor izomorf, ha azonos az elemszamuk.

Feladatok
G végig csoportot jelol.

*A.8.1 Hany elemtek a szabalyos testek szimmetriacsoportjai?
A 8.2 Bizonyitsuk be, hogy G akkor és csak akkor kommutativ, ha minden

a, b € G esetén (ab)? = a?b?. Igaz-e hasonlo 4llitas, ha a négyzetek
helyett (ab)* = a*b* teljesiil (minden a, b € G-re)?

A.8.3 Bizonyitsuk be, hogy kommutativ csoportban o(ab) | [o(a), o(b)].
A 8.4 Lehet-e két véges rendi elem szorzata végtelen rendi?

A.8.5 Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?
(a) Ha |G| < oo, akkor G minden eleme véges rendd.
(b) Ha G minden eleme véges rendt, akkor |G| < oo.
(c) Ha 2||G|, akkor G-ben van masodrendii elem.
(d) Ha 4 |G|, akkor G-ben van negyedrendi elem.
A.8.6 Lassuk be, hogy barmely k,s > 1 egész szamokra s|p(k® — 1), ahol
©(n) az Euler-féle ¢-fliggvény.
*A.8.7 Mivel egyenls egy véges kommutativ csoport elemeinek a szorzata?
Melyik nevezetes kongruenciatételt altaldnositja ez a feladat?
A.8.8 Melyek izomorfak az aldbbi csoportok koziil?
(a) A modulo 15 redukalt maradékosztalyok a szorzasra;
a modulo 16 redukalt maradékosztalyok a szorzésra;
a modulo 24 redukalt maradékosztalyok a szorzésra;

a modulo 16 nem redukalt maradékosztalyok az Osszeadasra;
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a modulo 4 maradékosztalyok feletti <(1) icl> alakll matrixok a

SZOrzasra;
T3 az 6sszeadasra, ahol T az Fy test;
a négyzet szimmetriacsoportja;

a(z altalanos) téglatest szimmetriacsoportja.

Bizonyitsuk be, hogy ha |G1| = |G2| és mindkét csoportban az egy-
ségelemen kiviil minden elem rendje 2, akkor G és G5 izomorf.

Az el6z6 allitds nem marad igaz, ha az elemek rendje 3.

Melyek azok a csoportok, amelyeknek csak trivialis részcsoportjaik
vannak?

Melyek azok a csoportok, amelyeknek csak véges sok részcsoportjuk
van?

Mutassunk példat olyan csoportra, amely el6all hdrom valédi rész-
csoportjanak az egyesitéseként. Van-e ilyen tulajdonsagt paratlan
elemszami csoport is?

Hény részcsoportja van (a) egy n elemd ciklikus csoportnak;
(b) D,,-nek?

Lassuk be, hogy egy csoportban egy M nem tires részhalmaz akkor és
csak akkor lesz valamely részcsoport szerinti bal oldali mellékosztaly,
ha a,b,c € M = ab~'c € M.

A.9. Ideal és maradékosztalygyiri

A.9.1 Definicid
Egy R gytirtiben egy nem tiires I C R részhalmazt az R idedljanak
neveziink, ha
(i) I zart az (R-beli) Osszeadasra és ellentettképzésre, azaz

njel=i+jecl,—1el

(ii) barmely I-beli elemet egy tetsz6leges R-beli elemmel akarmelyik oldalrol
megszorozva ismét I-beli elemet kapunk, azaz

iel,reR=>ricljircl. &
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Az ideal fogalma kénnyen lathatoan ekvivalens azzal, hogy I olyan rész-
gytri, ahol egy I-beli és egy I-n kiviili elem szorzata is I-beli (a részgytiri
definiciojat lasd az A.6.10 feladatban).

Példak: Idealt alkotnak az egész szamok gytrtjében az m-mel oszthato
szamok, a valds egyiitthatés polinomok gytrijében egy adott g-vel oszthatd
polinomok, az egész egyiitthatés polinomok gytirijében azok a polinomok,
amelyeknek a konstans tagja paros szam. Nem alkotnak idealt (de részgytirtt
igen) a valds egytitthatos polinomok gytirtijében a konstans polinomok vagy az
egész egylitthatos polinomok. Testben csak a két trivialis ideal létezik (maga
a test és a csak a nullabol allo részhalmaz).

Az ideélok legegyszeriibb és egyben legfontosabb tipusat az egyetlen elem
altal generalt idealok, mas néven fdidedlok jelentik. Ezek vizsgalatdnal kényel-
mi okokbdl csak kommutativ és egységelemes gytriikre szoritkozunk.

A.9.2 Definicid
Legyen R kommutativ és egységelemes gytird, a € R tetszGleges. Ekkor

az {ra|r € R} halmazt az a altal generalt fdidedlnak nevezziik és (a)-val
jeldliik. &

Az a altal generalt (a) f6ideal tehat az a elem ,t6bbszoroseibsl” all.
A definiciéban szerepls ,a altal generalt” és ,idedl” szohasznalat jogossa-
gat az aldbbi tétel mutatja:

A.9.3 Tétel
Egy R kommutativ és egységelemes gytirtiben az (a) = {ra|r € R} hal-
magzra az alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:
(i) (a) ideéal R-ben;
(i) a € (a);
(iii) ha I ideal R-ben és a € I, akkor sziikségképpen (a) C I. &

Az (a) f6idedl tehat az a elemet tartalmazo legszikebb ideal.

Az A.9.1 Definicié utani harom példa koziil a harmadik nem féideal (lasd
az A.9.9c feladatot), az els6 kettd viszont igen, (egyik) generatorelemiik az
m, illetve a g. Nem is megleps, hogy az ebbdl a két gytirtibél valasztott
idealpéldaink féidealok voltak, ugyanis érvényes az alabbi tétel:

A.9.4 Tétel
Az egész szamok gytrdjében, illetve a T kommutativ test feletti T'[x]
polinomgytriiben minden ideal f6ideal. &
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Az A.9.4 Tétel allitdsa minden olyan kommutativ, nullosztémentes, egy-
ségelemes gytriiben igaz, ahol elvégezhetd a maradékos osztas (azaz minden
euklideszi gyirid egyben fdidedlgydrd is — ezeknek a fogalmaknak a pontos
definialasat az Olvasora bizzuk).

Az eddigiekbdl is érezhets, hogy az idealok szorosan kapcsolédnak a szam-
elmélethez. Valojaban onnan is szarmaznak: eredetileg a Fermat-sejtés kap-
csén vezette be Kummer német matematikus az ,idedlis szam” fogalmat. Né-
hany szamelméleti vonatkozast az A.9.10 feladatban targyalunk.

Most ratériink az ideal szerinti faktorgytiri konstrukciojara. Fz a fogalom
a modulo m maradékosztalyok gytirtjének az altalanositasa.

Mint lattuk, az egész szamok Z gytrdjében az m-mel oszthaté szamok
egy I idealt alkotnak. Ekkor a c egész szamot tartalmazé modulo m maradék-
osztély éppen ac+1 = {c+i|i € I} = {c+km|k € Z} halmaz, itt a c ennek
a maradékosztalynak egy reprezentansa. A maradékosztalyok Osszeadasat és
szorzasat a reprezentansok segitségével értelmeztiik, ami ebben a felirdsban a
kovetkezoket jelenti: (¢ + 1)+ (d+1)=(c+d)+ I, (c+I)(d+1)=cd+ 1.
Be kellett latni, hogy ezek a hozzarendelések az osztdlyokra valéban mitive-
leteket definidlnak, azaz az eredményiil kapott osztaly egyértelmi, nem fiigg
attol, hogy az egyes osztilyokbol melyik reprezentdnsokat valasztottuk. Ha
végigelemezziik ennek a bizonyitasat, akkor kideriil, hogy a széban forgo6 egy-
értelmtiséget éppen I idedl volta biztositja. Mindezek alapjan a kovetkezd
altalanositast kapjuk.

A.9.5 Tétel
Legyen I ideal az R gytriiben. Ekkor az I szerinti (kiilonb6z8) ¢ + I =
= {c+il|i e I} maradékosztilyok a

(c+D+d+D)=cH+d+1I, (c+Dd+D)=cd+1

modon definialt 6sszeadésra és szorzéasra nézve gytrtt alkotnak. Ezt a gytrit

az R-nek az I szerinti maradékosztdlygydrdjének vagy faktorgyirdjének nevez-

ziik és R/I-vel jeloljiik. &

A faktorgytrd nulleleme nyilvan a 0 + I maradékosztaly, azaz maga az [
ideal.

Megjegyezziik, hogy egy ¢ + I maradékosztaly éppen az R additiv cso-
portjanak az I additiv részcsoport szerinti egyik mellékosztalya (mindegy, hogy
melyik oldali, hiszen a gytriiben az Osszeadds mindig kommutativ). Ennek
megfelelGen az I szerinti (kiilonb6z6) maradékosztalyok az R-nek egy diszjunkt
felbontasat adjak.
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A tovabbiakban egy T kommutativ test feletti T[x] polinomgytird fak-
torgytrdit vizsgaljuk. Az A.9.4 Tétel szerint T'[x]-ben minden ideél {&ideal.
Legyen I = (g), ahol g # 0. Ekkor éppen azok a polinomok keriilnek egy
maradékosztalyba, amelyek ugyanazt a maradékot adjak g-vel osztva. Ily
moédon — az egész szamoknal tapasztaltakhoz teljesen hasonléan — minden
maradékosztaly egyértelmiien jellemezhets egy ,maradékkal”, azaz egy legfel-
jebb deg g — 1-edfoku polinommal (idesorolva a 0 polinomot is, amely magat
az I-t reprezentalja). A T[x]/(g) maradékosztalygyiriiben tulajdonképpen
ezekkel a maradékokkal szdmolunk, azaz pl. két maradékosztaly szorzasakor
ezeket a maradékokat Osszeszorozzuk és vessziik a szorzatnak a g-vel vald osz-
tasi maradékat (pontosan ugyanugy, ahogy pl. modulo 15 a 7-nek és a 6-nak
a szorzata 12).

Tekintsiik példaként az R[z]/(2? + 1) maradékosztalygytirtt. Itt minden
maradékosztalyt egyértelmiien reprezentalhatunk egy legfeljebb els6foku a+bx
(valos egyiitthatés) polinommal, amelyet az x? + 1 polinommal valé osztasi
maradéknak tekintiink. Ennek megfelelGen az Gsszeadést az

(a+bx)+ (c+dx) = (a+c)+ (b+d)x,
a szorzast pedig az

(a+bx)(c+ dz) = ac + (ad + be)z + bdx® =
= ac+ (ad + be)x — bd + bd(z* + 1) = (ac — bd) + (ad + be)z

szabély szerint kell végezni, azaz pontosan ugyanigy, ahogyan a komplex
szamoknal (képzeljiink az ,a” bett helyére mindenhol ,;i” bettit). Ezzel belat-
tuk, hogy az R[z]/(2? + 1) maradékosztalygytirt test és izomorf C-vel.

Az alabbi tétel pontos valaszt ad arra, hogy egy T'[z]/(g) maradékoszté-
lygytird mikor test.

A.9.6 Tétel
Legyen T' kommutativ test és g € T'[x] tetszbleges polinom. A T[z]/(g)
maradékosztalygytirt akkor és csak akkor test, ha ¢ irreducibilis T felett. &

Feladatok

A.9.1 Tekintsiink egy tetszbleges additiv Abel-csoportot, és definidljuk eb-
ben a szorzést agy, hogy barmely két elem szorzata a nullelem legyen.
Bizonyitsuk be, hogy igy egy gyftiriit kapunk. Mik lesznek az idedlok?
(Az ilyen gytirtiket zérdgydrdnek nevezziik.)
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Melyek azok az m természetes szamok, amelyekre a modulo m mara-
dékosztalyok gytrtjében a nullosztok és a nulla egy idealt alkotnak?

Vegyiink egy nullosztomentes gytiriiben akarhany (de véges sok) nem
nulla idealt (azaz az ideélok egyike se alljon csak magabol a nullelem-
bdl). Lassuk be, hogy ekkor az ideélok metszete sem nulla.

Mutassunk példat olyan gytirtire, amelyben el6fordul, hogy két nem
nulla ideal metszete nulla.

Adjunk meg olyan gytrtt is, amelyben vannak nullosztok, de véges
sok nem nulla ideil metszete sohasem lehet nulla.

Igazoljuk, hogy egy testnek csak trividlis ideéljai vannak.

Tegyiik fel, hogy az R kommutativ gydrtiben csak trivialis idedlok
vannak, és van két olyan elem, amelyek szorzata nem nulla (azaz R
nem zérogytrt). Bizonyitsuk be, hogy R test.

Mutassuk meg, hogy a T7*™ maétrixgytirtinek csak trivialis ideal-
jai vannak. [Ebbdl latszik, hogy (b)-ben a kommutativitési feltétel
lényeges szerepet jatszik.|

Jeloljiik a modulo m maradékosztalyok gytrtjét Z,,-mel.

Bizonyitsuk be, hogy Z,,-ben minden ideél fideal.

Legyen k| m. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a (k)
fsideal mint gytrt izomorf legyen Z,, /-val? [Itt (k) értelemszertien
azt a féidealt jeloli Z,,-ben, amelyet a k-t tartalmazé modulo m
maradékosztaly general.|

Bizonyitsuk be, hogy béarmely k|m esetén a Z,,/(k) faktorgytird
izomorf Zj-val.

Bizonyitsuk be az A.9.3—-A.9.6 Tételeket

A foideal altalanositéasaként bevezetjik a végesen generdlt idedl fo-
galmat. Legyen R kommutativ, egységelemes gytrd, aq,...,a; € R,
és legyen (ay,...,ar) = {Zle ria; | € R}. Fogalmazzuk meg és
bizonyitsuk be az A.9.3 Tétel megfelelGjét az a1, ..., ar elemek altal
generalt (ay,...,ay) ideélra.

Jeloljik az A.6 pont P7 példajaban szerepld gytirtit Ry-val.

Jellemezziik a f6idedlokat Rg-ban.

Mutassuk meg, hogy ha H véges, akkor Ry-ban minden ideél f6ideal.
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Bizonyitsuk be, hogy végtelen H esetén H Osszes véges részhalmaza
olyan ideélt alkot Rp-ban, amely nem f&ideél, s6t nem is végesen
generalt ideal.

Legyen A C H tetszoleges. Igazoljuk, hogy az Ry /(A) faktorgytri
R\ a-val izomorf.

Adjuk meg egyszertibb alakban az alabbi, két elemmel generalt idea-
lokat. Melyek lesznek koziiliik f6idedlok? Hatarozzuk meg a szerintiik
vett faktorgytrtket is.

Az egész szamok gytrtjében (30,42).

A modulo 100 maradékosztalyok gytrtjében (30,42).

Az egész egyiitthatos polinomok gytirtjében (2, ).

Legyen R kommutativ, nullosztémentes, egységelemes gytirt, és defi-
nialjuk az oszthatoésagot, az egységeket és a legnagyobb kozos osztot
a szokasos modon. A kerek zardjelek most mindig a generalt idealt,
a,b,d pedig az R gytri elemeit jelolik. [Tehat (a,b) az a és b altal
generalt idedl, nem pedig az a és b legnagyobb kozos oszt6ja — bar

a két fogalom kozott szoros kapesolat all fenn, lasd a feladat (c)—(e)
részét.| Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat:

alb < (b) C (a).
(a) = (b) <= a és b egymaés egységszeresei.
Ha (a,b) = (d), akkor d az a és b legnagyobb kozos osztoja.

Az egész szamok gytrijében vagy egy T kommutativ test feletti 7'[x]
polinomgytirtiben a (c)-beli allitas megforditasa is igaz.

Az egész egyiitthatos polinomok gytirtjében a (c)-beli allitas meg-
forditasa nem igaz.

Legyen R az egész elemt 2 X 2-es méatrixok gytrtje. Mutassuk meg,
hogy ebben a csupa paros elembdl 4116 matrixok egy I idealt alkotnak.

Héany elemd az R/I faktorgytrd? Milyen ismert gytriivel izomorf
R/I?

Legyen R az Gsszes valos fiiggvények szokasos gytrtje és f a kovetkezs
figgvény: f(x) =z, hax >5és f(z) =0, hax <5.

Mely fliggvények alkotjak az (f) f6idealt?

Bizonyitsuk be, hogy az R/(f) faktorgytirt izomorf R-rel.

Legyen I az R gytliri egy nem trivialis idedlja. Melyek igazak az
alabbi allitasok koziil?
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Ha R kommutativ, akkor R/I is kommutativ.
Ha R/I kommutativ, akkor R is kommutativ.

Ha R egységelemes, akkor R/I is egységelemes.

)
)
)
(d) Ha R/I egységelemes, akkor R is egységelemes.
) Ha R nullosztomentes, akkor R/I is nullosztémentes.
)

Ha R/I nullosztomentes, akkor R is nullosztomentes.

A.9.14 Az alabbi faktorgytirtik koziil melyek alkotnak testet?
(a) Rlz]/(2%);  (b) Cla]/(z®+1);  (c) Qla]/(2° —2);
(d) Fplz]/(z*+ 2 +1).

A.10. Testbovités

Ebben a pontban — a fejezet tobbi részével 6sszhangban — testen mindig
kommutativ testet értiink.

A.10.1 Definicid
Az M testet az L test bovitésének nevezziik, ha L részteste M-nek, azaz
L C M és az L testben a mitveletek éppen az M-beli miiveletek megszorita-

sal. &

Ennek a kapcsolatnak a szokasos jeldlése M | L, de mivel ez kénnyen fél-
reérthetd és nem is igazan tiikkrézi az L és M viszonyat, ezért inkdbb az M : L
jelolést fogjuk alkalmazni.

Ha M bévitése L-nek, akkor M egyben vektortér is L felett a ,,természe-
tesen” adodd miiveletekre. Ezek a vektortérmiveletek az M test mitveleteibsl
szarmaznak: két M-beli ,vektort” mint az M test két elemét adjuk Ossze,
tovabba egy L-beli , skaldrral” agy szorzunk meg egy M-beli ,vektort”, hogy
az M testnek ezt a két elemét Osszeszorozzuk.

Az M-nek mint az L test feletti vektortérnek a dimenzidjara kiilon elne-
vezést és jelolést vezetiink be:

A.10.2 Definicid
Ha M bévitése L-nek, akkor az M-nek mint L feletti vektortérnek a di-
menziojat a testbdvités fokénak nevezziik és deg(M : L)-lel jeloljiik. &

Példaul deg(C : R) = 2, deg(R : Q) = oc.
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AlapvetGen fontos tétel, hogy az egymas uténi testbévitések esetén a fok-
szdmok Osszeszorzoédnak:

A.10.3 Tétel (Testbovitések fokszamtétele)
Az L C M C N bévitéslanc esetén deg(N : L) = deg(N : M)-deg(M : L).
&

A testbévitések legegyszertibb és egyben legfontosabb tipusat az egyetlen
elem altal generalt bévitések jelentik. Ezt rogton tetszéleges testekre vizs-
galjuk, de melegen ajanljuk, hogy az Olvasdé az aladbbiakat elGszor az
L = Q, M = C specidlis esetben gondolja végig, és ezen keresztiil ,szokja
meg” ezt a fogalmat.

El6rebocsatjuk, hogy az M : L testbévités esetén az L test elemeit gorog
kisbetiikkel, az M elemeit pedig gorog nagybetiikkel fogjuk jel6lni.

Legyen L részteste M-nek és © € M tetszéleges elem. Ekkor az
L-nek a ©-val torténd egyszerd bovitésén az L-bol és a ©-bol a(z M) testbeli
miiveletek (és inverzeik) segitségével elGallo elemek halmazat fogjuk érteni.
Ehhez elkészitjiik minden lehetséges modon az ag + @10 + ... + @, O™ € M
elemeket, ahol n tetszdleges nemnegativ egész és az ay-k az L test elemei,
majd vessziik ilyenek hanyadosait. Az o + @10 + ... + @, ©" elem nem mas
mint a ¢ = ag + a1 + ... + a,z" € L[x] polinomnak a © € M helyen vett
9(©) € M helyettesitési értéke. A szoban forgo hanyadosok tehat g(©)/h(O)
alaka M-beli elemek, ahol g és h tetsz6leges L[x]-beli polinomok és természete-
sen h(©) # 0. Az ily modon kapott elemek a O-t és az L-et tartalmazo
legsziikebb résztestet alkotjak M-ben. Mindezt pontosan az alabbi definicidban
és tételben fogalmazzuk meg.

A.10.4 Definicid
Legyen L részteste M-nek és © € M tetszsleges elem. Ekkor a

{ig; | 9.0 € Llz], h(©) %0} :

illetve ugyanezt részletesen kiirva, a

W‘a'ﬂeL f B;©7 £0, n,k=0,1,2
. - is P s j 9 9 Ty by Ay e
E:jzoﬂj@] 7=0

M-beli részhalmazt az L-nek a ©-val torténd egyszertd bdvitésének nevezziik
és L(©)-val jeloljik. &
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A.10.5 Tétel
L(©) az M testnek az a legsziikebb részteste, amely a O elemet és az L
testet tartalmazza, azaz
(i) L(©) az M testnek részteste;
(i) © ¢ L(©), L C L(O);
(iii) ha T részteste M-nek és © € T, L C T, akkor sziikségképpen L(©) C T
L]

Bizonyos esetekben L(O) elemei egyszeriibb alakban is felirhatok. Ehhez
sziikséglink lesz az algebrai elem fogalmara.

A.10.6. Definicid
Legyen L részteste M-nek. A © € M elem algebrai az L test felett, ha
létezik olyan nem nulla f € L[z] polinom, amelynek a © gyoke, azaz f(0) = 0.

L)

A mar emlitett L = Q,M = C specialis esetben ez az algebrai szam
fogalmat jelenti: egy © komplex szam akkor algebrai szdm, ha létezik olyan
racionalis egyiitthatos, nem nulla polinom, amelynek a © gyoke. Igy példaul
a V2, a Vb vagy az iv/10 algebrai szamok, megfelels polinomok az z2 — 2, az
x3 — 5, illetve az z'* + 100.

A nem algebrai komplex szamokat transzcendens szdmoknak nevezziik,
ilyenek pl. a m, az e (a természetes logaritmus alapszdma), lg2, sinl (a
szoget radidnban mérve). Az algebrai szamok csak megszamlalhaté sokan
vannak, tehat a komplex szamok ,tilnyomé tobbsége” transzcendens. Ennek
ellenére altalaban igen nehéz kérdés egy adott komplex szamrol eldonteni, hogy
algebrai-e vagy transzcendens. Megoldatlan példaul, hogy e+ algebrai-e vagy
transzcendens, s6t azt sem tudjuk, hogy racionalis-e vagy irracionalis.

Egy © algebrai elem esetén tobb olyan f € L[x] polinom is létezik, amely-
nek a © gydke, hiszen példaul egy ilyen polinom barmely polinomszorosa is
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Ezek kozott a polinomok kozott a(z egyik)
legalacsonyabb fokunak kitiintetett szerepe van:

A.10.7 Definicid

Az L felett algebrai © € M elem minimdlpolinomjénak a(z egyik) leg-
alacsonyabb foku L[z]-beli polinomot nevezziik, amelynek a © gycke. A ©
miniméalpolinomjat meg-val jeloljik. &
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A.10.8 Tétel
(i) me egy (L-beli) konstans szorzotol eltekintve egyértelmi.
(ii) Legyen f € L[x]. Ekkor f(©) =0 <= meo| f.
(iii) me irreducibilis L felett.
(iv) Ha f irreducibilis L felett és f(©) = 0, akkor f = mg. &

Megjegyezziik, hogy az mg jelolés a © akdrmelyik minimélpolinomjat
jelentheti, de ez nem okoz probléméat, hiszen ezek a polinomok egymastol
az (i) allitas alapjan csak egy konstans szorzoban kiilonboznek. Ha valaki
(nagyon) egyértelmisiteni akar, akkor vélaszthatja pl. azt az alakot, amely-
nek a féegytitthatoja 1. Ekkor természetesen a (iv) allitasban az f = ymg
kovetkeztetés irhatd, ahol v egy L-beli konstanst jelol.

A.10.9 Definicid
Az L felett algebrai © € M elem fokanak a minimalpolinomja fokszamét
nevezziik: deg® = degme. &

A korébbi (L = Q, M = C-re vonatkoz6) példainkban szerepls algebrai
szamok esetén a megadott polinomok Q felett irreducibilisek voltak, tehat a
v/2 minimalpolinomja 22 — 2, a V/5-é 23 — 5, az iv/10-é pedig 2 + 100, és igy
a harom szam foka rendre 2, 3, illetve 14. (Az iv/10-re vonatkozo allitast a
legkevesebb szamolassal az A.10.3 és a nemsokara kovetkezd A.10.11 Tételek
segitségével lehet igazolni.) Az els6foku algebrai szamok az els6foku racionalis
egylitthatos polinomok gyokei, azaz maguk a racionélis szamok. Altalaban,
tetszGleges L felett is az elséfoku algebrai elemek pontosan az L elemei lesznek.

Most ratérlink arra, hogyan irhatok fel egy © algebrai elemmel torténd
bévités esetén az L(O) elemei az A.10.4 Definicioban megadottnal egyszertibb
alakban.

Tekintsiik példaként a racionalis testnek a v/2-vel vett Q(\@) boévitését.
Ez nem mas, mint az ag + a1v/2 alaka szamok T halmaza, ahol «; € Q
(lasd az A.5 pont P3 példajat), ugyanis T egy olyan test, amely a v/2-t és a
racionalis szdmokat tartalmazza és nyilvan a legsziikebb. Ez azt jelenti, hogy
az A.10.4 Definicioban felirt alakhoz képest nincs sziikség osztasra és a v/2-nek
az egynél magasabb kitev6jd hatvanyaira. Ha a /2 helyett a ¢/5-tel torténd
Q(V/5) bévitest tekintjiik, akkor itt /5 legfeljebb masodik hatvanyaira van
sziitkség, mert a harmadik és magasabb hatvanyok kifejezhetSk ezekkel (és
alkalmas racionalis szamokkal).

Az altalanos esetben a kovetkezd tétel érvényes:



378 A. ALGEBRAI ALAPFOGALMAK

A.10.10 Tétel
Ha © € M egy n-edfoku algebrai elem az L test felett, akkor L(O) elemei
egyértelmien felirhatok ag + a1© + ... + a,_10™ ! alakban, ahol a; € L. &
A tétel mas megfogalmazasban azt jelenti, hogy az 1,0,...,0" ! ele-
mek bazist alkotnak L(©)-ban mint L feletti vektortérben. Igy ennek a vek-
tortérnek a dimenzioja, azaz az L(©) : L testbdvités foka n. Ezt a fontos tényt
kiilon tételként is kimondjuk:

A.10.11 Tétel
Ha © € M algebrai elem az L test felett, akkor deg (L(@) : L) =deg©. &

Az A.10.10-A.10.11 Tételeket kiegészithetjiik azzal, hogy ha © nem algeb-
rai elem (azaz transzcendens) L felett, akkor az L(©) elemei nem adhatok meg
az A.10.4 Definicioban leirtnal egyszeriibb alakban, és az L(©) : L testbévités
foka ekkor wvégtelen.

Az L(©) test egy méasik megkozelitését adja az alabbi tétel:

A.10.12 Tétel
Ha © € M algebrai elem az L test felett, akkor az L(O) test izomorf az
L[z]/(me) faktorgytriivel. &

Tekintsiik példaként a valos szamoknak az i-vel torténd bévitését, ekkor
nyilvin a komplex szamokat kapjuk, azaz C = R(i). Az i miniméalpoli-
nomja m; = z2 + 1, tehat az A.10.12 Tétel értelmében C = R(i) izomorf az
R[z]/(2? + 1) faktorgytiriivel — ezt az eredményt mar az A.9 pontban is
megkaptuk.

Az A.10.12 Tétel alapjan az L(O) elemeit az mg polinom szerinti osztasi
maradékokként képzelhetjiik el.

A tételt kiegészithetjiik azzal, hogy ha © transzcendens elem L felett,
akkor az L(O) test az L feletti algebrai tortek, azaz az Lix]-beli polinomok
formalisan képzett hanyadosainak testével izomorf.

Végiil megjegyezziik, hogy az A.10.12 Tétel segitségével ,akkor is meg-
konstrualhatjuk L(©)-t, ha nincs eleve adva egy b&vebb M test”, lasd az
A.10.18 feladatot.

Feladatok

M A.10.1 Tegyiik fel, hogy az M : L testbdvités foka véges, legyen
deg(M : L) = n. Bizonyitsuk be, hogy ekkor egy tetszéleges © € M
elem algebrai L felett, deg ©® < n, s6t deg O | n.



A.10.2

A.10.3

A.10. FELADATOK 379

Mi az oka annak, hogy egy algebrai elem minimélpolinomja mindig ir-
reducibilis, ugyanakkor egy linearis transzformacié minimélpolinom-
ja (lasd a 6.3 pontban) lehet reducibilis is az adott test felett?

Bizonyitsuk be az A.10.3, 5, 8, 10 és 12 Tételeket.

Az A.10.4-A.10.17 feladatok az algebrai szdmokra (azaz a komplex szdmok
koziil a Q felett algebrai elemekre) vonatkoznak.

A.104

A.10.5
*A.10.6

A.10.7

A.10.8
(a)

(a)
(d)
(2)
(i

Mutassuk meg, hogy egy f # 0 komplexr egyiitthatés polinomhoz
akkor és csak akkor létezik olyan g # 0 raciondlis egyiitthatés poli-
nom, amelyre f|g, ha f minden (komplex) gyoke algebrai szam.
Bizonyitsuk be, hogy egy algebrai szambol pozitiv egész kitevss gyo-
kot vonva ismét algebrai szamot kapunk.

Lassuk be, hogy az algebrai szamok a komplex szamok egy résztestét
alkotjak.

Mit allithatunk egy algebrai és egy transzcendens szam Gsszegérdl, il-
letve két transzcendens szam Osszegérsl (algebrai-transzcendens
szempontbol)?

Jeloljiikk két komplex szam Osszegét S-sel, a szorzatukat pedig P-
vel. Mi mondhato a(z eredeti) két szamrol (algebrai-transzcendens
szempontbol), ha

(i) S algebrai, P transzcendens; (ii) S transzcendens, P algebrai;
(iii) S és P is transzcendens; (iv) S és P is algebrai?
Mennyiben véltozik a helyzet, ha az ,algebrai”, illetve ,transzcen-
dens” szavak helyére a ,raciondlis”, illetve ,irracionalis” szavakat ir-
juk?
Legyen egy z(# 0) komplex szam algebrai alakja z = a + bi, trigono-
metrikus alakja z = r(cos ¢ + isin ). Bizonyitsuk be, hogy z akkor
és csak akkor algebrai, ha

a és b algebrai; illetve
r és cos p algebrai.

Az alabbi komplex szamok koziil melyek algebraiak és mennyi a
fokuk?

1%/3000; (b) V2 +3; (c) e+ mi;

71000 4 379 4 7; (e) V2 + V/4; (f) cos20°;

egy 101-edik egységgyok; (h) egy 6-odik egységgyok;
egy primitiv n-edik egységgyok; *(j) cos1°.
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Van-e az egységkoron az egységgyokokon kiviil algebrai szam?

Hatéarozzuk meg az egységkoron az Osszes paratlan foku algebrai sza-
mot.

Legyen © algebrai szam, deg © = k. Mik deg(©?) lehetséges értékei?
Mutassuk meg, hogy

(a) Q(V8) = Q(V18); (b) Q(V2) N Q(V2) = Q(V2).

Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan raciondlis egyiitthatés polinom,
amely az 1+ 3v/25 4+ 11V/125 4+ 1000v/625 helyen a v/5 értéket veszi
fel.

Bizonyitsuk be, hogy ha |z| = 1, akkor Q(z) "R = Q(Rez).

Bizonyitsuk be, hogy ha egy f € C[z]| polinom minden egyiitthatoja
algebrai szam, akkor f minden (komplex) gyoke is algebrai szam.

Megjegyzés: Jeldljiik az algebrai szamok testét A-val. Ekkor a fela-
dat allitasa ugy is fogalmazhato, hogy minden nem konstans f € A[x]
polinomnak van A-ban gyoke (illetve — ami ezzel ekvivalens — min-
den f-nek multiplicitassal szamolva pontosan annyi gyoke van A-
ban, mint amennyi a foka). Ez azt jelenti, hogy — a komplex test-
hez hasonléan — az algebrai szdmok testére is érvényes az ,algebra
alaptétele”. Az ilyen tulajdonsagu testeket algebrailag zdrt testeknek
nevezziik.

Legyen L tetsz6leges (kommutativ) test és f egy irreducibilis polinom
L felett. Konstrualjunk egy olyan M testet, amely rendelkezik az
alabbi tulajdonsagokkal:

) M-nek van az L-lel izomorf L* részteste;

ha f* € L*[z] az a polinom, amelynek az egyiitthatoit az f egyiitt-
hat6ibdl az L — L* izomorfizmus szerint kapjuk, akkor f*-nak van
egy © € M gyoke;

M = L*(©).
Megjegyzés: FEnnek a konstrukciénak az alapjan akkor is tudjuk az
L-et egy irreducibilis polinom — még nem is létez6(!) — gyokével

béviteni, ha nincs eleve adva egy, az L-et tartalmazo test.
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A.11. Véges testek

A véges testek koziill mar szamos esetben foglalkoztunk a modulo p maradék-
osztalyok F), testével, ahol p prim. Néhany masfajta véges test is szerepelt,
pl. egy 9 elemt az A.5.2b és egy 16 elemi az A.9.14d feladatban.

Ebben a pontban a véges testek tobbféle dltalanos jellemzését is megadjuk.

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a szorzas kommutativitasat nem kell
kiilon hangstlyoznunk, mert Wedderburn nevezetes (és nehéz) tétele szerint
véges nem kommutativ test nem létezik.

Elérebocsatjuk még, hogy ebben a pontban egy (altalanos) véges test
elemeit gorog nagybetiikkel, a nullelemet 0-val, az egységelemet 1-gyel, magat
a testet pedig M-mel fogjuk jeldlni.

1. Elemszam
A szisztematikus targyalast az elemszamok leirdsaval kezdjiik.

A.11.1 Tétel
(i) Minden véges test elemszama primhatvany (beleértve az els6 hatvanyokat,
azaz magukat a primeket is).
(i) Barmely p* primhatvanyhoz izomorfiatol eltekintve pontosan egy M véges
test létezik, amelyre |M| = p*. &

Ennek alapjan pl. 100 elemti test nem létezik, 81 elemd viszont igen. A
tételbdl az is kdvetkezik, hogy két azonos elemszamu véges test sziikségképpen
izomorf, tehat pl. ha p primszam, akkor nincs masfajta p elemi test, mint a
modulo p maradékosztalyok teste.

2. Osszeadas
A kovetkezs tétel leirja a véges testek additiv csoportjanak a struktarajat.

A.11.2 Tétel

Legyen az M véges test elemszama |M| = p*. Ekkor M az Osszeadasra
nézve izomorf az F), test feletti (akarmelyik) k-dimenzios vektortér, azaz (pl.)
Fl’f additiv csoportjaval. &

Ennek alapjan M elemeit olyan k-dimenziés vektoroknak képzelhetjiik,
amelyek minden komponense F,-beli, azaz minden komponens egy-egy modu-
lo p maradékosztaly és az Osszeadast ennek megfelelGen kell végezni. Ebbdl
kovetkezik, hogy barmely © € M elemet 6nmagaval p-szer 6sszeadva mindig
0-t kapunk. Ezt tgy is fogalmazhatjuk, hogy az M additiv csoportjaban a
nem nulla elemek (additiv) rendje p.
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3. Szorzas
A véges testek multiplikativ szerkezete is nagyon szép:

A.11.3 Tétel
Egy véges test nem nulla elemei a szorzasra nézve ciklikus csoportot alkot-
nak. &

Ugyanezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy létezik olyan A € M elem,
amelynek a hatvanyaiként az M Gsszes nem nulla elemét megkapjuk. Mivel
ekkor A multiplikativ rendje o(A) = |M| — 1 = p* — 1, ezért az M nem nulla
elemei egyértelmien felirhatok A’ alakban, ahol j = 0,1,2,...,p* — 2. Ha
specidlisan | M| = p, azaz M = F),, akkor ez éppen azt jelenti, hogy A primitiv
gyok modulo p.

Megjegyezziik még, hogy a p* elemt test multiplikativ csoportjanak — a
ciklikus csoportokra érvényes altalanos eredménynek megfeleléen — (nemcsak
egy, hanem pontosan) ¢(p* — 1) darab generatoreleme van.

Egy véges test multiplikativ csoportjanak (akarmelyik) generatorelemét a
test primitiv elemének nevezziik. A pF elemt véges testben tehat p(p* — 1)
primitiv elem talalhaté.

4. Vektortér

A tovabbiakban fontos szerepe lesz annak, hogy barmely véges test tartal-
maz egy F), tipust testet. Ez éppen az 1 egységelem altal generalt résztest lesz,
amely az 1,1+ 1,...,1+1+...+ 1 alaki elemekbdl all. Ha |M| = p*, akkor
az A.8.2 Tétel szerint az 1 additiv rendje (is) p, tehat p darab ilyen alaku
(kiilonb6z6) elem van. Konnyen lathatod, hogy ezek egy, az F)-vel izomorf
testet alkotnak.

Ennek megfeleléen az M-et felfoghatjuk mint az F), test bovitését. Ez
tobbek kozott azt is jelenti, hogy M egy k-dimenzids vektortér F), felett, tehat
az A.8.2 Tételbeli izomorfia nemcsak az additiv csoportok, hanem a megfelels
vektorterek kozott is fennall.

Mindezt az alabbi tételben foglaljuk Gssze:

A.11.4 Tétel

Legyen az M véges test elemszama |M| = p*. Ekkor M tartalmaz egy
F,-vel izomorf résztestet és e felett a részteste felett M egy k-dimenzios vek-
torteret alkot. &
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5. Testbdvités

Most megvizsgaljuk az imént bevezetett M : F), testbévités tovabbi vo-
natkozasait (itt erdsen tamaszkodunk majd az A.10 pontra).

Mivel deg(M : F,) = k, ezért az A.7.1 feladat alapjan minden © € M
algebrai elem F), felett és deg© | k.

Megmutatjuk, hogy M : F), egyszerti bévités. Legyen az M multiplikativ
csoportjanak a(z egyik) generatoreleme A. Ekkor a A-t tartalmazo legsztikebb
résztest csak a teljes M lehet (hiszen minden nem nulla elemet mar pusztén a
szorzéssal is megkapunk), tehat F,(A) = M.

Ebbél az is kovetkezik, hogy k = deg(M : F,) = deg(F,(A) : F,) =
= degma, azaz a A-nak az F), test feletti foka pontosan k.

Ekkor az M-nek mint F), feletti vektortérnek az 1, A, A2, ..., Ak elemek
egy bazisat alkotjak (itt az 1 az F), és M testek kozos egységelemét jeloli).

Természetesen a multiplikativ csoport generatorelemein, azaz a primitiv
elemeken kiviil mas © € M elemekre is fennall(hat) M = F,(0); ez pontosan
a(z F, felett) k-adfoka ©-kra teljesiil.

A fentiek lényegét az alabbi tételben foglaljuk Gssze:

A.11.5 Tétel
Legyen az M véges test elemszama |M| = p*, A a multiplikativ csoport
(egyik) generatoreleme és Fj, az M-ben levé p elemi test. Ekkor
(i) M = Fp(A);
(ii) 1,A,A? ..., A*=! bazis M-ben mint F), feletti vektortérben;
(iii) barmely © € M-re deg© | k;
(iv) O € M,deg® =k <= M =F,(0). &

6. Faktorgytrd

Az M = F,(A) elsallitasbol az A.10.12 Tétel szerint kapjuk, hogy M
izomorf az F,[x]/(ma) faktorgytriivel. Ezt az A.9.6 Tétellel is Osszevetve a
véges testek alabbi igen hasznos jellemzését nyerjiik:

A.11.6 Tétel
A p"* elemi véges testet megadhatjuk mint az F,[z]/(f) faktorgytirtit,
ahol f egy k-adfoku irreducibilis polinom F), felett. &

Ez azt jelenti, hogy a p* elemi test elemeinek tekinthetjiik a legfeljebb
k — 1-edfoka F)[z]-beli polinomokat és ezekkel mint az f irreducibilis polinom
szerinti osztési maradékokkal kell a miveleteket végezni.

Az A11.1(ii) és A.11.6 Tételekbdl az is adodik, hogy az F), test felett tet-
sz6leges k-ra létezik k-adfokd irreducibilis polinom. Ugyanez érvényes barmely
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véges test felett is, s6t képletet is tudunk adni az adott foka irreducibilis poli-
nomok darabszamara (lasd az A.11.12b feladatot és az utmutatasnal szerepld
megjegyzést).

Az F, feletti k-adfoku irreducibilis polinomok kozott kitiintetett szerepe
van azoknak, amelyek a p* elemi véges test primitiv elemeinek, azaz a mul-
tiplikativ csoport generatorelemeinek a minimalpolinomjai. Ezeket (F), felett)
primitiv polinomoknak nevezziik. (Ennek a fogalomnak semmi koze sincs a
Gauss-lemmaban szerepld, az egész szamok feletti primitiv polinomokhoz.)

7. Példa

Musztracioként megkonstrualjuk a 125 elemt testet.

Ehhez az Fy test felett kell egy harmadfoku irreducibilis polinomot talal-
nunk. Mivel egy harmadfoka polinom pontosan akkor irreducibilis, ha nincs
gyoke az adott testben (ez magasabb fokszam esetén nem igaz, lasd az A.7.19
feladatot!), ezt konnyen tudjuk ellendrizni, hiszen csak az Fj test Gsszesen 5
darab elemét kell behelyettesiteniink. Igy pl. f = 23 + x 4+ 1 megfelel.

Az A.11.6 Tétel értelmében ekkor M elemeit a legfeljebb masodfoki
ag + a7 + azx? polinomoknak vehetjiik, ahol o; € Fy és ezekkel a poli-
nomokkal mint az z2 + x + 1 szerint vett osztasi maradékokkal kell szamolni.

Példaul a 3+ 4x és 3+ 22 elemek Osszege és szorzata (3 +4x) + (3+22) =
=144z + 22, illetve

(3+4x)(3+2%) =44 20+ 322 + 423 = 4+ 22 + 32° +4(—1 — x) = 3z + 32

Az M elemeit F2-beli vektorokkal is jelélhetjiik, ekkor bazisnak az 1, z, 22
maradékokat célszert valasztani. Ezzel a jeloléssel a fenti vektorok és a veliik
végzett miiveletek a kovetkezdképpen festenek:

3 3 1 3 3 0
4 1+10|=]14 és 4 0l=13
0 1 1 0 1 3

Jol latszik, hogy ez a fajta feliras kényelmessé teszi az Osszeadast, a szorzas
elvégzésében azonban nem segit; a szorzédshoz mindenképpen a polinomos alak-
ban kell gondolkodnunk, és a minimalpolinom szerinti redukciét kell felhasznal-
nunk.
Hogyan kaphatjuk meg a test multiplikativ csoportjanak egy generator-
0
elemét? A fenti konstrukcioban az z (vagy a méasodik jelolésmoddal, a | 1
0
vektor) akkor lesz megfelels, ha a (multiplikativ) rendje | M| — 1 = 124. Mivel
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a Lagrange-tétel alapjan a csoport barmely elemének a 124-edik hatvinya az
egységelem, igy csak azt kell ellendrizniink, hogy kisebb (pozitiv) kitevGji
hatvanyként megkapjuk-e az 1-et. Mivel 124 = 22 . 31, ezért elég a 4-edik és
a 62-edik hatvanyt megvizsgalni: ha ezek egyike sem az egységelem, akkor a
rend ezek egyikének sem osztdja, és igy csak 124 lehet.

Az 2® = —1 — z Osszefiiggés alapjan x* = —x — 22 # 1, tehat o(x) f4.
Azt, hogy 2% = 1 teljesiil-e, a leggyorsabban a kivetkezsképpen dénthetjiik el.
Mivel (kommutativ) testben vagyunk, ezért (a nullosztomentesség, valamint
x # 0 alapjan)

1=2%=(1%)? <= 23 =41 = 2% =+2.
Az 2* = —(x + 22) egyenléséget négyzetre emelve
¥ =22+ 22 4+t =22 - (24 22) — (v +2?) = —(2+ 32)
adédik, majd ezt a binomiélis tétellel negyedik hatvanyra emelve kapjuk, hogy

22 = (2432) =20 +4-23. 304622322 +4.2. 335 + 3%t =
=l4+z+2a”+2°+a'=1+2+2°—(1+2)— (z+2%) ==

Mint lattuk, ebbsl 262 = 1 kovetkezik, tehat az £ nem primitiv elem.

Ekkor nyilvdn barmely m-re (2™)% = 1, és igy az x hatvanyai sem lehet-
nek primitiv elemek. Emellett a(z dsszesen) két darab negyedrendii elem sem
primitiv. Mindezeket kisziirve, barmelyik mas elem viszont mér megfelel a
multiplikativ csoport generatorénak.

Egy masik lehetgség, hogy keresiink Fjy felett egy masik harmadfoki irre-
ducibilis polinomot, amely mar primitiv, ilyen pl. az 23 +3z+2, és az e szerinti
faktorgytirtiként frjuk fel a 125 elemt testet. Ekkor az x (mint az 23 + 3z + 2
polinom szerinti maradék) generatorelem lesz a multiplikativ csoportban.

Feladatok

A11.1 Mutassuk meg, hogy egy p* elemii testben szabad tagonként p-edik
hatvanyra emelni, azaz (© + V)P = ©F + UP.

A.11.2 Mivel egyenls egy véges test 0sszes nem nulla elemének a szorzata,
illetve Osszege?

A.11.3 Héany gydke van a p* elemt testben az 2™ — 1 polinomnak?

A.11.4 A 13% elemii testben hany olyan © # U elempar létezik, amelyek
egymas kobgyokei?
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A115
(a)

A.11.6
A11.7

M*A.11.8

A.11.9

A.11.10

*A11.11
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Tegyiik fel, hogy egy nullosztomentes gytiriiben létezik olyan nem
nulla elem, amelyet 6nmagaval valahanyszor Gsszeadva a nullelemet
kapjuk. Bizonyitsuk be, hogy ekkor létezik egy olyan egyértelmien
meghatarozott p primszam, hogy a gylrd barmely elemét p-szer on-
magaval Osszeadva mindig a nullelem adodik.

Mutassunk példat olyan wvégtelen testre, amely rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal.

Megjegyzés: Ezt a p-t a nullosztémentes gytrd karakterisztikdjinak
nevezziik. A p”* elemii test karakterisztikaja tehat p. — Ha nincs
ilyen p, azaz egy nem nulla elemet 6nmagaval akdrhanyszor 6sszeadva
sohasem kapjuk a nullelemet, akkor a (nullosztémentes) gytrtit 0-ka-
rakterisztikdjunak vagy végtelen karakterisztikdjunak nevezziik. Igy
pl. Q, R és C karakterisztikija 0.

Hogyan konstrualhatunk 169, illetve 81 elem testet?
Mutassuk meg, hogy a p* elemii M test éppen az P A— polinom

gyokeibol all [azaz ? — = [locr(z —O)].

Legyen f irreducibilis polinom F), felett. Igazoljuk, hogy f | P
akkor és csak akkor teljesiil, ha deg f | k.

Bizonyitsuk be, hogy a p”* elemii test akkor és csak akkor tartalmaz
p" elemii résztestet, ha n | k.

Lassuk be, hogy egy véges test barmely két (kiilonb6zs) részteste
kiilonbo6z6 elemszami.

Legyen f = 2F + ap_12* '+ ... + a1z + ag egy primitiv polinom E,
felett, és legyen A a kdvetkezs k X k-as méatrix:

00 0 0 —ap
10 0 0 -
A=|0 10 0 —ay
00 0 ... 1 —ap

Mutassuk meg, hogy az A (kiilénb6z6) hatvanyai és a nullmatrix a
matrixosszeadasra és a matrixszorzasra nézve egy p* elemt testet
alkotnak.
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Hany k-adfoku, 1 fegytitthatoja
(a) primitiv; (b) irreducibilis
polinom létezik F), felett?

Tekintsiik a p3 elemt M testet mint F, feletti (3 dimenzios) vek-
torteret. Nevezziik az M egydimenzids altereit pontoknak, a kétdi-
menzios altereit pedig egyeneseknek. Egy pont akkor van rajta egy
egyenesen, ha a megfelel§ alterek tartalmazzak egymést. Mutassuk
meg, hogy igy egy p-edrendd nem elfajulé projektiv sikot kapunk
(lasd a 9.5.11 feladatot):

Barmely két egyenesnek egy kézos pontja van, és barmely két ponton
egy egyenes megy at.

Mind a pontok, mind az egyenesek szama p? + p + 1.

Minden egyenesen p + 1 pont helyezkedik el, és minden ponton p + 1
egyenes halad at.

Megjegyzések: Ugyanez a konstrukcio a p prim helyett egy p™ prim-
hatvannyal is elvégezhetd, ekkor a p3™ elemt véges testet kell a benne
levs p™ elemii test feletti vektortérnek tekinteni. Ahogy a 9.5.11 fela-
datban emlitettiik, megoldatlan probléma, hogy egy véges projektiv
sik pontjainak a szdma lehet-e mas, mint p?™ 4 p™ 4 1, ahol p prim.

A geometriai kapcsolat talan ,szemléletesebbé” valik, ha a pon-
tokat definialo (egydimenzios) alterekbdl figyelmen kiviil hagyjuk a
nullvektort. Ekkor az egy pontot jellemzs vektorok éppen egymas
nem nulla skalarszorosai. Ezt ugy is felfoghatjuk, hogy egy ,sikbeli”
pontot homogén koordindtdkkal jellemziink, azaz ugyanazt a pon-
tot kapjuk, ha mindhidrom koordinitat egy tetszdéleges nem nulla
skalarral megszorozzuk. Ez teljesen Osszhangban van a valds test
feletti projektiv sik megadasaval. [A valos projektiv sikot az euk-
lideszi sik idedlis pontokkal torténs kibdévitésével kapjuk, ahol az
ideélis pontok az adott irdnyt parhuzamos egyenesek metszéspont-
jai, és ezek egy idealis egyenest alkotnak. Az euklideszi sik (aj,as2)
koordinataju ,kozonséges” pontjdnak a projektiv sikon azok a ho-
mogén koordinatas (a, ag, ag) szamharmasok felelnek meg, amelyek-
re ap/asz = a1, as/as = as.|

Tekintsiik az el6z6 feladatbeli M-et, a pontok toviabbra is legyenek az
egydimenzioés alterek, azonban most az egyeneseknek is az egydimen-
zi6s altereket vélasszuk. Az illeszkedés definicidjat tgy modositjuk,
hogy egy pont akkor van rajta egy egyenesen, ha a pontnak, illetve az
egyenesnek megfelels két (egydimenzios) altér merdleges egymasra.
Mutassuk meg, hogy most is teljesiilnek az el6z8 feladat allitasai.
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EREDMENYEK ES UTMUTATASOK

1. Determinansok

A legkevesebb inverzid az 1,2, 3, ..., n permuticidban van, a legtobb pedig
az n,n —1,...,2,1 permutaciéban.

Lassuk be, hogy a természetes 1,2, 3, ..., n sorrendbdl kiindulva szomszé-
dos elemek cseréjével el lehet jutni a forditott n,n — 1,...,1 sorrendhez.
Mivel az inverzidészam minden 1épésben 1-gyel valtozik, ezért minden, a 0
és (5) kozé es értéket fel kell vennie.

(a) 2500 (b) 2550; (c) 4270; (d) 5000.
n = 4k vagy n = 4k + 1 alakd.

(n+1)/2 (csak paratlan n esetén van ilyen permutéacio).

2n — 3. Ez akkor és csak akkor 1ép fel, ha az 1-et és az n-et cseréljiik fel,
és koziiliik az egyik az els6, a mésik pedig az utolséd helyet foglalja el.
2[(n —4)/5] + 1, ahol [z] az x szam fels6 egész részét jelenti, azaz a
legkisebb olyan egész szamot, amely > .

(3)-
n— 1.
|(3n — 3)/2], azaz n = 2k + 1 esetén 3k, n = 2k esetén pedig 3k — 2.

Paros n-re.

Az n = 5 kivételével minden n > 2-re.

Péaratlan k esetén minden paros n > k-ra, paros k # 0 esetén n =
= 2k + 1 kivételével minden n > k-ra, k = 0 esetén minden n > 0-ra.

Aszerint szamoljuk 6ssze a permutéaciokat, hogy az 1 hanyadik helyen &ll.
Alkalmazzuk az el6z8 eredményt k-ra és k — 1-re.

(a2
Hasznaljuk a skatulyaelvet.
A [ kozépss” k érték(ek)re.
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(a) 90.  (b) —192.
Igaz: (a), (d), (g)-

0.

anag% .. .)c;,m (azaz a féatlobeli elemek szorzata).
(-1)” n—1)/2 A1 nO2pn—1..-0n1.

(a) (=)™ (b) 0. (c) (=1)™?2, ha n paros, és 0, ha n paratlan.

Utmutatas: barmely n-tényezds szorzatnal az adott k sort tekintve csak
n — m < k oszlopbol van lehet&ség nem nulla elem valasztasara.

Ha a két elem ugyanabban a sorban vagy oszlopban 4&ll, akkor
(n—2)(n—1)!, egyébként pedig (n?—3n+4)(n—2)!. Ugyanez az eredmény
érvényes akkor is, ha a szorzatok eljelezését is figyelembe vessziik.

Minden esetben elegend6 mér egyetlen elem alkalmas megvaltoztatésa.
Utmutatas: Ha a determinans definiciojaban az i elemet az 6t tar-
talmazé szorzatokbdl kiemeljiik, akkor a determinans aq:8 + v alakba
irhat6. Ha 3 # 0, akkor az o, = —v/f valtoztatas megfelel. Egyébként
probalkozzunk ugyanigy az els6 sor tobbi elemével. Ha egyik
esetben sem jarunk sikerrel, akkor a determindns mar eleve 0 volt.

A legegyszeriibb, ha az els§ egyenletet as1-gyel, a masodikat pedig «q1-
gyel beszorozzuk, és ezutan xi-et kiejtve kifejezziik xo-t. Hasonléan
kaphatjuk meg x1-t is. Ezzel belattuk, hogy csak a feladatban megadott
értékek szolgaltathatnak megoldast. Az, hogy ez valéban megoldés, be-
helyettesitéssel ellenérizhetd.

Analog allitas érvényes n ismeretlen és egyenlet esetén is, ez az tn. Cra-
mer-szabaly, amelyet a 3.2 pontban targyalunk.

A legegyszertibben tugy érhetiink célt, ha a paralelogrammét olyan, vele
azonos teriiletd paralelogrammaéba toljuk &t, amelynek egyik oldala vala-
melyik tengelyre esik.

Analog allitas érvényes a térben (s6t magasabb dimenziokban is) a para-
lelepipedonok térfogatara (lasd a 9.8 pontot).

oln/2] .

t sz

ratlan szam fordul els, a tobbi péros, és igy ezek (elGjeles) Gsszege is
paratlan szam.
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1.3.

1.3.1

1.3.2

1.3.3

1.3.4

1.3.5

1.3.6

1.3.11
1.3.12

1.3.13

1.3.14
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Ha n = 4k vagy 4k +1 alaka, akkor nem véltozik, egyébként pedig elGjelet
valt.

Ha a determinans nem nulla, akkor n ilyen szam van: a (—1)-bdl vont n-
edik gyokok. Ha a determinéns 0, akkor barmely komplex szam megfelel.
(a) 30. (b) 100.

Utmutatas: sorok, illetve oszlopok alkalmas kivonogatasaval olyan deter-
minans keletkezik, amelyben szebb és kisebb szamok szerepelnek.

Hasonloan okoskodhatunk, mint az 1.3.1/III Tétel bizonyitasanal.

Az 1.3.3 Tétel bizonyitasanal latottakhoz hasonld gondolatmenetet kell
alkalmazni.

Az adott két sor cseréjénél a determinans egyrészt nem valtozik, masrészt
elGjelet valt, tehat csak 0 lehet. Ez a gondolatmenet pl. a modulo 2 test
esetére nem alkalmazhato, hiszen ott ,1 = —1".

A determinénsok egyenldk.

Az 1j determinans a réginek o™t _gzerese.

(a) (n—1)! (b) 1. (¢) 0, han > 1. (d) 0, han > 2.
(e) 0, han > 2.

0, han > 2.

Utmutatas:

A 3-mal val6 oszthatésagnal adjuk hozza az utolsé oszlophoz a tébbi osz-
lopot.

Az altalanos esetben az utolso oszlophoz az utolso elétti oszlop 10-szeresét,
az azt megel6z6 oszlop 100-szorosat stb. érdemes hozzaadni.

0, han > 2.

Eredmény: [y + (n — 1)d](y — &)™ L.

Utmutatas: Adjuk hozzéa az els6 sorhoz a tobbi sort, emeljiik ki az elsé
sor kozos v + (n — 1)d értékét, majd vonjuk le a tobbi sorbdl az elss sor
d-szorosat. — Masik lehetség: alulrédl kezdve, minden sorbél vonjuk le
a folotte levd sort, majd jobbrél balra haladva, minden oszlopot adjunk
hozz4 az elGtte all6 oszlophoz.

Valasz: 0.

Utmutatas: tiikrozziink a fsatlora.

Ha egy sornak tobbszor is szerepel a konjugaltja, akkor van két egyezé sor,
tehat D = 0. Ha egy sornak 6nmaga a konjugaltja, akkor a sorban minden
elem valos. A konjugalt sorparokat kivonogatasokkal atalakithatjuk gy,
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hogy az egyik sorban csak valds, a masikban csak tiszta képzetes szamok
maradjanak.

Eredmény: 1.

Altalanositas: a matrix a Pascal-haromszog egy (elforgatott) darabja. Az
altalanos determinans is 1. Ennek igazolasahoz azt hasznaljuk fel, hogy
a matrixban barmely elem a {6l6tte és el6tte allo elem Osszege.

(~1)"(n - 2).
Utmutatas: az elsé sorbol vonjuk le a tébbi sort.

(—1)""H(n —1)!

Utmutatas: az elsé oszlopot vigyiik hétra, és vonjuk le az elsé sort a tobbi
sorbol.

n!

Eredmény: 0, ha n > 2.

Utmutatas: Az addicios képletek beirasa utan bontsuk a determinanst az
1.3.2 Tétel ismételt alkalmazaséval 2" darab determinans Osszegére. Az
1.3.3A Tétel alapjén ezek mindegyike 0, ha n > 2.

Utmutatas: adjuk hozzéa az utolsé oszlophoz a tébbi oszlopot.
Paros n esetén csak az n/2-lel valo oszthatosag kovetkezik.

Az el6z6 feladathoz hasonlo gondolatmenetet kell alkalmazni.
Utmutatas: ha (i,n) = 1, akkor az i-edik és az (n —1i)-edik sort sszeadva
mindig egy n,n,...,n,2n alakd sort kapunk.

nD.

Eredmény: 0.
Utmutatas: az els6 két sorra vett ferde kifejtés a feltétel szerint egybeesik
az egyik sor szerinti (rendes) kifejtéssel.

A régi és az 0j determinénst is fejtsiik ki az els6 sor szerint.

Eredmény: 6"~ ! — (n — 1)8v6" 2 (ha n > 2).

Utmutatas: Jeloljiik a determinanst D,,-nel és fejtsiik ki az utolsé sora
szerint. Az A, aldeterminans kénnyen meghatarozhat6 és igy a D, =
= 0D,_1 — By6"? rekurzi6 adodik. Néhany kis n értékre D, -et kisza-
molva (mar ezt is a rekurzié felhasznélasaval érdemes csinalni!) az ered-
mény kdnnyen megsejthets, és ezutan a rekurzié alapjan teljes indukcioval
igazolhato.
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1.4.6

1.4.7

1.4.8

1.4.9

1.4.10
1.4.11

1.4.12

1.4.13
1.4.14
1.4.15

1.5.

1.5.1
1.5.2
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A feladat rekurzio nélkiil is megoldhat6: ha § = 0, akkor a determinéns 0,
egyébként pedig a f6atlo folott csupa 0 elérhetd, ha az elsé sorbdl levonjuk
a tobbi sor alkalmas tobbszorosét.

(72 = 0%)*.

Eredmény: 4" + "7 16 4477252 + ... + 6"

Utmutatés:  valamelyik széls§ sor vagy oszlop szerint Kkifejtve a
D, = (y+6)Dy—1 — v6D,,_o rekurzié adodik.

Eredmény: egy ilyen v van, ha az eredeti determinéns Osszes aldeter-
minénsanak Gsszege nem nulla, és nincs ilyen v, ha ez az 6sszeg 0.

Utmutatas: A v hozzdadasaval kapott determinanst bontsuk 2" darab
determinans Osszegére. Ezeknek a tagoknak a legtobbje 0 lesz.

Az utolso sor szerinti kifejtést felhasznalva teljes indukcioval bizonyitsunk.

1 - Z?=1 /81‘2'

El6szor az azonos sorhoz (vagy oszlophoz) tartozé aldeterminansok egyen-
16ségét igazoljuk. Pl. Aj; és Ay, az elGjeltdl eltekintve egyetlen oszlopban
tér el egymastol. Hasznaljuk fel, hogy minden sorban az elemek Gsszege
0, és innen fejezziik ki az els6 oszlop elemeit.

Hasznaljuk a kifejtési tételt.

Ha 5 = 4, akkor lasd az 1.3.12 feladatot, ha pedig 8 # J, akkor az
eredmény By —=90)"—=d(y—B)"/(B—9).

Utmutatas: A jobb also sarokban &ll6 elemet irjuk 5+ (v — 3) alakba, és
bontsuk a determinénst az utols6 sor szerint két determinans Gsszegére.
Ezzel D,,-et kifejezhetjiik D,,_1 segitségével. Innen a leggyorsabban tgy
ériink célt, ha ebbdl a rekurziébdl 5 és § szimmetriajat kihasznalva egy
mésik rekurziot is felirunk. A két egyenlGségbdl D,, azonnal kifejezhetd.
(@n. M)n2-—n+1. (ca)l. (cb)n(n—1)/2+1.

Létezik.

Az 1.4.2 Tétel bizonyitasat kell értelemszertien modositani.

() (1" D2Y (b) (1Y,

Ha a ~;-k kdzott vannak azonosak, akkor minden komplex szam megoldas.
Ha a 7;-k mind kiilonb6zsk, akkor a V(z,7s2,...,7,) = 0 egyenlet Osszes
gyoke x = ~;, tehdat n — 1 megoldas van. Tébb megoldas més & esetén sem
lehet, ugyanis, ha a 7;-k mind kiilonb6zdk, akkor V(z,~s,...,7,) — d az



1.5.3

1.5.4
1.5.5

(b)
1.5.6
1.5.7
1.5.8

1.5.13

2.1.
2.1.1
2.1.2
2.1.3

EREDMENYEK 2.1. 393

z-nek pontosan n— 1-edfoki polinomja. Innen az is latszik, hogy n— 1-nél
kevesebb megoldas eléfordulhat, mégpedig akkor, ha ennek a polinomnak
van t0bbszoros gyoke.

Ha az i-edik sorban szerepld mértani sorozat els6 eleme §;, hanyadosa
pedig ~;, akkor a determinans 01 ...,V (v1,...,7n).

nln—1)...1'=n(n-12%n-2)3...1"

V(v1,...,7n)-nek és a polinomok fGegyiitthatoinak a szorzata.

0.
H1§i<j§n(aj — ;) (B — Bi)-

("I - () Thcicyan (g — ai) (B = B5)-

A hanyados mindig 2(»—1(n=2)/2,

Utmutatés: cos (r¢) kifejezhets a cos ¢-nek r-edfokt polinomjaként, ha-
tarozzuk meg itt a féegyiitthatot, majd alkalmazzuk az 1.5.5a feladat
eredményét.

(a) ElGjelet valt. (b) Pontosan a paros permutéaciok.
("3°)-

A skatulyaelv szerint minden k < mn-hez taldlhato6 olyan i # j, hogy a; és
aj ugyanazt a maradékot adja k-val osztva.

V(ay,...,a,) nem valtozik, ha ag helyére j!(cy)—t frunk.

Eredmény: (—1)PTD/2 azaz 1, ha p = 4k — 1 alaka, és —1, ha
p =4k + 1 alaka.

Utmutatas: a k!(p — 1 — k)! tipust szorzatok maradékéanak megallapita-
sdhoz hasznaljuk a Wilson-tételt.

Eredmény: (y1+72+... +%)V(15- -+, 7).

Utmutatas: az n + l-edrendd f(z) = V(71,7%2,...,Yn, ) determinanst
fejtsiik ki az utols6d sora szerint.

2. Matrixok

Az sszeg egy olyan k x n-es matrix, amelynek minden eleme 6 - 3*7~1.
a/ff nem valos (és a,  # 0).
A.
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2.1.5
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2.1.8

2.1.9

2.1.10
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00 2 -3 1/2 1/2

(@) (0 0)' (b) (1 —2)' (©) (1/2 1/2)'
1 n cosna —sinna

(a) <O 1)' (b) (Sinna cosna)'

(c) paratlan n-re: cosa sia , Paros n-re: L0 :

sinaa —cosa 0 1

b 1-0 0 0

() (b 1—b>' (b) <o o)'

Nullmatrix.

Igaz: (a), (d).

Az allitas hamis, ellenpélda A = 8 (1) ,B = <? 8) A hibas indok-

lasban a szorzés kommutativitasanak a feltételezése van elbijtatva.

A B-vel balrol, illetve jobbroél torténd szorzas hatasara A elss sora, illetve
oszlopa 5-tel szorzodik.

C balroél: az elsé sorhoz hozzaadédik a méasodik sor 6-szorosa.

C jobbrol: a masodik oszlophoz hozzaadodik az elsé oszlop 6-szorosa.

A sorok, illetve oszlopok permutéalédnak.

0.

1.

Utmutatas: A%-ben a kozvetleniil a f54t16 felett allo elemek is 0-k, A3-ben
az ezek felett allok is stb.

AP = E(=a 2.1.3 feladatbeli egységmatrix).

Utmutatas: Irjuk fel a matrixot A = F + B alakban, és a hatvanyozasnal
hasznaljuk fel (most jogosan) a binomiélis tételt és az eléz6 feladatot.
Utmutatas: szorozzunk be A — E-vel.

A= )\FE.

Yim &zt mutatja, hogy az i-edik termékhez az m-edik anyagbél mennyit
kell felhasznélni.

A skalarszorosra vonatkozo azonossag az adjungéaltnal (AA)* = AA* alak-
ra modosul.

A=0.
A komplex esetben (a transzponalt helyett) az adjungalttal kell szorozni.
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Igaz: (a), (b)
Igaz: (a), (b), (2)
Igaz: (a), (c).
(a) és (d) invertalhato, az inverziik
~3/2  5/2 -1
-2 1 .
<3/2 _1/2>, illetve %; —;g _?

(b) és (c) nullosztok, egy-egy (mindkét oldali) nullosztopar

1 3 -2
<§ _?),illetve -2 —6 4
1 3 -2

A determinansuk =+1.
Utmutatas: kovessiik a 2.2.2 Tétel bizonyitasanak a gondolatmenetét.

Pontosan akkor van inverze, ha a féatloban egyik elem sem nulla. Az
inverze is felsGharomszog-matrix lesz.

Igaz: (a), (<), ().

Utmutatas (f)-hez: Ha det A # 0, akkor A~! segitségével kaphatjuk meg
X-et. Ha det A = 0, akkor alkalmas C' # 0-val AC = 0 és igy barmely
X-re AX = AX +C).

1.5.5: Altalanosan, ha f; = Bio+Biix+.. .—1—&7”_11‘”_1, akkor a keresett
determinans a £;;-kbél (0 < 4,5 < n — 1) képzett determinansnak és a

V(as,...,a,) Vandermonde-determinansnak a szorzata.
1.5.6: V(ag,...an)V(B1,...,0n).
1.5.7:
n—1 n—1 n— n— n— n—
L (") (")t af ™ ot Bt
Lo("Nae (Nad o afTH 8 B Ci
1 ("Nan ("FHe2 ... an? 1 1 1

A? = E pontosan azt jelenti, hogy A = A~1 a masik feltétel pedig azt,
hogy A = £ A. Hasznaljuk fel a 2.2.2 Tételbdl az inverzre kapott képletet,
valamint a 2.2.3 Lemmaét és a determinansok szorzéastételét.



396

2.2.10
2.211

2.2.12

2.2.14

3.1.
3.1.2

3.1.3

3.1.4
3.1.5
(a)
(b)
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Alkalmazzuk a 2.2.3 Lemmat A-ra, majd A-ra is. A kérdéses matrix az
A matrix (det A)"~2-szerese lesz.

Irjuk fel a 2.2.3 Lemméat A-ra és B-re is.
Komplex esetben A = p - B, ahol p egy n — 1-edik komplex egységgyok.

,Ugyanaz”, mint a valos test.

Kommutativ, egységelemes, azoknak az elemeknek van inverze, amelyekre
a # +b, a t6bbi (nem nulla) elem pedig kétoldali nulloszto.

»,Ugyanaz”, mint a komplex test.

Nem kommutativ, minden ( matrix bal oldali egységelem, jobb

b
0 0
oldali egységelem nincs, minden (nem nulla) elem jobb oldali nulloszto, a

bal oldali nullosztok pedig a <8 8) matrixok (b # 0).

3| n.

Sziikségesség: hasznaljuk a determinansok szorzastételét.

Elégségesség: n = 3-ra megfelel egy olyan 0, 1 és 2 elemd matrix, amellyel
egy matrixot balrél megszorozva permutalja annak sorait és kozben az
egyik sort 2-vel is megszorozza (v6. a 2.1.10 és 2.1.11 feladattal). Tet-
sz6leges 3 | n esetén a matrixot rakjuk Ossze ilyen harmas blokkokbol.

3. Linearis egyenletrendszerek

Ekvivalens valtoztatasok: (a), (d).
Mas test felett esetleg (d) ekvivalencidja sem marad érvényben, ilyen T
pl. a modulo 2 test.

r=1y=-1,2z=2.
Nincs megoldas.

r=—-24v,y=>5—v,z=vr, ahol v tetszbleges valos szam.
25.

r1 = —iv, x9 = v, x3 = 1, ahol v tetsz6leges komplex szam.
r1=0,20=1,23 =1, 24 =—1, 5 = —1.
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3.1.6 Ha n paratlan, akkor 1y = zo = ... = x,, = 1/2. Ha n péros, akkor
T1=Tz3=...=Tp1=1—v,20=24=...=2x, =, ahol v tetszbleges

valds szam.
3.1.7 m és n relativ primek.
318 x1=n+1l,z9=23=...=2,.1=0, 2, = —1.
3.1.9 (a) p"2. (b) p.
3.1.10 (d)-hez legyen T' a modulo 7 test.
A masodik résznél (b) és (d) nem lehetséges.

3.1.11 Az ismeretlenek szama a vezéregyesek és a szabad paraméterek szamanak
az Osszege.

3.1.12 Utmutatas: az RLA segitségével lassuk be, hogy legalabb n — k szabad
paraméter van.

3.1.13 Utmutatas: Ha H egynél tobb elemt, akkor van olyan x’ és x”/ megoldas,
amelynél 2y # xf. Ha (i) A+ = 1, akkor x* = A1 x’+ A 2x” is megoldas,
és (ii) x7 = A2 + Ao/ Lassuk be, hogy tetszdlegesen elsirt xj-hoz lehet
olyan \;-ket talalni, amelyek (i)-et és (ii)-t kielégitik.

Masik lehetGség (tovabbra is feltessziik, hogy H egynél tobb elemii):
hasznéljuk fel az RLA segitségével z1-re kapott paraméteres elGallitast.
Még tigyesebben és minden szamolas nélkiil is célhoz érhetiink, ha a
Gauss-kikiiszobolést tgy végezziik, hogy zi-et vessziik utolsé ismeretlen-
nek, ekkor ugyanis x; biztosan szabad paraméter lesz, amire az allitas
nyilvanvalo.

3.1.14 A kétismeretlenes egyenleteknek a koordinatageometria alapjan a sik egye-
nesei felelnek meg, megoldas pedig ezek metszéspontja. Egy egyenletrend-
szer tehat pontosan akkor oldhaté meg, ha az 0sszes egyenesnek van kézos
pontja. Hasonlé médon a hdromismeretlenes egyenleteknek a tér egy-egy
sikja felel meg. Haromnéal tobb ismeretlen és/vagy mas test esetén nincs
lehet&ség ilyen kozvetlen geometriai megfeleltetésre.

3.1.15 A matrixmiveletek tulajdonsagai alapjan
Ax" = Ax' «—= A(X'—-x')=0.
3.1.16 Igaz: (a), (c), (f).

3.1.17 Abel nem tudja kitalalni Béla szamainak a paritasat.
Béla ki tudja talalni Abel szamainak a paritasat és 5 a minimaélis kérdésszam.
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Igaz: (a), (b).

Utmutatés (b)-hez: ha az egyiitthatok (beleértve a jobb oldalon 41l kons-
tansokat is) racionalisak, akkor a Gauss-kikiisz6bolés soran nem lépiink
ki a racionalis szamok korébdl.

Igaz: (b).

Utmutatas (b)-hez: egy nem trivialis racionalis megoldast a nevezdk leg-
kisebb koz0s tobbszorosével beszorozva, majd az igy kapott egész szamok
legnagyobb ko6zos osztdjaval végigosztva egy olyan egész megoldést ka-
punk, amelynek nem minden komponense oszthatd 11-gyel, és igy a mo-
dulo 11 test felett tekintve is nem trividlis megoldast jelent.

A megoldas soran érdemes kiilonvalasztani a valos és a képzetes része-
ket. A Cramer-szabalyt itt a legjobban tugy lehet ,alkalmazni”, hogy az
egyitthatomatrix determinansarol megmutatjuk, hogy nem nulla (lasd
az 1.3.15 feladatot), tehat egyetlen megoldas van, és megprobaljuk ki-
talalni ezt a megoldast. (Kitalalas helyett a képletbeli determinansok
kiszamitasa sem okoz nehézséget, azonban ebben az esetben a Gauss-
kikiiszobolés mar gyorsabban célhoz vezet.)

Eredmény: 1 =z3 =1, x0 = 2¢, x4 = 0.

Ty =...=2, =1
(@) z1=...=2yp-1=0, 2, =n. (b) z; =1, (B — i)/ (oj — ).
Igaz: (a).

Utmutatas: A feltételekbél kovetkezik, hogy mindkét egyenletrendszernek
mindig pontosan egy megoldasa van.

Ekkor barmely x € T™-re A;x = Asx. Valasszuk x-et rendre ,egységvek-
toroknak”, azaz legyen x egyik komponense 1, a tébbi 0.

Lassuk be, hogy mindkét feltétel azzal ekvivalens, hogy (41 — A2)x =
= 0-nak csak trivialis megoldasa van.

Utmutatas:

Térjiink 4t a modulo 7 testre. Ekkor egy olyan homogén linearis egyen-
letrendszert kapunk, amelynek csak trividlis megoldasa van.

Tetszbleges K-ra a helyes feltétel az, hogy a determinans (nemcsak hogy
nem oszthaté K-val, hanem) relativ prim K-hoz. A bizonyitéast el6szor a
primhatvany esetre végezziik el a kitevs szerinti teljes indukcidval, majd
lassuk be, hogy ha az &llitas két, egyméshoz relativ prim K-ra igaz, akkor
ezek szorzatara is teljesiil.
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Némi toprengés aran ki is talalhatjuk a polinomokat! A 3.2.4 Tétel mellett
a 3.2.10 és 3.2.11 feladatokban leirt modszereket is alkalmazhatjuk.
Eredmények: (a) —z +11; (b) 222 +1;  (c) ix;

(d) 2(x + 1) (22 + 1)+ 1 = 223 + 222 4+ 22 + 3.

0 vagy 1.

Végtelen test esetén végtelen sok, ¢ elemi véges test esetén ¢ — 1.
Utmutatas (b)-hez: Ha g egy ilyen polinom, akkor g — f-nek mindegyik
Vi gyoke.

Masik lehetgség: Az eddigiekhez vegylink hozza egy 4j vn,+1 € T helyet,
itt irjunk el6 tetszGleges B, 11 értékeket, és vegyiik az igy keletkezs inter-
polacios polinomokat. (Ez a modszer nem miikodik, ha T' véges test és
elemszama éppen n.)

Ha két kiilonb6z8 polinom is lenne, akkor a kiilonbségiik is legfeljebb
n — l-edfokd, ugyanakkor a kiilonbségnek mind az n darab ~; gyoke, ami
ellentmondas.

Rendre behelyettesitve ~i,...,7,-et, sorban meghatarozhatjuk a
Vg, ..., Vn—1 egyiitthatokat. Ezzel belattuk az interpolaciés polinom Iéte-
z€sét, tovabba azt, hogy a feladatban megadott alaki polinomok kérében
csak egyetlen megfelel6 f van. Az interpolacios polinom egyértelmi-
ségének bizonyitasahoz (a v; egyiitthatok egyértelmiségén kiviil) még azt
is igazolni kell, hogy més alakt polinom nem johet széba, mégpedig azért
nem, mert minden legfeljebb n — 1-edfokt polinom elgallithato (raadéasul
egyértelmien) a szoban forgo alakban.

Az L; polinomban mindegyik x — ;, j # @ gyoktényezs szerepel, és igy a
fokszamkorlatozas miatt L; csak ezen gyoktényezdk szorzatanak a kons-
tansszorosa lehet. A konstans szorzot az L;(;) = 1 feltételbsl kapjuk
meg.

Eredmény: L; = Hj;éi(x — %)/ (Vi = %5)-

(a) 1. (b1) 1. (b2) 0.

Hamis. Ellenpélda: z(z + 1)/2.

Igaz. Utmutatas: elegendGen sok helyet és helyettesitési értéket véve
allitsuk el6 a polinomot interpolécio segitségével (barmelyik modszerrel),
és vegyiik észre, hogy egyik eljarés sem vezet ki abbdl a testbdl, ahonnan
a helyek és a felvett értékek valok.

A test dsszes elemével és a O fliggvény ezeken felvett értékeivel készitsiik
el a megfelel§ interpolacios polinomot.
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3.2.15

3.3.3
3.3.4
3.3.5
3.3.6
3.3.7
3.3.8

3.3.12

3.4.
3.4.1

3.4.2
3.4.3
3.4.4
3.4.5
3.4.6
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Ali Baba egy olyan 24-edfokiut f polinomot valasztott, amelynek a kons-
tans tagja a kulcsszam, és az i-edik rablonak az f(i) értéket sugta meg.

Osszefiiggék, és barmelyik vektor kifejezheté a masik kettovel, pl.
u; = 3113 — 2112‘
Fiiggetlenek.

Csak a (ii)-beli vektorok fiiggetlenek, a modulo 3 test felett tekintve pedig
ezek sem.

Igaz: (b).

Igaz: (a), (c).

Csak v = 0 lehetséges.

Sziikségképpen fiiggetlenek.

(a) Igen. (b) Nem.

Fiiggetlenek: (a), (d), a tobbiek osszefiiggdk.

A modositott feladatban az (a)-beliek lehetnek fiiggetlenek is és Osszefiig-
g6k is, a tobbiek sziikségképpen Osszefiiggsk.

(aar), (ba), (bp) sziikkségképpen Gsszefiiggsk, a tobbi harom esetben lehet-
nek akar Osszefligglk, akar fliggetlenek.

Hasznaljuk fel az el6z6 feladatot.
A sorekvivalens atalakitasok nem véaltoztatnak azon, hogy a megfelels
homogén linearis egyenletrendszernek van-e nem trivialis megoldasa.

Lasd a 9.3.1 Tételt.

Az oszlopoknal a 3.3.5/11 Tételt, az aldeterminénsoknal a kifejtési tételt
érdemes felhasznalni.

k\ (n
(5)6).
(i) 2. (i) 3. (iii) 1.
(a) 0 vagy 1. (b) 0, 1 vagy 2.
A rang a sorok és oszlopok szaméanak a minimuma.

(b) és (c) hamis, (d) igaz.
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A valos és a racionélis test szerinti rang megegyezik, a mod 2 szerinti rang

pedig legfeljebb ekkora (lehet sokkal kisebb is, lasd a 4.6.16 feladatot).
Igaz: (a).

Igaz: (a), (d).

Az jakkor” részt az igazolja, hogy elemi sor- és oszlopekvivalens atala-
kitasokkal a rang nem valtozik. A ,csak akkor” onnan kévetkezik, hogy
mindkét matrix olyan alakra hozhato, ahol a ,f6atlé” rangnyi szamu
egyessel kezd6dik és minden méas elem nulla; hozzuk az egyik matrixot
ilyen alakra, majd alkalmazzuk a masik matrixbol idevezets 1épések in-
verzét.

Vegyiink pl. egy olyan A métrixot, amelynek az els§ négy oszlopa négy
tetszGleges fiiggetlen vektor és a5 = ay, ag = as, a; = ags.

Utmutatas: barmelyik tovabbi oszlop eléall az r fiiggetlen oszlop koziil
akarmelyik r — 1 lineéris kombinaci6jaként.

Felhasznalhatjuk a 3.4.5 feladatot.

Legyen pl. az els6é harom oszlopbdl all6 rész olyan, hogy ennek a résznek
barmelyik 3 sora fiiggetlen, a tobbi oszlop pedig egyezzen meg az els6
oszloppal.

Utmutatas: el6szor a nem nulla aldeterminans soraiban és oszlopaiban
levs tovabbi elemekre igazoljuk az allitast.

Felhasznalhatjuk az 1.5.6 feladatot.

Igaz: (a), (d), (c).

11.

(a) Ha r(A) < n — 2, akkor lassuk be, hogy B = 0. Ha r(4A) = n — 1,
akkor hasznaljuk fel, hogy egyrészt a kifejtési tételek szerint B barmely
sorvektora kielégiti az Ax = 0 homogén egyenletrendszert, méasrészt en-

nek az egyenletrendszernek a megoldéasai n—r(A) = 1 szabad paraméterrel
irhatok fel.

Igen: (c).
(a) k. (b) Ha k > n, akkor 1, ha pedig k < n, akkor n — k + 2.
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3.5.
1 1 0 -1 4 -6
1 2 -1 -1 —6 14
3.5.1 (a) 0 -1 o 1l (b) 4 11
-1 -1 1 1 —1 3
3.5.2
n —1 -1 —1 1
-1 1 0 0 0
Al | -1 0 1 0. pg1-]0
—1 0 0 1 0
2 -1 0 0
—1 2 —1 0
0 -1 2 0
clt=1 . : . .
0 0 0 2
0 0 0 -1
3.5.3
(a) X minden oszlopa és Y minden sora A(1,1,—1,

4 -1
—11 3
10 -3
-3 1
-2 1 0
1 -2 0
0 1 0:
0 0 1
0
0
0
—1
1
—1) alaku.

(b) X minden oszlopa (A + 2u,—2X — 3p, A\, p) alaka, Y minden sora

(N =, =2\ — p, A, p) alaku.
3.5.4 Legyen pl. B a csupa 1-bél allé6 matrix.

3.5.5

Paratlan n-re invertalhato, és (n > 1-re) az inverz minden eleme +1/2,

mégpedig a f6atloban az elGjel mindig +, innen soronként jobbra haladva
és ciklikusan a f6atlohoz visszatérve a tébbi n — 1 elemnél valtakozva —

és + (tehat a f6atlo el6tt is mindig +).

Péros n-re nulloszto; AB = 0, illetve CA = 0 pontosan akkor teljesiil, ha
B minden oszlopa, illetve C' minden sora A(1,—1,1,—1,...,1,—1) alaka.

megfelelGen modositani.
Pl. az el6z6 két feladat segitségével gyarthatunk

A 2.2.2 Tételre a 3.5 pontban adott 0j bizonyitas gondolatmenetét kell

ilyen példét.

Nem kovetkezik. Ellenpéldat a 3.5.4 vagy 3.5.5 feladatbol nyerhetiink.
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Lasd pl. a 3.5.3b feladatot.

Legyen az Ax = 0, illetve ATy = 0 egyenletrendszer egy-egy (egy-
A1y p10

paraméteres) megoldasserege x = : , illetve y = : , ahol
AnY find

7,0 € T tetszoleges. Ekkor a B matrix megfelel, ha 3;; = \;u;.
Csak A = 0 ilyen.

4. Vektorterek

Vektortér: (b), (d), (e), (f), (h), (i), (j)-

Vektortér: (a), (c), (d), (e), (j), (1), (m), (o).
Vektortér: (a), (b), (f), (g), (k).

P7: legyen T7 a T5 test részteste, ekkor V = T, vektortér a T felett a
Ts-beli miveletekre. S&t, az is elég, hogy T olyan kommutativ gytrd,
amelynek az egységeleme megegyezik a T test egységelemével.

Igen. (Ennek ,mélyebb” magyarazatat lasd az 5.2.2 feladatban.)
Igen. (Ennek ,mélyebb” magyarazatat lasd az 5.2.2 feladatban.)

Nem.

Nem. Utmutatas: pl. A = 1/2, v = 3 bajt okoz.

Nem. Utmutatas: az (a)-beli gondolatmenetet csak olyan testeknél kell
modositani, amelyekben ,nincs 1/2”.

Igen. Utmutatéas: van az egész szamokkal azonos szamossagi halmaz,
amely jol ismert vektorteret ad.

Nem. Utmutatés: lassuk be, hogy V szamossaga nem lehet kisebb T
szamossaganal.

Igen. Utmutatés: a valés szamsorozatokat probaljuk meg komplex szam-
sorozatokként tekinteni.

Igen. A megoldashoz komolyabb linearis algebrai meggondolasok kellenek,
amelyekkel azt a meglep6 tényt lehet megmutatni, hogy a komplex szamok
az Osszeadéasra nézve és a valés szamok az Osszeadasra nézve izomorf
strukturat (csoportot) alkotnak. Tekintsiik ugyanis a valos szamokat
és a komplex szdmokat a racionélis test feletti szokasos vektorterekként.
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Ekkor szamosséagi megfontolasok alapjan ezek (Hamel-)béazisa azonos sza-
mossagu, tehat a két vektortér dimenzidja megegyezik, és igy izomorfak
— lasd a 4.5 és 5.2 pontok végén szerepl§ megjegyzéseket is.

Mindegyik esetben csak egyetlen axidma nem teljestil, ezek: (a) (S1);

(b) (S1);  (c) (S4); (d) (S3).

Induljunk ki a (0 + \)v = A\v Osszefliggésbdl.
Induljunk ki az (1 + (—1))v = Ov Osszefiiggésbol.
Ha )\ # 0, akkor A\v = 0 mindkét oldalat szorozzuk meg a A\~! skalarral.

Igaz: (a), (b).

(S4)-bédl (a) trividlisan kovetkezik, (b) pedig éppen a 4.1.2 Tétel (iv) al-
litasa. A megforditasokhoz az (a) esetben 1v = 1(Av) jobb oldalat alakit-
suk tovabb, a (b) esetben pedig induljunk ki az 1(1v+(—v)) kifejezésbdol.
Bontsuk fel kétféleképpen az (1 4 1)(u + v) kifejezést.

Néhany ilyen példat ad a 4.1.9 feladat.
Az Gsszeadasi axiomak fiiggetlenségének bizonyitasahoz jol hasznalhaté a
kovetkezs észrevétel: ha minden v-re v+v = v és a skalarral vald szorzas
Av = v-vel van definidlva, akkor a skalarral valé szorzasra vonatkozo
axiomak valamennyien teljestilnek.
Legnehezebb az (S2) fliggetlenségének az igazolasa, ehhez utmutatas:
legyen V = C2?, T = C, az 6sszeadés a szokasos és a skalarral valé szorzés-
nal \v értékét v bizonyos tulajdonsagaitol fliggéen hol a A-val, hol pedig
a A-tal torténd szokasos szorzassal definialjuk.

Elvi problémakat vet fel az (03), és még inkabb az (O), illetve az
(S) axiomak fiiggetlenségének a kérdése. Ha (O3) nem teljesiil, akkor az
(04) tulajdonképpen értelmetlen, hiszen ellentettrsl csak akkor beszél-
hetiink, ha van nullelem. Ennek ellenére formdlisan felvethetjiik (O3)
fliggetlenségét is a kovetkez6 modon: nincs nullelem, de létezik egy olyan
0-val jeldlt [és az (O4)-en kiviil mas axiomaban szerepet nem jatszo| elem,
hogy (04) igaz [és persze (O3) kivételével az 6sszes tobbi axioma is|.

Még erdltetettebb a tobbi axioma megfelels értelmezése, ha az (O),
illetve az (S) axioma nem teljesiil, hiszen ha gond van magaval a mtivelet-
tel, akkor nem szoktuk ennek a tulajdonsagait vizsgalni. El6fordulhat
azonban olyan eset, amikor azért a ,legtobb” elemparhoz megtortént
az egyértelmi hozzarendelés, ilyen példéul az osztas a valés szamoknél.
Ezért (03)-nak és (04)-nek még akkor is lehet értelme, ha (O) ,,csak par-
cidlisan teljesiil”, az azonossagokat pedig (nagyon mesterkélten) ugy lehet
felfogni, hogy minden olyan esetben érvényesek, amikor mindkét oldal
valoban 1étezik.
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Mindharom feladat egy-egy adott vektortér bizonyos részhalmazairél azt
kérdezi, hogy azok alteret alkotnak-e.

Altér: (a), (b), (h), (i), ().

A magtér meghatarozasa egy homogén lineéris egyenletrendszer megolda-
sat jelenti. A képtér esetében azt kell eldonteni, hogy egy adott egylitt-
hatéomatrixa egyenletrendszer a ,,jobb oldal” mely értékeire oldhatd meg.
Ehhez a jobb oldalt célszert paraméterként tekinteni, és igy elvégezni a
Gauss-kikiiszobolést. Az adott A matrixra

2 1
; s -1 2
KerA:{/\ (1) +u (1) }, ImA:{a (1) + 5 (1) },

ahol A\, p, o, B € T. (Mindkét altér masfajta paraméterezésekkel vagy
mas egyéb formaban is megadhato.)

Az F), testek felett (a) nem valésulhat meg.

Valasz: (a), (b), (¢), (e).

Az (a), (b) és (c) feltételek barmelyike ekvivalens azzal, hogy W altér, az
(e) feltétel pedig pontosan a W =V esetben teljesiil.

Igaz: (b), (c).

u és v vagy mindketten W-beliek, vagy egyikiik sem az.

u és v kozil legfeljebb az egyik W-beli.

u és v mindketten W-beliek.

u és v egyike sem W-beli.

u és v koziil legfeljebb az egyik W-beli. (Ne felejtsiik el megmutatni, hogy
megvalosulhat az az eset is, amikor pontosan az egyikiik W-beli, és az is,
amikor egyikiik sem esik W-be.)

Mas test felett: pl. F1; esetén (c) ugy is teljesiilhet, ha u és v egyike sem
W-beli.

bu+3v+wegW, 6u+3v+weW.
Egyetlen vektor skalarszorosaibél allnak.

Ha V a stkvektorok szokasos vektortere, akkor az origdn atmend egyene-
sek megfelelnek. Ezt a kdvetkezSképpen altalanosithatjuk tetszéleges vek-
tortérre: ha a # 0 és b nem skalarszorosa a-nak, akkor a
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c, = a+ pub vektor 6sszes skalarszorosai minden p € T' esetén mas és
mas alteret adnak.

o; p+3.

Valamelyik tartalmazza a masikat.

Nem.

Altalaban nem, de az F, test feletti vektorterekben elGfordulhat.
Utmutatas: FZ-re ez a 4.2.11 feladatbol kovetkezik. Ugyanigy igazolhatod
barmely T felett T2-re is. Az altalanos esetet tgy vezethetjiik vissza
erre, hogy V-ben vesziink egy ,nagy” alteret, amelyet egy ,2-dimenzi6s”
altérrel , kib6vitve” megkapjuk az egész V-t.

V nem vektortér.
Csak (d) helyes.

A térvektoroknal a pontok, az egyenesek, a sikok és maga a tér.

Legyen u kozos eleme a két sokasdgnak. Léssuk be, hogy v pontosan
akkor lesz ilyen kozos elem, ha v — u benne van a két altér metszetében.
Haa=u+w;,b=u+wsy, c=u-+ws, w; € W, akkor az altér tulaj-
donsagainak felhasznalasaval adodik, hogy a + A(b — c) is ilyen alaka. A
megforditashoz probaljuk meg L elemeibdl elGallitani a megfelels W-t, és
a feltétel segitségével igazoljuk, hogy ez valoban altér.

A 6 problémat az jelenti, hogy az u + W sokasig nem hatarozza meg
egyértelmiien magat az u vektort. Ezért el6szor azt kell igazolni, hogy a
miiveletek nem fliggnek attol, hogy a sokasidgot melyik u-val ,reprezen-
taltuk”.

Csak a (c) generatorrendszer.

A 4.1. pont peéldai kozil: P1, P2, P3, P7. — A 4.1.1 feladatban: (b). —
A 4.1.2 feladatban: (c), (1), (m). — A 4.1.3 feladatban: nincs ilyen.

Igaz: (a), (d), (e).
Igaz: (a), (c), (e).
Igaz: (c), (e).

Csak ¢ = 0 lehetséges.

Ha két altér mindegyike kielégiti a feltételeket, akkor (iii) alapjan ezek
kolcsonosen tartalmazzik egymaést, tehat egyenlGek.
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Lassuk be, hogy ez a metszet kielégiti a 4.3.4 Tétel (i)—(iii) kovetelménye-
it.

(a), (b), (), (e) V. (©) {f [ f(x) =0, ha z #5, x # 6}.
Direkt 6sszeg: (a), (c), (d).

(Wi, Wa) " W3 2 (Wy N W3, Wo N Ws3).

(W1nWa, Wa) C (Wi, Ws) N (Wa, W3).

Az (a) és (b) résznél altalaban nem all fenn egyenléség. Ez is mu-
tatja, hogy a generdtum és az egyesités tulajdonséigai alapvetGen eltérnek
egymastol.

A két altér egyenld.

(a) Nem (WNZ#0). (b)és(c)Igen. (d) Nem (Z nem altér).

(e) Igen.  (f) Nem (W, Z) #V).

To6bb altér altal generalt altér (egyik lehetséges) definicidja:

(Wi, oo o Wiy =Wi+ ...+ W ={w +... +w | w; € W;}.

A 4.3.6 Tétel altalanositasa: az elemek ilyen elGallitasa akkor és csak
akkor egyértelmt, ha

Wiﬂ<W1,...,Wi_1,Wi+1,...,Wk>:0, iZl,Q,...,k.

Ebben az esetben a W;-k altal generalt alteret a W;-k direkt Osszegének
hivjuk. Jelolés: Wy @ ... & Wi. Ez sokkal er6sebb megkotést jelent,
mint az, hogy az Gsszes altér metszete 0, példaul a sik nem direkt Gsszege
harom, az origdén dtmend kiillonb6z6 egyenesnek.

Ha a részhalmaz altér, akkor az altala generélt altér nyilvin 6nmaga. A
tobbi esetben:

4.1.1: (a) a legfeljebb 100-adfoku polinomok és a 0; (¢), (g), (k), (1), (m)
az 0sszes polinom.

4.1.2: (b), (g), (h), (i) az Osszes sorozat; (f) a konvergens sorozatok; (k)
a (j)-beli sorozatok.

4.1.3: (c) a (b)-beli fiiggvények; (d), (e), (i), (j), (1), (m) az Gsszes fligg-

vény.
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(a) fe(H). (b)g¢g(H). (c)Nem valtozik a helyzet.

Utmutatas (c)-hez: A feladat atfogalmazhato arra, hogy egy racionalis
egylitthatos, végtelen sok egyenletbdl allo, de csak véges sok ismeretlent
tartalmazo egyenletrendszernek van-e megoldasa. A Gauss-kikiiszobolés
segitségével igazoljuk, hogy ez nem fiigg attol, hogy az ismeretleneket a
racionalis vagy a valés szamok korében keressiik.

Csak (c) generatorrendszer.

Utmutatéas (b)-hez: Nem allithato els példaul egy olyan sorozat, melynek
az elemei egy transzcendens szam kiillonbozd hatvanyai. (A transzcen-
Ennek igazolasahoz irjuk fel a feladatot egy (végtelen sok egyenletet, de
csak véges sok ismeretlent tartalmazo) egyenletrendszer forméjaban, és
alkalmazzuk a Gauss-kikiiszobolést vagy az algebrai bévitések elemi tu-
lajdonséagait (lasd az A.10 pontot).

Igaz: (b), (e), (g), (i), ()-

(a) Osszefiiggs. (b) Fiiggetlen.

(c) Lehet Osszefiiggs, lehet fiiggetlen.

Kovetkezik.

A 4.4.3 Tétel II1. allitdsanak bizonyitasahoz hasonléan adodik.

Ha s >2és v, uy, ..., u,_s linearisan fliggetlen, akkor megfelel példaul
ALV, ooy, AgV, U, ..., Upyog, ahol Aq, ..., Ag kiilonbozd # 0 skalarok.
Igaz: (a), (c).

Filiggetlenek.

Csak d = 0 lehetséges.

Fliggetlen: (a), (d). Osszefiiggs: (b), (c), (f).

Lehet 0sszefiiggs, lehet fiiggetlen: (e), (g).
(a) m paratlan.  (b) (k, m) = 1.
Csak (c¢) nem igaz.

Hasznaljuk fel (a) a szamelmélet alaptételét; (b) a transzcendens szam
definici6jat.
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A bazisok elemszama:

(a) 11; (b) 18;  (c) 19;  (d) 20;  (e) 20;  (f) 20;  (g) 19.
Bazis: (a), (d).  Fiiggetlen, de nem bazis: (f).
Generatorrendszer, de nem béazis: (b).

Mindkét fogalom azonos a bazissal. (Hasznaljuk fel a 4.5.3 Tételt.)
Alkalmazzuk a 4.5.4 Tételt.

Osszefiiggs.

Igaz: (b), (c), (f).

(a) Egyik sem. (b) Fliggetlen, de nem generatorrendszer.

(c) Bazis, ha n paratlan, és egyik sem, ha n péros.

(d) Bazis.  (e) Generatorrendszer, de nem fliggetlen.

Elég a fliggetlenséget vizsgalni.

Utmutatas: Irjuk fel a v;-ket a 4.5.10 feladat szerint. Lassuk be, hogy
van olyan j, amelyre 3;; # 0, valamint a 3, s-ekbdl képezett determinans-
ban az A;; elGjeles aldeterminans sem nulla. Ekkor v; kielégiti a feladat
feltételeit.

Van.

Nincs. (Irjuk fel a vektortér elemeit egy bazis segitségével.)

Léassuk be, hogy minden véges test tartalmaz egy F), testet, és folotte
vektortér (vo. az A.11 ponttal).

Hasznaljuk fel (c) eredményét.

Utmutatas: hasznaljuk fel pl. a 4.5.7 Tételt.

Utmutatas (a)-hoz és (b)-hez: F}'-ben az els6 baziselem (p" — 1)-félekép-
pen valaszthato, a kovetkezs (p™ — p)-féleképpen stb. Az eredmény éppen
a (c) részben a jobb oldali szorzat.

e) p. Utmutatas: hasznéljuk fel a 3.2.14 feladat allitasat is.

f) 84. (g) 210. (L) 20. (i) n—7r.  (j) Oszlopszam — rang.
k) Rang.

Bazis: (a), (b), (c).

Utmutatas (d)-hez: mar az els6 8 vektor is linearisan dsszefiiggd.

Ea) 2. (b)oo. (¢)n(n+1)/2. (d) cc.
( :
(



410

4.6.3
4.6.4

4.6.5
4.6.6

(a)

4.6.7
4.6.8

4.6.9

4.6.10
4.6.11
4.6.13
4.6.14

4.6.15

4.6.16
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Vegylink k fiiggetlen vektor altal generalt alteret.
Hasznaljuk fel, hogy A minden oszlopara ugyanaz a feltétel adodik.
Induljunk ki abbol, hogy Wy és W5 bazisanak egyesitése mar Osszefiiggs.

W1 és Wy bazisanak egyesitése generatorrendszer (Wi, Wa)-ben.
W1 N Wy bazisat bovitsiik ki Wy, illetve W bazisava.
(a) co.  (b) 101, 101, 102.

on = 5 ((1H5)" - (155)").

Az atmutatés szerinti részeredmények: (i) 2; (ii) keressiink mértani soro-
zatokat.

A részletes levezetést lasd a 9.2.1 Tétel els§ bizonyitasaban és az utana
szereplé megjegyzésben.

A kilenc ismeretlenre adodo Osszefiiggéseket felirva egy olyan egyenlet-
rendszert kapunk, amelyben 3 szabad paraméter lesz. Szabadon valaszt-
hatjuk pl. az aq1, 1o és ags elemeket. Igy bézist alkotnak azok a biivos
négyzetek, amelyekben a fenti elemek egyike 1, a méasik kett§ 0, a tobbi
elem pedig a feltételekbdl egyértelmiien meghatarozhat6. Ezzel a para-
méterezéssel az Osszes biivos négyzet alakja
B v 30-y—-p
46 — v — 28 ) 284+ —26
B+y— 6 20—~ 20 — 8

(a) 3. (b) 3. (c) 4.
Utmutatas: az 6sszegvektorok k > 4 esetén mar Osszefiiggok.
Vizsgaljuk az oszlopvektorok altal generélt alterek kapcsolatat.

Ha r > 0, akkor egy r-dimenzids alteret r fiiggetlen vektorral general-
hatunk. Igy azonban ugyanazt az alteret sokszor megkapjuk, mégpedig
barmelyik bazisa szerint. Eredmény:

(" =@ =p)... (" —p""Y)
P =D =p).--(p"—p)
Nyilvan elég a 0 < r < min(k,n) esettel foglalkozni. Legkevesebb szé-

moléassal gy érhetiink célba, ha T*-ban kivalasztunk egy r-dimenzios
alteret és ebben egy n elemi generatorrendszert. Eredmény:

=D —p) ... " =p " =D " —p)...(p" —p" ")
(pr =" =p)...(pr —p"1) '

(¢) 1010.
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A két megfelel6 koordinata is felcserélédik.
Az adott koordinata 1/A-val szorzodik.
Az eredeti o; és o koordinatakbol o és a; — Aoy lesz.

Csak a 0 ilyen.

Erdemes felhasznalni a harom vektorbol képezett matrix inverzét.

1
Eredmény: Az | 0 | vektornak a megadott bazis szerinti koordinéatai 26,
0
—21, 19, azaz
1 1 3 2
0O)=26(2)|—-21|7]4+19]|5
0 5 8 2
0 0
A | 1] vektor koordinatai: —10, 8, —7. A | 0 | vektor koordinatai:
0 1
-1, 1, —1.

A v skalarszorosain kiviil barmi lehet.
(a) Eletben marad.  (b) Nem marad életben.

5. Linearis leképezések

Nem linearis leképezés: (b), (f), (h), (j), A tobbi linearis leképezés, a
magtér és képtér utdn zardjelben a dimenzid szerepel.

Mag: konstans polinomok (1), kép: legfeljebb 99-edfoku polinomok (100).
Mag: {yz} (1), kép: {f | o1 = 0} (100).

Mag: konstans polinomok (1), kép: legfeljebb 99-edfoku polinomok (100).
Mag: z-szel oszthaté polinomok (100), kép: {vx} (1).

Mag: azok a polinomok, amelyeknek az 1 gyoke (100), kép: {v(z + 22)}
(1).

Mag: az 27 +4x+1-gyel oszthatoé polinomok (94), kép: legfeljebb 6-odfoku
polinomok (7).
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Nem linearis leképezés: (b), (c), (d), (g). A tobbi linearis leképezés, a
magtér és képtér utan zardjelben a dimenzid szerepel.

Mag: tiszta képzetes szamok (1), kép: valos szamok (1).

Mag: a 0 (0), kép: C (2).

Mag: a 0 (0), kép: C (2), kivéve ha a 0-val szoroztunk, amikor a mag: C
(2), a kép a 0 (0).

Mag: a 0 (0), kép: C (2).

Nem linearis leképezés: (b), (d), (f). A tobbi linearis leképezés, a magtér
és képtér utan zarojelben a dimenzié szerepel.

Mag: azok a matrixok, amelyeknek a kozépsS oszlopa nulla (6), kép: T3
(3).

Mag: azok a métrixok, amelyekben a f6atlo elemeinek az Gsszege nulla
(8), kép: a ,csupaegy” vektor skalarszorosai (1).

Mag: azok a méatrixok, amelyekben minden sor &sszege nulla (6), kép T3
(3).

A magtér és képtér utan zarojelben a dimenzi6 szerepel.

Mag: 0 (0), kép: a 0-val kezd6d6 sorozatok (o).

Mag: azok a sorozatok, amelyekben legfeljebb a kezd§ elem nem nulla
(1), képt: minden sorozat (o).

Mag: 0 (0), kép: azok a sorozatok, amelyekben asp = aogy1, k =
=0,1,2,... (c0).

Mag: azok a sorozatok, amelyekben ajor = 0, k = 0,1,2,... (c0), kép:
minden sorozat (00).

Mag: azok a sorozatok, amelyeknek minden eleme egyenls (1), képtér:
minden sorozat co.

Mag: 0 (0), kép: minden sorozat co.

Mag: a (v, =7, =7, 7, ¥, =7, —7, s --.) sorozatok (1), kép: azok a so-

rozatok, ahol ayr + Quptr1 = Qupro + agpas, k=0,1,2,... (00).
Nem.

Utmutatés (b)-hez: legyen T = C.

dimV < 1.

A valos test felett nem igaz.

Igaz: (b), (d).

Alkalmazzuk a 4.6.6 Tételt.

101%, k=0,1,2,... vagy oo.

Utmutatas: u; —u; € Ker A, i =2,3,... k.

Utmutatas: ha egy tetszdleges ¢y, ..., ¢, bazisra példaul Ac; # 0 és
Ac; = 0, akkor c; helyett vegyiik c; + c;-et.
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AUNAZ O AU N Z), és altalaban nem all fenn egyenléség.
AU, Z) = (AU , AZ).

5.1.1: nincs.  5.1.2: (e), (f) (kivéve, ha a 0-val szoroztunk), (h).
5.1.3: nincs.  5.1.4: (f).

4.1.5 a valos szamok szokasos vektorterével, 4.1.6 pedig a komplex szamok
Q feletti, a szokasos miiveletek szerinti vektorterével izomorf. A megfelels
izomorfizmusok v +— lg v, illetve v — v + 1.

(¢), (d).

Hasznaljuk az 5.2.5 Tételt.

n+ 1.

(a), (b), (d), (f), (g), (i), (j) és (k) (ezek mind 8-dimenzidsak);
(e) és (h) (ezek 43-dimenziosak).

W egy bazisat egészitsiik ki V' egy baziséva, és ezen a bazison definialjuk
alkalmasan a transzformaciot.

Ilyen a O leképezés akarmilyen V; és V5 esetén. Ezen kiviil még a modulo
2 maradékosztalyok teste felett dimV; = 1 esetén a képtér, dimVs = 1
esetén a magtér meghatarozza a leképezést. Minden més esetben barmely
leképezéshez van vele azonos magtert, illetve képteri t6le kiillonb6zs leké-
pezés (s6t néhany tovabbi kivételtsl eltekintve olyan is, amelynek mind a
képtere, mind pedig a magtere megegyezik az adott leképezés kép-, illetve
magterével).

0 vagy 1. Ha az uy, ..., u, generdtorrendszer nem bazis, akkor mindig
megadhaték a c;-k agy, hogy ne létezzen ilyen leképezés, és gy is, hogy
pontosan egy ilyen leképezés létezzen.

Legaladbb 1, és ha uy, ..., u, nem béazis, akkor mindig t6bb ilyen leképezés
létezik, mégpedig legalabb |T'| szamossagu.

(a) 0. (b) 1. (c) 0.

pkn‘

Utmutatas: ha dimV; < dim V3, akkor a bazisok segitségével olyan A
definialhato, amelyre Ker A = 0, ha pedig dim V; > dim V5, akkor olyan,
amelyre Im A = V5.
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Pontosan a paros dimenzidésak ilyenek.

(a), (b).

Igen.

Akarmelyik feltételbs] kdvetkezik az izomorfizmus.

Utmutatés: (i)-b6l dim Im A < 3, (ii)-bsl pedig dim Ker A < 5 kovetkezik.

Utmutatas: irjuk fel A-ra is és B-re is a dimenziotételt, és hasznaljuk fel
a véges dimenzids tér alterének dimenzi6jarol szolo 4.6.4 Tételt.

Utmutatas: alkalmazzuk a dimenziotételt és a direkt osszeg dimenziojara
vonatkoz6 4.6.6b feladatot.

(a) O. (b) €. (c) &. (d) (2cos ®@)E. (e) Forgatva nyujtas
az origobol, a forgatas szoge +45 fok, a nytjtas aranya /2.

Altér: (c), (d); valamint (a), ha V4 = Up; (b), ha dimV; < 1 vagy
dim V5 < 1; (e), ha a Va-beli megadott vektor nullvektor.

Kivételes esetektdl eltekintve altalaban egyik sem altér.

Igaz: (a).

Utmutatas: Lassuk be, hogy barmely A € Hom (V;, V5) egyértelmten
irhato fel a C;; leképezések linearis kombinécidjaként. Ehhez hasznaljuk
fel, hogy az A leképezés jellemezhets az a; baziselemek képével, a képek

pedig egyértelmien elGallithatok a b; baziselemek segitségével. (V6. az
5.7 ponttal.)

Azonnal kovetkezik az el6z6 feladatbol. (V6. az 5.7.5 Tétellel.)
Csak (a) igaz.
(c) 7.
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Igen: (c), (d).

aq ag aq Q2

ABl as | = | a1 |, BA|ay | = | a3 |, A0 = 4,
ag (05)] (0% aq

(AB)I0! = BA.

A= XE.

dimV <1.

Ker AB D Ker B, Im AB C Im A.

Az els6 disztributivitast igazoljuk. A(B + C) = AB + AC Dbéar-
melyik oldala pontosan akkor értelmes, ha A € Hom (Vs V3),
B, C € Hom (V7 , V3). Barmely x € Vi-re a bal oldal

[A(B+C)]x = A[(B+ C)x] = A(Bx + Cx) = A(Bx) + A(Cx) ,

itt az utolso 1épésben felhasznaltuk A linearitasat. Ha a jobb oldalt al-
kalmazzuk egy x € V; vektorra, akkor ez a leképezések Osszeadésanak és
szorzasadnak definicidja alapjan azonnal ugyanerre az alakra hozhato.

Utmutatas: alkalmazzuk a dimenziotételt a B leképezésnek az Im A al-
térre torténé megszoritasara.

Utmutatas: Lassuk be, hogy Ker. 42> DO Ker A, illetve Im A% C Im A
mindig teljesiil. Ezutén irjuk fel a dimenziotételt A-ra és A%-re is. In-
nen a dimenzié végességét még egyszer kihasznalva kapjuk az els6 és a
masodik feltétel ekvivalencidjat. Az els§ és a harmadik feltétel ekviva-
lencidja kozvetleniil adodik (vagy felhasznalhatjuk hozzé az el6z6 feladat
eredmeényét).

Legyen V = R? és legyen Ax = Ax minden x € V-re. Nyilvan Im A**! C
C Im AF, és ha valamilyen k-ra egyenldség all fenn, akkor onnantél kezdve

U=ImA* =Im A =Tm A" 2 = . .

Mivel az egyenlGség a feladat feltétele szerint U = 0-val teljesiil, tovabba
a
VOoImADImA* DImA® D ...

lancban a dimenzié mindig legaldbb eggyel csckken, amig U-hoz nem ju-
tunk, igy legkésébb az 6todik 1épésben sziikségképpen mar 0 lesz az ered-
mény. Ennek alapjan A° = O, és innen A® = 0. (A feladatra egy masik
megoldast a minimdlpolinom segitségével adhatunk, lasd a 6.3 pontot.)
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5.6.20
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A-nak végtelen sok balinverze van, nincs jobbinverze, jobb oldali null-
osztd, nem bal oldali nullosztoé. B-re a ,bal” és ,jobb” felcserélésével
kapott analog eredmények érvényesek. (Figyeljiik meg, hogy BA = &, de
AB nem az!)

(a) és (c) Az A és C transzformacionak nincs egyik oldala inverze sem,
és kétoldali nullosztok, pl. AC =CA = O.
(b) A B transzformaci6é nem nulloszto, és

B l:by—by, by —b;+by, ..., b, = —b; +b,.

dimV <1.

dimV <1.

(a) dimV >2.  (b) Nincs ilyen V(# 0).

Bévitsiik ki Im A bazisat V' béazisava, és definidljuk B-t ezen a bazison.
Igaz: (a), (b), (c).

dim B =dimJ = dim V' - dim Ker A.

Projekcio példaul a sikon tetszGleges egyenesre torténd vetités.
Projekcio=vetités.

Csak az E-nek.

Példaul a modulo 2 test felett az ,akkor” rész nem igaz.

Lassuk be, hogy Ker (P + A\E) = 0, illetve Im (P + A\E) = V, vagy pedig
keressiik az inverzet oP + BE alakban.

A megfelel alterek U; = Im P és Uy = Ker P. Az ,akkor” rész kozvetlentil
verifikdlhato, a ,csak akkor” rész igazolasdhoz hasznaljuk fel a v ="Pv +
+(v — Pv) felirast.

Utmutatas: a lényeg az, hogy a B transzformécié Im A egy bazisahoz
ezeknek a baziselemeknek egy-egy A szerinti Gsképét rendelje hozza.
Megjegyzés: az is elérhets, hogy egyuttal BAB = B is teljesiiljon.
Algebra: (a), (c), (d), (e), (g), (i) (ez utobbi a kvaternidalgebraval izomorf).
(a) 0. (b) 359, (c) 8.

1 1
ad+aif+a3+a3

v (v#0).

— 2 2 2 2
UU:a0+a1+a2+a3, v

Végtelen sok (az Osszes megoldas: aqi + aj + ask, ahol a3 + a3 + a2 =
=1). — A szoban forgo tétel kommutativ test felett érvényes.
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n.
Utmutatas: ha a v kvaternié nem valos, akkor az o+ v alaku kvaterniok,
ahol «, £ valés, a komplex szdmokkal izomorf testet alkotnak.

Utmutatas: Legyen ¢ # 0 tetszbleges rogzitett eleme az A algebranak, és
tekintsiik a c-vel torténd szorzast mint az A (vektortér) linearis transzfor-
méaciojat, azaz legyen C : x +— cx (ahol =z € A), ekkor
C € Hom A. A nullosztomentesség alapjan KerC = 0, igy a véges di-
menzié miatt InC = A. Ez azt jelenti, hogy a cx = d egyenlet barmely

d € A esetén megoldhato.

01 00 0 0O

002 0000

0 003 000
@0 000400

0 000 0 5 0

0 0O0O0O O 0 6

0 000 0O 00O
(b) és (c): van. [A (c) rész altalanositasat lasd az 5.8.7b feladatban.|
(d) és (e): nincs.

Az els6 két oszlop felcserélsdik.

Az els6 két sor feleserélsdik.

A harmadik oszlop A-val szorzodik.

A harmadik sor 1/\-val szorzodik.

A harmadik oszlophoz hozzaadodik a masodik oszlop p-szordse.

A masodik sorbdl levonodik a harmadik sor p-szorose.

Altalaban megfigyelhetjiik, hogy az a;-knél torténd valtoztatds hatésa
a matrix oszlopaiban hasonlé jellegti, un. , kovaridns” valtozasként je-
lenik meg, ugyanakkor a b;-knél torténd valtoztatas eredménye a matrix
soraiban ellentétes jellegd, tn. ,kontravaridns” valtozas lesz.

Van: (b), (c), (d).

Utmutatas: Vi-ben Ker A egy bazisanak kiegészitésével készitsiink bazist,
Va-ben pedig a Ker A-n kiviili baziselemek képeit egészitsiik ki bazissa.
Utmutatas: ha ¢ ¢ Ker A, akkor az Ac, ¢ bazis megfelel.

A=)

Utmutatas: Egy nem nulla négyzetes méatrix akkor és csak akkor egyik
vagy masik vagy mindkét oldali nullosztd, ha a determinénsa 0. A transz-
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forméciok és a matrixok kozotti megfeleltetést hasznalva, ez
utobbi feltétel — a homogén lineéris egyenletrendszereknél tanultak alap-
jan — azonnal a Ker A # 0 feltételre vezethetd vissza.

Utmutatas: az ,oszlopvektorok” altal generalt altér minden esetben éppen
Im A.
Utmutatas: térjiink at a megfelels leképezésekre, hasznaljuk fel az el6z6
feladatot, és alkalmazzuk a dimenziotételt az (b) részben A-ra, az (a)
részben pedig az A-nak az Im B-re torténd megszoritésara.
Nem igaz, mert a sikon is van az identitason kiviil ilyen tulajdonsagu
linearis transzformacio (keressiik ezt a forgatasok kozott).
(a) Vegyiik minden baziselem A-szorosat.  (b) PL <(1] 8)

/2 3/2 1 1 -1 1 01 0
@ | -1/2 12 1]; ® (1 =2 1]; |1 0 -1

1/2 —1/2 -1 1 -3 1 01 O
Alkalmazzuk az 5.8.1A Tételt A = S-re.
Hasznaljuk fel az 5.8.1A Tételt és a determinénsok szorzastételét.
(a) és (b) hamis, mindkettdre ellenpélda a legfeljebb elséfoku polinomok
vektortere és a derivalas.  (c) és (d) igaz.
(a) A#O. (b) A # XE.
Ha A = A&, akkor barmely bézis megfelel, egyébként pedig keressiik a
kisérd transzforméaciot S = A — A\E alakban.

6. Sajatérték, minimalpolinom

Sé=sajatérték, sv=sajatvektor (a 0 polinomot eleve kizarjuk), sd=sajat-

altér dimenzidja, dm=diagonélis matrix.

Sé: 0, sv: konstans polinomok, sd: 1, dm: nincs.

Sé: 0,1,...,6, sv: ,egytagtak”, sd: mindegyiké 1, dm: van.

Sé: 0, 6%, sv: = — 6-tal oszthaté polinomok, illetve yz% alaki polinomok,
sd: 6, illetve 1, dm: van.

Sé: 0,1, sv: 2242z +3-mal oszthaté polinomok, illetve legfeljebb elséfokii
polinomok, sd: 5, illetve 2, dm: van.
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Kovetkezik: pA-ra, A2-re, illetve A~ 1-re, a megfelel§ sajatértékek rendre
pa, o, illetve a1,

Mindegyik kévetkezik. Ha v-hez A-nal az a,, B-nél a 3 sajatérték tartozik,
akkor a megfelels sajatérték A+ B-nél a+ 5, AB-nél af, a tobbi esetben
pedig az el6z6 feladatban megadott érték.

Igaz: (b), (c).

Utmutatés c)-hez: ha A%v = p?v, akkor (A + p&)[(A — p€)v] = 0 miatt
vagy v sajatvektor u sajatértékkel, vagy pedig (A — u€)v sajatvektor —p
sajatértékkel.

Igaz: (a), (d), (e).

Pl. egy (origon atmend) tengely koriili (nem km szogi) forgatas, egy
(origon atmend) sikra torténd tikrozés, illetve a harom tengely iranya-
ban eltéré mértékd nagyités.

u-hoz és v-hez azonos sajatérték tartozik, de u # —v.

AE.

Bizonyitsunk k szerinti teljes indukciéval.

Kovetkezik az el6z8 feladatbol.

A magtér kétdimenzids, ezenkiviil észre lehet venni egy, a 3 sajatértékhez
tartozo sajatvektort is.

A 0 pontosan akkor sajatérték, ha a megfelel§ transzformacié nem in-
vertalhatd és ez AB-re és BA-ra egyszerre teljesiil. FEgyébként, az
(AB)(x) = Ax egyenl@ségre alkalmazzuk a B transzformaciot.
Kovetkezik (a)-bol az A = BB~ A feliras alapjan.

(—z)".  (b) —z(x—1)(z—2)...(x —6). (c) —2%(x —6°).

a) 22 — 1. (b) 2% — . () 2?2 +1. (d) 2?2 —z+1.
) (z—1)% (f) (x+1)% (g) (x—5)*

g(x) = kya(z) = p" f(x/p), ahol n = dim V. Azaz, ha

flz) = (=D)"2" + ap_12" '+ ...+ a2 + o,

akkor
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6.1.10: Egy polinomnak legfeljebb annyi gyoke lehet, mint amennyi a foka.
6.1.9: Ha 6szefiliggSk lennének, akkor az dltaluk generélt altér k-nal kisebb
dimenziés lenne, és ha a transzforméaciét erre az altérre megszoritjuk,
akkor k (vagy tobb) sajatértéke lenne, ami az el6zGek alapjan lehetetlen.

Az algebra alaptétele szerint a karakterisztikus polinomnak van gyoke.
(a) Van.  b) Nincs.

Kp=karakterisztikus polinom, sé=sajatérték, sv=sajatvektor (a 0-t eleve
kizarjuk koziiliik), dm=diagonalis méatrix.

Kp: 2% —1,sé: 1,1, sv: (b; + by + bz +by), (b; — by + bs — by), dm
nincs.

Kp: z(x 4+ 1)(z —1)2, sé: 0,1, —1, sv: (bg — by), (by, by +bs), (b1 — by),
dm: van.

Kp: (1 - 1‘)4 —1,sé: 0,2, sv: <b1 — by + bz — b4>7 <b1 +bo + b3 + b4>,
dm: nincs.

A komplex test felett az (a) és (c) esetben tovabbi két sajatérték adodik,
és létezik diagonélis métrix.

Ahéany kiilonbozé (esetleg ismétléses) permutécioja létezik a féatloban

levg elemeknek. (Azért nincs tobb, mert a karakterisztikus polinomban
az egyes sajatértékek multiplicitasa egyértelmii.)

Hasznaljuk a karekterisztikus polinomra a gyokok és egytitthatok kozotti
Osszefiiggeést.

Erdemes megvizsgalni a matrixok nyoméat, determinansat, a karakteriszti-
kus polinomot és ezzel egyiitt a sajatértékeket, valamint azt, hogy létezik-e
diagonélis métrix.

Hasznaljuk az 1.3.6 Tételt.

Yaz'. (b) z(z—1)(z—2)...(x—6). (c)2®>—652z. (d)2®—=z.
Yz —1. b) 2?2 -z, (c)2?+1. (d) 2?2 —ax+1.

e)x—1. () z+1. (g x—05.
yat—1. b)z3—-1. (¢)(1—a)* -1

A konstans tag nem nulla.

Az ma(A) = O egyenldséget szorozzuk be A~ 1-gyel.

HamA:a0+...+akxk,akkormAfl =i+ ...+ apxk.
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Igaz: (b), (c), (e), (f).
A miniméalpolinomra is érvényes az algebra alaptétele.

A matrixnak megfelel6 transzformécié minimélpolinomja osztoja
21990 pek és legfeljebb 6todfoka, tehat z* alaki, ahol k < 5.

Van (pl. a sikban a 72 fokos forgatas méatrixa).

Nincs (mert a keresett matrixnak megfelel§ transzformacié minimalpoli-
nomja egyrészt masodfoki, masrészt osztéja az x° — 1 polinomnak, ami
a racionalis test f0lott lehetetlen).

Vagy megegyeznek, vagy pedig az egyik a masiknak az x-szerese.
Utmutatas: Ha ag€ + a1 AB+ag(AB)? +. . .+ ai(AB)F = O, akkor ezt az
egyenlGséget  balrol  B-vel, jobbrél pedig A-val megszorozva
aoBA + a1 (BA)? 4+ az(BA)? + ... + ap(BA)F! = O adodik.

Ha mq = f és mg-145 = g, akkor f(B~'AB) = B~1f(A)B = O miatt
g| f, és a méasik iranya oszthatoség is hasonloan adodik.

Ha a minimélpolinom j-edfoka (j < n), akkor Hom V-ben A minden
hatvanya, igy A is elsallithato £, A, ..., A7~ linearis kombinaciojaként.
Az altér dimenzidja éppen a minimalpolinom foka.

Utmutatas: Ha a minimalpolinom j-edfoku, akkor &, A, ..., A7~! bazist
alkot a szoban forgo altérben. (V6. a 6.5.4 Tétellel.)

Barmely k/2 és k kozotti egész szam, a hatarokat is beleértve.
Utmutatas: Legyen A2 minimélpolinomja By + iz + ... + Bsz°. Ebbe
AZ-et behelyettesitve azonnal adodik, hogy A gydke a By + Bi1a? + ... +
+B,2%°% polinomnak, vagyis k < 2s. A masik irdnya becslés:
Hom V-ben minden j-re A7 € (£, A,..., A¥71) tehat A-nak, és igy A>-
nek is barmely k£ + 1 hatvanya linearisan 6sszefliggs. Innen s < k adodik.
Azt, hogy ezek az értékek valoban fel is 1épnek, az alabbi tipust példakkal
igazolhatjuk: a transzforméacionak legyen csupa kiilonbozs sajatértéke (k
darab), amelyek koziil néhanynak szerepel az ellentettje is.

Utmutatas: Legyen egy tetszbleges r polinom esetén r*(z) = r(z?).
Hasznaljuk fel, hogy r(A?) = O <= my | 7*, tovdbba, hogy ha A # 0,
akkor az r-nek a A\? pontosan ugyanannyiszoros gyoke, mint az r*-nak a
A

Utmutatas: Ha (h,my4) = d # 1, akkor h(A)(m4/d)(A) = O miatt
h(A) nulloszto (vagy nulla), tehat nem létezik inverze. Ha (h,m4) = 1,
akkor alkalmas r és s polinomokkal 1 = hr + sm g, és igy h(A)r(A) = €£.
A minimélpolinomok és (igy sziikségképpen) a sajatértékek egybeesnek,
a karakterisztikus polinomok azonban nem is azonos fokuak.
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Ha f = op + i@ + ...+ agx®, akkor legyen V bézisa by,..., by és
k—1
Aby =by,..., Abs_1 = by, Aby = Y (—ai/ag)bis1 .
i=0

Attol, hogy a minimalpolinomnak és a karakterisztikus polinomnak is
pontosan a sajatértékek a gyokei, lehetne, hogy valamelyik gyoktényezs
a miniméalpolinomban magasabb hatvanyon szerepel, és akkor a minimal-
polinom nem lenne osztéja a karakterisztikus polinomnak.

Abbél, hogy a minimalpolinom osztéja a karakterisztikus polinomnak,
kovetkezik, hogy a minimalpolinom gydkei, azaz a sajatértékek mind
gyokei a karakterisztikus polinomnak, de ez utdbbinak lehetnének més
gyokei is. Visszafelé ugyanigy, az oszthatosag csak azt biztositja, hogy a
minimalpolinom gyckei a karakterisztikus polinom gydkei, azaz a sajatér-
tékek koziil keriilnek ki, de nem adodik, hogy minden sajatérték valéban
eléfordul kozottiik.

Igazoljuk, hogy barmely f € T'[x] polinomra S=1f(A)S = f(S~LAS).

Az, hogy A nem gyoke egy legfeljebb k-adfoku, nem nulla f € T[z] poli-
nomnak, azzal ekvivalens, hogy E, A, A%, ... A" linearisan fiiggetlenek a
métrixok T™*" vektorterében. Ez utobbi azt jelenti, hogy a megfelels ho-
mogén linearis egyenletrendszernek csak trivialis megoldasa létezik. Mivel
a Gauss-kikiiszobolésnél nem lépiink ki az egyiitthatok altal meghataro-
zott testbdl, ezért valés egyilitthatok esetén ugyanahhoz a redukalt 1épcsds
alakhoz jutunk akkor is, ha az egyiitthatokat komplex szamoknak tekint-
jik.

Megjegyzés: Ugyanigy adoédik altalanosan is, hogy ha K részteste a T
testnek, azaz K C T és K maga is test a T-beli miiveletek megszoritasaira,
akkor egy A € K™*™ matrixnak a K feletti minimalpolinomja egyben T
feletti mininalpolinom is. Az analdg allitas a karakterisztikus polinomra
is igaz, ez a definiciobodl azonnal kovetkezik.

Mivel my | ka, ezért m 4 minden irreducibilis tényezdje szerepel k4 fel-
bontasaban. Megforditva, legyen f a k4 egy irreducibilis tényez&je. Tek-
intsiik az A matrixot komplex elemti A’ matrixnak, ekkor k4 = ky és
ma = ma (ez ka-ra a definiciobdl adodik, m a-ra pedig a 6.3.21 fela-
dat mintajara igazolhato). Az algebra alaptétele szerint f (egy konstans
szorzotol eltekintve) gyoktényezdk szorzatara bomlik és az irreducibilitas
miatt ezek a gyokok mind kiilonbozdk (A.4.10 feladat). Ezek mind gyokei
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ka = ka-nak, tehat sajatértékei A’-nek, igy gyokei mar = ma-nak is.
Ezért ugyanezek a gyoktényezSk m 4-ban is szerepelnek, vagyis f | ma.
Sziikségesség: Az A € Q™*"™ matrix gyoke az 2 — 2 polinomnak, ami
irreducibilis, tehat ez a minimélpolinom. A karakterisztikus polinom igy
csak ennek hatvanya lehet, ezért a fokszama, azaz n csak a 3 tébbszorose
lehet. Elégségesség: Megfelel§ méatrixot n = 3-ra pl. a 6.3.18 feladat
dtmutatasabol kapunk, tetszéleges n-re pedig ilyen 3 x 3-as blokkokbol
kell a matrixot Osszerakni.

Igaz: (), (c), (d).
Utmutatas d)-hez: az A transzforméaciéo U-ra torténd megszoritasanak a
magtere a feltétel szerint 0, tehat a képtere az egész U.

Az els6 k oszlop utols6é n — k eleme nulla.

Egy ilyen transzformaci6 skalarszorosa, két ilyen transzformécio Ssszege
és szorzata is ilyen tulajdonsag.

n?—nk+k%. Utmutatas: a transzformaciok helyett tekintsiik a matrixukat
egy olyan bézisban, amelynek els§ k eleme U-beli.

(a) A6.  b) HadimV > 13, akkor €.

Utmutatas (b)-hez: a 6.4.1 feladat alapjan a 13-nal kisebb, illetve nagyobb
dimenzi6ju alterek invariancidja is igazolhato.

Utmutatas: Legyen U sajataltere A-nak. Ha u € U, azaz Au = \u
valamely rogzitett A-ra, akkor A(Bu) = B(Au) = B(Au) = A(Bu), tehat
BuelU.

0 0 0 0 0 O
(b) Nem, pl. [A]=(0 1 0}, [B]l=]10 1 0

0 0 2 0 0 3
n—+ 2.

Utmutatas: Lassuk be, hogy ha egy polinom eleme egy invarians altérnek,
akkor minden nala nem nagyobb fokd polinom is benne van ebben az
altérben.

Legyen (f,m_) = d. El6szor azt igazoljuk, hogy Ker f(A) = Kerd(A),
itt az egyik irdnyhoz hasznaljuk fel, hogy d felirhat6o d = sf + tmy
alakban. Ezutéan lassuk be, hogy ha d; és ds a minimalpolinom két
osztoja és Kerd; (A) = Kerdy(A), akkor dy és dy egymas konstansszo-
rosa. Ezt (dy, da) segitségével visszavezethetjiik a d; | do esetre. Ha most
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m.a = dah = rdyh, akkor a feltétel alapjan mar d; (A)h(A) = O, tehat a
minimélpolinom definici6ja miatt r csak konstans lehet.

A (b) rész szerint ennyi kiilonb6z6 Ker f(A) tipusa altér létezik.

Az A-nak akkor és csak akkor nincs nem trividlis invarians altere, ha
m 4 irreducibilis (T felett) és degm 4 = dim V. A Cayley—Hamilton-tétel
alapjan ez azzal ekvivalens, hogy k4 irreducibilis (T felett).

Az el6z6 feladathoz hasonld gondolatmeneteket alkalmazzunk.
0 00

(a) Igaz. (b) Hamis, pl. [A] =1 0 0], f=g=u.
0 00

0: u=0, 1: u sajatvektor. (V6. a 6.5.4 Tétellel.)

PL megfelel maga a V, ha dimImA < dimV — 2, vagy egy legalabb
kétdimenzios altér, ha A = £.

Igaz: (a), (c), (e).

Ha X # 0, akkor o(u) = o(Au).

o(Au) = o(u)/x vagy o(u) attol fiiggen, hogy o(u) konstans tagja nulla
vagy nem nulla.

olf(A)u] = o(u)/(o(u), f).

A rend létezéséhez és a fokszaméara adott becsléshez azt hasznaljuk fel,
hogy az u, Au, ..., A™u vektorok linearisan Osszefliggsk.

Egy mésik lehetGség, ha a minimélpolinom megfelel6 tulajdonsagaira ta-
maszkodunk.

oa(u).
Hasznaljuk fel az el6z§ feladat eredményét, valamint a minimalpolinom
és a sajatértékek kapcsolatat.

Jarjunk el a 6.5.7 Lemma bizonyitasaban a (iii)-nal megadott ttmutatas
szerint: lassuk be, hogy ha f = gh, akkor g = o[h(A)v].

Igaz: (a), (c).

Utmutatas: Ha i > 0, akkor A*u € Im A.

Valasz a kérdésre: A 6.5.6 Tétel alapjan ugyanez a korlat érvényes a
miniméalpolinomra.
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Legyen uy,...,u, a Aq,..., A\, sajatértékekhez tartoz6 egy-egy sajat-
vektor, ezek bézist alkotnak. Az u;-k tetszGleges részhalmaza altal ge-
neralt (Osszesen 2™ darab) altér invarians (a O alteret az iires halmaz
generalja). Azt kell igazolni, hogy nincs tobb invaridns altér. Ehhez azt
mutassuk meg, hogy ha egy v = fiu; + ... 4+ B,u, vektor eleme egy U
invarians altérnek és 5; # 0, akkor u; € U. E célbdl alkalmazzuk v-re az
fi(A) transzformaciot, ahol f; = my/(z — \;).

A minimélpolinom minden oszt6ja valamely u vektor rendje, és paronként
nem-egységszeres osztok esetén az ezekhez tartozo (u,.A) alterek mind
kiilénbozsk.

A feladatnak az emlitett (i) allitas az (o(u),0(v)) = 1 specialis esete, és
a bizonyités is az ott latottak mintajara adodik.

Ha X\ # 0, akkor o) 4(u) foka megegyezik 04 (u) fokaval. A masik kérdésnél
a helyzet analog a minimélpolinomnal latottakkal (6.3.14 fel-
adat). A bizonyitas is torténhet az ottani mintara, egy masik lehetGség
az, ha a 6.5.6 Tétel alapjan csak az ottani eredményeket hasznaljuk fel,
egy harmadik ut pedig, ha a 6.5.4 Tételre tdmaszkodunk.

(c) R és C felett is megfelel pl. [A] = <§ (1] Bl = <i (1) . Egy-
szertibb példa R felett a sikon az origé koriili 120 fokos, illetve 240 fokos
forgatas vagy barmely két olyan transzformacio, amelynek azonos irre-
ducibilis polinom a minimélpolinomja.

Az elégségességhez hasznaljuk fel a 6.6.2 Tételt.

A-nak a kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorai bazist alkotnak,
és ezek B-nek is sajatvektorai.

Az A-val felcserélhet§ transzforméaciok n-dimenzios alteret alkotnak
Hom V-ben, ennek része A polinomjainak az altere, amely szintén
n-dimenziés, tehat a két altér egybeesik. Ezeket a legkonnyebben tgy
lathatjuk be, ha a transzformaciok helyett az A sajatvektorai szerinti
bazisban felirt matrixokkal dolgozunk. Egy masik lehetdség, ha az inter-
polacios polinomot (lasd a 3.2.4 Tételt) hasznaljuk fel.

A megszoritas minimalpolinomja osztoja az eredeti minimalpolinomnak.
A karakterisztikus polinomoknél is ugyanez a helyzet.
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Hasznaljuk pl. a 6.5.3 Tételt.
Ha pl. by, bs, b rendre az 1, 1, 2 sajatértékhez tartozo linearisan figget-
len sajatvektorok, és Uy = (bi, bs), Uz = (ba, bs), akkor mn = (z — 2) #
# (my,m2) = (x — 1)(x — 2).

(a) és (b) Pl. A = & esetén sem &ll altalaban egyenlGség.

(¢) Uy N Us bazisat egészitsiik ki Uy, illetve Us bazisava, ez egylittesen
(Uy,Us) bazisat adja, és a karakterisztikus polinomok kiszamitasahoz A
matrixat ebben a bézisban irjuk fel.

Elgszor azt igazoljuk, hogy ha degmy < dimV, akkor végtelen test
esetén végtelen sok invaridns altér van. Mivel barmely u-ra
dim(u, A) = dego(u) < degmy < dimV, ezért mindegyik (u,.A4) valodi
altér. Ezek egyesitése nyilvan kiadja V-t, és mivel végtelen test esetén
véges sok valodi altér egyesitése nem lehet V', igy sziikségképpen végtelen
sok ((u,.A) alaki) invarians altér van. (Véges test esetén annyi mondhato,
hogy biztosan van nem (u, A) alaku altér, pl. a V, és emiatt a 6.5.9 feladat
szerint tObb invaridns altér van, mint ahény paronként nem-egységszeres
oszt6ja van a minimélpolinomnak.)

Most megmutatjuk, hogy ha degm 4 = dim V', akkor (akar véges, akar
végtelen test esetén) minden invarians altér Ker f(.A) alaka. Ezzel készen
lesziink, hiszen az ilyen alterek szama a 6.4.9 feladat szerint a minimalpoli-
nom paronként nem-egységszeres osztéinak a szdmaéaval egyenld.

Legyen v olyan vektor, amelyre o(v) = my4. Ekkor dim(v, A) =
= dego(v) = degm = dim V, tehét (v, A) = V.

Legyen f|m4, azaz my = fg. Ekkor Im f(A) = (f(A)v, A), tehat dim
Im f(A) = dego[f(A)v] = degg. A dimenzidtétel szerint igy
dim Ker f(A) = deg f.

Vegyiink most egy tetszéleges U invaridns alteret, és jeldljiik az A tran-
szforméci6 U-ra torténd megszoritasdnak a minimalpolinomjat
f-fel. Belatjuk, hogy U = Ker f(A).

Legyen u € U olyan vektor, amelyre o(u) = f. Ekkor (u, A) C U C
C Ker f(A). Tovabba dim (u, . A) = dim Ker f(A) = deg f, tehat valoban
U = Ker f(A).

Az el6z6n kiviil hasznaljuk fel a 6.4.9, 6.4.10 és 6.5.9 feladatokat is.

AE.
Nem, legyen pl. D = —A, illetve D = A~ 1.
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1 0 0 O 1 0 0 0

"y . 11 0 0], 11 0 0 o

A megforditas hamis, pl. a 0o 10l%loo 10 méatri-
0 0 01 0 0 1 1

xokhoz tartozo transzformaciok karakterisztikus polinomja és minimal-
polinomja megegyezik, azonban nem hasonlok, mert a(z 1 sajatértékhez
tartozo) sajatalterek dimenzidja eltér.

AE.

Utmutatas: kombinaljuk az el6z6 feladat (a) és (f) pontjanak eredményét.
2 00 1 0 0 2 00

(a) {0 2 0]; b)) [0 w 0 |; ()1 2 0];
000 0 0 w? 000
1 0 0

(d |1 1 0], aholw primitiv harmadik egységgyok.
0 0 1

Kozvetleniil a f64tlo alatt 1-ek allnak, minden mas elem 0 (az egész matrix
egyetlen Jordan-alblokk).

Diagonalis matrix, a féatloban az n-edik egységgyokok allnak.
Kozvetleniil a f6atlo alatt az |(n + 2)/2]-edik sor kivételével 1-ek allnak,
minden mas elem 0 (az egész matrix egyetlen Jordan-blokk, amely egy
|n/2] és egy [(n+ 1)/2] méretd alblokkbol all).

A bal fels§ sarokban n, az 6sszes tobbi helyen 0 all.

Diagonalis matrix, a féatloban | (n+1)/2] darab 1 és |n/2]| darab —1 &ll.
A blokkok (és azon beliil az alblokkok) egyméstol fiiggetlentil hatva-

A0 0 ... 0
1 A 0 ... 0

nyozodnak. Egy k x k-as A = [ 0 1 A ... 0| Jordan-féle al-
00 0 ... A

blokk m-edik hatvanyaban a f6atlo f6l6tt minden elem 0, a f6atloban min-
den elem \™, kozvetleniil alatta minden elem mA™ ™!, az eggyel lejjebbi
yferde szinten” minden elem (ZL) A™M~2 &5 altalaban, barmely j < k-ra a
f6atlo alatti j-edik ferde szinten minden elem (Z”) A

Hasonlé moédon kapjuk meg tetszéleges f polinom esetén f(.A)-t is.

Legyen A; multiplicitasa a f6atloban (azaz a \;-hez tartozo blokk mérete)
s;, és az ezen a blokkon beliili legnagyobb alblokk mérete ¢;. Ekkor

ka=]]—=2)"  ma=]]@-x)".
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Megjegyzés: Ebbdl azonnal adodik k4 | ma, és igy 4j bizonyitast nyer-
tiink a 6.3.5 Cayley—Hamilton-tételre a komplex test esetén. Ugyanez
miikodik barmely algebrailag zart testre, azaz amelyben barmely nem
konstans polinomnak van gyoke. Innen tetszéleges testre is adodik az
oszthatdsag, ha attériink a test algebrai lezartjara és felhasznaljuk, hogy
ez nem befolyésolja sem a karakterisztikus, sem a minimalpolinomot (lasd
az Utmutatasoknal a 6.3.21 feladat utani megjegyzést).

Hasznaljuk a Jordan-alakot.
degmy = 1 vagy degmy = n(=dim V) vagy m4 = (x — \)" L.
A karakterisztikus polinom csupa kiilénb6z8 gyoktényezd szorzata.

A karakterisztikus polinom barmely gyoktényezéjének a multiplicitdsa a
miniméalpolinomban vagy ugyanannyi, mint a karakterisztikus polinom-
ban, vagy eggyel kevesebb, vagy pedig 1.

Hasznaljuk fel a Jordan-alakot, és azt, hogy a Jordan-alak hasonl6 a
transzponaltjahoz. Ez utébbi a béziselemek sorrendjének a megvaltoz-
tatésaval egyszertien adodik.

Tekintsiik az A matrixot egy A linearis transzformacié matrixanak. A

karakterisztikus polinombél kapjuk, hogy létezik sajatbazis, ebben tehat

A maéatrixa egy C diagonalis matrix. Az 5.8.1A Tétel alapjan

C = S71AS, ahol S az 1j bazisra attérés matrixa. Innen A = SCS—!,

amibsl A" = SC™S~!. Diagonalis matrixokat elemenként lehet hat-

vanyozni, tovibba S és S~! is konnyen meghatarozhato, amibsl meg-
1 5n + 2n+1 5n _ 9n

3 n_ énv: A" = =
kapjuk A"-et. Eredmény: A 3 (2 .5n _gntl 9. 5n 4 on |

Most annyi a kiilonbség, hogy nincs sajatbazis, mert a karakterisztikus

polinomnak kétszeres gyoke van. Igy a Jordan-alakot hasznaljuk

C-nek, amelynek a hatvanyait a 6.6.12 feladat alapjan szamolhatjuk.
n2n—1 4 2n n2n—1

< —n2n—1 2n —p2n—1t >

Eredmény: B" =

7. Bilinearis fliggvények

(a) és (b) nem bilinearis fiiggvény. (c) a;; = 2771
(d) iy = (i —1)2971 () ayj =1, hai +j = 4, és 0 egyébként.
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P2: F. P3: a2 = 1,a21 = 2, a tébbi a;; = 0, illetve a1y = 1,
Qi = —3, a tobbi a;; = 0. P4: nullméatrix.

A nulla fiiggvény értékkészlete csak a nullabol all, minden maés bilinearis
fliggvény értékkészlete az dsszes valds szam.

Legfeljebb egy A létezik.

Ha nem bézis, akkor végtelen sok A létezik.

Ha dim V = n, akkor a keresett dimenzi6 n?.

Utmutatas: lassuk be, hogy a széban forgo vektortér izomorf T7*"-nel.

Az els6 és méasodik sor, valamint az els¢ és méasodik oszlop felcserélsdik.
A harmadik sor és oszlop A-val szorzodik, emiatt specialisan gz a A2-
szeresére valtozik.

A harmadik sorhoz, illetve oszlophoz hozza kell adni a masodik sor, illetve
oszlop p-szorosét, emiatt specilisan az 4j harmadik sor harmadik eleme
a3 = Qg + poog + pass + plans lesz.

Csak a 0 bilinearis fiiggvény ilyen.

Utmutatés (c)-hez: hasznaljuk fel (b)-t.

(a) 1 (kivéeve ha A =0).  (b) Az A matrixanak a rangja.

Ha A antiszimmetrikus, akkor A(u,v) = —A(v,u)-ben u és v helyére
is x-et irva A(x,x) = —A(x,x) adodik, ahonnan A(x,x) = 0. A meg-
forditashoz ,fejtsiik ki” A(u + v,u + v)-t (lasd a 7.2.3 Tétel masodik
bizonyitasanak az elejét).

Utmutatas: Legyen B egy tetszéleges bilineéris fiiggvény és tegyiik fel,
hogy létezik egy B(u,v) = S(u,v) + A(u,v) eldallitas, ahol S szim-
metrikus, A pedig antiszimmetrikus. Felcserélve u-t és v-t és beirva a
definiciokat egy ujabb Osszefiiggést kapunk. A két egyenlGségbhdl S és
A egyértelmiien kifejezheté B segitségével. Ezzel kideriilt, hogy legfel-
jebb az igy kapott S és A johet szoba. Ahhoz, hogy ez a fiiggvénypéar
valoban megfelel, meg kell még mutatni, hogy az igy megadott S, il-
letve A tényleg szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus. [A szadmolasokbol
S(u,v) = (1/2)(B(u,v)+B(v,u)) és A(u,v) = (1/2)(B(u,v)—B(v,u))
adodik.|

Ha dimV = n, akkor dimS =n(n+1)/2 és dim A = n(n — 1)/2.
Ez lényegében az el6z6 feladat.



430

724
7.2.5

(a)

7.2.9
7.2.10

7.3.
7.3.1
(a)
(b)

EREDMENYEK 7.3.

Igaz: (a).
Minden altérnél csak egy lehetséges példat adunk meg.
1 0 0 1 -3
0 1 0 1 -1
ol Lol 1] VN I Y e E
1 0 0 1 3
1 0 1
0 1 -1
o]’ -1’1 -1
-1 0 1

dm=a(z egyik) diagonalis matrix féatloja, A-OB=(az egyik) A-ortogo-
nélis bazis.

dm: 1,0,0,0,0. A-OB:1,z—1,22—-1,2%—-1,2% 1.

dm: 1,1,—-1,0,0. A-OB: z, 1/2+ 22, 1/2 — 2%, 23, z*.

dm: 1,1,1,1,1.  A-OB: f; = \;F/(z — i), ahol F = [[’_,(z — i) és a
X;-k alkalmas skalarok.

dm=a(z egyik) diagonalis matrix féatloja, A-OB=(az egyik) A-ortogo-
néalis bazis.

dm: 1, 0, 0. A-OB: b1 5 b2 - 2b1 y b3 - 3b1

dm: 1,—1,0. A-OB: by, by —2b;, by — 2bs + b;.

Keressiik w-t w = u+ Av alakban. Méasik lehetGség: a feltételek alapjan
alkalmas diagonalis matrix f6atlojaban sziikségképpen eléfordul +1 és —1
is. Az ezeknek megfelel6 bazisvektorok Gsszege jo w-t ad.

A dimenzié n vagy n — 1.
(n+2)(n+1)/2.

Kovetkezik a 7.2.1 feladatbol.

Fejtsiik ki” A(u + v,u + v)-t. Igy szimmetrikus A-ra A(u,v)-t egy-
értelmiien kifejezhetjik a kvadratikus alakbol. Ezzel kaptuk, hogy min-
den kvadratikus alak legfeljebb egy szimmetrikus bilineéris fiiggvénybdsl
szarmaztathatdé. Meg kell még mutatni, hogy tényleg van ilyen tulaj-
donsagu szimmetrikus bilinearis fiiggvény. Ehhez azt kell belatni, hogy a
kvadratikus alakbél a jelzett modon kifejezett bilinearis fiiggvény valéban
szimmetrikus, ami egyszeri szamoléssal ellendrizhets. [A szimmetrikus
bilinearis fiiggvényre az A (u,v) = (1/2) (A(u +v)—A(u)— A(v)) el6al-
litas adodik a kvadratikus alakbol.|
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7.2.5: PD.  7.2.6: (a) PSZ. (b) L. (¢c) PD.  7.2.7: (a) PSZ. (b) L.

PD, PSZ: nemnegativ valos szamok. ND, NSZ: nempozitiv valoés szamok.
I: Gsszes valos szam. 0: csak a nulla.

Ha csak a nem nulla vektorokon felvett értékeket nézziik, akkor PD: po-
zitiv valos szamok, ND: negativ valos szamok, a tobbi valtozatlan (az
indefinitnél ehhez fel kell hasznalni a 7.2.8 feladat allitasat is).

(a) A(Ax) = A2A(x).  (b) Az x és z vektorok A-ortogonalisak.

Ha A > 0, akkor A és AA jellege megegyezik. Ha A < 0, akkor az
indefinitnél nincs valtozas, a tobbinél a jelleg ,elGjelet valt”. Ha A = 0,
akkor AA = 0.

PD+PD=PD; PD+PSZ=PD; PSZ+PSZ=PD vagy PSZ;
PD+I, PSZ+I1 és PD+NSZ: PD vagy PSZ vagy I;  tovabbi hat esetet
kapunk a fentiekbsl a P és N bettik cseréjével; PSZ+NSZ: PSZ vagy
NSZ vagy I vagy 0;  végil I+1, PD+ND: barmi lehet.

A sokféle lehetséges felirasbol mindig csak egyet adunk meg.

[(z1 + 22)/2]% — [(21 — 22)/2]%.

(21 + 2 + 23)/2]* — [(21 — 22 + 23) /2]

(21 + 222 + 23)/2]* — [(21 — 23) /2] — 23.

(71 — @2 + x3)% — (22 + 213).

(21 + 272 + 23)% — (22V3 + 23/V3)% + (23/7/3)2.

A sokféle lehetséges felirasbol mindig csak egyet adunk meg.

(z1 + 20 + 23 + 14)%

(1 + 2o +23) /2] — [(21 — 22 +23) /2]* + [(w3 + x4) /2] — [(23 — 24) /2.
[(z1 + 22 + 23 +24)/2)% — [(11 — 22 + 23 — 74)/2)?.

(21 + @2 4+ 225+ 224) /27 = [(21 —22)/2]* = [(223 +24) /2]* — (24V/3/2)".
A tehetetlenségi tétel olyan elGjeles négyzetosszegekre vonatkozik,
amelyben egy (A-ortogonalis) bdzis szerinti koordinatak négyzetei szere-
pelnek. A feladatbeli négyzetdsszegekre ez nem lehet igaz, hiszen egy két-

dimenzioés kvadratikus alak ilyen felirdsaban legfeljebb két négyzet elGjeles
osszege allhat. A szoban forgo alak (egyik lehetséges) ,helyes” felirasa:
(21V2 + 22/V2)% + (221/3/2)2.

Pl. az egyik baziselemet A-szorosara véltoztatva a determinans A2-tel
szorzodik.

A masodik allitdshoz hasznéljuk fel, hogy a 7.2.3 Tétel harmadik bi-
zonyitasaban végzett elemi ekvivalens atalakitasok sordn a determinans
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elgjele nem valtozik, tovabba ilyen atalakitasokkal a fliggvény béarmely
matrixaboél kiindulva diagonalis méatrixhoz juthatunk, amelyben a deter-
minans elGjele a tehetetlenségi tétel miatt egyértelmd.

Igaz: (a).

PD, ND: 1; PSZ,NSZ: n—1; L n(n—1)/2. (A 0 fliggvény egyik
osztalyba sem tartozik, ezért a megadott szdmoknak az Osszege eggyel
kisebb, mint a 7.2.10 feladat eredménye.)

A (pozitiv vagy negativ) definit.

A nem indefinit.

A nem indefinit.

A indefinit vagy A = 0.

PD, ND: 0; PSZ, NSZ: a diagonalis matrix f6atlojaban a nullak szama;
I, 0: dimV.

Csak I-nél van valtozas (c)-hez képest, a valasz: dim V —max(r, s), ahol r,
illetve s a diagonalis matrix f6atlojaban a pozitiv, illetve negativ elemek
szama. (Ez a képlet egyébként a tobbi alakra is helyes.)

Ha az u, illetve v vektorok koordinétéi uq, ..., u,, illetve vy, ..., v,, akkor
legyen u-v = Z}Ll w;v;. Ez pozitiv definit ermitikus bilinearis fiiggvény
lesz.

Csak a 0 ilyen.

Igaz: (a).

A valos esethez képest csak annyi a valtozas, hogy (b)-ben és (c)-ben a
soroknal a skalar helyett a skalar konjugéltjaval kell operdlni. Részletesen:
A harmadik sor A-val, a harmadik oszlop A-val szorzodik, emiatt specia-
lisan a3z a |\|%-szeresére valtozik.

A harmadik sorhoz a masodik sor fi-szorosét, a harmadik oszlophoz pedig
a méasodik oszlop p-szorosét kell hozzaadni, emiatt specidlisan az Gj har-
madik sor harmadik eleme o3 = a3 + ficaz + paza + |p|? g lesz.

Figyeljiink oda, hogy idénként konjugalni kell, és a szimmetrikus helyett
az ermitikus tulajdonsagra van sziikség.

Olyan diagonalis méatrixokat valasztunk, amelyekben a f6atlo elemei az
1, a —1 és a 0 koziil keriilnek ki. Az altalunk megadott A-ortogonalis
béazisokat ,le kell normalni” (azaz alkalmas skalarokkal be kell szorozni),
hogy pontosan ezeknek a matrixoknak feleljenek meg.
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1 0
0 0

o 1\ (1) = o
torokként felirva): o) i) A(x) = |1 +ix2|?, PSZ.

(5 5)mom (2).(1)

A(x) = |(21 +ia2) V2P = |(21 — i) V2], L

, A-ortogonalis bazis (az eredeti bazis szerinti koordinatavek-

1 0 0 1 1 1
00 0],AOB:|p?>|.lp|.l1],
0 0 O p 0> 1

A(x) = |z1 4 pxy + p?x3|?, PSZ.

Ermitikus kvadratikus alak értékkészlete négyféle lehet: Osszes valos szam,
nemnegativ valés szamok, nempozitiv valés szamok, illetve csak a 0.

Az altalanos esetben a keresett példak mar alkalmas diagonalis méatrixok-
kal is megval6sithatok.

A matrix megegyezik az adjungaltjanak a negativjaval.

Ellendrizziik, hogy egyrészt egy ermitikus fiiggvény i-szerese valoban fer-
dén ermitikus, méasrészt pedig egy ferdén ermitikus fiiggvény 1/i-szerese
ermitikus.

A kvadratikus alak értékkészlete csak imaginarius szamokat tartalmaz.
Hasonlbéan kell eljarni, mint a 7.2.2 feladatnél.

Igaz: (c).

Kozvetleniil ellenérizhets, hogy az ermitikus fiiggvények skalarszorosai
rendelkeznek a szoban forgo tulajdonsaggal. A megforditashoz probaljunk
el@szor olyan J-t valasztani, amelyre A(u,v — du) = 0, majd hasznaljuk
ki a feltett tulajdonsagot. Kisebb atalakitasok utan A(u,v) = 0A(v,u)
adodik, ahol # nem fiigg v-t6]. Ezutan némi iigyeskedéssel megmutathato,
hogy u-t6l sem fiigg. Végiil |0 = 1 alapjan kapjuk, hogy (1/v6)A ermi-
tikus.

A megforditast ,szervezettebben” is végiggondolhatjuk az alébbi
Ltriikkk” felhasznaldsaval: A(u, A(u,v)u — A(u, u)v) =0.

Harmadik ut a megforditashoz: Végezziink (modositott) Gauss-ki-
kiiszobolést az A (egyik) matrixan. A feltételbdl kovetkezik, hogy egy
oszlop ,kinullazasa” utan a megfelels sor is magatol kinullazodott. Igy
diagonalis métrixhoz jutunk. Emeljiik ki a f64tl6 egy nem nulla elemét.
Azt kell még igazolni, hogy ekkor a fgatloban (is) csupa valos szam marad.
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8. Euklideszi terek

Legegyszertibben tgy ériink célhoz, ha a masodik négy vektorrél megmu-
tatjuk, hogy az els6 négy altal definialt skalarszorzatra nézve ortonormaélt
bézist alkotnak.

A Zle Aja; = 0 egyenlSség mindkét oldaldnak az aj-vel vett skalarszor-
zatat képezve \; = 0 adodik.

Pl. a Gram—Schmidt ortogonalizaciobol kovetkezik.
Ortonormélt bazis:

1/V2,2\/372, (2% — 1/3)/25/8;

Lz —1,(x—1)%/2

1/3,2/+/60, (x> — 20/3)//308;

1/3, (x — 5)/V/60, [(z — 5)2 — 20/3]/v/308.

A 8.1.7 Tételbdl, illetve annak els§ bizonyitasabol kovetkezik.

(a) Wit ={v|vs =vs =05 = 0}. (b) W3- = {v | X]_, vi = 0}.
(c) Wit = {v | v1,...,vs szdmtani sorozat}.
A masodik feltételbsl W C U™, az els6bsl pedig dimW > dim U+

kovetkezik.

Utmutatas (c)-hez: alkalmazzuk (b)-t U; helyébe U;--t irva, majd vegyiik
mindkét oldal mer6leges kiegészitGjét.

Utmutatas (b)-hez: legyenek pl. v; koordinatai egy ortonormalt bazisban
4,32, .0
Mivel i # j-re b;-c; = 0, igy c; eleme a (by,...,bj_1,bji1,...,by)*
egydimenzios altérnek. Ezutan a bj;-c; = 1 kikotés egyértelmten kijeloli
c;-t. Azt, hogy a c;-k lineérisan fliggetlenek, a 8.1.2 feladathoz hasonléan
kell igazolni.

Képezziik a skalarszorzatot V olyan bézisa szerint, amely U és W bézisa-
nak egyesitésébdl keletkezett. Végtelen sok ilyen skalarszorzat 1étezik.

Utmutatas (b)-hez: Legyen ey, ..., e, ortonormalt bazis. Ekkor pontosan
az a c vektor felel meg, amelynek koordinatai a ¥(e;) értékek.

Tudjuk, hogy a dimenzidk egyenl&sége sziikséges és elégséges feltétel a vek-
torterek izomorfidjahoz. Igy csak azt kell igazolni, hogy azonos dimenzi6
esetén létezik olyan vektortérizomorfizmus, amely még a skalarszorzatot is
tartja. Erre barmely olyan linearis leképezés megfelel, amely ortonormalt
bézist ortonormalt bazisba visz at.
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Az egyetlen nehézséget annak az igazolasa jelenti, hogy két V-beli
sorozat Gsszege is V-beli. Ehhez lassuk be a 377 (o + B;)? <
<237, aZ +2 Py 37 egyenldtlenséget.

Ne felejtsiik el megmutatni, hogy Z;‘;l aj3; konvergens.

0.

Az = irany hamis, lasd pl. a 8.1.15¢ feladatot.
Pl. a 8.1.15¢ feladat U-jara nem teljesiil az egyenlGség.

Az egyik iranyu tartalmazéashoz vegyiik a (c)-beli Osszefiiggés mindkét
oldalanak meréleges kiegészitGjét, a mésik irdnyu tartalmazéshoz pedig
alkalmazzuk (c)-t U helyett U--re.

A 8.1.7 Tétel allitasa hamis, a 8.1.9 feladat (b) része igaz, az (a) egyik

iranya és a (c) rész hamis. Ellenpéldakat a 8.1.15¢ feladat felhasznalasaval
gyarthatunk.

V2.
60°.

Pitagorasz-tétel és megforditasa.

Egy paralelogramma pontosan akkor rombusz, ha az atléi merslegesek.
Egy paralelogrammaéban az atlok négyzetosszege megegyezik az oldalak
négyzetodsszegével.

Normalt tér: (b), (d), (e).
Utmutatas (e)-nél a haromszogegyenlStlenséghez: Elgszor lassuk be, hogy
nemnegativ a;, b;-kre

atby + ... 4 anby < (@B + ... +a®)5 - B2+ 4325 (BE8.1)

teljesiil. Az aj-ket, illetve a b;-ket alkalmas pozitiv szammal végigszoroz-
va ekvivalens egyenlGtlenség adodik, igy feltehetjiik, hogy a jobb oldalon
mindkét tényezé 1. Az a3,b%/2,b%/2 szamokra a szamtani és meértani
kozép kozotti egyenldtlenséget felirva ab < a3/3 + 2b%/2/3 adodik. Bzt
az Osszes aj,b; parra Osszegezve éppen a kivant a1by + ... + apb, <1
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egyenlGtlenséget kapjuk. Ratérve a haromszogegyenlGtlenségre, elég nem-
negativ c;, d;-kre

(Zn: (cj +dj) ) < <Zn:c§?>3+ (idj’f)g =T+U
=1 j=1 j=1

fennallasit igazolni. A bal oldal kébét S = > cile + dj)?

+57" =1 dj(cj+d; )? alakban frva mindkét 6sszegre alkalmazzuk az (E.8.1)
egyenl6tlenséget b; = (¢; + d;)* és a; = ¢;, illetve d; szereposztassal.
Ekkor éppen S® < T'S? + US?, azaz a kivant S < T + U adédik.
Megjegyezziik, hogy a kobok helyett barmilyen p > 1 kitev6j hatvan-
nyal hasonlé médon definidlhatunk normat. Az erre vonatkozé haromszog-
egyenlStlenséget Minkowski-egyenldtlenségnek, az (E.8.1)-nek megfelels

arby 4 A anby < (D 4. 4 al)s - (b .. 4 bL)E

osszefiiggést pedig, ahol 1/p + 1/q = 1, Holder-egyenldtlenségnek nevez-
ziik. A p = 2 specidlis esetben a Holder-egyenlétlenség éppen a CBS-t
adja. A p = 3-ra most vazolt bizonyitas tetszsleges racionalis p-re atvi-
heté.

Az el6z6 feladat példéai megfelelnek.

Az egyik irany a 8.2.3c feladat. A megforditashoz fejezziik ki két vektor
skaldrszorzatdt a norma segitségével: xz = (1/4)(]|x + z|* —
—|lx —z||?), és lassuk be, hogy az igy kapott fiiggvény a feltétel teljesiilése
esetén valoban skalarszorzatot definial. Itt a (bi)linearitas igazolasa okoz
nehézséget. A feltételt irjuk fel az x = u+v és z = w, valamint x = u—v
és z = w vektorparokra, majd a két egyenlGséget kivonva eljuthatunk az
elsG valtozo szerinti Osszegtartashoz. A skalarszorostartast egész, majd
racionalis skalarokra az Oszegtartasbol vezethetjiik le. TetszGleges valos
A-ra innen ez gy kovetkezik, hogy az f(\) = (Ax)-z — A\(x-z) fiiggvényrdsl
kimutatjuk, hogy mindeniitt folytonos. Ez a méasodik tagra nyilvanvalo.
Az els6t irjuk fel a norméakkal: (Ax)-z = (1/4)(|[ x + z||> — ||[X\x — z|]?).
Nyilvan elég ||Ax + z|| folytonossagéat belatni (a masik tagra ugyanugy
megy). Ezt a haromszogegyenlGtlenség és a skalarkiemelési tulajdonsag
felhasznalasaval a kovetkezSképpen kapjuk:

1A% + 2| =[x+ zf] < [[(A = p)x|[ = [A = pl - [Ix]] -

Metrikus tér: (b), (c).
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Az el6z6 feladat (c) példaja megfelel.

A CBS masodik bizonyitasaban legyen minden z; = 1. Egyenldség akkor
teljesiil, ha minden x; egyenl és nemnegativ.

Igaz: (a).
(a) 30°. (b) 120°. (c) 45°.
(a) 16, 32, illetve 8. (b) 2. (c) 60°.  (d) 60°, 90° vagy 120°.

(e) 1, illetve 1/2.

Két részhalmaz tavolsagan a pontjaik tavolsagainak az infimumaéat értjik.
Lassuk be, hogy (a geometriabol megszokott tapasztalatunkkal 6sszhang-
ban) egy v vektorhoz egy U altérben a v vektor meréleges vetiilete van a
legkozelebb. A konkrét példaban a vektor és az altér tavolsaga 5.

A keresett z-(ke)t az Az = b’ egyenletrendszer megoldasa(i)ként kapjuk,
ahol b’ az az Im A-beli vektor, amely a legkozelebb van b-hez. Ez a b’
éppen a b-nek az Im A altérbe es6 merdleges vetiilete. Az Az = b’ egyen-
letrendszer megoldésait az eredeti egyenletrendszerbe behelyettesitve igy
lesz a jobb oldali értékektsl (azaz a b megfelels komponenseitél) valo

eltérések négyzetosszege minimalis. A konrét egyenletrendszernél
-3+ p+2v
0
, 3—2u—3v , " . .
b=1[3]|,z= P , ahol u és v tetszGleges valds szamok,
6
v

és ezeket behelyettesitve az eltérések (lehetd legkisebb) négyzetosszege 6.

Az x = Z?Zl Aje; egyenlGség két oldalanak e;-vel vett skalarszorzatabol
kapjuk, hogy \; = x-e;.

Az (a)-beli elgallitasok segitségével képezziik az x-z skalarszorzatot.
Alkalmazzuk (b)-t z = x-szel.

Mindhéarom allitast kdzvetleniil is leolvashatjuk a koordinatéas felirasokbol.

Az egyenléStlenség a 8.2.14c¢ feladatbol kdvetkezik. Egyenléség pontosan
akkor teljesiil, ha x € (cy,...,cg).

A CBS-re adott méasodik és harmadik bizonyitas (miniméalis modosita-
sokkal) atvihets a szemidefinit esetre is. Megjegyezziik, hogy a szemide-
finit esetben egyenl@ség akkor is elgfordulhat, ha a két vektor linearisan
fliggetlen.

(a) n. (b) 3 (han > 2).

Az els6 és a harmadik bizonyitas atvihetd a végtelen dimenzios esetre is.
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A valésban adott bizonyitasok szinte valtoztatéas nélkiil érvényesek. [A
8.2.14-8.2.15 feladatoknal figyeljiink oda, hogy a(z altalaban nem valos
értéki) skalarszorzatokban most a tényezdk sorrendje lényeges, valamint
a skalarszorzatok abszolit értékének a négyzete szerepel.|

Hasznaljuk fel, hogy ix + z = i(x — iz).
Az (x + iz)-(ix + z) skalarszorzatot kifejtve valasszuk kiilon a valos és a
képzetes részt.

Az (a)-ban csak az =, (b)-ben csak a < rész igaz, (c) tovabbra is érvényes.

A 8.2.8 Tételre adott méasodik bizonyitas adaptalasa: Az ortonormalt
bazis szerinti koordinatakkal a négyzetre emelt egyenlStlenség az

1214+ Tz < (o P4 D) (2 P4+ 2P

modon irhaté fel. Kihasznalva a |w|? = ww Osszefiiggést, ez a

0 S Z |f)§iZ]' *ijZi|2

1<i<j<n

alakra hozhato.
A harmadik bizonyitas adaptalasa: Most is a minden (komplex) A-ra
érvényes

0 < [[Mx+2z||* = (Ax +2z)(Ax + 2z) = |\*(x:x) + 2Re[\(zX)] + z-z

egyenl6tlenségbdl indulunk ki. Legyen specidlisan A = pp, ahol p tet-
sz6leges valds szdm, p pedig olyan egységnyi abszolat értékd komplex
szam, amellyel p(z-x) pozitiv valos. (Ez csak z-x = 0 esetén nem érhetd el,
de akkor a CBS trivialisan igaz.) A \ fenti elGallitasat a kiindulasi egyen-
16tlenségiinkbe befrva minden p valés szamra 0 < p?(x-x) + 2u|z-x| + z-z
adodik. Ezutan a bizonyitast ugyanigy fejezhetjiik be, mint a valos eset-
ben.

Ha z # 0, akkor z-bsl valamelyik nem nulla komponensét kiemelve
z = aw alakban irhato, ahol w egyik komponense 1. Ha w és W egymaés
skalarszorosai, akkor ez a skalar csak 1 lehet, tehat w = W, azaz w valds
vektor.

A skalarszorosnal iigyeljiink arra, hogy nx = i - X(# pX).
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Az elégségességhez irjuk fel U elemeit ebben a valds vektorokbol 4ll6 bazis-
ban. A sziikségességhez egy tetszéleges 0 # z € U vektorbdl kiindulva
z € Uésigy v=2z+z¢€ U adodik. Itt v valos vektor. Ha v = 0,
akkor iz valés vektor. Mindenképpen taldltunk U-ban egy nem nulla b
valos vektort. Ez lesz a keresett bazis els§ eleme. Legyen W a (b) al-
tér U-beli meréleges kiegészitje. Megmutatjuk, hogy W = W, és igy
az el6z8 eljarast W-re megismételve végiil U egy valos (rdadasul akar
ortonormalt) bazisahoz jutunk. A W = W tulajdonséig igazolasahoz kon-
jugaljuk az U = (b) @ W felirast: U = (b)®W. Itt U = U, illetve b valos
volta miatt a bal oldalon, illetve a jobb oldal els6 tagjanal a konjugélt jel
elhagyhato. A merdleges kiegészitG altér egyértelmiiségébdl kapjuk, hogy
valoban W = W.

A dimenziok kozotti Osszefiiggésekbdl adodik, hogy n csak paros lehet.
Péros n-re valasszuk U béazisdnak azokat a vektorokat, amelyek 2j — 1-
edik komponense 1, a 2j-edik i, a tobbi pedig 0, j = 1,2,...,n/2.

A szorzatra vonatkozo azonossag igazolasa: ((AB)x)z = (A(Bx))z =
= (Bx)-(A*z) = x-((B*(A*z)) = x-((B*A*)z). Az egyenlGségsorozat ele-
jét és véget tekintve, az (AB)* adjungalt definiciojabol (és egyértelmd-
ségébol) kapjuk a kivant (AB)* = B* A* allitast. Ugyanigy lathato be a
feladat t&bbi része is.

Masik lehet&ség: ortonormalt bazis szerinti matrixokra attérve felhasznal-
hatjuk a matrixokra vonatkozé hasonlo azonossagokat (2.1.20 feladat).
(a), (b), (e), (f): A*=A.  (c), (d): A*=A"L

(g) és (h) egymas adjungaltjai.

A legegyszeriibben (alkalmas) ortonormalt bazisban felirt méatrixokkal
okoskodhatunk.

A= —A.

Legyen h = By + 1z + Box? és A*h =r.

Ha f =1, akkor Af = f" =0, tehat 0 = (Af)-h = f-(A*h) = [T r(t)dt.

Ugyanigy az f = x polinommal 0 = fjll tr(t)dt adodik.
Az integralasokat elvégezve kapjuk, hogy r = a(—3x? + 1) alak.
Tekintsiik végiil f = x%-et. Legyen g = 1-re A*g = ao(—322 + 1). Ekkor

(Af)-g= [T 2dt = 4 &s f-(A*g) = [T] 2a(=3t2 + 1)dt = —8ay/15.
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Innen oy = —15/2, tehat A*1 = 15(32? — 1)/2. Hasonléan kapjuk az x
és 2 polinom képét is: A*z = 0 és A*z? = 5(322 — 1)/2. Ebbdl a fenti
altalanos h-ra A*h = (158 + 562)(3z% — 1)/2 adodik.

A*h = (Bo + 1+ B2)(x — 1)2/2.
A*h = (380 + 20832) (322 — 20)/154.
(A*x)-(Ax) = x-(A%x) = 0.

A megforditas komplex euklideszi térben igaz, valosban hamis. Ha ugyan
is az x-(A%x) kvadratikus alak azonosan nulla, akkor ebbél C felett a 7.4.3
Tétel szerint kivetkezik, hogy az u-(A%v) bilinearis fiiggvény is azonosan
nulla, tehat A2 = O. A valos test felett a 7.3.1a feladat szerint csak
u-(A%v) = —v-(A%u) adodik, ami pl. a sikon akkor is teljesiil, ha A a 45
fokos forgatés (az origé koriil). Valos euklideszi térben A2 + (A*)2 = O a
Hhelyes” sziikséges és elégséges feltétel arra, hogy minden x-re Ax | A*x
teljestiljon.

Legyen Ax = ux,A*z = vz. Ekkor f(xz) = (ux)z = (Ax)z =
= x-(A*z) = x-(vz) = v(x-z). Innen vagy x-z = 0 vagy @i = v.

A karakterisztikus polinomot ortonormaélt bézis szerint irjuk fel. A mi-
nimalpolinomra a definiciét és a 8.4.1 feladatot hasznaljuk fel. A sajat-
értékekre vonatkozo allitast a karakterisztikus (vagy a minimél)polinom-
ra nyert eredménybdl kapjuk. (Vigyazat, A és A* sajatvektorai kozott
altalaban nincs szoros kapcsolat!)

Ker A* = (Im A)* igazolasa:
Az =0 < Vx x(A*z2) =0 <= Vx (Ax)z2=0 <= z L ImA

Hasznaljuk fel az el6z6 feladatot. Masik lehet&ség: irjuk fel egy ortonor-
malt bézis szerint a méatrixokat, és hasonlitsuk Ossze a rangjukat.

Hasznaljuk fel a 8.4.8 feladat els§ egyenlGségét.

(b) Ha Ax = 0, akkor (A*A)x = A*0 = 0. Megforditva, ha
(A*A)x = 0, akkor 0 = x-((A*A)x) = (Ax)-(Ax), tehat Ax = 0. A
képterekre vonatkozo allitas az egyik iranyu tartalmazésbol és a magteres
allitdsbol adoédoé dimenzidegyenlGséghdl kovetkezik.

Az (Ax)-(Bz) = x-((A*B)z) Osszefiiggés igazolja az allitast és a meg-
forditast is.

Ha Ax = Bx = 0, akkor nyilvan (A4 + B)x = Ax + Bx = 0. A
masik iranyu tartalmazas: Ha (A + B)x = 0, akkor Ax = —Bx. Itt
a bal oldal Im . A-ban, a jobb oldal pedig Im B-ben van, és igy az (a)
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rész felhasznalasaval mindkét oldal csak a nullvektor lehet. A (b) &l-
litas megforditasa nem igaz (ami nem meglepd, hiszen a Ker (A + B) =
= Ker AN Ker B feltétel fliggetlen a skalarszorzattol).

Az A*B = O feltételbsl az el6z6 feladat szerint Im AN Im B = 0 kdvetke-
zik. Meg kell még mutatni, hogy Im (A + B) = (Im A, Im B). Itt az egyik
iranyn tartalmazas vilagos, a masikhoz azt igazoljuk, hogy Im A, Im B C
CIm(A+ B). A BA* = O egyenlgséget adjungalva AB* = O adodik,
tehat ez a feltétel is szimmetrikus 4-ban és B-ben, igy elég Im .A-val
foglalkoznunk. Fusson végig x az Im . A* altéren. Ekkor Bx = 0 miatt
(A + B)x = Ax, tehat Im (A + B) D Im (AA*) = Im A (felhasznélva a
8.4.11b feladatot is).

(a) A= AE.

Hasznaljuk fel, hogy egy (ortonormalt) sajatbéazis szerinti métrixban a
sajatértékek éppen a f6atld elemei.

Hamis. Lehet, hogy a transzforméciénak egyaltalan nincs diagonalis mat-
rixa, illetve ha van is, az nem képezhets ortonormélt bézis szerint.

Ha valamely 0 < s < t-re A% = A’, akkor A gydke az z' — x* poli-
nomnak, igy sajatértékei (amelyek az el6z6 feladat szerint valosak) csak
0 és £1 lehetnek. Innen egy ortonormaélt sajatbazis szerinti méatrix segit-
ségével kapjuk, hogy A3 = A. (Hasonléan érhetiink célhoz, ha az énad-
jungélt transzformacioé helyett rogton attértink egy valos elemi diagonalis
métrixra.)

Lasd a 8.5.1 feladathoz adott atmutatasokat.

Az allitds hamis. Pontosan azok a transzforméciok tehet6k normalissé,
amelyeknek létezik diagonélis matrixuk.

A legegyszertibben (a szokasos) ortonormélt bézis szerinti métrixokon el-
lendrizhetjiik a feltételek teljesiilését. Eredmények: A és C nem nor-
malis, B unitér, D 6nadjungalt és F normaélis (de nem 6nadjungalt és
nem unitér).

Ha A, B énadjungalt, akkor A + B és A? is énadjungalt, de A\A és AB
nem feltétleniil az: AA csak valos A-ra (vagy A = O-ra) lesz énadjungélt,
AB pedig csak az AB = BA esetben (lasd a 8.5.7 feladatot).

Ha A, B unitér, akkor AB és igy A? is unitér, de A\A és A 4+ B nem
feltétleniil az.



442

(d),(e)
8.5.11

8.5.12
8.5.13

8.5.14

EREDMENYEK 8.5.

Ha A, B normalis, akkor \A és A? is normalis, de A + B és AB nem
feltétleniil az.

A gondolatmenet helyességéhez az kellene, hogy a két transzformaciohoz
kézos ortonormélt sajatbézist taldljunk, ilyen azonban altaldban nincs.
Maga az allitas sem igaz, a (b) pont alapjan kénnyen gyarthatunk ellen-
példat.

Ha A és B 6nadjungalt, akkor (AB)* = B*A* = BA.

Hasznaljuk fel ortonormalt sajatbazis létezését.

A megforditas hamis, mert lehet, hogy nem létezik sajatbéazis.

Igaz: (a).

|Ax|? = (Ax)-(Ax) = x-(A*Ax). Ugyanigy [|A*x|? = x-(AA*x).
Mindkét fliggvény x-ben kvadratikus alak, igy — mivel a komplex test
felett vagyunk — pontosan akkor egyenl@k, ha a megfelels bilinearis fiigg-
vények egyenlSk. Ez utobbiak egyenlsége pedig a 8.4.1 Tétel bizonyi-
tasdnak végén latott gondolatmenet szerint ekvivalens az AA* = A*A
normalitasi feltétellel.

Ha A és A* sajatvektorai kozosek, akkor a 8.5.2 Tétel bizonyitasat kbvetve
juthatunk ortonormaélt sajatbazishoz. A megforditashoz tekintsiik A egy
ortonormalt sajatbézisat és irjuk fel ebben a bazisban A és A* méatrixat;
a sajatvektorok ezekbdl a métrixokbdl jol attekinthetsk.

Ez a (b)-beli feltétel atfogalmazasa (felhasznéalva a megfelels sajatértékek
kapcsolatat is).

A 8.4.8 feladat alapjan visszavezethetsk (c)-re.

AB=0=ImB C Ker A = ImB* C Ker 4A* =

= (Ker B)* C ImA)*t = Ker B2 Im A = BA = 0.
(A masodik lépésnél az el6z6 feladat (c) és (d) részét alkalmaztuk
A = 0-val, a harmadik 1épésnél pedig a 8.4.8 feladatot hasznaltuk fel.)

A 8.5.2 Tétel bizonyitasanak gondolatmenetét kell megfelel6en modosi-
tani, kihasznalva kozben a 8.5.10b feladatot is.

Alkalmazzuk az el6z6 feladatot. A megforditas hamis, unitér transzfor-
maciok kérében kénnyen talalunk ellenpéldat.

Az elégségességhez hasznaljuk fel az el6z6 feladatot. A sziikségességhez
tekintsiik a normalis transzformacié egy ortonormalt sajatbazis szerinti
diagonalis matrixat. A f6atlo elemeit bontsuk fel egy valos szam és egy
egységnyi abszolat értékl komplex szdm szorzatara, és a matrixot irjuk
fel ennek megfelelen két diagonalis matrix szorzataként.
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8.5.15 Olyan ey,...,e, ortonormalt bazist keresiink, hogy (eq,...,ex) minden

8.5.17

k-ra A-nak invarians altere legyen. Véalasszuk e,-nek az A* transzforma-
ci6 egy (egységnyi normaji) sajatvektorat, ekkor U, = (e,)* az A-nak
invarians altere. Ismételjiik meg most az eljarast U,,-re (vigyazat, most az
A transzformacié U,-re torténé megszoritasa szerinti A*-ot kell tekinteni,
ami altalaban nem az eredeti A* megszoritasa, hiszen U, legtobbszor nem
is invarians altere az eredeti A*-nak), ezzel megkapjuk e, _1-et stb.

A pj-k az A* A transzformacio sajatértékei. Ha x # 0 és A" Ax = px,
akkor 71[|x[|? = (ux)x = (A*Ax)-x = || Ax||?, és innen u > 0.

Vegylink olyan ortonormalt bazist, amelyben A maétrixa fels6haromszog-
matrix. Ekkor a f6diagonalisban éppen a \; sajatértékek allnak. Ebben a
béazisban A* méatrixa alsohdromszog-matrix és a f6atloban a A;-k szerepel-
nek. Ebben a bazisban A* A matrixa a két matrix szorzata, és a f6atloban
levg elemek Osszege, azaz a szorzatmatrix nyoma éppen az [A]-beli el-
emek abszolut értékeinek négyzetosszege, ami igy legalabb Z;;l I\
Maésrészt a szorzatméatrix nyoma Z?Zl 1.

Az el6z6 gondolatmenetbdl latszik, hogy egyenléség pontosan akkor tel-
jesil, ha a fels6haromszog-matrixnak a f&atlojan kiviil minden eleme
nulla.

Elégségesség: Ha A unitér és u | v, akkor
(M) (AA)V) = (A(Au))-(A(AV) = A2 (Au-Av) = AP () =0,

A sziikségességhez legyen A merdlegességtarto, és legyenek u és v merd-
leges egységvektorok. Megmutatjuk, hogy || Au| = [ Av|. Mivel u L v
és |lul]| = ||v||, ezért u+ v L u— v, és igy a merdlegességtartas miatt
0= (A(u+v))(A(u —v)) = || Au|* — | Av]]? (az utols6 egyenlEségnél
(Au) L (Av)-t is kihasznaltuk). Legyen most e; egy ortonormalt bazis
és az ||.Aej|| normék kozos értéke X\. Ha X # 0, akkor (1/X).A unitér lesz,
ha pedig A = 0, akkor A = O, ami trividlisan egy (tetsz6leges) unitér
transzformacié nullaszorosa.

Ez az A*A = &, illetve AA* = £ egyenlGség matrixos atfogalmazasa.

1 =det E = (det[A]) - (det[A]*) = (det[A]) - (det[A]) = | det[A]]>.
Hasznaljuk fel (c)-t és a matrix inverzére az eljeles aldeterminansokkal
adott képletet.
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8.6.
8.6.1

8.6.2

8.6.3
(a)

()

(d)
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Az A% = & egyenlsséget (A* =)A = A~! biztositja. A megforditas
hamis, vegylink példaul a sikon két nem parhuzamos, kiilonb6z6 hossziisa-
gt vektort, és legyen A az a transzformécio, amely ezeket egyméasba viszi.
A helyes” megforditas a kovetkezs (beleértve az eredeti allitast is): egy
A transzformaciéra a harom feltétel koziil barmelyik kett6bdl kovetkezik
a harmadik: (i) A szimmetrikus; (ii) A ortogonalis; (iii) A2 = £.

Szimmetrikus transzforméciokra az allitas a 8.4.6 feladatbol (vagy az ott
latott gondolatmenet mintajara) adodik. Ortogonalis transzformaciokra
is hasonléan okoskodhatunk, koézben hasznaljuk fel azt is, hogy ekkor
legfeljebb £1 lehetnek a sajatértékek.

S=ortonormalt sajatbazis, O=a 8.6.4 Tételben elSirt ortonormalt bazis.

A szimmetrikus és ortogonélis,

1 0 1 0
0 1 0 1 Y
S: az ol 1] ol | -1 vektorok 1/ V/2-szerese, a megfelels
1 0 -1 0
diagonalis méatrix féatloja: 1,1, —1,—1.
B szimmetrikus,
-1 0 -1 0
S: 1 +O\/§ , _01 , 1 _0\@ , _01 vektorok skalar-

0 1++v2 0 1-+2
szorosai, a diagonalis matrix f6atloja: —v/2, —v/2,v/2, V2.

C ortogonalis,

1 1 1 1
1 -1 -1 1
O: az E Bl R vektorok 1/2-szerese, a megfele-
1 -1 1 -1
1 0 O 0
e -1 0 0 . 3
16 méatrix: 0 00 -1 (a jobb als6 2 x 2-es blokk a 90 fokos
0 0 1 0

forgatasnak felel meg).

D szimmetrikus,

S: a C-beli, a megfelels diagonalis matrix f6atloja: 4, 0,0, 0.
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1 0 1 0
s 0 1 0 1

F ortogonalis, O: az E ol 211 1o vektorok 1/ V/2-sz¢-
0 -1 0 1

rese, a megfelel6 matrix ugyanaz, mint C-nél.
Nincs. A feltételbdl ugyanis (x # 0-ra) 0 < (Ax)-(Ax) = x-(A*Ax) =
= x-(—x) < 0 kovetkezne.

Igaz: (a), (d).

A feltételekbsl (A*A)* = £ adodik. Igy A*A sajatértékei egységnyi ab-
szolut értékiiek. Emellett A*A (mindig) szimmetrikus és a sajatértékei
nemnegativ valosak, tehat most minden sajatérték 1, ezért csak A*A =&
lehetséges.

Az allitas szimmetrikus analogonja hamis, legyen pl. A egy 90 fokos for-
gatas a sikon és k = 4.

A feltételbsl A = (A™)* = A™ | ¢és igy Ker A = 0 miatt A™ ~! = &,
Innen (A™1)* = Am=m = (A™~H=1 Ezutédn alkalmazzuk az el6zé
feladatot.

A csak akkor rész igazolasahoz allitsuk el6 az Inko-t 1 = (k,t) = kq — tr
alakban (q,r > 0).

A komplex esethez hasonloan kell okoskodni.

Szimmetrikus transzformaciok: a sikon ketts, a térben harom (péron-
ként) meréleges iranyban (esetleg kiilonb6z6 mértékben) ,nyajtunk” (vagy
osszenyomunk), emellett esetleg még tiikkroziink is (egy vagy tobb) olyan
egyenesre (a sikon), illetve sikra (a térben), amely valamelyik iranyra
merdleges.

Ortogonalis transzformaciok a sikon: (az origon atmend) tengelyre torté-
nd tiikrozések és (az origd koriili tetszbleges szogii) elforgatasok.
Ortogonalis transzforméciok a térben: (az origon atmend) sikra torténd
tiikrozések, (az origon atmend) tengely koriili (tetsz6leges szogi) elfor-
gatasok, esetleg a tengelyre merdleges sikra torténd tiikrézéssel kombinal-
va (ebbe beletartozik az origora torténd tiikrozés is).

Kovessiik a 8.6.4 Tétel bizonyitasidnak a gondolatmenetét.
A megforditas hamis, pl. a sik énmaga mér eleve a kivant tulajdon-

sagu (al)tér, ugyanakkor a szokdsos ortonormalt bazisban a (8 (1)>

métrixszal jellemzett A transzformacional az adjungalt nem irhatéd fel
az A polinomjaként.
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8.6.12

9.1.
9.11
9.1.2
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Irjuk fel a matrixokat egy ortonormalt bazis szerint, ekkor elég az ekvi-
valenciat a matrixokra kimutatni. Ha ezeket a (valos elemt) matrixokat
komplex elemtieknek tekintjiik, akkor a 8.5.3 Tétel matrixos valtozata iga-
zolja az ekvivalencidt. Ezutan méar csak azt kell megmutatni, hogy ha egy
valos elemt A matrixra az AT transzponalt el6all az A komplex egyiitt-
hatos polinomjaként, akkor valos egyiitthatés polinomjaként is elGall. Ez
onnan kovetkezik, hogy a kivant elGallitas egy linearis egyenletrendszert
jelent, ahol az ismeretlenek a keresett polinom egyiitthatoi, az egyenlet-
rendszer egyiitthatéi az A hatvanyainak elemei, a jobb oldali konstansok
pedig AT elemei. Mivel az egyenletrendszer egyiitthatéi (és a jobb oldali
konstansok) valosak, ezért ha van komplex megoldas, akkor (pl. a Gauss-
kikiiszobolés alapjan) valos megoldasnak is kell lennie.

9. Kombinatorikai alkalmazasok

A minimalis kérdésszam: (a) 20; (b) 2; (c) 1.

Igazoljuk az allitast elGszor teljes indukcioval pozitiv egész silyokra, ezu-
tan tetszéleges egészekre, majd racionalisokra. Az igazi nehézséget a valos
szamokra torténé attérés jelenti. Erre a megoldasoknal négy bizonyitast
is kozliink, most ezekhez adunk ttmutatast.

Elsd bizonyitds: Tekintsiik a 13 valos szadm altal generalt alteret a valos
szamoknak a racionalisok feletti szokasos vektorterében, és térjiink at
(akdrmilyen bézis szerinti) koordinatékra.

Masodik bizonyitas: A feltételt felirhatjuk egy (0,+1 egytitthatos) ho-
mogén linearis egyenletrendszerként. Erdemes az egyik ismeretlent 0-nak
rogziteni, ekkor azt kell belatni, hogy az egyenletrendszernek csak trivialis
megoldasa létezik. Mutassuk meg, hogy ha a racionalis szdmok korében
csak trivialis megoldas létezik, akkor a valds szamok korében is ugyanez
a helyzet.

Harmadik bizonyitds: Az el6z6 egyenletrendszert nézziik a modulo 2 test
felett, majd innen térjiink at a valds szamokra.

Negyedik bizonyitds: Léassuk be és hasznaljuk fel, hogy a valés szamok
jol kozelithetSk racionalisakkal: tetszdleges véges sok valds szamhoz és
elére megadott e-hoz talalhatok olyan azonos nevez§ji tortek, hogy mind-
egyik valés szamnak a megfelel§ torttsl valo eltérése legfeljebb a nevezs
reciprokanak az e-szorosa.
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Nem marad igaz, ellenpélda: 12 darab l-es és 1 darab 1l-es (sok mas
ellenpélda is adhato).

(i): [logym], ahol [z] az = szam felsG egész részét (azaz az z-nél nem
kisebb egész szamok minimumat) jeloli. (ii): m — 1 (ha m > 2).

(i): [log,m]. (ii): [(m —1)/(k—1)] (ha m > k).

Tekintsiik csak az (a)-beli probléma megfelel§jét (azaz amikor k = 2), a
(b)-beli altalanos kérdés (azaz amikor k tetszéleges) hasonloan targyal-
hat6. Az (i)-re adott valasz p < m esetén valtozik: ekkor [log, m] helyett
[log, p] lesz a keresett minimum. A (ii)-nél is valtozas van, ha p nem
tal nagy m-hez képest: mivel [log, p] unalmas vektor mindenképpen ele-
gendd, ezért p < 2m~2 esetén m — 1-nél kisebb lesz a keresett minimum.
Ha viszont p elegendSen nagy m-hez képest, akkor ugyanigy m — 1 a
minimum, mint a valdés (vagy barmilyen végtelen) test felett.

(a) 5. (b) 31.

Mindkét kérdésre igenls a valasz. A kontinuum sok részhalmaz konst-
rukciéjanal segit a lineéris algebra.

Megszéamlélhatéan végtelen sok részhalmaz megadhatd, de annal tobb
nem.

Igen, pl. megfelel egy egységnyi oldali szabalyos tetraéder négy csicsa.

A sikon nincs 4 ilyen pont. Az indirekt bizonyitashoz legyen az egyik
pont az origd, az ebbdl a mésik hdrom pontba mutaté vektor pedig
a = (a1,a2),b = (b1,b2) és ¢ = (c1,c2). A tavolsagokat a skalarszorzat
segitségével felirva, lassuk be, hogy az a-a,b-b,c-c,2a-b,2a-c és2b-c
skalarszorzatok mindegyike 8k+1 alakt egész szdm. Mutassuk meg, hogy

a-a a-b a-c ai as b
M=|b-a bb b-c|=/[0b b (‘“ . Cl).
c-a ¢c-b c-c c1 Cy 42 D2 ©2

Igy az M rangja az 5.7.12a feladat alapjan legfeljebb 2, tehat det M =
= 0. Ezért det(2M) = 8det M = 0. Ugyanakkor

det(2M) = =4 (mod 8),

— = N
— N
N — =

ami ellentmondas.
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9.1.8
(a)

9.1.10

(b1)

(b2)
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Nyilvan ¢ = f(1). Az allitast lassuk be elGszor a pozitiv egészekre, majd
a pozitiv racionélisokra, a 0-ra és végiil a negativ racionélisokra.
Mutassuk meg, hogy f ekkor mindeniitt folytonos, majd tamaszkodjunk
az a)-beli eredményre.

Ekkor a 0 koriil is van olyan intervallum, amelyben f korlatos, és innen
az is kovetkezik, hogy f a 0-ban folytonos.

Ha a valés szémokat mint a racionélis test feletti V' vektorteret tekint-
jik, akkor a feltétel azt jelenti, hogy f lineéris transzformaci6 V-n. A
bazis fogalmanak (és létezésének) végtelen dimenzios térre torténd kiter-
jesztésével (Hamel-bazis) a linearis transzformaciok tovabbra is a bazise-
lemek képeivel jellemezhetSk, azaz egy Hamel-bézison f-et tetszdlegesen
elGirhatjuk, ez mindig egyértelmiien meghatéroz egy minden val6s szdmon
értelmezett megfelels f fiiggvényt. (Ezeket az f-eket természetesen ,nem
latjuk”.)

Nem. Ha r; = ay1/b; és ro = a2 /by a két részhalmaz egy-egy eleme, akkor
az Osszeadasi zartsag miatt ayjas = asb1r1 = a1bory mindkét részhalmaz-
nak eleme.

Igen. A valés szamokat Q feletti vektortérnek tekintve, irjuk fel a po-
zitiv szamokat egy (végtelen) bazis segitségével. Az egyik, illetve masik
részhalmazba azok a szamok keriiljenek, amelyek felirasaban egy rogzitett
béaziselem egyiitthatoja nemnegativ, illetve negativ. (Az is megfelel, hogy
az egyiitthatok Osszege legyen nemnegativ, illetve negativ.)

Nem. Lassuk be, hogy Q esetén két periodikus fiiggvény Osszege is peri-
odikus, mert 1étezik kozos periddusuk.

Igen. A valos szamoknak Q feletti vektorterében 1 és /2 linearisan
fiiggetlenek, tehat kiegészithetk a vektortér bazisava. Igy minden s valos
szam egyértelmien felirhatdé s = r1 + rov/2 + t alakban, ahol ri és ro
racionalis szamok és t a tobbi baziselem altal generalt altér eleme. Ekkor
a hi(s) =1 és ha(s) = roV/2 + t fiiggvények periodikusak v/2, illetve 1
periodussal, tovabba s = hi(s) + ha(s).

Nem. Bizonyitsunk a fokszam szerinti indukcioval. Hasznaljuk ki, hogy
ha az f(x) polinom k darab periodikus fliggvény Osszege, akkor az eggyel
alacsonyabb foku g(z) = f(x) — f(x — 1) polinom k — 1 darab periodikus
fliggvény Osszege.

Igen. Az identitasfiiggvénynél latott konstrukcio altalanositasaként R-
ben mint a Q feletti (végtelen dimenzios) vektortérben a by,...,by41
linearian fiiggetlen elemeket egészitsiikk ki a tér bazisava. Igy minden
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s valos szam egyértelmien el6all s = Z?jll r;b; + t alakban, ahol r; € Q
és t a tObbi baziselem altal generalt altér eleme. Ezt k-adik hatvanyra
emelve s* olyan k-tényezss szorzatok Gsszege, amelyekben minden tényezd
az n + 1 darab r;b; valamelyike vagy t. Ha k < n, akkor valamelyik r;b;
biztosan kimarad. Irjuk fel most ennek alapjan az adott n-edfoku f(s)
polinomot, és legyen hi(s) azoknak a tagoknak az Gsszege, amelyekben
nem szerepel r1b1, a maradékbol legyen ho(s) azoknak a tagoknak az
Osszege, amelyekben nem szerepel robs stb. A legvégén maradt tagok-
ban nem szerepel r,11b,11, ezek Osszege legyen h,11(s). Ekkor h;(s)

periodikus b; periodussal és f(s) = 320 hi(s).

(a) (21999 —1)/3. (b) ((1+v2)P +(1-v2)")/2.
(a) 4443.  (b) 3. (c) 3.
Utmutatas (c)-hez: az

f=a'"-2*+22 —x+1=(2""-1)/((2° - 1)(z + 1))
polinom (komplex) gyokei kiilonboz6 10-edik egységgyokok (éspedig ép-
pen a primitiv 10-edik egységgyokok, azaz f a 10-edik korosztasi poli-
nom), ezért a sorozat (barmilyen kezdGértékek mellett) mindenképpen
periodikus 10 hossztséga periddussal.

A Fibonacci-szamoknél latott mindhédrom bizonyitas megfelel§ modosita-
sa alkalmas az allitas igazolaséira, ehhez adunk némi atmutatést.

Elsd bizonyitdas: Hasznaljuk ki, hogy A\; az f els6 s; — 1 derivaltjanak is
gyoke.

Madsodik bizonyitds: A diagonalis méatrix helyett a Jordan-alakot lehet
felhasznalni.

Harmadik bizonyitds: a parcialis tortekre bontasnal a nevezékben a meg-
felels gyoktényezdk magasabb hatvinyai is megjelennek, ezek sorbafejtése
a mértani sor (els§ vagy magasabb) derivaltjainak segitségével torténhet.

Hasznaljuk fel az el6z6 feladatot.

A B, sorozatot egy alkalmas konstanssal eltolva a zavart okozd 2-es tag
elttinik, és egy Fibonacci-tipust sorozatot kapunk.
Valasz: 3, = pni+s — 2 (ahol ¢,, az n-edik Fibonacci-szam).

A o, képletében szereplé mésik tag 0-hoz tart.
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Prt1-

Nyilvan csak n = 2k esetén létezik ilyen kirakés, és a lehet&ségek szama
ekkor ((34V3)(2+ V3)" + (3 —V3)(2— V3)¥) /6.

Utmutatas: Jeloljiik Top-val a 3 x (2k)-as téglalapot és Hop_1-gyel azt a
3 x (2k — 1)-es téglalapot, amelynek hianyzik az egyik sarka. Legyen po
és Uor_1 a Ty, és Hop_1 alakzatok 2 x 1-es dominokkal valo kirakasainak a
szama. Ekkor M2k = 2192k_1 + ok —2 és 192].3_1 = /Lgk_g—i-”lggk_?,. A maésodik
Osszefiiggés tobbszori alkalmazasaval Yo 1 = pog—o+ piog—a+...+po+1
adédik. Ezt az els6be beirva, majd az igy a pop-ra és pop_o-re kapott
egyenl@ségeket egymésbol kivonva a por = 4piog_o — fiog—4 rekurziot nyer-
jik.

A ), = 1,1+, _3 rekurziénak megfelels f = 22 —x?—1 polinom (komp-
lex) gyokei legyenek pq, pa, p3. A szokasos fliggvényvizsgalattal konnyen
adodik, hogy f-nek egyetlen valés gyoke van és ez 1-nél nagyobb: p; > 1.
Ekkor p3 = p3, tovabba mivel a gyokok szorzata 1, ezért |pa| = |ps| < 1.
A tpp-re adodo ¢y, = y1pT +72p5 +73p5 képletben emiatt az utolsé két tag
0-hoz tart, ha n tart a végtelenhez. Az allitas ezutan 1,46 < p; < 1,47-bsl
kovetkezik.

©Oni+o. Utmutatas: a rekurziot aszerint irjuk fel, hogy a legnagyobb elem
hidnyzik-e vagy szerepel-e a részhalmazban. (V6. a 9.2.10h feladattal.)

Hasznaljuk a mohé algoritmust, azaz Osszeadandénak minden lépésben
rendre a rendelkezésre allé legnagyobb Fibonacci-szamot vegyiik.

A feladat allitdsa egyébként a Fibonacci-szamok helyett barmely olyan,
pozitiv egészekbdl all6 végtelen szamsorozatra is igaz, amelynek az 1 ele-
me, és a sorozat minden eleme az el6z6 elemnek legfeljebb a dupléja.

Teljes indukcié n szerint.

Az el6z6 azonosségbol kovetkezik alkalmas helyettesitéssel.

Teljes indukci6 vagy a ¢pr+1 — @ = @r—1 egyenlGségek Osszegzése
k=1,2,....,n+ l-re.

Teljes indukeio6 vagy a (k—2)pr+1 — (k—2)¢r = (k—2)pr_1 egyenlGségek
Osszegzése k = 3,4,...,n + l-re és némi atrendezés.

Teljes indukeié vagy a ¢? = Qrpri1 — Prpr—1 egyenldségek Osszegzése
k=1,2,... n-re.

Az (a)-bol nyerhets won—1 = ©n—20n + Pn—1¢Pn+1 egyenldséget (b)-vel
Osszevetve atrendezés utan 02 — 0, _10pr1 = — (21 — ©n_2y) adodik.
Ezutan ugyanezt az Osszefiiggést alkalmazzuk n helyett rendre az
n—1,n—2,... szamokkal.
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Az (a) azonossagot alkalmazzuk a ©nyon, Pnin €8 Q(nt1)4n szamok fel-
bontasahoz, igy ws,-et kifejezhetjiik o, és @, 1 segitségével. Hasznaljuk
fel még az (f)-beli azonossagot is.

Teljes indukcié vagy hasznaljuk fel a 9.2.8 feladatot.

A o = i1 + Yo azonossag ismételt alkalmazasaval barmely k-ra a
Yon = Z?:o (’;) Pan—ok+; Osszefiiggést nyerjik. Ennek k£ = n specialis
esete a bizonyitando6 allitas.

A maésodszomszédok is relativ primek. A harmadszomszédok kozil a
3-mal oszthatd indextiek legnagyobb kozos osztdja 2, a tébbiek relativ
primek. (V6. a 9.2.13 feladattal.)

Jeloljiik pi-nak m-mel valo osztasi maradékat ri-val. Az (rg, rio1) parok
csak m? kiilonbozo értéket vehetnek fel, ezért lesz olyan t > s, amelyre
(re;ree1) = (rs,rs41). Léassuk be, hogy ekkor barmely k-ra (rg,r511) =
= (Thit—s,Thtt—s+1), azaz az 1, maradékok periodikusan ismétlédnek
(t — s periodus szerint). Mivel 79 = 0, ezért barmely j-re r;;_s) = 0, azaz
m | Pj(t—s)-

Utmutatas: Hasznaljuk fel a 9.2.10a feladatot. A k|n = ¢ | e, al-
litast az n/k szerinti teljes indukcioval igazolhatjuk. A megforditashoz
és a legnagyobb ko6z0s osztéra vonatkozd allitashoz lassuk be, hogy ha
a = bg + r, akkor (g, vp) = (¥b, Pr)-

Egy maésik lehet&ség: Mutassuk meg, hogy barmely m-re az m-mel oszt-
hat6 Fibonacci-szdmok indexei éppen a legkisebb ilyen tulajdonsagi nem
nulla Fibonacci-szam indexének a t6bbszorosei.

Pn+1-

(T+V2)" = (1 —+v2)")/(2v2), ami az a;11 = 204 + ai1, a0 = 0,
a1 = 1 rekurzi6 megoldasa (ezeket a szdmokat szokas Lucas-sorozatnak
nevezni).

Legyen p = (14 v/5)/2, ekkor ¢,, = (p™ — (=1/p)")/V/5. A szoban forgd
sor els§ m tagjanak az Gsszegét ,teleszkopikus” Osszeggé alakithatjuk at:

m ok m
p B 1 1 B 1 1
\/g;pzk-u_l _\/5];<p2k_1_p2k+1_1) _\/5< 2m+1_1>'

p?=1 p

Mivel a mésodik tag 0-hoz tart, igy a keresett sordsszeg v/5/(p> — 1) =

= (5 V5)/2
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Eredmény: (27?__12) /n. A megoldasoknél ezt harom kiilonb6z6 modon
vezetjlik le, most ezekhez adunk utmutatast.

Elsé megoldds: n—1 darab (kéttényezos) szorzast kell végrehajtani. Min-
den egyes szorzasnal jeloljik meg a nyité zardjelet +1-gyel és a szorzat
els6 tényezsjét —1-gyel; ha ez az els6 tényezd maga is egy tobbtényezds
szorzat, akkor annak utols6 tényezGjét jeloljik meg a —1-gyel. Kénnyen
lathatoan ekkor az aq, aq, ..., a,—1 tényez6k mindegyike pontosan egyszer
van —1-gyel megjeldlve, tovabba barmely & < n — 1-re aj el6tt legalabb k
nyit6 zarojelnek (azaz +1-nek) kell szerepelnie. Ennek a megforditésa is
igaz, minden ilyen 41-ekbdl 4ll6 sorozat egy szorzasi utnak felel meg. Igy
n—1 darab +1-bél és n—1 darab —1-bél 4ll6 sorozatokat képeziink, ame-
lyekben az elejétdl szamitva akarhany tag Osszege nemnegativ. Minden
sorozat elejére még egy +1-et odairva, olyan, most méar n darab +1-bgl
és n — 1 darab —1-bdl all6 sorozatokra fogalmaztuk at a problémat, ame-
lyekben az elejétdl szamitva akdrhany tag Osszege pozitiv. Lassuk be,
hogy a ,rossz” sorozatok szama a —1-gyel kezd6d6 sorozatok szamanak a
duplaja.

Madsodik megoldds: Az utoljara elvégzett szorzas az elsé k és a maradék
n — k tényez6bdl (valahogyan) elkészitett szorzatokat szorozza Ossze,
k=1,2,...,n — 1, igy a feladatnak az «,, = Zz;ll QO g, ap = 1
rekurzi6 felel meg. Ebbél az A(z) = Y7 | o, 2" hatvanysorra az A?(z) =
= A(z) — z egyenletet kapjuk.

Harmadik megoldds: Egyszertibb rekurziét kapunk, ha az elemek egy-
més kozotti cseréjét is figyelembe vessziik. A rekurziot megoldva, az igy
meghatarozott f,, értékbdl nyilvan «,, = 5, /n!.

Az egyik oldalt rogzitsiik, és aszerint csoportositsuk az eseteket, hogy
az ezen oldalt tartalmaz6 haromszég harmadik csticsa hova esik. Az igy
kapott rekurzi6 lényegében azonos az el6z6 feladat masodik megoldasaban
targyalt rekurzioval.

Eredmény: (2”_4)/(n -1).

n—2

PL. megfelelnek a p;-k elsé és negyedik hatvanyai.

A skatulyaelv szerint biztosan lesz harom olyan c;, amelyekben mindegyik
p; kitevGjének modulo 3 vett maradéka ugyanannyi. Ennek a harom c;-
nek a szorzata kobszam.

Az allitas a 9.3.1 Tételre adott barmelyik bizonyitas értelemszerd mo-
dositasaval igazolhato.
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Okoskodjunk indirekt, ekkor a kis-Fermat-tétel felhasznaldséaval kapjuk,
hogy a
k t

H(l — P @, @0, 1)) = H(l — xf_l) (mod p)

i=1 Jj=1
kongruencia azonossag (azaz minden x1, ..., z; esetén teljesiil). Mutassuk
meg, hogy a fokszamok Osszegére tett feltétel miatt ez nem lehetséges.
Ha specialisan mindegyik polinom elséfoki, akkor (az F), test felett) egy
homogén lineéris egyenletrendszert kapunk, amelyben az ismeretlenek
szama nagyobb az egyenletek szamanal, tehat van nem trivialis megoldas.
A Chevalley-tétel tehat ennek a jol ismert eredménynek az altaldnosita-
saként is tekinthetd.

A ¢; szamban a p; prim kitevje legyen v;; (1 < i < k,1 < j < ).
Az fi(xy,...,2¢) = E;Zl fyij;r? polinomokra és p = 3-ra alkalmazzuk a
Chevalley-tételt.

Itt t > (¢ — 1)k + 1 a megfelels feltétel.
Tekintsik a c¢y,¢1 + co,...,¢1 + ¢c2 + ... + ¢, szdmok n-nel vald osztasi
maradékait.

Elgszor azt igazoljuk, hogy ha az allitas igaz n = r-re és n = s-re, akkor
teljesiil n = rs-reis. A 2rs—1 szambodl vegyiink tetszéleges 2r—1-et, ekkor
az r-re vonatkozo allitas szerint kivalaszthatunk r olyat, amelyek Osszege
oszthatd r-rel. A maradék 2rs — 1 — r szambol ismét vegyiink tetszdleges
2r — 1-et, ezek kozott is van r darab olyan, amelyek 6sszege oszthaté r-rel.
Léassuk be, hogy ily m6don 2s—1 darab olyan r-es csoport keletkezik, ahol
minden csoport elemeinek az 6sszege oszthato r-rel. Alkalmazzuk ezutéan
az s-re vonatkozo allitast ezen Gsszegek r-edrészére.

Ennek alapjan elég az n = p = prim esettel foglalkozni. Legyen
fi= Z?’; N ¢} T fy = Z?i " } ~1 ¢s alkalmazzuk a Chevalley-tételt.
A kinai maradéktétel szerint elegendd a problémat egy p™ primhatvany
modulusra megoldani. Ha m > 1, akkor az z; = zo = x5 = pl™/?
valasztas megfelels. Ha m = 1, akkor (pl. a Chevalley-tétel alapjan) az
23+ 23 +2% = 0 (mod p) kongruencianak van nem trividlis megoldasa. Itt
feltehetd |z;| < p/2, ezért 0 < x2+x3+23 < p?, tehét az 23 +23+23 sszeg
(amely a feltétel szerint p-vel oszthato) p2-tel mar nem lehet oszthato.
Az (a)-beli eljarast kell egyetlen esetben finomitani: ha m > 1 és paratlan,
akkor legyen x; = p(m~1/2y, és az y;-kre alkalmazzuk az el6bb m = 1-re
latott gondolatmenetet.
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(a)
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Képezziik a kérdéses N szamnak minden lehetséges k-ra a (kozelits, valos)
k-adik gyokét, és az ehhez legkGzelebbi ny egész szamra ellendrizziik le,
nem teljestiil-e nﬁ = N. Mivel a szbéba johetd legkisebb hatvanyalap a 2,
ezért k < log, N, tehat ez valoban gyors algoritmus.

Az egyes primek egyméstol fliggetleniil durvan a szamok felét selejtezik
ki, tehat a garantaltan rossz szamok aranya s darab prim esetén koriil-
beliil (2° —1)/2% (azaz nagyjabol minden 2%-edik szamot kell csak z-ként
kiprobalni).

Az a jo, ha d és e kozel egyforma.

86519 = 241-359, 584189 = 613-953. Az N = 86519 = 22 —y? keresésénél
x > /86519, azaz x legkisebb szoba johetd értéke 295. Az y? = 22 — N
egyenl@séget modulo 8 vizsgalva a bal oldal lehetséges értéke 0, 1 vagy 4, a
jobboldalé 0—7,1—7 vagy 4—7, ezek egyetlen kozos értéke 1 = 0—7, azaz
8 |z2. Innen kapjuk, hogy az x sziikségképpen oszthaté 4-gyel. Modulo 3
vizsgalva hasonléan adodik, hogy 3 | z. Igy a legkisebb kiprobalando érték
az x = 300, ami rogton meg is felel, hiszen /3002 — 86519 = 59 egész
szam. Az N = 584189 esetében azt kapjuk, hogy = paratlan és 3-mal
oszthatd, igy a kiprobalandé szamok az x = 765,771,..., itt x = 783-ra
jarunk szerencsével.

Megjegyzés: Miel6tt egy nagy szam felbontasat megkiséreljiik, minden-
képpen célszert egy gyors primteszttel meggy6z&dni arrél, hogy a szam
valoban Gsszetett. Azt se felejtsiik el, hogy igazan gyors faktorizacios algo-
ritmus nem ismeretes, nagy (pl. haromszazjegyti) szamokra a feladatban
jelzett faktorizaciés modszer is reményteleniil lassu.

k=1,

Az els6 k — 1 elem mindegyikénél szabadon dontiink, hogy bevessziik-
e az adott elemet a részhalmazba vagy sem, és ekkor az utols6 elemnél
egyértelmiien adodik, hogy bevegyiik vagy sem. Egy maésik lehetéség: a
keresett szam Z}iézj (21“1) =(1+ 1+ 1 -1)"%)/2.

(2% +2cos(km/3)) /3. Ezt atirhatjuk méas alakba is aszerint, hogy k milyen
maradékot ad 6-tal osztva: (2% +2)/3, ha k =0 (mod 6); (2% +1)/3, ha
k = 41 (mod 6); (2 —2)/3, ha k = 3 (mod 6); és végiil (28 — 1)/3, ha
k=42 (mod 6).
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Utmutatas: Jelolje oy, Bk, illetve 75 egy k elemt halmaz azon részhal-
mazainak a szaméat, amelyek elemszama 0, 1, illetve 2 maradékot ad
3-mal osztva. Célunk oj meghatarozasa. Nyilvan oy + 8; + 7 = 2%
Ennek felhasznalasaval oy, = 2871 — Br_1, Be_1 = 2F72 — y4_o, vala-
mint yx_o = 2¥73 — aj_3, ahonnan az ay + ap_3 = 3 - 273, majd az
ar = o_g + 21 - 2876 rekurzio adodik. Ezt tovabb bontva az aj =
=21-2F6 4 21.2k712 1 Kképletet nyerjiik, amely az utolsé tagjatol
eltekintve egy 2 hanyadost mértani sor dsszege.

Masik lehetségként az

Lk/3]
ar= ) <k> =(1+D"+Q+w)f+ 1 +uwH)r)/3

. 3t
1=0

Osszefliggéssel dolgozhatunk, ahol w egy harmadik primitiv komplex egy-
séggyok.

H és H' egymas komplementerei.
H és H' szimmetrikus differenciajat kell képezni.

Indirekt okoskodva tegyiik fel, hogy létezik egy d:hy + ... + é,h, = 0
raciondlis egyiitthatés nem trivialis linearis kombinacié. Az egyiittha-
tok nevezGinek legkisebb k6zos tobbszorosével beszorozva, majd a kapott
egész egyiitthatok legnagyobb kozos osztojaval végigosztva elérhetjiik,
hogy a ¢;-k relativ prim egész szamok legyenek. Mindkét oldalt skalarisan
megszorozva,  hj-vel, most is di(hi-h;) + ... + J;(h;-h;) +
+... 4 6,(hy-h;) = 0 adodik. Mivel |H;| paratlan, de minden ¢ # j-re
|H¢NH,| paros, ezért itt minden hy-h; skalarszorzat paros, kivéve h;-h;-t,
ami paratlan. Innen azonnal kapjuk, hogy d; sziikségképpen péaros. Mivel
ez tetsz6leges j-re teljesiil, ezért valamennyi 6; péros, ami ellentmond
annak, hogy a d; szamok relativ primek voltak.

Bi; = |H; N H;| modulo 2 maradéka.

Paratlanvaros: Ekkor a B = AT A szorzat az n x n-es egységmatrix, igy
az 5.7.12a feladat alapjan n = r(B) < r(A) < k.

Parosvaros: Most B az n X n-es nullmatrix, ezért az 5.7.12b feladat szerint
k> r(A) +r(AT) = 2r(A), azaz r(A) < |k/2]. Ez azt jelenti, hogy A
oszlopainak szama n < or(A) < olk/2]
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Az egyelemii részhalmazok mindig jok. Emellett k = 4-re (vagy barmely
paros k-ra) megfelelnek az egyelemii részhalmazok komplementerei is. A
tobbi k-ra a kétféle eljaras kombinaciéjaval kapjuk a kivant eredményt.
Az (a) részben jelzett kombinacio ezt is biztositja.
A fels6 becslés nagyjabol k tetszéleges részhalmaz Osszes lehetséges ki-
valasztasanak a szdma. Az als6 becsléshez a legkGnnyebben dgy jutunk
el, ha a 9.4.4 feladatban latott modszert alkalmazzuk. Az egyszertiség
kedvéért legyen k paros, k = 2t. Ha C egy tetszsleges t X t-es szim-
metrikus 0—1 matrix, F; pedig a t X t-es egységmatrix, akkor a k x k-as
A= C+ Ey C
C C+ E;
tehat A egy alkalmas H; halmazrendszer illeszkedési matrixa. Az ilyen
Ak (azaz C-k) szama 2F(F+2)/8 A El-sal az oszlopeserékkel egymasba
vihet§ halmazrendszerek azonossédga miatt kell leosztani. (Ha az izomorf
halmazrendszerektdl is el akarunk tekinteni, tehat azoktol, amelyek egy-
méasbol a varoslakék valamilyen permutaciéjaval nyerheték, akkor ez a
sorcseréknek felel meg, és ekkor még egyszer le kell osztani k!-sal. Azon-
ban még igy is igen nagy szdmot kapunk, pl. elég nagy k-ra alulrél be-
csiilhetjiik ok*/ 9_cel.) Mindez azt mutatja, hogy Paratlanvirosban nagyon
sok kiilonb6z6 modon alapithatunk k& megfelels egyesiiletet.

matrixra B = AT A a k x k-as egységmétrix,

Eredmény: k, ha k paratlan és k — 1, ha k paros.

Utmutatas: paratlan k-ra a k — 1 elemi részhalmazok, paros k-ra pedig
példaul az zi-et tartalmazoé kételemii részhalmazok megfelelnek. Annak
igazolasara, hogy ennél t6bb részhalmaz mar nem létezik, a Paratlanvaros-
tétel eredeti vagy a 9.4.4 feladatban jelzett bizonyitasa adaptéilhaté. Paros
k esetén azt lehet kihasznélni, hogy az illeszkedési méatrix (Fy feletti)
rangja legfeljebb k& — 1, hiszen a sorok Gsszege 0.

A Paratlanvaros-tétel barmelyik bizonyitasa atvihets (értelemszerten az
F test helyett F3-mal kell dolgozni). Valasz: k.

A valasz most is k, azonban csak a 9.4.3 feladatban ajanlott bizonyitas
mikddik.

Mivel |H; N H;| oszthato 6-tal, ezért |H; N H;| oszthato 2-vel és 3-mal is,
ugyanakkor |H;| nem oszthat6 6-tal, tehat |H;| a 2 és a 3 koziil legalabb
az egyikkel nem oszthato. Igy 2k + 1 darab Hatfalus egyesiilet kozott
vagy lenne k 4+ 1 darab Paratlanvarosos, vagy pedig lenne k& 4+ 1 darab
Harmashataros, és mindketts lehetetlen.
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Megjegyzés: Altalanosan a kovetkezd problémardl van szo. Legyen s
rogzitett pozitiv egész. Maximalisan hany olyan H; részhalmaza lehet egy
k elemt X halmaznak, amelyekre s [|H;|, de t # j esetén s | [H, N H;|?

Mindig meg lehet adni k ilyen részhalmazt; az egyelemiieket. A Parat-
lanvéros-tételben lattuk, hogy s = 2 esetén ez a maximum. Ugyanigy
elintézheté minden olyan eset, amikor s primszam. Az allitas akkor is
igaz marad, ha s egy primszdm hatvanya (a bizonyitast ekkor a 9.4.3
feladat ajanlasa szerint lehet elvégezni). A t6bbi s-re a probléma megol-
datlan; csak annyi adodik, hogy a maximum legfeljebb w(s) - k, ahol w(s)
az s kiilonbo6z8 primosztoinak a szama. Ezt a fels6 becslést eddig csak
igen miniméalis mértékben sikeriilt javitani, pl. s = 6-ra n < 2k helyett
csak a hajszalnyival jobb n < 2k — 2log, k az ismert legjobb eredmény.
Ugyanakkor egyetlen s-re sem talaltak k-nal tébb megfelel6 részhalmazt.

(a) k. (b) k—1.

Valasz: k.

A Paratlanvaros-tétel eredeti bizonyitasat kévessiik. A K; halmazoknak
megfelelS k; vektorok fiiggetlenségét ugy lathatjuk be, ha a d1k; + ...+

+6,k,, = 0 linearis kombinéacié mindkét oldalat skalarisan megszorozzuk
rendre a P; halmazoknak megfelel6 p; vektorokkal.

Valasz: k.
Utmutatas a felsé becsléshez: lassuk be, hogy a megfelels vektorok a valos
test felett linedrisan fliggetlenek.

Valasz: 1 (és ennek minden varoslaké tagja).

Az el6z6 feladatnal hasznalt linearis algebrai gondolatmenethez hasonléan
okoskodhatunk.

k
Yito (7)-
(b) Valasz: p?, azaz az altér maximalisan 2-dimenzi6s lehet.

El6szor példat mutatunk ilyen altérre. Legyen 0 < 7 < p egy kvad-
ratikus nemmaradék modulo p, ekkor megfelel TP~"tl-ben az

1 0
0 1

U= < ] > altér. (Megjegyezziik, hogy mar T3-ban is mindig
0 1

talalhato a kivant tulajdonsagu altér, s6t ha p = 3 (mod 4), akkor maga
a T? vektortér is megfelel.)

Most megmutatjuk, hogy egy (legalabb) haromdimenzios altérben min-
dig talalhaté 6nmagéra merdleges nem nulla vektor. Az ortogonalizécios
eljarassal elGallithatunk by, by, by paronként mersleges vektorokat, legyen
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b;-b; =6;, 1=1,2,3. Egy v = 2?21 ~v;b; vektor akkor és csak akkor
merdleges onmagéra, ha

3 3 3
0=vv =0 b)) wbi)=>Y 8
i=1 i=1 i=1

teljesiil. A ~;-ket ismeretleneknek tekintve ennek az egyenletnek pl. a
Chevalley-tétel (9.3.2 feladat) szerint van nem trivialis megoldésa.

Ha p = 3 (mod 4), akkor k£ > 3 esetén, egyébként k > 2-re. Ugyanis a
22 + 23 = 0 (mod p) kongruencianak pontosan p # 3 (mod 4) mellett van
nem trivialis megolddsa, a 22 + 23 + 22 = 0 (mod p) kongruencia pedig
mar minden p-re nem trividlisan megoldhaté.

Ha csak a nullvektor meréleges 6nmagéra, azaz ha k = 1 és p tetszéleges
vagy k = 2 és p = 3 (mod 4), akkor ez trividlisan altér (dimenzioja
0). Ettdl eltekintve csak p = 2-re kapunk alteret, de k tetszsleges lehet.
Ennek a dimenzidja k — 1. (Azokbol a vektorokbol all, amelyeknek paros
sok koordinataja 1-es.)

PlL legyenp:k:2ésU:<<1>>.

Egy x € V vektor pontosan akkor meréleges U-ra, ha U egy bézisa-
nak minden elemére meréleges. Ez a feltétel egy dim U egyenletbdl allo,
dim V ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszert jelent, amelynek
a rangja dim U (mert a sorok, amelyek az U béaziselemeibgl szarmaznak,
linearisan fiiggetlenek). A megoldasoknal igy a szabad paraméterek szama
dimU+ =dimV — dim U.

A (b) részbdl és a 4.6.6 feladatbol kovetkezik.

Létezik: (a), (c), (e).

Utmutatas: A dim U+dim U+ = dim V 6sszefiiggés alapjan k sziikségkép-
pen paros. Hasznéljuk fel a 9.4.14a feladatot is.

Nem igaz, vegyiink pl. egy nagy paratlan elemszami részhalmazt és a téle
diszjunkt egyelem( részhalmazokat.

Igaz. A Parosvéros-tétel bizonyitasat kovetve tekintsiik a H; halmazok-
nak megfelel6 h; vektorok éltal generalt U alteret. Ha ennek az U-nak
nem minden eleme szerepel a h;-k kozott, akkor egy ilyen hidnyz6 vektor-
ral bévithetjiik a rendszert. Ha U minden eleme szerepel, de az elemszam
nem maximalis, akkor dimU < [dim V/2] és igy dimU~+ > dimU + 2.
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Egészitsiik ki U bazisat UL bazisava a wq, ws,... vektorokkal. Ekkor
w1, Wy és Wi + wo mindegyike mer6leges U-ra és koziiliik legalabb az
egyik onmagéra is merdéleges, és ekkor ezzel a vektorral bévithetjik a
rendszert.

Utmutatas: Valasszuk kiilon a paros és paratlan tagszamu egyesiileteket,
és mutassuk meg, hogy a nekik megfelel§ vektorok altal generalt alterek
diszjunktak. Ha ezek dimenzidja s, illetve t, akkor 2s + ¢ < k, és igy
n <t -+ 2Lk=t)/2]

Valasz: 8.

Utmutatas: Lassuk be el8szor, hogy 6 elemt halmaz esetén 4 a maximum.
Ratérve a 9 elemi halmaz esetére, igazoljuk, hogy ha a H; részhalmazok
megfelelnek, akkor a komplementereik is a kivant tulajdonsaguak. Ennek
alapjan feltehets, hogy |H;| = 3. Ekkor valamennyi H;-re H; N Hy = ()
vagy H; O Hy. A H;-knek a Hi-be ess része tehat kétféle lehet, a H;-
en kiviil es§ részekre pedig a 6 elemd halmaznal latottak szerint négy
lehet&ség adodik.

(b) A 3 egyszeres, az 1 6tszoros és a —2 négyszeres sajatérték. Ezt a leg-
egyszertibben a 9.5.1 Tétel bizonyitasabol olvashatjuk le a d = 3 specialis
esetben.

Az allitas a szomszédsagi matrix és a sajatvektor definiciojabol kovetkezik.

A sajatértékeket a szomszédsigi méatrix karakterisztikus polinomjanak a
gyokeiként kaphatjuk meg, azonban gyakran kevesebb szamoléssal is cél-
hoz érhetiink, ha az el6z6 feladatra tamaszkodunk. Eredmények:

Az n — 1 egyszeres, a —1 pedig n — 1-szeres sajatérték.

Az 1 és a —1 mindketten k-szoros sajatértékek.

A k és a —k egyszeres, a 0 pedig n — 2-szeres sajatérték.

A v/n—1¢ésa—+/n—1 egyszeres, a 0 pedig n — 2-szeres sajatérték.

A sajatértékek 2cos(2jm/n), 0 < j<mn-—1.

Legyen G, illetve G szomszédsagi matrixa A, illetve A’. Ekkor a csupa
1 komponensii j vektor a regularitds miatt mind G-nek, mind pedig G-
nek sajatvektora, a megfelel6 sajatérték d, illetve n — 1 — d. Legyen
J,va,..., v, az A-nak egy ortonormalt sajatbéazisa (az R"™ euklideszi tér-
ben), a megfelels sajatértékek legyenek d, Ao, ..., \,. Mivel a
J-nek a j-t6l fiiggetlen sajatvektorai éppen (j)* nem nulla elemei, és
ezekhez a 0 sajatérték tartozik, ezért a v;-k a J-nek is sajatvektorai 0
sajatértékkel. Ekkor az A’ = J — F — A Osszefliggés alapjan a v;-k az
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A’-nek is sajatvektorai, a megfelels sajatértékek pedig —1 — ;. Az A’
sajatértékei tehdt n — 1 —d,—1 — Ao, ..., —1 — A,

Mutassuk meg, hogy mindkét feltétel ekvivalens azzal, hogy A minden
sajatvektora J-nek is sajatvektora.

A Petersen-graf illeszkedési métrixa 10 x 15-6s, ez 6 darab 5 x 5-6s Cj;
blokkbol all (Z = 1,2, ] = 1, 2,3), ahol 012 = 021 = 0, 013 = 023 = E,

1 0 0 0 1 1 0 01 0
110 0 0 01 0 01
011 = 0 1 1 0 O és 022 = 1 01 0 O
0 01 10 01 0 1 0
0 0 0 1 1 00 1 01

A tovabbiakban a 9.5.3 feladat szamozasat hasznaljuk.

Egy n x n(n — 1)/2-es matrix, amelynek oszlopaiban minden lehetséges
modon eléfordul két darab 1-es.

Két k x k-as egységmatrix egymés alatt.

Egy 2k x k?-es matrix, amelynek oszlopaiban minden lehetséges modon
el6fordul két darab 1-es ugy, hogy az egyik a fels6 k sorbol, a masik pedig
az als6 k sorbdl van.

Egy (n — 1) x (n — 1)-es egységmaétrix {6l6tt egy csupa 1 sor.

Egy n X n-es matrix, ahol a féatloban, kézvetleniil a f6atlo alatt és a jobb
fels§ sarokban all 1-es, méshol pedig 0.

M = CTC olyan m x m-es matrix, ahol a f64tl6 minden eleme 2 és i # j-re
i; aszerint 1, illetve 0, hogy az i-edik és j-edik élnek van-e kozos cstcsa
vagy sem.

N = CCT olyan n x n-es matrix, ahol a fsatloban v;; az i-edik cstcs foka
és i # j-re v;; aszerint 1, illetve 0, hogy az i-edik és j-edik cstics Ossze
van-e kotve éllel vagy sem.

Diszjunkt haromszogek egyesitése.

A szokasos jelolésekkel az Aj vektor i-edik koordinatija éppen d;, az i-
edik csiics foka. Legyen bq,...,b, ortonormaélt sajatbazis, A\i,..., A, a
megfelel§ sajatértekek és j =" | p;b;. Ekkor

on <di+...4dy =J(A]) =Y Nipi <A pl = A(jj) = An,
=1 =1

azaz valoban § < A. A A < A egyenl6tlenség bizonyitasdhoz legyen
v a A-hoz tartozd olyan sajatvektor, amelynek a(z egyik) legnagyobb
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koordinataja 1, legyen ez pl. az els6 koordinata. Az x < z jelentse azt,
hogy minden koordinatara x; < z;. Ekkor Av = Av < Aj < Aj, és az
els6 koordinatak Gsszehasonlitédsaval kapjuk, hogy A < A.

Elsszor igazoljuk az alabbi segédallitasokat. Legyenek A és A’ nemnegativ
elemd szimmetrikus matrixok, a maximalis sajatértékek A, illetve A’.

Ha egy nem nulla x vektor koordinatai nemnegativak (azaz x > 0) és
Ax > tx, akkor A > 7.

Ha az A és A’ minden elemére a;; > a;j, akkor A > A’.
Ezutén a feladat allitdsat bizonyitsuk a csticsok szama szerinti teljes in-
dukcidval; a grafbol hagyjuk el a legkisebb fokszami csticsot a hozza tar-

tozo élekkel és hasznaljuk fel (ii)-t.

Megjegyzés: belathato, hogy a legnagyobb sajatértékhez mindig tartozik
nemnegativ sajatvektor, s6t ez barmely nemnegativ elemi (nem feltétle-
niil szimmetrikus) matrixra is igaz (Frobenius—Perron-tétel).

Osszeadva az Gsszes egyenesre az Osszegeket azt kapjuk, hogy az Gsszes
pontra irt szam Gsszege is 0. Ezutan hasznaljuk ki, hogy ha egy adott
pontot tartalmazd Osszes egyenesre nézziik az Osszeget, akkor ebben a
tobbi pont egyszer szerepel, az adott pont pedig n + 1-szer.

Célhoz érhetiink a 9.4.4 feladatban definidlt illeszkedési matrix segit-
ségével is, amelyben az i-edik sor j-edik eleme aszerint 1 vagy 0, hogy
az i-edik pont rajta van-e a j-edik egyenesen vagy sem. Lassuk be er-
6l az (n? +n + 1 x n? + n + l-es) A matrixrol, hogy AT A f6atlojanak
minden eleme n + 1 és az Gsszes tobbi elem 1. Az 1.3.12 feladat szerint
ekkor 0 # det(AT A) = (det A)?, ezért ATv =0 = v = 0. Legyen v-ben
az i-edik koordinata az i-edik pontra irt szam, ekkor ATv-ben a j-edik
koordindta a j-edik egyenesen levé pontokra irt szamok Osszege, ami a
feltétel szerint 0. Ezért az elébbiek alapjan v = 0, azaz minden ponton
csak a 0 szam lehet.

Legyen P, ill. K a piros, illetve kék pontok szama (P + K = n? +n+1),
és hasonléan, P;, illetve K; az i-edik egyenesen a piros, illetve kék pontok
szama (P; + K; = n+ 1). Elég belatni, hogy a |P; — K| eltérések atlaga
az n? +n + 1 egyenesen legaldbb /n, azaz

n2+n+1
> (P -EK)?>nm?+n+1) (E.9.1)

i=1
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A négyzetre emelést elvégezve a bal oldal

n2+n+1 n2+n+1 n2+n+1

> PP+ ) K}-2 ) PK. (E.9.2)
=1 =1 =1

Az elst 6sszeg (E.9.2)-ben azon rendezett piros pontparok széma, ame-
lyek egy egyenesen vannak. Ha a két pont kiilénb6zs, akkor egy ilyen
egyenes van, ha azonos, akkor n + 1 egyenes. Ebbd&l adodik, hogy az els6
osszeg P(P — 1) + (n + 1)P = P? + nP. Ugyanigy adodik, hogy a ma-
sodik sszeg K? + nK. A harmadik &sszeg pedig a piros-kék pontparok
szdma, ami PK. Ezért (E.9.2) atirhato a P2+ K? +n(P+ K) —2PK =
= (P - K)? + n(n? 4+ n+ 1) alakba, ami igazolja (E.9.1)-et.

Célhoz érhetiink egy (n?+mn+1xn?+n+ l-es) B modositott illeszkedési
matrix segitségével is: b;; = 1, ha az i-edik pont piros és rajta van a
j-edik egyenesen; —1, ha az i-edik pont kék és rajta van a j-edik egyene-
sen; és 0 egyébként. Igazoljuk, hogy most is BT B f6atlojanak minden ele-
me n+ 1 és az 6sszes tobbi elem 1. Legyen w a csupa 1 koordinatajua vek-
tor, ekkor azt kell belatni, hogy z = BT w-nek van legalabb /n abszolit
értékd koordinatija. Ez kovetkezik abbol, ha a koordinatak négyzetének
atlaga legaldbb n, azaz z-nek Onmagaval vett skalarszorzata legaldbb
n(n? 4+ n +1). Ez a skalarszorzat

(B™w)T(BT"w) = w! BBTw. (E.9.3)

Lassuk be, hogy BBT fsatlojanak is minden eleme n + 1, a tobbi elem
pedig aszerint 1 vagy —1, hogy a sor- és oszlopindexeknek megfelels
pontok azonos vagy kiilonbozé szintiek. Igy BBT = nE + H, ahol H
féatlojaban 1 all, minden més elem pedig £1. Ezért (E.9.3) atirhato
nwlw +wl Hw alakba. Itt az els6 tag n(n? +n + 1), a méasodik tagrol
pedig lassuk be, hogy (P — K)2. Mivel ez utébbi nemnegativ, ezért az
(E.9.3)-beli zT'z skalarszorzat valoban legaldbb n(n? +n + 1).

A moho algoritmussal mindig a legels§ olyan elemet vélasztjuk, ame-
lyik nem rontja el a Sidon—tulajdonsagot. Tegyiik fel, hogy a1 < as <
< ... < as < n mar megvan. Egy d elem akkor rossz, ha valamilyen
i,j,k < s-red+a; = a; +ap, azaz d = a; + ap — a; . Ezzel legfel-
jebb s3 (s6t tulajdonképpen kevesebb mint s%/2) elemet zartunk ki, azaz
s < n'/? esetén még talalunk n-nél kisebb tovabbi jo elemet.
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A Sidon-tulajdonsag igazolasahoz tegyiik fel, hogy a; +a; = a, + a;, azaz
2p(i+j —k—1)+ ((i* mod p) + (52 mod p) — (k* mod p) — (I* mod p)) = 0.

Itt a masodik tag oszthat6 2p-vel, de abszolit értéke 2p-nél kisebb, tehat
csak 0 lehet. Emiatt az elsé tag is 0. Vagyisi—k =1 —j és 12 —k? = 12— 52
(mod p). Innen egyszerd szamolassal adodik, hogy vagy i = k és j =1
vagy pedig i =1 és j = k.

A p? elemii testtel és a benne levs p elemii résztesttel hasonléan (csak
egyszeriibben) kell okoskodni, mint a 9.6.2 Tétel bizonyitdsaban tettiik.

Vegylink egy ¢ primitiv gyokét modulo p, és legyen a; az
r =i (mod p—1), 2 = ¢g° (mod p) szimultdn kongruenciarendszer
megoldasa modulo p(p— 1), i =1,2,...,p— 1.

A 9.6.1 Tétel szerint vegyiink 1 és n; kozott egy kb. (/n; elemszamu
Sy Sidon-sorozatot. Legyen my joval nagyobb ny-nél. Az [ny,ny + no
intervallumban ne vegyiink elemeket, viszont n; + ny és ny + 2no kozott
helyezziink el egy kb. \/n. elemszamt Sidon-halmazt, és abbol hagyjuk
el azokat az elemparokat, amelyeknek a kiilonbsége < n;, a maradékot
jelolje Sy . (Megfelelne céljainknak az is, ha minden elemparbol csak
az egyik elemet hagynank el.) A Sidon-tulajdonsig miatt az elhagyott
elemek szama < 2n; . Tgy n1 + 2ng-ig Osszesen kb. \/na + \/n1 — 2n; =
~ y/nz elemiink van. Lassuk be, hogy S1US; Sidon-tulajdonsidgt. Ezutan
valasszunk egy, az ni + 2ns-nél joval nagyobb ng-at, ny + 2no + ng és
ni + 2ny + 2ng kozott helyezziink el egy kb. /n3 elemszami Sidon-
halmazt, abbdl toroljik azokat az elemeket, amelyeknek a kiilonbsége
< ny1+2no stb. Az eljarast folytatva a feladat feltételeit teljesits végtelen
Sidon-sorozatot kapunk.

Altalanositsuk a 9.6.3 feladat modszerét a p” elem testre.
Az elemekbdl képezhets h-taga Gsszegek egyrészt mind kiilonbozdk, mas-
részt valamennyien 1 és nh kozé esnek.

A kettShatvanyok ilyenek.

Vizsgaljuk meg, hany 0sszeg keletkezik és ezek milyen hatarok kozé esnek.
A keletkezd Osszegeket egy (klasszikus) valoszintségi valtozonak tekintve
alkalmazzuk a Csebisev-egyenlGtlenséget.

Legyen C az 1 és n?/3 kozotti egész szamok halmaza, tovabba D a
C-nek az n-ig terjed§ primszamokkal vald egyesitése. Elgszor lassuk be,
hogy n-ig minden szam felirhaté n = ed alakban, ahol ¢ € C, d € D (a
feliras altalaban nem egyértelmi). Az a; szamoknak rogzitsiik egy ilyen
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a; = ¢;d; elsallitasat, majd készitsiink el egy |C| + |D| < w(n) + 2n?/3
csiicstt paros grafot, amelynél a csiicsok egyik csoportja a C' halmaz, a
masik pedig a D, és az a; szamnak a c¢; és d; cstucsot Osszekotd él felel
meg. Ha az élek szama legaldbb annyi, mint a cstcsok szama, akkor a
grafban van kor. A parossig miatt ennek a kornek paros sok éle van,
és a konstrukci6 alapjan a minden masodik élnek megfelel6 a;-k szorzata
megegyezik a kor tébbi élének megfelels a;-k szorzatéaval (hiszen mindkét
szorzat a kor Osszes csticsaiban szerepld szamok szorzata).

Irjuk fel a szamokat d alapt szamrendszerben, ahol d értékét késsbb alkal-
masan megvalasztjuk. Tekintsiik most azokat a szadmokat n-ig, amelyek
felirasdban minden szamjegy < d/2 és a szamjegyek négyzet-
Osszege egy adott q érték. Mutassuk meg, hogy egy ilyen szamhalmazban
nem fordul el haromtagu szidmtani sorozat, tovabba ¢ és d alkalmas
megvélasztasaval elérhet, hogy a halmaz elemszama a feladat allitasa-
nak megfeleléen nagy legyen.

Els6 megoldds: A ,rossz” szinezések szamat ligyesen feliilrél becsiilve mu-
tassuk meg, hogy ez kisebb, mint az 6sszes szinezések szama.

Madsodik megoldds: Tekintsiik a p primmel a 2P elemd T véges testet,
legyen A a multiplikativ csoport generatoreleme és W egy p— 1-dimenzios
altér T-ben (mint F; feletti vektortérben). A szinezés: k akkor piros, ha
AP € W. Az 1,2,...,p(2P —1) szamokat ily moédon kiszinezve nem fordul
el6 p 4 1-tagi egyszint szamtani sorozat.

Harmadik megoldds: Legyenek pirosak azok a szamok, amelyek a 7 és a
17 koziil pontosan az egyikkel oszthatok.

Negyedik megoldds: Legyenek pirosak azok a szdmok, amelyek a 2, a 3,
az 5 és a 7 kozil paratlan sokkal oszthatok.

Otodik megoldds: Nevezziink A-nak, illetve B-nek egy olyan, 17 egymas
utan kévetkezs szambol allo blokkot, amelynek az els6 16 eleme piros, az
utolséd eleme pedig kék, illetve forditva, és tekintsiik az alabbi szinezést:

15 darab A utén vegyiink 15 darab B-t és ezt ismételjiik (6sszesen 16-szor
lehet).

Az alabbi lépésekben igazolhatjuk a tételt:

Két egyenls alapt és magassagi paralelogramma egymaéasba darabolhaté.
Legyen a kozos alap AB, a vele parhuzamos oldalegyenesen a csticsok
legyenek CD, illetve C'D’. Ha pl. D a D'C’ szakaszon van, akkor az
ABCD paralelogrammébol vagjuk le a BC'C’ haromszoget, és ezt a vele
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egybevagd ADD’ haromszog helyére illesztve megkapjuk az ABC'D’ pa-
ralelogrammat. Ha a C'D és C' D’ szakaszoknak nincs kozos pontja, akkor
mindkét paralelogrammét vagjuk szét az alapjukkal parhuzamosan olyan
yalacsonyabb” paralelogrammaékra, amelyekre méar alkalmazhatjuk az els-
z6 gondolatmenetet.

Egy téglalap atdarabolhat6 olyan téglalappéa, melynek egyik oldala adott.
A téglalapot szilikség esetén vékonyabb csikokra vagva és a csikokat a
révidebb élek mentén Osszeragasztva olyan ABCD téglalapot kapunk,
amelynek (mondjuk) a BC' oldala kisebb, az AB oldala pedig nagyobb
az adott = szakasznal. A B kozéppontu z sugari kor messe a C'D oldalt
a C' pontban, és legyen D’ a B pont tiikorképe az AC’ szakasz felezs-
pontjara, ezzel egy ABC’'D’ paralelogrammét kapunk. A C’ és B pontok
merGleges vetiilete a D’ A egyenesen legyen X, illetve YV, igy egy BC' XY
téglalaphoz jutunk, amelynek BC" oldala éppen az el6irt x hosszusagu.
Ekkor az ABCD téglalap és a BC'XY téglalap is azonos alapt és ma-
gassagu, mint az ABC’'D’ paralelogramma, ezért az (i) rész alapjan a
két téglalap — az ABC’ D’ paralelogramma ,kozvetitésével” — egymasba
darabolhaté.

Végiil egy tetszlleges sokszoget haromszégekre bonthatunk, mindegyik
haromszoget téglalappa alakithatjuk, a kapott téglalapokbdl pl. egység-
nyi alaptu téglalapokat gyarthatunk, és ezeket egymas mellé téve egyetlen,
egységnyi alapu téglalappd daraboltuk at a sokszoget. Ezt két azonos
teriiletd sokszogre elvégezve két egybevagd téglalaphoz jutunk, tehat a
két sokszog egymésba is atdarabolhaté.

Valamely 0 pontosan akkor lesz a m-nek racionalis szdmszorosa, ha van
olyan n pozitiv egész, amelyre nd a 2m-nek egész szamu t6bbszordse, azaz
cos(nd) =1. A

cos(na) = 2cos((n — 1)a) cos o — cos((n — 2)ar)

osszefiiggés alapjan igazoljuk teljes indukcidval, hogy cos(na) egy 3"
nevezGji (tovabb mar nem egyszertsithets) tort, és igy nem lehet az
értéke 1.

Az el6z6khoz hasonloan igazoljuk teljes indukcidval, hogy 2cos(ny) a
2 cos y-nak egész egyiitthatos, normalt polinomja. Igy ha cos(ny) = 1,
akkor 2 cos vy gyoke egy egész egyiitthatos, normalt polinomnak. Egy ilyen
polinom racionalis gyokei csak egészek lehetnek, tehat 2 cosy egész szam.
Ezt a | cosy| < 1 feltétellel 6sszevetve kapjuk az allitast.



466

9.7.3

EREDMENYEK 9.7.

Ha egy T téglalap a és b oldalanak ardnya az a/b = r/s racionélis szam,
akkor T' szétvaghato rs darab egybevagd a/r = b/s oldali négyzetre.
A megforditashoz definidljunk a téglalapok halmazén egy, a teriiletre
emlékeztets fliggvényt: legyen f egy tetszéleges valds fliggvény, amely
kielégiti a Cauchy-féle f(z +y) = f(z) + f(y) fuggvényegyenletet (lasd
a 9.1.8 feladatot), és ha egy U téglalap oldalai ¢ és d, akkor legyen
F(U) = f(e)f(d). Specidlisan, ha U egy négyzet, akkor F(U) > 0.
Mutassuk meg, hogy ha az U téglalapot az U; téglalapokra vigjuk szét,
akkor F(U) = Y . F(U;). Tegyiik fel indirekt, hogy a és b nem egymas
racionalis szdmszorosai és mégis szétvagtuk az a és b oldala T téglalapot
négyzetekre: T'= UN; (ahol az N; négyzeteknek nincs kozos bels§ pont-
juk). Ekkor F(T) = > F(N;) jobb oldala nemnegativ, ugyanakkor
F(T) <0, ha f(a) =1 és f(b) = —1, ami elérhets, mert a és b linearisan
fliggetlenek Q felett.

Atdarabolhatok, ennek igazolasa a Bolyai-Gerwien-tétel bizonyitasanak
a mintajara (szinte arra tamaszkodva) végezhets el (9.7.1 feladat).

Nem darabolhatok egymasba: az ABCC’ tetraéder atdarabolhatd egy
hasabba és igy egy vele azonos térfogati kockaba is, az ABCB’ tetra-
éder viszont nem. Ez utobbi egyik lapszoge 7/2, a masikat ¥-val jelolve
cos®¥ = 1/4/3. Mutassuk meg, hogy 9/ irracionalis, és ezutan kovessiik
a 9.7.1 Tétel bizonyitasanak a gondolatmenetét.

A megfelels invarians legyen a sokszognek egy adott iranyba es6 élhossza-
inak (valamely koriiljaras szerinti) elGjeles Gsszege.

Ha n = 2k > 2, akkor egy k oldalhossztsagt négyzetben vegyiink egy
k — 1 oldala négyzetet és a megmaradt savokban a 2k — 1 darab egység-
négyzetet. Ha n = 2k + 3 > 5, akkor vegyiik az el6z8 konstrukciot, majd
valamelyik négyzetet vagjuk fel 4 egybevagd részre. A megforditashoz
hasznaljuk ki, hogy az eredeti négyzet minden sarkéra kell illeszkednie egy
kis négyzetnek, tehat n eleve nem lehet 2 vagy 3, az n = 5 esetben pedig
a nagy négyzet egyik oldalara 3, a tobbi oldalra 2 kis négyzet illeszkedne,
ami egyszerd esetszétvalasztas utan szintén ellentmondésra vezet.

Mivel egy kockabol kénnyen csindlhatunk 8, illetve 27 kis kockat, ezek
egymas utani alkalmazasaval egy kocka 1 + 7x 4 26y részre is bonthato,
ahol x és y tetszGleges nemnegativ egészek. Felhasznalva, hogy a 7 és a
26 relativ primek, lassuk be, hogy minden elég nagy n elGallithaté ilyen
alakban.
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Mivel egy kockat 8 részre vagva, a kis kockak szamét mindig tudjuk 7-tel
novelni, ezért elég az allitast a 48 és 54 kozotti n-ekre igazolni.

48: 48 = 27+ 3 - 7, azaz a kockat vagjuk 27 részre, majd 3 kis kockat 8-8
részre.

49: egy 6 oldalu kocka alsé felét bontsuk 4 darab 3 oldald kockara, a
fels6 sorat 36 darab egységkockara, a fennmarado6 két sort pedig 9 darab
2 oldalu kockara.

50: 50 =7-7+ 1.

51: egy 6 oldalu kocka also felét és még egy nyolcadat bontsuk 5 darab
3 oldala kockara, a megmaradt részbdl kivilaszthatunk 5 darab 2 oldala
kockat és marad még 41 darab egységkocka.

52: egy 4 oldala kockabol vegyiink ki egy 3 oldali részt, ekkor marad 37
egységkocka, ezekbdl kettSt 8-8 részre osztva Gsszesen 52 kockira bontot-
tuk az eredeti kockat.

53: 53 =1+4+2-19+2-7 alapjan elég olyan eljarast mutatni, amely 19-cel
noveli a kockédk darabszamat; egy 3 oldald kockat bontsunk egy 2 oldaltra
és a megmaradd 19 egységkockara.

54: egy 8 oldali kocka haromnegyedét bontsuk 6 darab 4 oldala kockara,
a maradékbol levalaszthato 2 darab 3 oldalu és 4 darab 2 oldald kocka,
valamint marad 42 darab egységkocka.

Ha n # 2, 3 vagy 5, akkor a 9.7.6a feladathoz hasonlé konstrukciot alkal-
mazhatunk. A megforditas n = 2-re most is egyszert, azonban n = 3-ra és
5-re a négyzethez képest bonyolitja a helyzetet, hogy a kis haromszogek
az eredeti haromszog szogeit is elvaghatjak. Itt jo szolgalatot tesz az
alabbi, 6nmagéaban is érdekes észrevétel: Ha egy H haromszog szogei a
racionalis test felett linearisan fiiggetlenek, akkor H csak tgy bonthato
fel hasonlé haromszogekre, ha azok H-hoz is hasonlok, tovabba ekkor H
felbontasanal a kis haromszogek H szogeit nem vaghatjak el.

Ha n = k2, akkor egy haromszdg minden oldalat k egyenls részre osztva
a haromszoget nyilvan n egybevago kis haromszogre bontottuk. A meg-
forditashoz vegyiink egy olyan haromszoget, amelyben nemcsak a szogek,
hanem az oldalak is linearisan fiiggetlenek. Mutassuk meg, hogy valéban
létezik ilyen haromszog, tovabba egy ilyen haromszoget nem lehet n egy-
bevagd haromszogre felbontani, ha /n irracionalis.

Ha n = k%2+m?2, akkor vegyiink egy olyan derékszdgt haromszoget, amely-
nek a befogéi k és m. Ha n = 3k?, akkor egy szabalyos haromszog ,fele”
lesz megfeleld.
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Ha pl. a,, = 27;:_11 Aja;, akkor (i) miatt D(aj,as...,a,) =

= Z;:ll A;jD(aj,ay ..., a;), ésitt (iv) szerint mindegyik tag 0.
A 9.8.1 Tétel bizonyitasanak mintajara kovetkezik, hogy Fj(eq,...,en)
mar teljesen meghatarozza Fj-t.

Hasznaljuk fel az el6z6 feladatot és az F(ei,...,e,) = G(e1,...,ey)
egyenlGséget.

Téamaszkodjunk az el6z6 feladatra.

A determinans értéke nem valtozik, ha az els§ két oszlopbdl kivonjuk
a harmadik oszlopot és a harmadik sora szerint kifejtjiik. Az ennek
Y11 — 713 Y12 — 713

Y21 T Y23 Y22 — 723
be mutatd vektorok altal kifeszitett paralelogramma elGjeles teriilete. Ez

a paralelogramma pontosan akkor fajul el, ha a pontok egy egyenesbe
esnek.

megfelels determinans a P3-bol Pi-be, illetve Ps-

A négy pont akkor és csak akkor van egy sikban, ha a koordinataikbol
Y11 Y12 713 714

képezett T20 722 23 24 Geterminans nulla.
Y31 Y32 Y33 V34

1 1 1 1

Az eredmények tetszéleges koordinatarendszerben érvényesek, ugyanis a
9.8.1 Tétel szerint tetsz6leges bazist valaszthatunk.

10. Kédok

(@) A=p* O Ep1-p (1= XL, () (1)t
1-hibajelzs: (a), (b), (e), (f).  1-hibajavito: (e).

Az altalanositas: (i) tetszoleges szamu rogzitett helyen a jegyeket megval-
toztathatjuk, azaz minden kodszohoz ugyanazt a vektort hozzidadhatjuk
(a kodszavakat ,eltoljuk”); (ii) a kodszavak jegyeit tetszGlegesen (de azo-
nos modon) permutalhatjuk; valamint (i)-et és (ii)-t kombinaltan is al-

c sz

igy nyert kdédokat az eredetivel ekvivalenseknek nevezziik.

(b) Pontosan a paratlan m-ek ilyenek.
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Legyen A, illetve B azoknak a helyeknek a halmaza, ahol az u és v
vektorok jegyei azonosak, illetve ellentétesek. A feltétel szerint
|A| = k —d,|B| = d. Jeloljik j-vel, ahdny A-beli helyen a w vektor
jegye nem ugyanaz, mint a mésik két vektoré. Ekkor B-ben az u és w
vektorok ¢ — j, a v és w vektorok pedig r — j jegyben kell hogy kiilon-
bozzenek, és nyilvan (¢ — j) + (r — j) = d. Innen j = (r + g — d) /2, tehat
nincs megfelel6 w, ha r + g — d paratlan szam és (k;d) (qij) ilyen w van,
ha r + ¢ — d péaros.

Az el6z6 feladathoz hasonld gondolatmenetet kell alkalmazni.

Ha d paratlan volt, akkor a minimalis tavolsag eggyel ng, paros d-re pedig
nem valtozik.

A t = 1 specialis esetre latott gondolatmenetet kell adaptalnunk. Jeloljiik
H(c)-vel a ¢ kodszo t sugaru kornyezetét, azaz a téle legfeljebb ¢ tavol-
sagra levs T"-beli vektorok halmazat (beleértve magat a c vektort is).
Mivel a c-t6l (illetve barmelyik T*-beli vektortol) pontosan i tavolsag-
ra (f) darab vektor talalhato, ezért a téle legfeljebb t tavolsagra levd

vektorok szama |H(c)| = Y'_, (’f) A feltétel szerint a H(c) halma-
zok paronként diszjunktak és a szamuk 2", igy az egyesitésiik elemszama
2" H(c)| < |T*| = 2*.

n=2: (aA) 1. (aB) 3. (bA) 3. (bB) 6.

n=3: (aA) 1. (aB) 3. (bA) 3. (bB) 7.

Az n = 2 esetre és a 2-hibajavitasra részletezziikk a bizonyitast (a t¢-
hibajavitas tetsz6leges t-re ennek mintéjara targyalhato, és hasonléan kell
okoskodni — csak joval tobb szémolgatas kiséretében — n = 3 mellett is a
2-hibajavitasnal). Hat ellenérzd jegy valoban elég, mert megfelel példaul
a @ ajag = apasaiasaras i kod, ahol 8 = a1 + as. Azonnal latszik,
hogy a négy kodszo koziil barmelyik kettének a tavolsaga legalabb 5, tehét
a kod valéban 2-hibajavité. Ugyanakkor 6t ellenérzé jegy még nem lehet
elég a 2-hibajavitashoz, mert 77-ben mar harom olyan vektor sem talal-
hato, amelyek koziil barmelyik ketté tavolsaga legalabb 5. Ha ugyanis
cy — ci-ben és c3 — co-ben is a hét jegy kozott legalabb 6t darab 1-es
szerepel, akkor ezek koziil legalabb harom azonos helyen fordul elg, és igy
c3—c1 = (c3—c2)+(ca—cq)-ben ezeken a helyeken 0 all, vagyis cs—c;-ben
legfeljebb négy 1-es talalhato.

Igaz: (b).
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Két, illetve harom n x n-es egységmatrix egymas alatt.

Linearis: (b), (e) és (f). Generatorméatrixok:

~~

o

N—

O~ OO

—_ o o= O

_ o = OO
on

@

SN—
O~ = OO
O = O = O
= = O = OO
= =0 0O
_ =0 O~ O
—_ O O OO

A dekodolasi tablat csak (e)-re adjuk meg (a masik két kod nem is lesz

1-hibajavito):
000000 100110 010101 001011 110011 101101 011110 111000
100000 000110 110101 101011 010011 001101 111110 011000
010000 110110 000101 011011 100011 111101 001110 101000
001000 101110 011101 000011 111011 100101 010110 110000
000100 100010 010001 001111 110111 101001 011010 111100
000010 100100 010111 001001 110001 101111 011100 111010
000001 100111 010100 001010 110010 101100 011111 111001
100001 000111 110100 101010 010010 001100 111111 011001

Egy A : T — T* linearis leképezés injektivitasa ekvivalens azzal, hogy
dimIm A = n, tovabba dim Im A éppen az A matrixanak a rangja.

A dimenzioé n — 1 vagy n.

d3 > dy+do; dy= min(dl,dg); ds = min(2d1, dg)

(G, _(Gy 0. _(Gi O
Gs = <G’2)’ Gy = < 0 G2>’ Gs = (Gl Gy )
Legyen g = Zf:o 8;2%, ekkor a generdtormétrix j-edik oszlopaban a j -+ i-
edik elem 0;, 7 =0,1,...,s, a tobbi elem pedig 0 (tehat a ,,f64t16” minden
elemérsl ,lelog” a g polinom egy-egy példanya).
Az injektivitassal lehet baj. Legyen g és h legnagyobb kdzos osztdja d,
ekkor

hlgfi —gfa=g(fi — fo) <= g %(fl—fZ) — g Ji—fa.

Ebbdl a deg f; < n — 1 feltétel figyelembevételével akkor és csak akkor
kovetkezik f; = fa, ha n < deg(h/d) = k — degd, azaz degd < s.
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Legyen d = (g, h) és D a d-vel oszthato legfeljebb k — 1-edfoku polinomok
halmaza. Ekkor |D| = 2F~desd — 27 tehat D éppen a d altal generalt
polinomkod kddszavaibol all, tovabbé nyilvan d|h. A gf polinom h-val
vald osztasi maradéka mindenképpen oszthaté d-vel, tehat K C D. Mivel
emellett |K| = |D|, ezért K = D.

Legyen a kod generatormatrixa G, ekkor olyan H kell, amelyre HG =
= F,«n. Ez n darab, n egyenletbdl all6 és k ismeretlenes linearis egyen-
letrendszert jelent, amelyek mindegyikének az egyiitthatométrixa GT .
Mivel G rangja n, ezért ezek az egyenletrendszerek megoldhatok. A
megoldéasokat pl. Gauss-kikiiszoboléssel gyorsan meg is tudjuk hataroz-
ni. A megoldasok (k > n miatt) nem egyértelmtiek, de akarmelyikbol
adddoé H megfelel. Ugyanezt az eljarast alkalmaztuk a négyzetes métri-
xok inverzének a meghatéarozasara (tulajdonképpen megfelels értelmezés
mellett most is a G matrix egy bal oldali inverzérdl van sz6).

A sorok fiiggetlenségének a feltételezése mellett az oszlopok Gsszefiig-
gbsége ekvivalens azzal, hogy tobb oszlop van, mint sor. A paritésel-
len6rz6 méatrixrél tudjuk, hogy a rangja megegyezik a sorok szamaval,
tehat a sorai fiiggetlenek, az oszlopok pedig tobben vannak, mint a sorok.
A megforditashoz vegyiink egy olyan P matrixot, amelynek s sora és k
oszlopa van, ahol k—s =n > 0 ésr(P) = s. A dimenziotétel szerint Ker P
egy k — s = n-dimenziés K altér T*-ban, tehat P a (k,n) paramétert K
linearis kod paritasellenérzé matrixa.

Mivel mindegyik esetben G = <E"X"
BSX’I’L

matrixnak megfelel P = ( Bsx,, Esxs) (v0. a 10.3.5a feladattal).

I. A masodik tulajdonsag azt fejezi ki, hogy Ker P O K. Itt egyenlGség
pontosan akkor teljesiil, ha n = dim K = dimKer P = dimT* — r(P) =
=k —r(P), azaz ha r(P) = s.

IT. Az I.-beli masodik tulajdonsag ekvivalens PG = 0-val.

II. A PG = 0 maétrixegyenlGség azt jelenti, hogy P sorai merdlegesek
Im A-ra, r(P) = s pedig azt, hogy ezek a sorok fliggetlenek. Hasznaljuk
fel, hogy dim(Im A)+* = dimT* — dimIm A =k —n = s.

Hasznaljuk az el6z6 feladat III. részét, valamint (b)-hez még a 4.5.14a
feladatot is.

) alakid, ezért paritasellenérzé
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Utmutatas (b)-hez: Hasznaljuk a 10.3.3 feladat IL. részét. A PG = 0
feltétel s darab, k ismeretlenes és n egyenletbdl 4ll6 homogén egyenlet-
rendszert jelent, amelyek kozos egyiitthatomatrixa GT. Mivel a szabad
paraméterek szdma k — r(G1) = k —n = s, ezért a megoldasok egy s-
dimenzios alteret alkotnak T*-ban, tehat kivalaszthato s darab fiiggetlen
megoldéas. Az egyenletrendszert pl. Gauss-kikiiszoboléssel oldhatjuk meg,
és biztosan fliggetlen megoldasokhoz jutunk, ha rendre egy-egy szabad
paramétert 1-nek, a tobbit pedig 0-nak vilasztunk.

Ha egy sor lineéarisan fiigg a tobbitdl, akkor ennek a sornak az elhagyasa
a matrix magterét nem valtoztatja meg.

Hasonléan okoskodhatunk, mint a 10.3.2 Tétel bizonyitasanal.

Hasznaljuk fel az el6z6 feladatot.

Masik lehetGség: A paritasellendrzé matrix helyett a generatormatrixszal
is dolgozhatunk. Ha a koédszavak a megfelel§ kozleményszoval kezdGdnek,
akkor egy egységvektorhoz tartozo kodszo sulya legfeljebb 1 4 s, tehéat
készen vagyunk.

Ugyanezt a gondolatot tetszéleges lineéris kod esetén a kovetkezSképpen
valosithatjuk meg: vegylink a generatorméatrixban n fliggetlen sort, és
lassuk be, hogy van olyan koédszo, amelynek az ebbe az n sorba esé része
egy (tetszbleges) egységvektor.

Az egyik kod generatormatrixédnak a transzponaltja a mésiknak egy pa-
ritasellen6rzé matrixa és viszont.

Hasznaljuk fel az el6z6 feladatot.

Vélasz: 3. Az 1-hibajavitas miatt a minimalis tavolsdgnak legalabb 3-nak
kell lennie, nagyobb pedig azért nem lehet, mert — mint mér a 10.1 pont
végén is lattuk — ekkor a koédszavak 1 sugari kdrnyezetei kitoltik az egész
T"-t.

El6szor mutassuk meg, hogy ha egy linearis kédban van olyan kédszo,
amelynek a komplementere is kodszo, akkor ez minden kédszora teljestil.
Ezutan elég példaul a 0 kédszd komplementérsl, a j csupaegy vektorrol
belatni, hogy koédsz6. Ez pontosan azt jelenti, hogy a paritisellenérzé
matrix minden sordban péros sok 1-es szerepel.

A megadasbol leolvashato, hogy linearis kodot definialtunk. Irjuk fel a G
generatormatrixot. Ennek az egységmatrix alatti s x (2° — 1) méretd B
részében az oszlopok rendre azoknak a 2°-nél kisebb természetes szamok-
nak a kettes szamrendszerbeli alakjai, amelyek nem kettGhatvanyok. Igy
éppen azok az oszlopok fordulnak el6 B-ben, éspedig mindegyik egyszer,
amelyekben legaldbb két darab 1-es all. Lattuk, hogy a P paritésellen6rzé
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métrixot megkaphatjuk tugy, hogy B mogott egy s X s méretl egység-
matrixot helyeziink el, azaz B oszlopai mogé az s darab egységvektort is
odatessziik. Igy P oszlopait tgy kapjuk, hogy 7 minden nem nulla vek-
torat pontosan egyszer vessziik, azaz valéban egy Hamming-kodrol van
sz0.

A paritasellentrzé méatrix felirasa nélkiil kdzvetleniil is belathatjuk, hogy
a kod 1-hibajavité, tehat Hamming-kéd. Ehhez azt kell igazolni, hogy
minden nem nulla kédszoban legalabb harom 1-es szerepel. Ha maéar a
kézleményszoban legaldbb harom 1-es all, akkor ezek a kédszoban is meg-
maradnak, tehat készen vagyunk. Ha a koézleményszoban egyetlen 1-es
fordul el6, mondjuk «,,, akkor az m kettes szamrendszerbeli jegyeinek
megfelels -k értéke is 1, tehat a kodszoban ekkor is megvan a (legalabb)
harom 1-es. Végiil, ha a kozleményszoban két 1-es taldlhato, mondjuk ay,
és ay, akkor m és ¢ kettes szamrendszerbeli felirasa legalabb egy jegyben
kiilonbozik, és egy ilyen helyiértéknek megfelel§ v értéke sziikségképpen
1, azaz most is talaltunk (legalabb) harom 1-est a kodszoban.

A 32 elemii test multiplikativ csoportjanak elemszama 31, ami primszam,
ezért ezt a csoportot az egységelemen kiviil barmelyik eleme generalja. Igy
generatorelemnek egy tetszéleges 6todfoki irreducibilis polinom, példéul
az x° + 2 + 1 egyik gyokét vehetjiik. Ekkor a A% = 14 A? szamolasi sza-
balyt kell ismételten alkalmazni. Ennek alapjan a paritasellenérzé matrix-
nak példaul a 3. oszlopa a kovetkezs lesz: a fels6 részbe A2, az alsoba
AS = A + A3 keriil, azaz a fels6 6t elem rendre 0,0,1,0,0, az als6 6t pedig
0,1,0,1,0.

Lattuk, hogy s = deg g4, ahol g; = [m1,ms, ..., m2_1]. Mivel mindegyik
m,; irreducibilis, ezért g; a fenti m;-k koziil a kiilonb6z6knek a szorzata,
tovabba degm; < ¢. Igy s = degg: = tq pontosan akkor teljesiil, ha az
m;-k mind kiilonb6z6k és mindegyiknek a foka q.

A 16 elemii testet a 10.4.1 Tétel utani példa mintéjara kezeljiik, és hasz-
naljuk ki, hogy (A3%)® = (A%)3 = 1.

Mutassuk meg, hogy A3 és A® is generatorelem a 79 test multiplikativ
csoportjaban, és igy a minimalpolinomjuk sziikségképpen ¢-adfoki. Ezu-
tan igazolnunk kell még a harom miniméalpolinom kiillénbo6z&ségét, ehhez
lassuk be, hogy m; 6sszes gyokei a A-nak az i-27 kitevsji hatvanyai, ahol
0<j<q.
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Az el6z6 feladathoz hasonléan kapjuk, hogy ms # my, és igy
s = degg = degm; + degms = q + deg(A?). Ha A3 nem lenne g-ad-
foku, akkor a foka valodi osztoja lenne a g-nak, és igy deg(A3?) < ¢/2,
tehat s < 3¢/2 kovetkezne. Ugyanakkor tudjuk, hogy s > 2¢ — 1, ami
ellentmondas.

Hasznaljuk fel, hogy minden v|g-ra a T? testnek pontosan egy
2V elemd részteste van, és ennek nem nulla elemei a A-nak a
j(29 —1)/(2¥ — 1) kitev6jd hatvanyai.

Léassuk be, hogy ezek mind gyokei m;-nek, tovibbé paronként kiilonbozok.
Ez utobbihoz hasznaljuk fel, hogy A két hatvanya pontosan akkor egyenld,
ha a kitevék kiilonbsége oszthaté 29 — 1-gyel.

Meg kell mutatni, hogy teljesiilnek a 10.4.2 feladat feltételei. Tamaszkod-
junk a 10.4.5 feladatra is.

Ac = ...7s—1 € TF vektor akkor és csak akkor péros silyi, ha
Yo+ 7+ -+ %=1 =0 (mod 2), azaz az 1 gyoke a C' = y9 + 112 +
+ ...+ v,_12" ! polinomnak, vagyis x — 1 = z+1| C. Mivel a kddszavak
K halmaza pontosan g tobbeseibdl all, ezért a feltétel ekvivalens azzal,
hogy 1+ z|g.

A paros silyt elemek szama éppen |T%|/2, azaz ekkor az ellenérzs jegyek
szama s = 1. Ezt (a)-val &sszevetve kapjuk az allitast.

A T9 test multiplikativ csoportjanak béarmely elemét a [T — 1 =
= 29 — 1 = k-adik hatvanyra emelve az egységelemet kapjuk. FEz azt
jelenti, hogy a multiplikativ csoport barmely eleme gydke az z¥ — 1 poli-
nomnak, és igy mindegyik m,; minimalpolinom osztja ¥ — 1-et. Ekkor
viszont a legkisebb k6z0s tobbszorosiik, azaz a generalé polinom is osztja
zF — 1-et.

Lassuk be, hogy egy ciklikus koéd koédszavai idealt alkotnak az
Ry = T[x]/(2* — 1) maradékosztalygytiriiben, és ezt az idealt egy olyan
¢ polinom generalja, amely osztoja z* — 1-nek.
Az (a) részbdl és az el6z6 feladatbol kovetkezik.

Olyan (kvazi-)paritasellenérzd matrixot kell gyartani, amelynek barme-
lyik d—1 oszlopa fiiggetlen. Ha méar az els6 j oszlopot elkészitettiik, akkor
a j + l-ediket tgy kell megvalasztani, hogy az ne legyen felirhato az elsé
j oszlop koziil semelyik legfeljebb d — 2-nek a linearis kombinaciojaként.
A feltétel alapjan ez még j = k — 1-re is megvalosithato.
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Az (a) résznél q szerinti, a (b) résznél pedig (pl.) ¢ + m szerinti teljes
indukcidéval bizonyitsunk.

A. Algebrai alapfogalmak

Indukcios 1épés: A bal oldali 6sszeg n + 1-re csak az utolsé tagban kiilon-

bozik az n-es Osszegtél. Tehat a képlet helyességét n-re feltéve az
n 1 n+1
= 16séget kell belatnunk.
n+1+(n+1)(n—|—2) n+2egyenosege ell belatnun
1 1 1
Kozvetlen bizonyitas: —— =

k(k+1) k k41

alapjan teleszkopikus Gssze-
get kapunk.

Az (a)-hoz hasonléan, az indukcios lépésben az

n(n+1)(2n+1)
6

(n+1)(n+2)2n+1)
6

+ (n+1)* =

egyenlGséget kell ellenérizniink.
Kézvetlen bizonyitas: adjuk ossze a (k + 1)3 — k% = 3k + 3k + 1 egyen-
16ségeket 1 < k < n-re.

A fels6 becsléshez az indukcios 1épésben elég ellendrizni

2v/n — 1+ <2vyn+1-1

1
vn+1
fennallasat. Ehhez hasznaljuk fel a vn+1—/n = 1/(vVn+1+ /n)

azonossagot. Az als6 becslést hasonléan bizonyithatjuk.
Kozvetlen bizonyitas: becsiiljiik az Osszeget az fln dx /+/z integrallal.

Kovessiik a P1 példa modszerét.

Kozvetlen bizonyitas: mutassuk meg, hogy 8-cal osztva 5™ maradéka péros
n-re 1, paratlan n-re pedig 5.

Az els6 néhany értéket kiszamolva megsejtjiik, hogy a, = 2" — 1. Az
indukciés 1épésben feltessziik ennek helyességét n — 1-re és n-re, és ebbsl
vezetjiik le n + l-re: an41 = 3an, — 2a,-1 = 3(2" — 1) —2(2" 1 - 1) =
=2l 1,

Az ilyen tipust rekurziok kozvetlen megoldasi modszereit a 9.2 pontban
targyaljuk.

Az indukcios 1épés nem miikodik n = 1-r6l n + 1 = 2-re.
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Valasz: (19399) )

Utmutatas: Mérjiik fel a tagokat egymas utan egy 2000 hosszlisagi sza-
kaszra.

Az elegans bizonyitasok a képlet helyett a kombinatorikai jelentésen ala-
pulnak.

Egy k elemi részhalmaz egyértelmtien meghatarozza az n—k elemi komp-
lementerét.

Az {1,2,...,n+ 1} halmaz k elemt részhalmazait aszerint osztalyozzuk,
hogy az n + 1 elemet tartalmazzak-e vagy sem.

Az {1,2,...,n+1} halmaz k+1 elemi részhalmazait a legnagyobb elemiik
szerint rakjuk kiilon csoportokba.

Van n piros és n kék golyonk, és n golyot kell koziiliik kivalaztani.

Hasznaljuk a binomiéalis tételt (1 — 1)™-re és a P2 példat.
Alkalmazzuk a binomialis tételt (1 — 2)"-re.

(al) 0. (a2) nl.

(a3) A tulajdonsagok legyenek azok, hogy bizonyos szamjegyek hianyoz-
nak a szambol, és alkalmazzuk a logikai szitat. Eredményiil a (b) bal
oldalan allo 6sszeget kapjuk. (Ez k < n and k = n esetén is érvényes, de
akkor sokkal egyszertibb a direkt meggondolas.)

Az (a) rész alapjan mindkeét oldal az 1,2, ..., n szamjegyekbdl készithets
k-jegyd pozitiv egészek szamat adja.

Tanulsag: idénként hasznos lehet valamit elbonyolitani, mert ezt a kdzvet-
len modszerrel adddo egyszerti eredménnyel 6sszevetve szép azonossaghoz
juthatunk.

Ekvivalenciarelacio: (b), (c), (d). Ekvivalenciaosztalyok:

Harom végtelen osztaly: a 3 szerinti maradékosztalyok.

Megegyezik (b)-vel 4a + 5b = 3(a + 2b) + @ — b miatt.

Egy-egy osztalyt alkot egy szam és a negativja, tehat végtelen sok kétele-
mi osztaly van plusz a {0} egyelemii osztaly.

A gondolatmenet nem miikodik, ha a egyetlen elemmel sincs relaciéban.

(a) 27°.  (b) 27°~n.  (c) 2n(ntD)/2,

(25 + 1) — (2t + 1)2 = 4(s(s + 1) — t(t + 1)), és két szomszédos egész
szorzata mindig paros szam.
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Masik lehetGség: a? maradéka csak a maradékatol fiigg, ugyanis
(8k + 1)? = 8(8k% + 2kr) + r2. Mivel (8k +1)2 = 8L + 1 és (8k + 3)% =
=8M + 9 = 8N + 1, egy paratlan négyzetszam 8-as maradéka mindig
1. Ez a modszer a 8 helyett tetszGleges egészre és négyzetek helyett bar-
milyen hatvanyra altalanosithato. A kongruencidk segitségével az eljaras
még jobban formalizalhato.

Igaz: (a), (c), (e), (h).

Igazoljuk az a™ — b" = (a — b)(@" ™' 4+ a" 2b + a" 30> + ... + 0" )
azonossagot, ebbdl kapjuk (i)-et. Ide b helyére —b-t irva adodik (ii) és
(iii) attol fiiggéen, hogy n paratlan vagy paros.

Masik lehetgség: emeljiik n-edik hatvanyra az a = b (mod a—b) és a = —b
(mod a + b) igaz kongruenciakat.

A 10 =1 (mod 9) kongruenciat hatvanyozva 10¥ =1 (mod 9), és igy

G571 a1a0 =a510° + as_110° "1+ ...+ a110 + ag =
=agp+ a1 +as+ ...+ as (mod9).

Ezzel azt az altalanosabb észrevételt bizonyitottuk, hogy egy pozitiv egész
szamnak és a szidmjegyei Osszegének ugyanaz a 9-es maradéka.

A 10 = —1 (mod 11) kongruenciaval jarjunk el (a)-hoz hasonloan.

A valasz (a) alapjan 22°%O-nek a 9-es maradéka. A 22 = —1 (mod 9)
kongruenciat 666-odik hatvanyra emelve 2'9%% =1 (mod 9) adodik, tehét
a keresett maradék 1-4 = 4.

Indukcidval is célhoz érhetiink, de egyszertibb, ha kongruencidkat haszna-
lunk: 36 = —7 és 49 = 6 (mod 43), tehat

6" 2 4 72T =36.6" +7-49" = —7-6" +7-6" =0 (mod 43).

Igaz : (a), (d), (e), (h).

Az allitas igaz 11111 helyett tetszéleges n > 0 egészre. Az n-nel val6 osz-
tasnal n maradék lehetséges, ezért a skatulyaelv alapjan a sorozat végtelen
sok a; elemének ugyanaz lesz a maradéka. Ezek koziil barmelyik ketté
kiilénbsége oszthatd n-nel.

Mivel n lehetséges maradék van, ezért a szoban forgd Gsszeg

S =kon+ (kin+ 1)+ (kan+2)+ ...+ (kp—in+n—1) =
=kn+(1+2+...4(n—-1))=kn+n(n—-1)/2.
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Ha n pératlan, akkor (n — 1)/2 egész szam, igy S oszthatd n-nel, tehat a
maradék 0. Ha n péros, akkor

nin—1)/2=n?/2 —n/2 =n((n/2) — 1) + (n/2),
vagyis a maradék n/2.

Lehetséges n = 99-re, pl. ha mindenki helyezési szdma megegyezik a rajt-
szaméval.

Nem fordulhat el n = 100-ra. Legyen az i-edik versenyzo6 helyezési szama
h;, rajtszama r; és ezek Osszege t; = r; + s;. Az A.2.7 feladat szerint
23201 r; = Zjﬁ? s; = 50 (mod 100), igy Zigol t; = 0 (mod 100). Ha
a t;-k maradékai mind kiilonbdzok, akkor Y2100 ¢; = 50 (mod 100), ami
ellentmondas.

Egyszert és természetes eljaras adédik ha m péaratlan vagy oszthatd 4-
gyel. Az m = 4k + 2 esetben az Osszes ugrasok szama paratlan lenne, ez
tehat nem lehetséges.

Paratlan m-re mikodik az (a)-beli természetes algoritmus.  Paros
m-re nem tudnak Osszegyitilni, ehhez cimkézziik meg a fakat sorban az
1,2,...,m szamokkal, és tekintsiik az Sy = j1 + ... + jm,, Osszeg maradé-
kit modulo m, ahol j; annak a fanak a sorsszama, ahova az i-edik mokus a
k-adik lépés utan keriil. Mutassuk meg, hogy Sy nem valtozik az ugralas
soran, de a kezdeti értéke kiilonbozik attél, amikor az Osszes mokus egy
fan talalhato.

Egy p* primhatvany esetén (c,p*) = 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha
¢ nem oszthato p-vel. Az 1,2,...,p" egészek kozott a p-nek pF~! tobb-
szOrose van: p,2p, 3p,...,p" = pF1p. Igy o(p*) = p*F — pFL.

n=1,2.

n=2%p,...p, ahol k >0, r > 0 és p; kiilonboz6 2° + 1 alaki primek.
Valasz: 49.

Utmutatas: Az utolsoé két jegy egy modulo 100 kongruenciat jelent. Mivel
(1357,100) = 1, az Euler-Fermat-tétel szerint 1357%¢(190) = 1 (mod 100).

Ha egy p = 4k — 1 primre n? = —1 (mod p), akkor a kongruenciat a
(p —1)/2-edik hatvanyra emelve ellentmondasra jutunk az Euler—Fermat-
tétellel.

x =3 (mod 11).
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Valasz: 496.

Utmutatas: A modulo 1000 kongruencia helyett tekintsiik a megfelels szi-
multan kongruenciarendszert modulo 125 és modulo 8. Egy c* hatvanyt
modulo egy p® primhatvany nézve a k kitevét az Euler—Fermat-tétellel
tudjuk redukélni, ha (c,p®) = 1, illetve ¢* = 0 (mod p*), hap | cés k > s.
Valasz: 36.

Utmutatas: Az 22 = 2 (mod 10%°) kongruencia helyett tekintsiik a meg-
felel§ primhatvany modulusokra vonatkozé szimultan kongruenciarend-
szert. Lassuk be, hogy az z(x — 1) = 0 kongruencidnak barmely primhat-
vany modulus esetén csak 2 megoldasa van.

A.2.8 Tétel: Ha (z,y) megoldas, akkor (A, B) osztja A-t és B-t, igy
(A,B) | Az + By = C. A megforditashoz hasznaljuk fel az euklideszi
algoritmus kévetkezményét, hogy az Inko elGall (A, B) = Au+ Bv alakban
alkalmas u és v egészekkel. Ez egyben hatékony algoritmust is szolgaltat
egy (zo,yo) megoldas megkereséséhez. Utana ellendrizziik, hogy a képlet
tovabbi megoldasokat szolgaltat. Annak igazolasahoz, hogy nincs més
megoldas, vegylink egy (z,y) megoldast:

Az + By = Axg + Byy <= A(z —x9) = B(yo —y) =
A B
Aand m(i —x0) = m(?/o -y),
és hasznaljuk fel, hogy A/(A, B) és B/(A, B) relativ primek.
A.2.9 Tétel: Alakitsuk at a linearis kongruenciat linearis diofantikus
egyenletté a tétel kimondéasa utén jelzett moédon.

A.2.10 Tétel: A feltétel atirhatd az x = miy; + ¢1 = mays + co alakba.
Alkalmazzuk az A.2.8 Tételt a méasodik egyenléséghdl adodo lineéris dio-
fantikus egyenletre.

Valaszok: (a) 3+2i. (b) —i. (c) £(3 — 2i).
(d) \/iei(1+4kw)/12’ 0<k<s5. (e) 10 12672(7-|—121~:7r)/307 0<k<A4.
Utmutatés (c)-hez:

5—12i = (z +yi)? < 2? —y? =522y = —12, ahol 2,y € R.

(Ez a modszer nem miikodik altalaban n-edik gyokokre, mert nem létezik
megoldoképlet a négynél magasabb foku egyenletekre.)
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A z = a + bi algebrai alak alapjan koordinatageometriai feladatokrol
van sz0. A keletkez$ egyenletek és egyenlStlenségek kezelésénél figyeljiink
arra, hogy végig ekvivalens lépéseket végezziink. Sokszor azonban egysze-
riibb és elegansabb a kozvetlen geometriai interpretéciét hasznalni.

A feltétel 3 — 50 = 7, innen b = —4/5. Ez egy vizszintes egyenes az
x-tengely alatt 4/5 egységgel.

A feltétel —2b+ 5 > 9, innen b < —2. Ez egy nyitott félsik, amelyet
felilrsl az x-tengely alatt 2 egységgel haladd vizszintes egyenes hatarol.
A z pont tavolsaga a (3,—8) ponttdl kisebb vagy egyenls, mint 1. Ez
tehat egy (3, —8) kozéppontu és 1 sugara zart korlap.

Ha z # 0, akkor a feltétel sin(arg z) = 1/2, tehat argz = 7/6 vagy 5m/6.
Igy két, az origobol induld zart félegyenest kapunk.

A z az 5i ponntdl legalabb olyan messze van, mint a —i ponttél. Ez
tehat egy, a —i-t tartalmazo zart félsik, amelyet az 5¢ és —i szakaszfelezd
merdlegese, a b = 2 vizszintes egyenes hatérol.

Ha z # 0, akkor a trigonometrikus alakbol w/4 — argz = arg z + 2k,
k € Z, azaz argz = w/8 + km adodik. Ez tehat egy, az origon atmend
egyenes.

A feltétel szerint a tort valds része 0. A z = a + bi alakbol az osztéas
(a+1)(a+3)+b?

elvégzése utdn = 0 adodik. Itt a szamlalo akkor és

(a+3)2 + b2
csak akkor 0, ha (a + 2)% + b% = 1. Ez tehat egy (—2,0) kdzéppontt és
1 sugaru korvonal a z = —3 (vagy (—3,0)) pont nélkiil, hiszen a nevezd

nem lehet 0.

Masik lehetGség: A tort szbge, vagyis a szamlild és nevezd szogének a
kiilonbsége +7/2, tehat a —1-bdl z-be mutaté vektor merdleges a
—3-bol a z-be mutatd vektorra. Ez azt jelenti, hogy az A = (—1,0),
B = (—3,0) és C = z csucsu haromszogben C-nél derékszog van. Thalész
tétele szerint a C pontok egy korén helyezkednek el, amelynek kézéppont-
ja az ADB szakasz felezGpontja és atmérGje ez a szakasz. Az A pontot be
kell venniink, a B-t azonban ki kell zarnunk.

Valaszok: (a) +£2v/2i. (b) —1+i. (c) 1 —2iés —2+1.

Utmutatas: (b)-nél és (c)-nél hasznaljuk a masodfoki egyenlet megoldé-
képletét.

Hasznaljuk a z; = a;+bji algebrai alakot vagy a |w|?> = w-W azonosségot.
Geometriai jelentés: Egy paralelogrammaban az oldalak négyzetisszege
megegyezik az atlok négyzetosszegével.
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Utmutatas: a? +b? = |a + bi|? és |2| - |w| = |zw].

Masik lehetSség: az (a? + b?)(c? + d?) = (ac)? + (bd)? + (ad)? + (bc)?
egyenlGség jobb oldalan adjunk hozza az els6 két tag Osszegéhez egy 1j
tagot, majd ugyanezt vonjuk le az utols6é két tag 6sszegébdl tigy, hogy a
keletkez6 haromtagt Gsszegek teljes négyzetek legyenek.

A megforditas hamis, példaul 3 # a? + b, de 3 -3 = 32 + 02 (vagy
375 =92+ 122).

A harom négyzetszamra vonatkozé analég 4&llitAs hamis, példaul
3=12+124+12and 5 =22+ 12+ 02, de 15 # a® + b* + 2.

Valaszok: (a) (—4,3). (b) ((3 —4v3)/2,(4 +3V3)/2).

Utmutatas: Szorozzuk meg 3 + 4i-t i-vel, illetve e’™/3-mal. Altalanosan,
egy w komplex szadmmal torténd szorzas geometriai jelentése az origobol
torténs arg w szogl forgatva nyujtas |w|-szeresre.

A z; = a;+0b;1 algebrai alakot hasznalva a tort valés része pontosan akkor
0, ha |21’ = |2’2|.

Egy egyszerd geometriai bizonyitas: a paralelogramma 4tl6i akkor és csak
akkor mer6legesek egymaésra, ha az oldalak egyenlék, azaz a paralelogram-
ma rombusz.

Valasz: 16(sinx)® — 20(sinx)3 + 5sin .

Utmutatas: Legyen z = cosx +isinz, és szamitsuk ki 2°-t kétféleképpen;
a trigonometrikus alakbol és a binomiélis tétellel. Hasonlitsuk Ossze a
képzetes részeket és frjunk (cosx)? helyére 1 — (sinx)?-et.

Valasz: 2"/2 cos(nm/4).
Utmutatas: Hasonlitsuk ossze az (a)-ban kapott kétféle elgallitas valos
részét.

(a) 1,(=144v3)/2.  (b) £1,(+1 £iV3)/2.

Ha 2" = w* = 1, akkor (zw)™* = (z/w)l™* = 1.

Masik lehetdség: Hasznaljuk az egységgyokoknek az abszolit értékiikkel
és szoglikkel torténd jellemzését.

Valasz: A két szog kiilonbsége +27/3.

Utmutatas: A két egységgyok altal kifeszitett rombusz két oldala és r6vi-
debb 4atloja egyenls oldald haromszoget alkot.

27 /n n—1

Haw=e , akkor 1,w,w?,...,w az 0sszes n-edik egységgyok.
Osszeg: S, = ZZ;& wh = (w" —1)/(w—1) =0, han > 1.

Szorzat: P, = Hz;é wh = w2 Igy P, = (w™)®"D/2 =1, han
paratlan, és P, = (w™/?)"~! = (=1)"~! = —1, ha n péros.
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Masik lehetdség: Egy n-edik egységgyok reciproka is az. A szorzat ténye-
z6it péarositsuk ennek megfelelgen: z - (1/z) = 1. Kiilon kell vizsgalnunk
a z = 1/z vagyis 22 = 1 esetet, ez z = £1-et jelenti. Mivel (—1)" =1
pontosan a paros n-ekre igaz, ezért a szorzat péaratlan n-re 1, paros n-re
pedig —1.

') =1 <= =1 <= k=o0(2) | ts < k/(k,t) | s, tehat a
legkisebb s kitevs k/(k,t).
Lasd az A.3.11a feladat atmutatasat.

Vélasz: 1, han # 2, és —1, han=2.
Utmutatés: képezziink z,1/z parokat.
Jelolje T;, a primitiv n-edik egységgyokok osszegét. Ekkor T7 = —1,
Tor = 0és T, = (—1)", ha az n szam r kilénb6z6 primszam szorzata,
T(1) =1, és T,, = 0 minden maés n-re.
Legyenek a négyszog cstcsai az 6ramutatd jarasaval ellentése koriiljaras
szerint az A, B,C és D komplex szamok, és legyen O; az AB oldalra
tamaszkodo négyzet kozéppontja. Az AO; vektorhoz dgy jutunk, hogy
az AB vektort — 1 /4-gyel elforgatjuk, és a hosszat v/2-vel elosztjuk. Ez az

e~/ 4{f 1—1i)/2-vel torténd szorzasnak felel meg. Mivel 1@ =B-A
és AOq = — A, ezért
B—-A)(1-1 B(1—i A(l+14
OlZ(Ol—A)+A:(2)(Z)+A: (2 ) + ( ;LZ).

A masik harom négyzet kozéppontjat hasonlé modon kifejezve, az

O4 — O3 = i(0O3 — O1) egyenltséget kell ellendrizniink.

~sin(nx/2) cos((n + 1)z/2)

' sin(z/2)

milyen m egész szamra.

Utmutatas: Ha z = cosz + isinz, a > r_; 2" meértani sorozat Ossze-

gének valos részét kell mghataroznunk. A szebb alakhoz érdemes ezt

w = cos(x/2) + isin(x/2) segitségével atirni.

Masik lehetGség: Sorozzuk meg az Osszeget sin(z/2)-lel és alkalmazzuk a

sin(a + ) — sin(a — )
2

Valasz

, ha © # 2mm, és n, ha x = 2mmn vala-

k

sin B8 cos . =

azonossagot.
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A.4.1 Nem miivelet: (bl), (d3), (d4), (e2), (i3).

A4.2

A43

Kommutativ: (al), (a2), (b2), (cl), (c2), (¢3), (d1), (d2), (el), (f1), (£2),
(), (h), (i2).

Asszociativ: (al), (a2), (b2), (cl), (c2), (c3), (d1), (d2), (el), (e3), (f1),
(f2), (i1), (i2).

Egységelem és inverz:

(al) e =0 és minden elemnek van inverze.

)

)

) és (c3): e =1 és csak az 1-nek van inverze.
(d3) e =0 és minden elemnek van inverze.

) és (e3): e a helybenhagyés és minden elemnek van inverze.

) e =10 és csak az e-nak van inverze.

) e = () és minden elem 6nmaga inverze.

) e =5, az 5 inverze 6nmaga, és az Osszes tObbi elem koziil mindegyik
inverze mindegyiknek.
(i1) Minden olyan matrix bal oldali egységelem, amelynek a bal felss ele-

me 1.

(i2) e= <1§; %g) és minden nem nulla matrixnak van inverze.

Az egységelem az identitds (amely minden elemnek Onmagat felelteti
meg). Kétoldali inverze pontosan a bijekcicknak (az X halmazt 6nmagara
kolesonosen egyértelmii modon leképezs fiiggvényeknek) létezik. Az asz-
szociativitas miatt az inverz egyértelmi. Véges X esetén mas fiiggvénynek
nincs bal- vagy jobbinverze sem. A tovabbiakban legyen | X| = oo, és az
f és g figgvények fg kompozicidja a szokdsos modon jelentse azt, hogy
el6szor a g-t alkalmazzuk és utana az f-et. Ekkor balinverze pontosan
az injektiv fiiggvényeknek létezik (azoknak a fiiggvényeknek, amelyeknél
kiilénb6z6 elemek képe kiilonbozd), és (a bijekciokon kiviil) minden ilyen
fliggvénynek végtelen sok balinverze van. Hasonlbéan, jobbinverze pon-
tosan a sziirjektiv figgvényeknek létezik (azoknak a fiiggvényeknek, ame-
lyeknél X minden eleme fellép képként), és (a bijekciokon kiviil) minden
ilyen fiiggvénynek végtelen sok jobbinverze van.

Miiveletek szama: mind az n? elemparhoz n-féle értéket rendelhetiink,
tehat n™ mivelet értelmezhets.

Kommutativ mtiveletek szama: mivel az a,b és b,a elemparhoz ugyan-
azt rendeljiik, ezért n + (g) = n(n + 1)/2 elemparon valaszthatjuk meg
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szabadon a fliggvényértéket (a tobbi helyen a hozzarendelés ezekbdl mar
egyértelmiien adodik), tehat ™7 +1)/2 kommutativ mivelet értelmezhets.
Egységelemes miiveletek szama: az egységelem az n elem barmelyike
lehet, ezutan az ezzel akarmelyik oldalrdl torténd szorzas egyértelmiien
meghatarozott, a maradék (n — 1)? elemparon viszont tetszéleges a hoz-
zérendelés, igy pn = 2n+2 egységelemes mitivelet értelmezhetd.
Mindezeket a miveleti tdblarol is kényelmesen leolvashatjuk. Legyenek X
elemei aq, ..., a,, és készitslink el egy n x n-es tablazatot, amelynek a felsé
és bal oldali margojara irjuk fel rendre az a; elemeket, és a tablazat i-edik
soranak j-edik eleme legyen a,a; (azaz a megfeleld sorban és oszlopban 4ll6
elemek szorzata). A miivelet megadasat a tabla kitoltése jelenti. Minden
helyre az X halmaz n eleme koziil barmelyiket beirhatjuk, n? darab hely
van, tehat a lehetGségek szama n™". A miivelet kommutativitasat az jelzi,
hogy a miveleti tabla a f6atlora szimmetrikus, az egységelem pedig onnan
latszik, hogy ennek az elemnek a sora és oszlopa megegyezik a felsd, illetve
bal oldali margdval.

Megjegyezziik még, hogy a miiveletek Osszeszamoldsinal két miiveletet
akkor is kiilonbozének tekintettiink, ha az elemek alkalmas permutéala-
saval egymésba vihetSk (ezek tulajdonképpen ,ugyanolyan” miiveletek,
csak a halmaz elemei masképp vannak indexezve — a kétféle miivelet
altal létrehozott algebrai struktara izomorf).

(ab)~t =b"ta"t.

A megforditas hamis, ellenpéldat (tobbek kozott) az A.4.2 feladat fel-
hasznalasaval készithetiink.

Csak (d) igaz.

Lasd pl. az A.4.2 feladatot.

Legyen a tetsz6leges és b az a-nak egy balinverze, azaz ba = e. Elég
megmutatni, hogy b az a-nak jobbinverze is, mert ekkor az asszociativitas
miatt b = a~! és a-nak nem lehet més balinverze sem. Az ab = e iga-
zolasdhoz legyen c a b-nek egy balinverze és szamitsuk ki kétféleképpen a
cbab szorzatot.

Az egységelemnek 6nmaga az egyetlen bal-, illetve jobbinverze.

Lasd pl. az A.4.1h feladatot.

Ekkor csak arra kévetkeztethetiink, hogy az xb = a egyenletnek leg-
alabb egy, a by = a egyenletnek pedig legfeljebb egy megoldasa létezik.

Alkalmazzuk az A.4.7 Tétel 11., majd I. allitasat.
Az A.4.1 feladat (h), illetve (g) része ellenpélda I.-re, illetve II.-re.
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Test: (a2), (bl), (c2), (d2), (d3), (d5).
Csak m = 3-ra kapunk testet.

Test: (a), (c), (d), (e), ().

Az F,-k koziil barmely kettének az elemszama kiilénb6z6 és véges, tehat
ezek a testek sem egymassal, sem pedig egy végtelen testtel nem lehet-
nek izomorfak (hiszen még bijekcio sem létesithets). A racionalis szamok
halmaza megszamlilhato, a valos, illetve komplex szamoké viszont ennél
nagyobb szamossagu, tehat Q és R, illetve Q és C kozott sem létezik
bijekcio. Végiil az R és C testek (noha a két halmaz kozott megadhato
bijektiv megfeleltetés) azért nem izomorfak, mert a szorzas szamos tulaj-
donséaga eltér, pl. az egységelem negativjabol (azaz a —1-bsl) C-ben lehet
négyzetgyokot vonni, R-ben viszont nem.

A.5.1: Fs-tel izomorf (bl); R-rel izomorf (c2), (d2), (d3); C-vel izo-
morf (d5).
A.5.3: R-rel izomorf (a), (c), (d), (e); C-vel izomorf (g).

Pl vehetjilk a T}, = {a + b\/p|a,b € Q} résztesteket, ahol p végigfut a
(pozitiv) primeken.

A feltételezett résztest egy tetszdleges nem nulla elemét onmagaval el-
osztva megkapjuk az egységelemet, és az egységelembdl kiindulva a négy
alapmiivelettel a Q, illetve F), test minden eleméhez eljutunk.

Mutassuk meg, hogy az egységelembdl kiindulva a négy alapmiiveletet
segitségével mindig egy résztesthez jutunk, és ez a résztest Q-val vagy
valamelyik F}-vel izomorf.

F,-ben barmely elemet p-szer 6sszeadva mindig a nullelemet kapjuk, ugyan-
akkor R-ben a 0-n kiviil egyetlen ilyen tulajdonsagi elem sem tal&lhato.

Megjegyzés: ez a példa jol illusztrélja, hogy egy testnek lehet olyan rész-
halmaza, ami test, mégsem résztest. A H = {0,1,2,...,p — 1} hal-
maz részhalmaza R-nek, és ha a H halmazon az Osszeadast, illetve a
szorzast mint a szdmok Osszegének, illetve szorzatanak a modulo p vett
(legkisebb nemnegativ) maradékat értelmezziik, akkor egy testet kapunk,
amely izomorf Fj-vel. A H tehat a valés szdmoknak egy olyan részhal-
maza, amely az igy definialt Osszeadasra és szorzasra nézve testet alkot.
Ez azonban R-nek nem részteste, ugyanis ebben a testben masképp végez-
ziik a miiveleteket, mint a valés szamok korében, hiszen pl. p = 7-re most
3+5 =1, mig az R testben 3+ 5 = 8. (A fenti okoskodast azért nem
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mondtuk el kozvetleniil az Fj,-re és azért kellett a H halmaz ,kozvetits”
szerepét igénybe venniink, mert maga az F), nem igazan tekinthets az R
részhalmazanak sem. Az F), elemei ugyanis tulajdonképpen nem szamok,
hanem inkdbb maradékosztalyok, azaz az F, minden egyes eleme egy egész
szamokbol allo végtelen halmaz.)

Csak a (c) esetben kaphatunk testet. Utmutatés:

Mivel a szorzas a szokasos, ezért (pl.) a 2-nek nem lesz multiplikativ
inverze.

Legyen 1 ® 1 = ¢ és mutassuk meg, hogy ekkor a ® b = abc. Innen
leolvashato, hogy ha ¢ # +1, akkor nincs egységelem, ha pedig ¢ = 41,
akkor a legtobb elemnek nincs inverze.

Hasznaljuk fel, hogy az egész szamok és a racionalis szamok kozott bijekcio
létesithetd.

(A): £1.  (B): amelyekre a® — 2b> = +1.  (C): £1, +i.
(D): a nem nulla konstans polinomok. (E): 1.

Azoknak a sorozatoknak van inverze, amelyeknek egyik eleme sem nulla, a
tobbi sorozat pedig a csupa nulla sorozat kivételével nulloszt6. Hasonld a
helyzet a valds fiiggvényeknél is: azoknak van inverze, amelyek sehol sem
veszik fel a 0 értéket, a tobbi fliggvény pedig az azonosan nulla fiiggvény
kivételével nulloszto.

Valasz: a {...,—127,—27,73,173, ...} maradékosztaly.
A 37x = 1 (mod 100) linearis kongruenciat (vagy a vele ekvivalens
37x — 100y = 1 linearis diofantikus egyenletet) kell megoldani.

A nullelemet eleve kizartuk a nullosztok koziil és inverze sem lehet, ezért
csak a nem nulla elemek vizsgélatara szoritkozunk.

A.5.1: (al) Nullosztomentes, inverze azoknak a torteknek van, amelyek-
nek a szamlaloja is paratlan. — (b2) Minden elem nulloszto, nincs egy-
ségelem. — (cl) Azok a fliggvények nullosztok, amelyeknek a 0-n kiviil
mas gyoke is van, a t6bbi fuggvénynek pedig létezik inverze. — (d1) Itt
barmely két elem szorzata nulla, tehat minden elem nulloszté és nincs
egységelem. — (d4) Nincs egységelem (de bal oldali egységelem végte-
len sok van, mégpedig azok a méatrixok, amelyekre a + b = 1). Minden
elem jobb oldali nulloszté, a bal oldali nullosztéok pedig azok a métrixok,
amelyekre a + b = 0.
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A.5.2: (a) Inverze az 1-nek és az i-nek van, az 1 + ¢ pedig nulloszto. —
(c) Azok lesznek nullosztok, amelyekre 5| a? + b? (nyolc darab ilyen nem
nulla elem van), a tobbi (tizenhat) elemnek pedig létezik inverze.

A5.3: (f) Az a + bi akkor nulloszto, ha a és b koziil (pontosan) az egyik
nulla, a tobbi elemnek létezik inverze.

Az ab = a(b+ 0) = ab + a0 egyenlSséghez adjuk hozza ab ellentettjét, és
hasznaljuk fel az Gsszeadas asszociativitasat.

(b) Az utolsobol kévetkezik a masik kettS. (Az ilyen tulajdonsagu gyt-
riiket Boole-gydriknek nevezziik.)

¢ # 0 és ¢ nem bal oldali nulloszto.

Ennek alapjan egy nullosztomentes gytriiben (igy egy testben vagy az
egész szamok korében is) barmely nem nulla elemmel lehet egyszertisi-
teni, a modulo m maradékosztalyok korében pedig pontosan a redukalt
maradékosztalyokkal. [Ez utobbi annak az atfogalmazasa, hogy a ca = ¢b
(mod m) kongruenciabol a (c,m) = 1 feltétel mellett kovetkezik a = b
(mod m).|

Igaz: (a), (d).

Ha a gytlrd egy nem nulla elemét a gytrd osszes elemével (valamelyik
oldalrol) végigszorozzuk, akkor a nullosztomentesség miatt csupa kiilon-
b6z6 elemet kapunk. Igy a végesség miatt ezek a gytrd minden elemét
kiadjdk. Ez éppen azt jelenti, hogy az xb = a és by = a egyenletek
barmely b # 0 és a esetén egyértelmiien megoldhatok.

Legyen ¢ az egyetlen bal oldali egységelem. Azt kell igazolnunk, hogy
barmely b esetén bc = b, azaz bc —b = 0 is teljesiil. Ehhez lassuk be, hogy
c+bc—b is bal oldali egységelem, majd hasznaljuk fel, hogy csak egyetlen
bal oldali egységelem létezik.

Legyen az R gytri nulleleme Og, az S részgytiriié pedig Og, és vegyiink
egy tetszlleges s € S elemet. Ekkor s = 0g + s = 0g + s. A masodik
egyenl6ség mindkét oldaldhoz az s elem R-beli(!) ellentettjét (jobbrol)
hozzéadva az asszociativitas felhasznalaséval a jobb oldalon

(Os + )+ (—=s) =05 + (s + (—s)) = 0g + 0g = O,
a bal oldalon pedig ugyanigy 0 adodik.
Megjegyzés: vegylik észre, hogy a bizonyitashoz erésen felhasznaltuk az
ellentettet is!
Csak (c) igaz.
Az (a) allitast pl. az A.6 pont P4 példajaban szerepls (rész)gytirtk, a (b)
allitast pedig az A.5.1 feladat (bl), (d2) vagy (d3) konstrukcioja segit-
ségével cafolhatjuk meg.
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A (c) igazolasahoz legyen e, illetve eg az R, illetve S egységeleme és
vegyiink egy tetsz6leges s # 0 elemet az S-bsl. Ekkor s = eps = egs és
(az R-beli!) nullosztomentesség miatt itt s-sel egyszertisithetiink.

Elgszor lassuk be, hogy a gytird nullosztomentes. Ennek felhasznalasaval
mutassuk meg, hogy egy tetszdleges b # 0 elemet véve az xb = b egyenlet
(egyik) z = e megoldéasa egy jobb(!) oldali egységelem. Ekkor be = b
alapjan ugyanigy kovetkezik, hogy e bal oldali egységelem is. Ezutan az
xb = e egyenlet (egyik) x = ¢ megoldasa a b-nek balinverze. Azt, hogy
bc = e is teljesiil, tobbféleképpen is igazolhatjuk, lassuk be példaul, hogy
(e — be)b = 0 és hasznaljuk fel a nullosztomentességet.

Végtelen sok polinom van, de csak véges sok (polinom)fiiggvény.

Ha az f # ¢ polinomokhoz ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik, akkor
barmely h és t polinomokra h-hoz és h + t(f — g)-hez is ugyanaz a poli-
nomfiiggvény tartozik.

Masik lehet&ség: h-hoz és b+t HweT(l‘ — ~)-hoz ugyanaz a polinomfiigg-
vény tartozik.

Ha a nullosztomentesség feltételét elejtjiik, akkor csak II. marad igaz. (A
[II.-ra kénnyen talalunk ellenpéldat a modulo m maradékosztalyok feletti
polinomok, azaz az 6sszetett modulusu kongruencidk korében.)

Pl.az f=x2ésg= Ho;éweT(x — ) szorzata a nulla polinomfiggvény.
Hasznaljuk fel a 3.2.14 feladatot is. Valasz: |T|IT1 — (|T| — 1)!"T — 1.

P1. barmely olyan nem azonosan nulla fliggvény megfelel, amelynek végte-
len sok gydke van.

Tekintsiik G-t az Fi test feletti polinomnak.

Az egyelemtiiek, a H* = {z > a} és H, = {z < a} tipust részhalma-
zok, valamint a teljes R. (Szemléletesen fogalmazva: a szdmegyenesen a
pontok, a zart félegyenesek és maga a szamegyenes.)

Csak az egyelemt részhalmazok és a teljes C. (Hasznaljuk fel az algebra
alaptételét.)
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Helyettesitsiink be a polinomfiiggvénybe egy tetszGleges egész szamot és
modositsuk ag-t Ggy, hogy a helyettesitési érték nulla legyen.

Most egy egész szdm reciprokat helyettesitsiik be.

Egyrészt el tudjuk érni, hogy az 1 gyok legyen, masrészt viszont csak
véges sok racionalis gyok johet szoba.

Az (a) és (b) mintajara most tetszéleges racionalis szam behelyettesitésé-
vel célhoz ériink.

Végtelen sokféleképpen el tudjuk érni, hogy az 1 gyok legyen.

A (c) alapjan elég csak az i = 0 és i = n esettel foglalkoznunk. Ezek
is visszavezethetSk egymésra az = +— 1/x helyettesitéssel. Ezutéan az
i = 0 eset igazolasdhoz okoskodjunk indirekt. Gondoljuk meg, hogy (ao-
tol fiiggetlentil) milyen alaku racionalis szamok lehetnek gyokok, és fogal-
magzzuk at az indirekt feltételt arra, hogy ekkor az ilyen alaki racionéalis
szamokat a ¢ = ayx+asx?+. . . +a,z™ polinomfiiggvénybe behelyettesitve
véges sok kivételtdl eltekintve minden egész szamot meg kellene kapnunk.
Hasznaljuk ki, hogy elég nagy z-re a g(x) fiiggvényérték konstansszor z"
nagysagrendd, és igy az Osszes |g(x)| < M fliggvényérték elgallitasahoz
lényegében csak az |z| < eMY™ szamok johetnek szoba (ahol ¢ egy M-
t6l fiiggetlen konstans). Ezek az z-ek azonban (ha M-et megfelelGen
valasztjuk) ,kevesen” vannak ahhoz, hogy a g(z) helyettesitési értékek
majdnem az Osszes, M-nél kisebb abszolut értékd egész szamot kiadjak.

Mutassuk meg, hogy f-nek és f’-nek nincs kozos gyoke.

Keressiik meg (a negyedfoka) f’ gyokeit, ezek valamelyike gyoke f-nek
is, és ezzel a gyOktényezovel f-et (akar kétszer) leosztva a hanyados mar
(6tnél) alacsonyabb foku.

Elegansabb és gyorsabb, ha euklideszi algoritmussal meghatarozzuk f és
1! legnagyobb kozos osztojat, ennek a d = (f, f’) polinomnak a gyokei
éppen [ tObbszords gyokei az eredetinél eggyel kisebb multiplicitassal.
Ennek megfelelGen az f/d polinom gyokei megegyeznek f gyokeivel, de
mindegyik gyok most egyszeres. Igy g = (d, f/d) gydkei az f tSbbszorss
gyokei, de egyszeres multiplicitassal. Ezutén rendre g, d/g és pl. f/(dg)
gyOkeit meghatarozva megkapjuk f gyokeit és azok multiplicitasat.

d=(f,f")]f, degd < deg f, igy az irreducibilitas miatt d csak konstans
lehet.

Az el6z6 két feladathoz hasonlé gondolatmenetet kell alkalmazni.
f = Op (37 - '7)”'
Igaz: (a), ().



490

A7.14
(a)

(b)

A.7.15

A.7.16

A7.17

EREDMENYEK A.7.

A Q és C feletti oszthatosag ekvivalens. Az egészek feletti oszthatosagbol
barmelyik mésik kovetkezik, de ennek a megforditésa egyik esetben sem
igaz (,univerzalis” ellenpélda: f = 3z és g = bx). Az F» és a Q, illetve
C feletti oszthatosag kozott nincs kapcesolat.

Ekkor a Q, a C és az egészek feletti oszthatosig ekvivalens és ezekbdl
kovetkezik az Fy feletti oszthatosag, de a megforditas nem igaz. (A val-
tozasnal csak az jatszott szerepet, hogy f f6egyiitthatoja 1 lett.)

Mutassuk meg, hogy a bal oldal (komplex) gytkei a jobb oldalnak is
(legalabb ugyanannyiszoros) gyokei.
Masik lehet&ség: a jobb oldalt irjuk at

(@™ D) +a@® - 1) + 22 - 1)+ (@2 +2+1)

alakba.

Harmadik lehet&ség: alkalmazzunk teljes indukciot (pl.) m+mn+k szerint.
Megjegyzés: az el6z6 feladat szerint ez az oszthatosig egyformén érvényes
Q[z]-ben, C[z]-ben vagy az egész egylitthatos, s6t akar az Fy test feletti
polinomok koérében.

Valasz: z(™*) — 1.

Megjegyzés: Ttt is mindegy, hogy a két polinom legnagyobb kozos osztojat
a racionélis, a valos vagy a komplex test folott nézziik, s6t ez megegyezik
az egészek vagy akar az Fy felett vett Inko-val is (bar az utobbi két allitas
nem teljesen nyilvanvalo).

Tobbféle megoldashoz is adunk Gtmutatast:

(A) A komplex test felett okoskodva a kozos (komplex) gyoktényezsket
kell kivalasztani.

(B) Gondoljuk végig, hogy a megadott két polinomra elvégzett euklideszi
algoritmus lépései éppen a kitevskkel (az egész szamok korében) végzett
euklideszi algoritmus lépéseinek felelnek meg.

(C) Kozvetleniil belathato, hogy x(™*) — 1 valoban kizos oszté. Legyen
most h egy tetszoleges kozds oszto, ekkor h|(z%™ — 1) — (z%%F — 1) =
= %% (z%"=% — 1), ahonnan u és v alkalmas megvélasztasival kapjuk,
hogy h|z(™k) —1.

(D) Hasznaljuk fel a korosztasi polinomokat.

Nincs. A tizedfokt polinombol a feltételezett kozos maradékot levonva
egy olyan tizedfokid polinomot kapnank, amely a két polinomnak kozos
tobbszorose lenne. A relativ primség miatt azonban a két polinomnak
mar a legkisebb koz0s tObbszorose is tizenegyedfokii.
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Mivel a T feletti polinomok szamelmélete a maradékos osztds megléte
miatt teljesen anal6g az egész szamok szamelméletével, igy a feladatra
adott valasz és annak igazoldsa is teljesen ugyanaz, mint az egész szamok
korében vizsgalt (,igazi”) diofantikus egyenleteknél. A megoldhatosag
szitkséges és elégséges feltétele: (f,g)|h, a megoldasszam végtelen, egy
ug, vo megoldast (pl.) az euklideszi algoritmusbol nyerhetiink, és az Osszes
megoldast az u = ug +wg/(f,g9), v =v9 — wf/(f,g) képlet szolgaltatja,
ahol w € T[] tetszbleges polinom.

Mindkét allitds hamis. Az 1. igazza valik, ha feltessziik, hogy deg f > 2.
A TI. viszont csak a deg f = 2 vagy 3 esetben lesz igaz.

Clz]-ben: [[i_,(x — 31), ahol ¥, = i @k+D7/4,
Riz]-ben: (22 + 2v2+ 1)(z — 2v/2 +1).
QJz]-ben: irreducibilis (= ®g).

Fy[x]-ben: (x + 1)%.

F3[x)-ben: (2% +2 —1)(2? — 2 —1).

Keressiink olyan c-t, amelyre az 2* + ¢ polinom reducibilis Q felett. Arra
is vigyazni kell, nehogy olyan c-t valasszunk, amellyel valamilyen n-re az
egyik tényezd helyettesitési értéke +1, a masiké pedig egy primszam.
Irreducibilisek: (a), (c), (d).

Ha (x —a1) ... - (x —ax) — 1 = gh, ahol a II. Gauss-lemma alapjan
feltehetd, hogy g és h egész egyiitthatos, akkor barmely i-re g(a;)h(a;) =
= —1, tehat g(a;) + h(a;) =0, ¢ = 1,2,..., k. Ha a felbontas nem volt
trivialis, akkor deg(g + h) < k, tehat csak g + h = 0, azaz g = —h lehet-
séges. Ekkor viszont gh fSegylitthatdja negativ lenne, ami ellentmond a
kiindulési feltételnek.

Ha m paros, akkor ®g,,(z) = ®,,(z?), ha pedig m paratlan, akkor
Do (2) = Dy (—2) [illetve m = 1 esetén —D,, (—x)].

Azok az 5k-adik komplex egységgyokok, amelyek nem k-adik egység-
gyokok is egyuttal.

k=5%s=0,1,2,...

n.

A megadott negativ szam a gyOkok négyzetdsszege.

203 — 9abc + 27ad = 0.
Utmutatas: a gyokok Osszegét érdemes nézni. (Ne felejtsiik el mindkét
iranyt igazolni!)
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Az 6sszes tobbi egyiitthato 0.
Utmutatas: vizsgaljuk a gyokok szorzatat, majd osszunk le az igy adodo
egyik gyoktényezével, és ismételjiik meg az eljarast.

Tetraéder: 24, kocka és oktaéder: 48, dodekaéder és ikozaéder: 120.
Utmutatas: vizsgaljuk meg, hogy két szomszédos cstics hany helyre keriil-
het és az § helyzetiik mennyire hatarozza meg a test elhelyezkedését. Meg
kell még mutatnunk, hogy az igy kiszamolt valamennyi lehet&ség valdoban
meg is valésul alkalmas egybevigosigi transzformaciokkal.

Megjegyzés: A kocka és oktaéder, illetve a dodekaéder és ikozaéder esetén
nemcsak az elemszamok azonosak, hanem a két csoport izomorf is. Ez
egyszeriien igazolhatd koézvetlen geometriai megfontolasokkal, ha a két
testet egymashoz viszonyitva iigyesen helyezziik el.

A kérdéses abab = aabb egyenlSséget balrol a~!-gyel, jobbrol b~!-gyel
beszorozva egy vele ekvivalens egyenlséget kapunk.

Kommutativ csoportban nyilvan lehet tényezénként negyedik hatvanyra
(is) emelni, a megforditas azonban nem igaz, tekintsiik pl. Dy-et.

Lehet, vegyiink példaul a sikon két olyan tengelyes tiikrozést, ahol a tenge-
lyek (fokban mérve) irracionalis szoget zérnak be egymaéssal. (Az el6z6
feladat szerint csak nem kommutativ csoportban taldlhatunk ilyen ele-
meket.)

Igaz: (a), ().
Megfelels G csoport megfelels g elemére alkalmazzuk az o(g) | |G| 6sz-
szefliggést.

Ha a csoportban pontosan egy mésodrendi elem van, akkor a csoport-
elemek szorzata ezzel egyenls, egyébként pedig az egységelemmel.

Ha specialisan G a modulo p maradékosztalyok multiplikativ csoportja,
akkor ez éppen a Wilson-tétel.

Utmutatas: Parositsunk minden elemet az inverzével. Gondot okoz, ha
t6bb méasodrendii elem is van, ekkor ezek korében csinaljunk egy masféle
parositast.

Valamennyi csoport 8 elemii, azonban 6t kiilonb6z6 ,,tipust” van kozottiik:
ab — chj — de — f — gi. [Tehat pl. (¢), (h) és (j) koziil barmelyik ketts
izomorf, de ezek nem izomorfak a tobbi csoport egyikével sem.|

A nem-izomorfak megkiilonboztetése valamilyen eltéré miveleti tulajdon-
sag alapjan torténhet (pl. kommutativitas, elemek rendje), az izomorfak
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yazonositasdhoz” pedig mutassuk meg, hogy mindkét csoportban pon-
tosan ,ugyanazok a szamolasi szabalyok” (ha mésképp nem megy, akkor
irjuk fel és hasonlitsuk Ossze a két miveleti tablat).

Megjegyzés: Belathato, hogy ,mésféle” 8 elemi csoport nem is 1étezik,
azaz minden 8 elemii csoport a megadott csoportok valamelyikével izomorf.

El6szor lassuk be, hogy egy ilyen csoport sziikségképpen kommutativ.
Ezutédn mutassuk meg, hogy az elemei e, a, b, ab, ¢, ac, be, abe, . . . formaban
allithatok el§. Végiil ennek alapjan igazoljuk, hogy egy ilyen csoport szer-
kezetileg sziikségképpen azonos egy, az F feletti véges dimenzios vektortér
additiv csoportjaval.

Ellenpélda: legyen G az F3 test feletti 3 dimenziés vektortér additiv
csoportja és G az (ugyancsak az) Fj feletti, olyan 3 x 3-as fels6haromszog-
maétrixok multiplikativ csoportja, amelyekben a f64tl6 mindharom eleme
1.

Valasz: amelyek elemszama 1 vagy prim.

Utmutatas: az egyik iranyhoz hasznaljuk a Lagrange-tételt, a masik irany-
hoz tekintsiink ciklikus részcsoportokat.

Valasz: a véges csoportok.

Utmutatas: Azt kell igazolni, hogy egy végtelen csoportban mindig végte-
len sok részcsoport van. Két esetet kiillonboztessiink meg aszerint, hogy
van-e a csoportban végtelen rendt elem vagy nincs, és a gondolatmenethez
most is ciklikus részcsoportokat vegytink igénybe.

A téglalap szimmetriacsoportja megfelel. Péaratlan elemszamu csoport
nem lehet ilyen, ennek igazolasahoz hasznaljuk fel a Lagrange-tételt.

Valasz: d(n), azaz n pozitiv osztéinak a szama.

Utmutatas: mutassuk meg, hogy a részcsoportok is ciklikusak, és valaszt-
hat6 benniik olyan g? generatorelem, ahol d|n (itt g az eredeti csoport
valamelyik rogzitett generatorelemét jeldli).

d(n) 4+ o(n), ahol o(n) az n pozitiv osztéinak az Gsszege.

Ha M = gH és a,b,c € M, akkor ab~tc = (ghi1)(gh2)"t(ghs) =
= ghlhglg’lghg = ghlhglhg = ghy € M. A megforditashoz lassuk be,
hogy a feltétel teljesiilése esetén a {b~'c|b,c € M} halmaz részcsoport.

Az idealok pontosan az additiv csoport részcsoportjai lesznek.
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Akkor és csak akkor kapunk idealt, ha m primhatvany. (Ez igaz a primek
els6 hatvanyara, azaz magukra a primekre is, ekkor a nulla idealrél van
sz0, hiszen a modulo p maradékosztalyok korében nincsenek nullosztok.)

Ha i; eleme az [; idealnak, akkor a [];i; szorzat eleme az I; idealok
metszetének.

Az A.9.1-A.9.2 feladatok a segitségiinkre lehetnek ilyen példék konstruk-
ci6janal.

Hasznéaljuk fel, hogy ha a # 0, akkor ra alakban a test minden eleme
elGall.

Barmely b € R-re az I, = {rb|r € R} halmaz ideal, tehat a feltétel szerint
I, = 0 vagy I, = R. Mutassuk meg, hogy azok a b € R elemek, amelyekre
I, = 0, szintén egy I idealt alkotnak, igy I = 0 vagy I = R. Az utébbi
esetben R barmely két elemének a szorzata nulla lenne, tehat I = 0. Ez az
elébbiekkel egyiitt azt jelenti, hogy barmely b # 0-ra az rb alaka elemek
az egész R-et kiadjak, azaz lehet osztani és igy R test.

Megjegyzések: A kommutativitast ott hasznéltuk ki lényegesen, hogy az I
halmaz valoéban ideal. Az I}, helyett azért nem irhattunk eleve (b)-t, mert
egységelem létezését nem tettiik fel, és igy el6fordulhatott volna, hogy
b & I, (példaul zérogytriben valoban ez a helyzet), amikor is jogtalan
lenne a ,b altal generalt ideal” elnevezés.

Legyen I egy nem nulla ideal, azt kell igazolni, hogy I az 6sszes matrixot
tartalmazza. Induljunk ki egy tetszéleges A # 0, A € I matrixbol, és ezt
szorozzuk meg balrol, majd jobbroél egy-egy olyan matrixszal, amelyben
csak egyetlen helyen all nem nulla elem. Léassuk be, hogy az ily médon
kapott matrixok 0sszegeként minden méatrixot el§ tudunk allitani. Mivel
ezek a lépések nem vezettek ki az idealbodl, adodik, hogy I valdéban csak
a teljes T™*™ matrixgytiri lehet.

Valasszuk minden modulo m maradékosztalybdl a legkisebb nemnegativ
reprezentanst (azaz a 0,1,...,m — 1 maradékokat), ekkor egy nem nulla
ideal generatorelemének megfelel az ideal legkisebb pozitiv eleme.

A feltétel az, hogy k és m/k relativ primek legyenek.

Lassuk be, hogy a (k) f6ideal szerinti maradékosztéalyokat egyértelmiien
jellemezhetjik a 0,1,...,k — 1 ,maradékokkal”, és ezekkel éppen tgy kell
végezni a miveleteket, ahogyan ,modulo k szdmolunk” veliik.
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A.9.3 Tétel: A kommutativitast az (i), az egységelemet a (ii) tulajdonsag
igazolasanal kell felhasznalni.

A.9.4 Tétel: Egy nem nulla ideal generatorelemének az egész szamok ese-
tén vélasszuk az ideél (egyik) legkisebb abszolit érték, a polinomok ese-
tén pedig (egyik) legkisebb fokszamu nem nulla elemét. A bizonyitasnél
hasznéljuk fel a maradékos osztast.

A.9.5 Tétel: A f6 nehézséget annak az igazolasa jelenti, hogy noha az
osztalyokra a mitiveleteket a reprezentansok segitségével definidltuk, az
eredmény filiggetlen a reprezentansok valasztasatol. Az azonossagok, il-
letve kitiintetett elemek létezése az eredeti gytri megfelel6 tulajdonsa-
gaibo6l kovetkezik.

A.9.6 Tétel: Ha g = 0, akkor T'[x]/(g) izomorf T'[x]-szel, ha g egység,
akkor T'[z]/(g) egyediil a nullelembdl all, tehat ezekben az esetekben nem
test. Ha g reducibilis, g = rs, ahol degr < degg, degs < deg g, akkor az
r+ (g) és s + (g) maradékosztalyok egyike sem a nulla maradékosztaly,
azonban a szorzatuk (r+(g))(s+(g9)) = g+ (g9) = (9), ami a faktorgytirt
nulleleme, vagyis a faktorgytirtiben nullosztok vannak, tehit semmikép-
pen sem lehet test. Végiil megmutatjuk, hogy ha g irreducibilis, akkor
valoban testet kapunk. A szorzas kommutativ, egységelem az 1 + (g)
maradékosztaly, tehat azt kell még belatni, hogy ha h + (¢) nem a nulla
maradékosztaly, akkor létezik inverze. A feltétel azt jelenti, hogy h & (g),
azaz g fh. A h + (g) inverze egy olyan u + (g) maradékosztalyt je-
lent, amelyre (h+ (g9))(u+ (9)) =1+ (g), azaz alkalmas v polinommal
hu+wvg = 1 teljesiil. Mivel a g irreducibilitasa és g fh miatt g és h relativ
primek, igy ennek a (polinomokra vonatkozo) ,diofantikus” egyenletnek
létezik u, v megoldasa (lasd az A.7.18 feladatot).

Az A.9.3 Tétel megfelelGje roviden igy foglalhato Gssze: (aq,...,ax) az a;
elemeket tartalmazoé legsziikebb ideal.

Az (A) f6ideal az A részhalmazaibol &ll.

Legyen I ideal, A = Ug¢r B, ekkor I = (A).

Az (a) részbdl kovetkezik, hogy ez nem féideal. Végesen generalt pedig
azért nem lehet, mert a (b) rész mintajara igazolhato, hogy Rpy-ban min-
den végesen generalt ideal sziikségképpen fGideal.

Léassuk be, hogy az Ry gytird két eleme, azaz H két részhalmaza pontosan
akkor keriil az (A) féideal szerint ugyanabba a maradékosztélyba, ha a
két szoban forgd részhalmaznak az , A-n kiviil es§ része” azonos. Ennek
megfelelden minden maradékosztaly egyértelmiien jellemezhets H \ A egy
részhalmazéaval. Ne felejtsiik el a mivelettartast is ellenérizni!
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I = (6), azaz I a 6-tal oszthato szamokbol all, R/I pedig a modulo 6
maradékosztalygytrd.

I = (2), azaz I a modulo 100 ,paros” maradékosztalyokbol all, R/I pedig
(izomorf) az Fy test(tel).

I-t azok a(z egész egyiitthatos) polinomok alkotjak, amelyeknek a kons-
tans tagja paros szam. Megmutatjuk, hogy I nem f&idedl. Tegytik fel
indirekt, hogy I = (g), ekkor g |2 és g |z teljesiil, azaz g (az egész egyiitt-
hatos polinomok korében) kozos osztoja a 2 és az = polinomoknak. Ezért
csak g = +1 lehet, azonban +1 ¢ I, hiszen a +1 polinomok konstans
tagja paratlan. Ez az ellentmondas biztositja, hogy I nem f{&ideal. Az
R/I faktorgytriit ugy kapjuk, hogy az egész egyiitthatos polinomoknak
vesszilk a ,maradékait mind a 2, mind pedig az x szerint”. Igy Gsszesen a
0 és az 1 altal reprezentalt maradékosztalyok lesznek kiilonbozsk és R/ 1
izomorf Fy-vel.

Az (a) C (a,b) = (d) tartalmazasbol az (a) rész alapjan d | a kovetkezik, és
d|b is hasonloan adodik, tehat d kozos osztdja a-nak  és
b-nek. Legyen most ¢ tetszoleges kozos osztd, azaz c|a és c¢|b. Mivel
d € (d) = (a,b), igy d felirhatd d = au + bv alakban, ahonnan kapjuk,
hogy ¢ |d is teljesiil.

Hasznaljuk fel, hogy az a és b legnagyobb ko6zos osztdja felirhatoé au + bv
alakban.

Ellenpéldat kaphatunk pl. az A.9.9¢ feladatbol.

|R/I| =16 és R/I izomorf az F» test feletti 2 x 2-es matrixok gytirtjével.

Azok a fiiggvények vannak az (f) f6idedlban, amelyeknek minden,
5-nél kisebb valés szam gyoke.

Az R gytri két eleme, azaz két valos fliggvény akkor és csak akkor
keriil az (f) f6ideal szerint ugyanabba a maradékosztalyba, ha a két
szoban forgd fiiggvénynek minden x < 5-re ugyanaz a helyettesitési értéke
(a tobbi helyettesitési érték ,nem szamit”). Ennek megfeleléen minden
maradékosztaly egyértelmien jellemezhetd az 5-nél kisebb helyeken felvett
fliggvényértékekkel. A mivelettartas ellenérzése utan igy azt kapjuk, hogy
az R/(f) faktorgytird izomorf az 5-nél kisebb valos szamokon értelmezett
valos fliggvények szokdsos gytirtjével. Végiil ez utdbbi azért izomorf
magéaval az R-rel, azaz az Gsszes valos fiiggvények gytirtjével, mert a két
értelmezési tartomény (vagyis az 5-nél kisebb valos szamok halmaza, il-
letve az Osszes valos szamok halmaza) kozott bijekeio 1étesithetd.
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Igaz: (a), (c).
Test: (c), (d). (Hasznaljuk az A.9.6 Tételt.)

Az algebraisag és deg® < n igazoldsdhoz hasznéljuk fel, hogy az
1,0,02%,...,0" clemek biztosan linearisan Osszefiiggék, deg© |n bizo-
nyitasanal pedig alkalmazzuk a fokszamtételt és az A.10.11 Tételt.

Az M test nullosztomentes, ugyanakkor Hom V-ben vannak nullosztok.

A.10.3 Tétel: Legyen M-nek L feletti bazisa ©1,...,0,,, N-nek M feletti
bazisa B, ..., By, ekkor lassuk be, hogy a ©;B; elemek az N-nek L feletti
bazisat adjak. Ne felejtsiik el a végtelen dimenzios esetet is meggondolni.

A.10.5 Tétel: (i) Azt kell igazolni, hogy L(©) zart az (M-beli) Gssze-
adésra, szorzasra, ellentett- és reciprokképzésre nézve. Nézziik példaul az
Osszeadést:

91(0)/h1(0) + 92(0)/h2(0) = [(91h2 + 92h1)(O)]/[(h1h2)(O)]-

(ii) Ha ¢ = =z, h = 1, akkor g(©)/h(©) = ©. L C L(O) hasonléan
igazolhato.

(iii) Mivel T test, ezért T-nek a ©-val és az L elemeivel egyiitt az ezekbdl
a ,négy alapmivelet” segitségével elgalldo elemeket is tartalmaznia kell.
A.10.8 Tétel: (ii) Ha f = meg, akkor f(©) = me(©)g(©) =0-g(0) =
= 0. A megforditashoz tegyiik fel, hogy f(©) = 0, és irjuk fel f-nek az
me-val valé maradékos osztésat: f = mgh + r, ahol degr < degmeg
vagy r = 0. Ekkor r(0©) = f(©) — me(©)h(0) = 0—-0 = 0, és igy a
minimélpolinom definici6ja miatt csak » = 0 lehetséges.

(iii) Ha indirekt mg = gh, ahol degg < degmeg,degh < degmg, akkor
0 =me(0) = g(O)h(O), és M nullosztomentessége miatt g(©) = 0 vagy
h(©) = 0, de mindketts ellentmond a minimalpolinom definici6janak.
(iv) A (ii) alapjan me | f, tovabba me nem konstans, igy az f irreduci-
bilitdsa miatt meg csak az f (konstansszorosa) lehet.

A.10.10 Tétel: Ha egy elemnek tobbféle ilyen el6allitasa lenne, akkor
ezeket egyméasbol kivonva azt kapnank, hogy O gyoke egy legfeljebb n — 1-
edfoku polinomnak, ami ellentmondéas. Azt, hogy létezik ilyen elGéllitas,
két lépésben bizonyitjuk: (i) ¢(©)/h(0) alkalmas f € L[z| polinommal
atirhato f(©) alakba; (ii) elérhetd deg f < m is. Az (i) igazolasahoz las-
suk be, hogy g(©)/h(©) = f(©) ekvivalens a g = hf +meu ,diofantikus”
egyenlettel, ami megoldhato, mert h és me relativ primek. (ii) Legyen
f-nek az me-val valo osztasi maradéka r, ekkor f(©) = r(0).
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A.10.12 Tétel: Az ag+010+ ... +a,_10" ! elemekkel pontosan ugyan-
gy kell szamolni, mint az mg polinom szerinti osztasi maradékokkal.

Egy g # 0 racionalis egyiitthatds polinomnak minden gyoke definicié sze-
rint algebrai szam, tehat ez g barmely osztdjara is teljesiil. Megforditva,
ha f minden gyoke algebrai szam, akkor megfelel§ g-t kapunk, ha vessziik
az f gyokei minimalpolinomjainak a szorzatat.

VO gytke az f(x) = me(2*) polinomnak.

Azt kell igazolni, hogy két algebrai szam Osszege és szorzata, valamint
egy algebrai szam ellentetteje és reciproka is algebrai. Nézziik példaul az
osszeget. Ha © és W algebrai, akkor legyen M = Q(0), N = M (¥), ekkor
O + ¥ € N. Ezutan alkalmazzuk a fokszamtételt és az A.10.11 Tételt.

Egy algebrai és egy transzcendens szam Osszege mindig transzcendens,
két transzcendens szam Osszege lehet algebrai is és transzcendens is (mu-
tassunk mindkét esetre példat).

(i) Mindkét szam transzcendens.

(ii) Mindkét szam transzcendens, vagy pedig az egyik 0 és a méasik transz-
cendens.

(iii) Legalabb az egyik szam transzcendens (mutassunk példat, amikor
mindkettd transzcendens, illetve amikor csak az egyik az).

(iv) Mindkét szam algebrai.

Utmutatés (iv)-hez: fejezziik ki az eredeti szamokat S-sel és P-vel.

Csak (iv)-nél van valtozas, itt el6fordulhat az is, hogy a két eredeti szam
(specidlis) irracionéalis szam.

Megjegyzés: az eltérés oka az, hogy (i)—(iii) esetén csak a testtulajdonsa-
gok jatszottak szerepet, (iv)-nél viszont a (négyzet)gyokvonas is.

Ha a és b algebrai, akkor mivel i algebrai és algebrai szdmok Osszege és
szorzata is az, ezért a + bi is algebrai. Megforditva, tegyiik fel, hogy
z = a + bi algebrai, el6szor lassuk be, hogy Z = a — bi is az (ugyanaz a
minimalpolinomja), ezutéan fejezziik ki a-t és b-t z-vel és z-vel.
Hasznaljuk fel az (a) részt, valamint azt, hogy ha cos ¢ és sin ¢ koziil az
egyik algebrai, akkor sziikségképpen a masik is az.

Transzcendens: (c), (d), a tobbi algebrai. A fokszamok: (a) 100;
(b) 4, (e) 3; (f) 3; (g) Az 1 foka 1, a tobbié 100; (h) A +1
foka 1, a tobbié 2; (i) p(n); (j) 48.
Utmutatas: (b)-nél és (e)-nél kevés szdmolassal is célhoz érhetiink, ha
a fokszamtételt felhasznaljuk; (j)-nél alkalmazzunk az A.10.12 feladat
megoldasahoz hasonlé gondolatmenetet.
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Van.

Utmutatas: Az egységgyokok minimalpolinomjai a korosztasi polinomok,
amelyek egész egyiitthatosak és a fGegyilitthatd 1, ugyanakkor kénnyen
készithet6 olyan 1 abszolut értékidl komplex szadm, amelynek nincs ilyen
alakd miniméalpolinomja.

Csak a +1 ilyen.

Utmutatas: Legyen z = cos¢ + isinp. Mutassuk meg, hogy Q(z)-nek
eleme Z = 1/z és igy cosy és ising is. Legyen M = Q(cos¢g) és
N = M(isiny), ekkor N = Q(z) és deg(N : M) = 2.

Valasz: deg(©?) = k vagy k/2.

Utmutatas: Q C Q(©2) C Q(O) és itt a masodik bovités legfeljebb
maésodfoki.

V18 / /8 racionalis szam.
Mutassuk meg, hogy a jobb oldal része a metszetnek, majd hasznaljuk a
fokszamtételt.

Legyen U = 1+3+v/25+11v/125+1000+v/625. Ekkor ¥ € Q(v/5), és mivel
a 7 prim, tovabba ¥ ¢ Q, ezért Q(¥) = Q(v/5), igy v/5 € Q(¥).
Hasznaljuk fel, hogy |z| = 1 esetén Rez = (2 + 1/z)/2. Ne feledkezziink
el arrol az esetrdl sem, amikor z transzcendens.

Vegyiik azt a bdévitéslancot, ahol Q-t egymas utan bgévitjik a polinom
egylitthatoival, majd a végén az egyik gyokével.
Az A.10.12 Tétel alapjan legyen M = L[z]/(f). Ekkor M az A.9.6 Tétel
szerint test, tovabba a konstans+(f) maradékosztalyok halmaza megfelel
L*-nak, az x + (f) maradékosztaly pedig ©-nak.

Vegyiik észre, hogy a binomialis egyiitthaték annyiszor torténé osszeadast
jelentenek, tovabba mindegyik 1-nél nagyobb binomialis egytitthatd oszt-
hat6 p-vel.

A szorzat értéke —1 (ez p = 2 esetén ugyanaz, mint az 1). Az Osszeg a
kételem test kivételével 0.

Utmutatas: A szorzatnal parositsunk minden elemet az inverzével és
hasznaljuk ki, hogy legfeljebb egy darab masodrendd elem van. (A pé-
rositas helyett az elemeket a generatorelem hatvanyaiként felirva is cél-
hoz ériink.) Az Osszegnél paratlan p esetén parositsunk minden elemet
az ellentettjével, p=2-re pedig tekintsiik a vektorteres felirast (ez utobbi
paratlan p-re is alkalmazhato).
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A11.7

A.11.8

A.11.9
A.11.10

A11.11
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Valasz: (m,p* —1).

Utmutatas: A gyokok azok a ©-k, amelyekre o(©) | m. Hasznaljuk ki azt
is, hogy o(©) |p* — 1.

Valasz: 1, ha k paratlan, és 3, ha k paros (a (©, V) és (U, ©) part ugyanan-
nak tekintjiik).

Utmutatas: vezessiik vissza az eléz6 feladatra.

Ha 0 = a4+ a + ... + a, akkor ezt tetsz6leges b-vel beszorozva
0O=(a+a+...+ab=ab+ab+...+ab=alb+b+...+b) adodik, és
mivel a # 0, ezért a méasodik tényezs 0. Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy
nem nulla elemet k-szor Osszeadva nullat kapunk, akkor ugyanez vala-
mennyi nem nulla elemre érvényes. Tekintsiik a legkisebb ilyen k-t. Ha
k Osszetett lenne, k = rs, ahol r < k,s < k, akkor a k darab a Gsszegét
bontsuk r hossztusagi csoportokra és jussunk ellentmondasra. Tehat a
legkisebb ilyen k egy p prim. To6bb prim azért nem johet szoba, mert
minden méas k ennek a minimalis darabszamnak a tobbszorose.

Tekintsiik pl. az F), test feletti polinomhéanyadosokat (algebrai torteket).

Fi3, illetve F3 felett keresendd egy-egy irreducibilis polinom, amelynek a
foka 2, illetve 4.

A multiplikativ csoportra alkalmazzuk a Lagrange-tételt, és ebbdl olvas-
suk le, hogy a nem nulla elemek valoban gyokei a megadott polinomnak
(a nulla meg nyilvanvaléan gyok). A polinomnak ezzel megkaptuk annyi
(kiilonboz6) gyokét, mint amennyi a foka, tehat tobb gyok nem lehet.

A | csak akkor” részhez hasznaljuk fel az el6z6 feladatot és azt, hogy a
p* elemi test barmely elemének a foka osztoja k-nak. A megforditasnal
induljunk ki az F,[z]/(f) testbdl.

Az allitas lényegében ekvivalens az el6z6 feladattal.

Tekintsiik a test multiplikativ csoportjat, és hasznaljuk fel, hogy egy
(véges) ciklikus csoport barmely két (kiilonboz6) részesoportja kiilonbozs
elemszamai.

Tekintsiik A-t egy A linearis transzforméacié matrixanak, és mutassuk
meg, hogy az A minimalpolinomja éppen f (v6. a 6.3.18 feladattal). En-
nek megfelel6en az A matrix hatvanyai ,ugyantugy viselkednek”, mint az
F,[z]/(f) faktorgytrtiben az x maradékosztaly hatvanyai.
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p(* —1)/k.

Valasz: (1/k) Zd‘ku(d)pk/d, ahol p(n) a Mobius-figgvény: u(l) = 1,
pu(n) = (=1)%, ha az n szam s darab kiilonb6z6 prim szorzata és p(n) =
= 0 minden més n-re.

Megjegyzés: Altalanosan is, egy tetszdleges q elemii véges test felett a
k-adfoku irreducibilis polinomok szaméra ugyanez a képlet érvényes, csak
p helyére g-t kell irni. A bizonyitas is teljesen analdg a ¢ = p esettel.
Utmutatas (b)-hez: Jeloljiik a keresett darabszamot Ip-val. Az A.11.8
feladat alapjan 2P — z az bsszes olyan d-edfokiu, Fj, felett irreducibilis
polinom szorzata, ahol d|k. Ebben az egyenléségben a két oldal fok-
szamat Osszehasonlitva, [i-ra egy rekurziv Osszefliggést kapunk. Innen
I-t az un. Mobius-féle megforditasi formulaval fejezhetjiik ki.

A két egyenes koz0s pontja egy olyan egydimenzios altér, amely benne van
a két kétdimenzids altér metszetében. Mivel a vektortér haromdimenzios,
ez a metszet nem lehet nulla, tehat maga a metszet egy egydimenzios altér.
Hasonloképpen, a két pontot tartalmazé egyenes a két egydimenzios altér
altal generalt (kétdimenzios) altér lesz.

Pontok: az egydimenzids altereknek a nullvektoron kiviili részei p — 1
elemtek és diszjunktak, a szamuk tehat (p> —1)/(p — 1) = p? +p + 1.
Egyenesek: a kétdimenzidos U altereknek bijektiven megfeleltethet6k az
U+t egydimenzios alterek (vo. az A.41.14 feladattal), vagy kozvetleniil is
leszamolhatok a béazisok szerint. (A pontokra és az egyenesekre vonatkozo
allitas is a 4.6.14 feladat specialis esete.)

A (b) részhez hasonlo gondolatmenetet kell alkalmazni.

Az el6z6 feladatra ugy vezethetd vissza, hogy minden egyenest most a
yhorméalvektoraval” jellemeztiink, azaz egy kétdimenziés U altér helyett
az egydimenzios U~L-t vettiik.
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MEGOLDASOK

1. Determinansok

e 1.1.5(b) Vidlasz: 2[(n —4)/5] + 1, ahol [z] az x szam fels6 egész részét
jelenti, azaz a legkisebb olyan egész szamot, amely > .

Bizonyitds: Egy rogzitett permutacioban tekintsiink egy a < b elempért,
és jeloljik m(a,b)-vel azoknak a c elemeknek a szamat, amelyek a és b kozott
helyezkednek el és amelyekre a < ¢ < b. Az ilyen c-ket az adott cserénél
fontos elemeknek fogjuk nevezni. [Pl. a 3165472 permutacioban m(2,6) = 2,
mert az 5 és a 4 a fontos elemek.| Ekkor az a és b cseréjénél az inverzioszam
2m(a, b)+ 1-gyel valtozik, ugyanis az a-nak és a b-nek az egymashoz és a fontos
elemekhez valé viszonya valtozik meg.

Legyen egy adott permutacioban M az 6sszes m(a,b) érték maximuma.
A bizonyitando allitas az eléz6ek alapjan azzal ekvivalens, hogy (i) barmely
permutaciora M > [(n — 4)/5], és (ii) van olyan permutaci6, amelyre
M = [(n—4)/5].

Elsszor (i)-et igazoljuk. Vegyiink egy tetszGleges permutaciot. Azzal az
esettel foglalkozunk, amikor az 1 és n szamok egyike sem az els6 vagy utolsd
elem. A fennmarado esetekben ugyanis hasonlo (csak egyszertibb) meggondo-
lasokat kell alkalmazni (és kideriil, hogy akkor még nagyobb M adodik), ezt
nem részletezziik.

Tegylik fel, hogy az els6, illetve az utolsé helyen &llo6 elem a k, illetve
az r, tovabba az n (mondjuk) elérébb &all, mint az 1, azaz a permutacio
k...n...1...r alaka.

Megmutatjuk, hogy a k, az n, az 1 és az r kivételével minden elem fontos
az alabbi 6t csere koziil legalabb az egyiknél: (A) k és n; (B) k és 1; (C) n és
L, (D)neésr; (E)1ésr.

Valéban, a permutaciéban a k és az n kozott allo elemek koziil a k-nal
nagyobbak (A)-nal fontosak, a k-nal kisebbek pedig (B)-nél. Az n és az 1
kozott allok valamennyien fontosak (C)-nél [emellett esetleg (B)-nél és/vagy
(D)-nél is|. Végil, az 1 és az r kozott allo elemek koziil az r-nél nagyobbak
(D)-nél, az r-nél kisebbek pedig (E)-nél fontosak.

Igy n—4 < m(k,n)+m(1,k)+m(1,n)+m(r,n)+m(l,r) < 5M, ahonnan
M > [(n —4)/5], amint allitottuk.

Ratérve (ii)-re, nyilvan elég az n = 5t 4+ 4 esettel foglalkozni. Konnyi
ellendrizni, hogy az (i)-beli gondolatmenet alapjan megsejthetd

3t+3, .. A3 t+1,t, ., 1| 2043, Bt 42| BEH4, L At 4 [ 842, .., 2042

konstrukci6 egy megfelel§ permutéciot szolgaltat.
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e 1.1.7(c) Vidlasz: paratlan k esetén minden paros n > k, paros k # 0 esetén
n = 2k 4 1 kivételével minden n > k, kK = 0 esetén minden n > 0.

Sziikségesség: (1) n > k nyilvanvalo. (ii) Az Osszes inverzidszam nk/2,
tehat paratlan k esetén n péaros kell hogy legyen. (iii) Az els6 elem pontosan
akkor all k£ masikkal inverziéban, ha k darab néala kisebb van, tehat ha az els6
elem k + 1. Hasonlbéan az utols6 elem n — k. Ez n = 2k + 1 > 1-re nyilvan
lehetetlen.

Elégségesség: Jeloljik /s,t\-vel, ha az 1,2,...,s szamoknak létezik olyan
permutacioja, amelyben minden elem pontosan t masikkal all inverzioban. Az
alabbi két Gsszefiiggést fogjuk felhasznélni:

(A) Je,k—d\,/d,k—c\ = Je+d,k\;

(B) /f,k\,/g,k\ = Juf +vg,k\, ahol u,v tetsz6leges pozitiv egészek.
(A) igazolasahoz legyenek a /c, k —d\, illetve /d, k — ¢\ feltételt biztosito per-
muticiok iy, ..., ., illetve ji, ..., jq, ekkor megfelel a d+i1,...,d+ic, j1,---, 74
permutéacio. (B) esetében az egyik kiindulasi permutéciot az 1,2, ..., f, majd
az f+1,...,2f stb. (u—1)f+1,...,uf blokkokra, utana pedig a masikat az
uf +1,...,uf + g stb. blokkokra kell alkalmazni.

Az allitast k szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha k = 0 vagy 1,
akkor az allitas nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden k' < k-ra
és tetszdleges megfelels n-re. Tekintslik most k-t, és legyen elGszor k < n < 2k
és kn paros. Legyen n = c+d, 1 < ¢,d < k és ¢ paros (altalaban n-nek tobb
ilyen ¢ + d elgallitasa is van). Ekkor ¢ > k —d és d > k — ¢, tehat /e, k — d\
mindenképpen igaz és d(k —c) = kn =0 (mod 2) miatt /d, k — ¢\ is fennall,
ezért (A) alapjan /c+ d,k\ = /n,k\ is érvényes. (A /d,k — c\-vel baj van,
ha éppen d = 2(k — ¢) + 1, azonban ekkor vehetjiik n-nek egy méasik ¢ + d
elgallitasat, illetve ha csak egy van, akkor az /n, k\ allitds konnyen igazolhato
kozvetlenill.) Ezutan az n > 2k eseteket a méar bizonyitott n < 2k-bol (B)
felhasznalasaval lathatjuk be.

Megjegyezziik még, hogy (A) helyett a ,forditott” permutéaciobol adodo
/n,k\ < /n,n—1—k\ tulajdonsaggal is dolgozhattunk volna.

e 1.4.13(a) Ha M a nullmatrixot valasztja, akkor nyilvan n lépésre van sziik-
ség. Megmutatjuk, hogy minden més esetben mar kevesebb lépés is elég.
Legyen r az a maximaélis szam, hogy az A matrixbol kivalaszthatd r oszlop
és r sor gy, hogy az ezek metszéspontjaiban all6 (r? darab elembdl képzett)
r X r-es determinans nem nulla. Ekkor n — r 1épés elegendd. Tegyiik fel, hogy
példaul a bal fels6 sarokban all6 r x r-es D, determinans nem nulla. Vegyiik
ekkor a bal felsg sarokban az eggyel nagyobb méreti (r + 1) X (r + 1)-es D, 41
determinénst, ¢s fejtsiik ki az utolsé (azaz r + 1-edik) sora szerint. Ebben a
kifejtésben a,41 41 egyiitthatoja (a sorok és oszlopok mas elhelyezkedése ese-
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tén esetleg elGjeltdl eltekintve) éppen D,., tehat nem nulla. Ezért o, ,41-€t
meg tudjuk ugy valtoztatni, hogy az igy keletkezé D;.,; mar ne legyen nulla.
Most D;. -t bévitsiik ki egy (r + 2) x (r + 2)-es determinanssa A kovetkezd
sorabol és oszlopabdl az els§ r + 2 elem hozzavételével, és ismételjiik meg az
el6z6 gondolatmenetet a9 ,yo-re. Az eljarast folytatva n —r lépés utén egy
(n X n-es) nem nulla determinénsi A’ méatrixot kapunk. (A megoldasban tu-
lajdonképpen a métrix determinansrangjat hasznaltuk, lasd a 3.4 pontot. Ha
csak azt akartuk volna igazolni, hogy n lépés mindig elég, akkor teljes induk-
cioval és a fenti gondolatmenet egyszertsitett valtozataval is célhoz érhettiink
volna.)

e (b) Ha M olyan méatrixot véalaszt, amelynek az els6 oszlopa csupa nulla, akkor
n? — n 1épés kevés, ugyanis M kijelolheti a matrix t&bbi elemét. Indukcioval
megmutatjuk, hogy n? —n + 1 1épés mindig elég. Az n = 1 esetben ez nyilvan-
vald. Legyen n > 1, és tekintsiik az M altal megadott tetszdleges n x n-es A
métrixot és a kijellt n? —n+1 helyet. Kell lennie olyan sornak, ahol C barmely
elemet megvaltoztathat (hiszen kiilénben csak legfeljebb n(n — 1) kijelolt hely
lenne), tovabba van olyan oszlop, ahol nem minden elem véltoztathato (hiszen
a matrixban nem minden hely van kijeldlve). Ha pl. az els§ sor és els6 oszlop
ilyen, akkor cserélje C az elss sor elss elemét 1-re, az els6 sor tobbi elemét pedig
0-ra. Mivel az els§ sor és oszlop Osszesen 2n—1 eleme koziil nem mindegyik van
kijelolve, ezért az elss sor és oszlop elhagyéaséaval keletkezd (n — 1) x (n — 1)-es
B matrixban legaldbb (n? —n+1) — (2n —2) = (n —1)?2 — (n — 1) + 1 kijelolt
hely van. Az indukcio alapjan B atalakithaté nem nulla determinansia B’
matrixsza. Legyen most A’ az az n X n-es méatrix, amelynek els6 sora A elsé
sorabol a korabban jelzett valtoztatassal keletkezik, els6 oszlopa az elsé elem-
t6] eltekintve megegyezik A els6 oszlopaval, a tobbi elemet pedig B’ alkotja.
Ekkor A’-t az els sor szerint kifejtve kapjuk, hogy det A’ = det B’ # 0.

e (ca) Azonos az 1.2.7 feladattal.

e (cb) Ha M olyan matrixot valaszt, amelynek a f6atloja csupa egyes, a f6atlo
f516tt pedig minden elem nulla, akkor (n? — n)/2 lépés kevés, ugyanis M ki-
jelolheti a matrix tobbi elemét. Indukciéval megmutatjuk, hogy 1+ (n? —n)/2
lépés mindig elég. Az n = 1 esetben ez nyilvanvalo. Legyen n > 1, és tekintsiik
az M &ltal megadott tetszéleges n x n-es A métrixot és a kijeldlt 1+ (n? —n)/2
helyet.

Ha minden oszlopban van legalabb egy kijelolt hely, akkor ezeket valtoz-
tassuk meg gy, hogy minden oszlopban az elemek Gsszege 0 legyen. Ekkor
minden sort az utolsé sorhoz hozzdadva egy csupa 0 sor keletkezik, tehat a
determinans nulla.

Ha pl. az elsé oszlopban egyetlen hely sincs kijelélve, de minden elem
nulla, akkor semmit sem kell valtoztatnunk.
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Ha az els6 oszlopban egyetlen hely sincs kijelolve és pl. aq7 # 0, akkor
minden sorboél vonjuk ki az els6 sor megfelels tébbszorosét, hogy az elsé oszlop
tobbi eleme nullava valjon. Most hagyjuk el az els6 sort és oszlopot, az igy
keletkez6 (n — 1) x (n — 1)-es B; métrixban legalabb

1+ (n?>=n)/2—(n—-1)=1+[n—-1)72%—(n—-1)]/2

kijelolt hely van, igy az indukcié alapjan ez atalakithaté nulla determinanst
B’ matrixsza. ,Vezessiik at” az ennek megfeleld valtoztatast az eredeti A
matrixba. Az igy kapott A’ matrixot az els6 oszlop ,kinullazasa” utan az elsé
sor szerint kifejtve a kivant det A" = det B’ = 0 adodik.

e 1.4.14 Megfelel barmely olyan matrix, amelynek a determinansa nulla, de
egyik A;; elGjeles aldeterminansa sem nulla, ugyanis «;;-t megvaltoztatva az
i-edik sor (vagy a j-edik oszlop) szerinti kifejtés értéke biztosan megvaltozik.
Ilyen matrixot pl. ugy gyarthatunk, hogy vesziink egy (n — 1) x (n — 1)-es
maétrixot, amelynek a determinédnsa nem nulla és kiegészitjiik egy n-edik sorral
és oszloppal gy, hogy a keletkezd n x n-es matrixban minden sor és minden
oszlop Gsszege nulla legyen (v6. az 1.4.11 feladattal).

e 1.5.6 A mértani sorozat Osszegképletét hasznalva az i-edik sor j-edik ele-
me 1+ o8 + ...+ a?_lﬁjﬂ_l, tehat minden sor egy n-tagt Osszeg. Ennek
alapjan a determinanst n™ darab determinans Gsszegére bonthatjuk, amelyek
mindegyikében az i-edik sor j-edik eleme afﬂf alakd, ahol 0 < k < n — 1.
Az igy keletkezd determinansok koziil igen sokban lesz két egyforma sor, ezek
értéke nulla. A fennmaradd determinansokban a j-edik oszlop elemei ren-
dre a;r(l)ﬁ;(l), ag(mﬁ;@), . ,az("),é’;r(n), ahol (1),...,7(n) a0,1,...,n—1

szamok valamilyen permutacidja. Az o/lr(l), . ,afl(n) szamoknak a sorokbol

torténd kiemelése és I () szamu sorcsere utan éppen V (S, ..., 3,) marad. Az
eredeti determinansunk értéke igy V(B1, ..., Bn) Z(—l)l(“)a;r(l) o™ =
= V(B,...,8:)V(a1,...,a,). — Egy méasik megoldasi lehetség a deter-
minansok szorzastételének (2.2.4 Tétel) alkalmazasa (lasd a 2.2.8 feladatot).

2. Matrixok

e 2.1.18 Pontosan az A = AE matrixok ilyenek. Ezek nyilvan megfelelnek.
Tegyiik fel megforditva, hogy AB = BA minden B-re teljesiil. Legyen i # j és
B az a méatrix, amelyben az i-edik sor j-edik eleme 1, minden més elem pedig 0.
Ekkor az AB matrixban a j-edik oszlop az A méatrix i-edik oszlopaval azonos,
minden maés elem nulla, a BA matrixban pedig az i-edik sor az A matrix j-edik
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soraval azonos, minden mas elem nulla. Az AB = BA egyenl6ségbdl kapjuk,
hogy i = ajj, k # i = g =0 é&s m # j = ajp, = 0. Mivel ez minden ¢ # j
esetén fennall, ezért A-ban a f6atld elemei egyenlék, minden més elem pedig
0, azaz valoban A = \E.

e 2.2.13 Ha A valamelyik sordban vagy oszlopaban csupa nulla &ll, akkor
det A = 0, és igy nem létezhet inverz. FEllentmondésra jutunk akkor is, ha
valamelyik sorban vagy oszlopban (legalabb) két nem nulla elem el6fordul.
Legyen mondjuk agq > 0 és agy > 0. Szorozzuk meg A masodik sorat A~!
els6, harmadik, negyedik stb. oszlopaval. Ekkor AA~! = E alapjan mindig
nullat kell kapnunk, ez azonban a nemnegativitasi feltétel miatt csak gy lehet-
séges, ha A~1 ezen oszlopaiban a 4. és a 7. elem sziikségképpen nulla. Vagyis
A~ l-nek a 4. és 7. sora a masodik oszlopbeli elemek kivételével csupa nulla, és
igy det A=! = 0, ami ellentmondés.

3. Linearis egyenletrendszerek

¢ 3.1.17 Abel nem tudja kitalalni, mert pl. ugyantgy mindig ,paros” valaszt
kap, akar csupa pérosra, akar csupa paratlanra gondolt Béla. Béla viszont ki
tudja talalni, pl. a kovetkezs 5 kérdéssel (minden modulo 2 értendd):

Ts+ a1+ 220 ="="01, 1+ 29+ 13 =7 =bo, x5 + 23+ T4 =7 = b3,
T3+ T4+ x5 =7 =by, T4 + 5 + 11 =7 = bs.

Ez az egyenletrendszer ugyanis egyértelmiien megoldhaté. Fz adoédik a deter-
minans (modulo 2) kiszamitasaval, de kozvetleniil is:

b1+b2+b3+b4+b5:3($1+$2+CL‘3+1‘4+$5):.’E1+.’E2+$3+I4+ZE5,

innen by + by = x1 + 22 + 223 + x4 + x5 = b1 4+ b + b3 4+ bsy + b5 + x3, azaz
r3 = by + bs + b5, és a tobbi x;-t is hasonldéan kapjuk. 4 kérdés viszont nem
elég, mert akkor a 4 egyenletbdl 4ll6 5 ismeretlenes rendszernek nem lehet
egyértelmi megoldasa, mivel az ismeretlenek szama nagyobb az egyenletek
szamanél.

e 3.2.12(a) Az n darab Lagrange-féle alappolinom 0sszege az f(y1) = ... =
= f(vn) = 1 feltételt kielégits interpolaciés polinom. Az f = 1 polinom
kielégiti ezt a feltételt, és mivel csak egy ilyen (legfeljebb n—1-edfokid) polinom
van, ezért Y - L; = 1.
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e (b) A (bl)-beli kifejezés a Y ., L; = 1 polinomnak a v helyen vett helyet-
tesitési értéke, azaz 1, a (b2)-beli 6sszeg pedig ugyanebben a polinomban az
n — l-edfoku tag egyiitthatoja, azaz 0.

e 3.4.13(c) Legyenek ~v1,...,7, kiilonbozs valos szamok és «a;; = 7;_1, ha
i < r, és 0 egyébként. Ennek a k x n-es A matrixnak a (sor)rangja legfel-
jebb r, hiszen csak r darab nem nulla sora van. Vegyiink most tetszéleges
r oszlopot, ezek linearis fliggetlenségéhez azt kell megmutatni, hogy az ezek
alkotta k x r-es B matrix (oszlop)rangja r. A B matrix rangjan nem véltoz-
tat, ha a csupa nulla sorait elhagyjuk, igy egy r x r-es C' matrixhoz jutunk. A
C matrix determinansa egy csupa kiiléonb6z6 elemmel generalt Vandermonde-
determinéns, tehat nem nulla, ezért C' (determinéans)rangja r.

e 3.4.14(c) Legyenek 71, ..., vy, illetve d1,. .., dx kiillonbozs valos szamok és
legyen a;; = 1+ (8;v5) + ...+ (0;7;)" . Az 1.5.6 feladat alapjan ebben a
matrixban minden r X r-es aldeterminans két, csupa kiilonb6z6 elemmel gen-
eralt Vandermonde-determinans szorzata, tehat nem nulla. Be kell még latni,
hogy minden (r+1) x (r+1)-es D aldeterminans értéke nulla. Ha egy ilyen D
determinénst a sorai szerint r"+! darab D,, determinans &sszegére bontunk,
akkor a skatulyaelv szerint a kapott D,, determindnsok mindegyikében lesz
két olyan sor, amelyek egymas szamszorosai. Ezért mindegyik D,, = 0, és igy
D =0, amint allitottuk.

e 3.4.18(a) Ilyen matrixok Osszege is ilyen tipusu, tehat nyilvan nem kapunk
meg minden matrixot.

e (b) Az (a) rész alapjan elég olyan B + C 0Osszegeket vizsgélni, ahol
B-nek minden sora, C-nek pedig minden oszlopa szamtani sorozat, azaz
/Bij = :I,‘Z-i-(]—l)yz és vij :Uj—l-(’i—l)Zj, 1 <i<kl1<j<n Az
A = B+ C elsallités az a;; = x; + (j — 1)y; + v; + (i — 1)z; egyenletrend-
szer megoldhatoségat jelenti, az ismeretlenek z;, y;,v; és z;. Az ismeretlenek
szama 2k + 2n, ami (altalaban) kisebb, mint az egyenletek szama (kn), ezért
az egyenletrendszer nem lehet minden «;; esetén megoldhato, tehat nem all
el6 minden A matrix a kivant alakban.

e (c) Legyenek 71, ...,7v, tetsz6leges kiilonbozs valos szamok. Megmutatjuk,
hogy barmely k x n-es valés métrix el6all n darab olyan M, matrix 6sszegeként
(r = 1,2,...,n), ahol M, minden sora egy 7, hanyadosit mértani sorozat.
Ekkor M,-ben pl. az els§ sor elemei rendre z,, 2,7, ..., 2,72 L. Egy tet-
sz6leges matrix els6 sordnak el6allitasahoz az oy, = > 27, 1<j<n
egyenletrendszert kell megoldani (az ismeretlenek az x1,...,z,). Az egyenlet-
rendszer determinansa V' (v1,...,7,) # 0, tehat az egyenletrendszer megold-
hato. Ugyanigy okoskodhatunk a tobbi sorra is. [Ha az esetleg el6fordulo és
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problematikusnak tekinthet$ x,. = 0 esetet, azaz azt, amikor valamelyik mér-
tani sorozat minden eleme nulla, nem akarjuk megengedni, akkor egy ilyen
matrixot két maésik Osszegével helyettesithetiink, amelyekben a csupa nulla
sor(ok) helyett egy-egy olyan mértani sorozat all, amelyek egymas negativjai,
a tobbi (,rendes”) sorba pedig az eredetileg szereplé mértani sorozatoknak az
1/2-szerese kertil.|

¢ 3.4.19(a) k lépés mindig elég, hiszen megfelel, ha C a jobb oldali konstansok
mindegyikét nullara valtoztatja. Ennyi 1épés kell is, ha az egyenletrendszerben
minden egyiitthato nulla, de a jobb oldalon egyetlen elem sem nulla.

e (b) Ha k > n, akkor elég a jobb oldalon egyetlen elem megvéltoztatasa.
Tudjuk, hogy van olyan i, amelyre az Ax = e; egyenletrendszernek nincs
megoldasa (e; az i-edik egységvektor, azaz amelynek i-edik komponense 1, a
tobbi pedig 0). Ha az R altal adott Ax = b egyenletrendszer megoldhato volt,
akkor a jobb oldalon az i-edik elemhez 1-et hozzédadva a kapott Ax = b + e;
egyenletrendszer biztosan nem oldhaté meg.

Megmutatjuk, hogy k < n esetén n — k + 2 a keresett 1épésszam. Ennyire
valoban sziikség van, ha R olyan egyenletrendszert adott meg, amelyben az
egyltthatomatrix barmelyik & oszlopa linearisan fiiggetlen és a jobb oldalon
minden elem 0. Ugyanis ekkor C-nek legalabb n—k+1 oszlopot el kell rontania,
hogy csak k — 1 fiiggetlen oszlop maradjon (kiilonben az egyenletrendszernek
barmilyen jobb oldal esetén van megoldasa), és ezutan még a jobb oldalon is
legalabb egy 0-t meg kell valtoztatnia.

Azt, hogy n — k + 2 1épés mindig elég is, lényegében ugyanezzel a gondo-
latmenettel mutathatjuk meg. Technikailag ezt a legegyszertibben tgy kezel-
hetjiik, hogy vessziik az R altal adott egyenletrendszernek a Gauss-kikiiszobo-
léssel leghamarabb adodo (,redukalatlan”) lépesds alakjat (tehat a redukaléast
méar nem hajtjuk végre). Ehhez az alakhoz ,feliilrgl lefelé haladva” jutunk, és
igy az utols6 sor skalarszorosait nem adjuk hozza més sorokhoz. Ennélfogva,
ha ebben a lépcsds alakban csak az utolsé soron valtoztatunk, akkor az ezeknek
a valtozésoknak az eredeti egyenletrendszerben megfelel6 modositasok is csak
az (eredeti) utolsé sort befolyasoljék, a tobbi (eredeti) sort nem. Igy valoban
elegendd a 1épcsés alakokra szoritkoznunk.

Tekintsiik tehat egy 1épcsés alak utolsé sorat, ebbdl fogunk legfeljebb
n — k + 2 elem modositasaval tilos sort gyartani. ElGszor is a jobb oldali
konstanst (ha nulla volt) valtoztassuk nem nullara. Ha az utolso sorban nincs
vezéregyes, akkor ez az egyetlen 1épés elegendd is. Ha az utolsd sorban is
van vezéregyes, akkor pedig a vezéregyes és az utana kovetkezs egyiitthatok
(Osszesen legfeljebb n — k + 1 elem) helyére irjunk 0-t.
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¢ 3.5.8(c) Az Ax = 0 egyenletrendszer megoldasaban valamelyik (pl. az els6)
ismeretlen szabad paraméter, azaz az AB = 0-t kielégité B méatrixok els6 sora
tetsz6leges s vektor lehet. Ha BA = 0 is teljestil, akkor itt csak B els6 sordnak
az A-val vett szorzatét tekintve igy barmely s-re sA = 0 all fenn. Ez azonban
csak A = 0 esetén lehetséges.

4. Vektorterek

e 4.2.12(e) Indirekt, tegyiik fel, hogy V = UF_,W;, ahol a W;-k valédi al-
terei a V-nek. Feltehetjiik, hogy k a minimalis lehetséges darabszam. Ekkor
Wy € UF_,W;, hiszen kiilsnben Wi-et elhagyva V = UF_,W; is teljesiilne.
Legyenek u és v olyan vektorok, amelyekre u € Wi, de u ¢ W;, ha i > 1,
tovabba v & Wy. Tekintsiik a v + Au (A € T') végtelen sok vektort. A feltétel
szerint ezek valamennyien elemei a véges sok W, koziil valamelyiknek, tehét
van olyan 1 < i < k és olyan A # X, amelyre v+ Au € W;, v+ Nu € W,.
Itt ¢ # 1, mert kiillénben v € W; kiévetkezne. A két W;-beli vektort kivonva
kapjuk, hogy (v + Au) — (v + XNu) = (A — X)u € W;, ahonnan u € W;, ami
ellentmondas.

o (f) Alkalmazzuk most is az e)-beli gondolatmenetet. A v 4+ Au vektorok
szama most |T'|. Ha |T| > k — 1, akkor ugyantigy ellentmondasra jutunk, mint
az elébb. Igy valoban k > |T| + 1.

e (g) Legyen b # 0 és ¢ # ab (ilyen b és ¢ vektorok biztosan talalhatok, ha
a V vektortérnek van nem trivialis altere). Legyen W egy maximalis (azaz
tovabb mar nem bévithets) olyan altér V-ben, amelynek a {\b+pc |\, u € T'}
halmazzal valo metszete csak a nullvektorbol all. (Ilyen W létezik, véges
elemszami vektortér esetén ez nyilvanvald, végtelen elemszam esetén pedig a
szokasos halmazelméleti modszerekkel — pl. a Zorn-lemmaéaval — igazolhato.)
Azt allitjuk, hogy ekkor az alabbi k£ + 1 darab valédi altér egyesitése kiadja
a V vektorteret: W/ = {dc+w |0 € T,w € W}, tovabba minden v € T-re
W, = {d(b+~c)+w |V € T,w € W}. Konnyen igazolhato, hogy ezek valoban
alterek. Megmutatjuk, hogy ezek egyike sem egyezik meg V-vel. Pl. W, -nak
nem lehet eleme c. Ellenkezd esetben ugyanis ¢ = ¥(b + vc) + w, ahonnan
atrendezéssel w = —9b + (1 — ¥v)c adodik. A W altérre szabott feltételiink
szerint itt a jobb oldalon a nullvektor all, ez viszont b # 0 és ¢ # ab miatt
csak a ¥ = 1 — ¥y = 0 6nmaganak ellentmondé esetben valésulhatna meg.
Hasonlban igazolhatjuk, hogy b & W’. Végiil belatjuk, hogy tetsz6leges u € V
vektor benne van a megadott k£ + 1 valodi altér egyesitésében. Legyen U =
= {Yu+w v € T,w € W}. Ekkor U altér, és W maximalitasa miatt van olyan
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Ab 4+ uc # 0 vektor, amely eleme U-nak: Ju+w = Ab+ puc. Itt a W-re adott
feltétel szerint ¥ nem lehet 0, ezért u kifejezhets u = (A\/9)b+(u/9)c—(1/9)w
alakban. Innen kapjuk, hogy A = 0 esetén u € W', egyébként pedigu € W, /.

o Megjegyzés: érdemes végiggondolni, hogy az itt elmondott bizonyitis az
dtmutatasban jelzett utat valésitja meg. Magét a bizonyitast is a fentinél
joval kényelmesebben lehet(ne) leirni a dimenzi6, tovabba a faktortér vagy a
direkt Osszeg felhasznaldsaval, de ezekre nem akartunk tdmaszkodni.

e 4.4.11 A feladat egyes részei sokféleképpen vizsgalhatok, pl. (a) igazsaga
nyilvanvalé a definiciobol, (c)-re konnyt ellenpéldat talalni. Az egységes tar-
gyalasmod érdekében azonban érdemes azt a k x m-es matrixot venni, amely-
nek az oszlopai az u; vektorok. A vektorok fiiggetlensége azt jelenti, hogy
ennek a méatrixnak a rangja m. A maéatrixrangot most determinansrangként
célszerd tekinteni. Mivel egy egész elemd méatrix determinansa mindig egész
szam, ezért mindegy, hogy a rangot R vagy Q felett tekintjiik-e, tehat (a) és
(b) igaz. A modulo p esetben a determinéns p-vel valo oszthatosagat kell vizs-
galni. Egy nullatol kiillonbo6z6 egész lehet paros, ezért (¢) hamis. Egy paratlan
szédm viszont biztosan nem nulla, tehat (d) igaz. Végiil egy nullatol kiilonb6zs
egész csak véges sok primmel lehet oszthato, tehat (e) is igaz. (V6. a 3.4.8 és
4.6.16 feladatokkal.)

© 4.6.7(a) Legyen by,...,bygo egy bazis V-ben. Ekkor pl. a v, = b; +~by +
+9%b3 + ... +v7b1go (7 € R) végtelen sok vektor koziil barmely 100 bézist
alkot. Ehhez elég belatni, hogy barmely 100 ilyen vektor linearisan fliggetlen.
Ez onnan adédik, hogy a megfelel§ homogén linearis egyenletrendszer deter-
minansa egy csupa kiilonb6zé elemmel generalt Vandermonde-determinans,
teh&t nem nulla.

o (b) Az F test felett 101 ilyen vektor megadhato: egy tetszéleges bazis és
a béziselemek Osszege megfelels. Megmutatjuk, hogy ennél tébb vektor mér
nem lehet. Vegyiik bazisnak az els6 100 vektort, vi,...,vigp-at. A vigi-et
irjuk fel ezek linearis kombinaciojaként: vig; = ngol a;v;. Ha itt valamelyik
a; = 0, akkor az ennek megfelel6 v; kivételével a tobbi 100 v; vektor nyil-
van Osszefligg, ami ellentmondas. Igy minden a; = 1, vagyis a vig; vektor
egyértelmiien meghatarozott, tehat a rendszer tovibb nem bé&vithetd.

Az Fy7 test felett is egy tetszdleges bézis és a baziselemek 6sszege megfelels
101 vektort alkot. Belatjuk, hogy itt sem lehet ennél to6bb vektort megadni. Az
F5-nél latott gondolatmenethez hasonléan a vig; = Zjﬂﬂ «a;v; vektor mind-
egyik «; egyiitthatdja most is nullatol kiilonbozs. Az elsé 100 vektor helyett
esetleg azok alkalmas skalérszorosat véve elérhetd, hogy minden a; = 1 legyen,
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azaz vigy = Z}iﬂ v;. Tegyiik fel, hogy létezne még egy vige = lei(i Bivi vek-
tor. A skatulyaelv alapjan van olyan ¢ # j, amelyre 8; = (;, pl. 81 = po.

Ekkor vige — f1vi01 elGéllithatd vs, ..., vigg linearis kombinécidjaként, és igy
a vs,...,Vige vektorok linedrisan Osszefligglk, ami ellentmondas.
Az Fig; test felett mar 102 ilyen tulajdonsigi vektor is létezik: legyen
p .- 100 . 100 . o
Vi,...,Vigo tetszbleges bézis, vigr = > ;_; Vi és Viga = »;_;iv;. Kony-

nyen lathato, hogy ezek a vektorok valoban a kivant tulajdonsagtak. Megmu-
tatjuk, hogy 103 ilyen vektor méar nem adhaté meg. Az Fyr-nél latott gondo-
latmenethez hasonléan feltehets, hogy vig; = Z}i‘i v; és Vige = lei? Bivi,
ahol a (;-k egyméstol és nullatol kiilonbozsk. Ennélfogva a 8;-k az 1,2,...,100
szamok egy permutéicidjat alkotjak. Tegyiik fel, hogy létezne még egy
Vip3 = Zjﬂﬂ ~;v; vektor. Ekkor sziikségképpen a v;-k is az 1,2,...,100 szamok
egy permutaciojat alkotjak. Emellett a v; = 6;8; elGallitasnél a §;-k egyméstol
(és nullatol) kiillonbozdsk kell hogy legyenek, ugyanis ha pl. §; = 09, akkor

Vips — 01Vige elGallithatd vs,...,vigo linearis kombinédcidjaként, és igy a
V3,...,V100, V102, V1igs vektorok linearisan Osszefiiggfk, ami ellentmondas.

Szorozzuk 6ssze a(z Figi-beli) v, = 6;6;, ¢ = 1,2,...,100 egyenlGségeket.
Modulo 101 kongruencidkkal szdmolva a Wilson-tétel alapjan kapjuk, hogy

100 100 100

—1=100'= [ =[] ][ 8 = (100)* = (-1)* =1 (mod 101),
=1 =1 =1
ami ellentmondas.

e 4.6.16(c) Jelolje egy 0-1 matrixnak az Fy feletti rangjat s, a Q feletti
rangjat pedig t. Vegyiink s darab (F5 felett) linearisan fiiggetlen oszlopot,
ezeknek 2° — 1 szamu nem trivialis linearis kombinacioja képezhets. Igy a
matrixnak barmely 2° —1-nél t6bb oszlopa kozott vagy szerepel egy csupa nulla
oszlop, vagy pedig el6fordul két azonos oszlop, ezért 2° — 1-nél tobb oszlop Q
felett sem lehet fiiggetlen. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢t < 2% — 1. Megforditva,
megmutatjuk, hogy tetszdleges (s <)t < 2° — 1 esetén létezik olyan ¢ x t-es
0-1 méatrix, amelynek az F; feletti rangja s, a Q feletti rangja pedig ¢. Innen
kapjuk, hogy az 1000-es kiilénbséget biztositd legkisebb s érték az s = 10, és
ekkor a matrix mérete t = s 4+ 1000 = 1010.

A megforditast elegendd a t = 2% — 1 esetre igazolni. Ha ugyanis s <t <
< 2° —1, akkor hagyjunk el a megfelels (2° — 1) x (2° — 1) méretd A matrixbol
2% — 1 —t' szamu oszlopot gy, hogy a megmaradok kozott szerepeljen s olyan
oszlop, amelyek F; felett fliggetlenek. Ekkor a megmarado ¢’ szamu oszlop Q
felett tovabbra is fliggetlen, tehat ennek a (2% — 1) x ¢’ méretd B matrixnak a
Q feletti rangja t’, az F5 feletti rangja pedig s. Tartsunk most meg B-bdl s
olyan sort, amelyek Fy felett fiiggetlenek. Ekkor ezek Q felett is fliggetlenek,
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tehat hozzavehetiink még ¢’ — s tovabbi sort B-bél, hogy a kapott ¢’ sor Q
felett fliggetlen legyen. Az igy adodo t' x ¢ méretd C' matrix megfelel; a Q
feletti rangja t', az Fy feletti rangja pedig s.

Legyen tehédt t = 2° — 1, és készitsiink egy olyan t x t-es 0—1 matrixot,
amelynek az Fy feletti rangja s, a Q feletti rangja pedig t. A matrix elss s

oszlopaba soronként rendre az 1, 2, ..., 2°—1 szdmoknak a kettes szamrendszer-
beli szamjegyei keriilnek, tehat az elss sor els6 s eleme (0,0,...,0,0,1), a ma-

sodik soré (0,0,...,0,1,0), a harmadik soré (0,0,...,0,1,1) stb. A t&bbi osz-
lop legyen ezutén az elsG s oszlopnak az F; test felett képzett Osszes (tovabbi)
nem trivialis linearis kombinacidja (azaz ahol legalabb két egyiitthat6 nem
nulla). Igy egy (25 —1) x (2° —1) mérett 0-1 matrixot kapunk. Megmutatjuk,
hogy ennek az oszlopai a Q felett fliggetlenek, vagyis a Q feletti rang 2° — 1.
Ebbdl a konstrukcio és az elején latottak alapjan az is kovetkezik, hogy az F»
feletti rang s.

Az attekinthetdség kedvéért egészitsiik ki a matrixunkat a tetején egy
csupa nulla sorral (ez az oszlopok fiiggetlenségi viszonyain nyilvan nem val-
toztat). Az s szerinti teljes indukcioval megmutatjuk, hogy az igy kapott
2% x (2° — 1) méretti As matrix barmely oszlopaban a 2° darab elem fele 1,
mésik fele pedig 0. Ez s = 1-re nyilvanval6. Legyen s — 1-re az els§ s — 1 osz-
lopvektor aj,...,a,_; (minden a; vektornak 2°~! komponense van). Ekkor
s-re a konstrukcio szerint a koévetkezSképpen kapjuk meg az elsé s oszlopot
(ezek mindegyike 2° komponensbdl &ll):

(0 N A:Y [ as
= (9) b (B, (30,

Mivel az indukcios feltevés szerint az a; vektorok komponenseinek pontosan a
fele volt 1-es, ezért ez a tulajdonsag 6roklédik a b; vektorokra is. Ezzel belat-
tuk, hogy s-re az els6 s oszlop rendelkezik a jelzett tulajdonsiaggal. A tovabbi
oszlopokat az els6 s oszlop Fy felett vett nem trivialis linearis kombinécio-
jaként, azaz néhany b; Osszegeként kapjuk. Ha az Osszeadandok kozott nem
szerepel a by, akkor az Osszegvektor ,alsé és felss fele” ugyanigy azonos, mint
az Osszeadandoknal, tehat ugyanazt az indukcios kovetkeztetést alkalmazhat-
juk, mint az els6 oszlopok esetében. Ha még a bi-et is hozzdadjuk egy ilyen
vektorhoz, akkor az ,als6 felében” az 1-esek és a 0-k helyet cserélnek, de mivel
a szamuk az indukcids feltevés szerint ugyanannyi volt, ezért most is készen
vagyunk.

Sziikségiink lesz még arra, hogy (s > 1 esetén) az Ag méatrix barmely
két oszlopdban az azonos helyeken szerepls l-esek szama 2°72. Legyen u
és v két tetszbleges oszlop, és legyen x azoknak a helyeknek a szédma, ahol
mindkettében 1-es szerepel. Ekkor u-nak és v-nek is tovabbi 25! — z olyan
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komponense van, ahol az illets vektorban 1-es all. Az F5 felett képzett u + v
vektor a konstrukcié alapjan el6fordul A oszlopai kozott és u + v-ben azokra
a helyekre kertil 1-es, ahol u-ban és v-ben kiilénb6z§ értékek szerepeltek. Igy

u + v-ben az l-esek szama 2(2°7! — z) = 2°71. Innen z = 2572, ahogy
allitottuk.
Az A, matrix vq,...,v; oszlopainak a Q feletti linearis fliggetlenségét a

skalarszorzat (részletesen lasd a 7.1, 8.1, illetve 9.4 pontokban) segitségével
igazoljuk. (Az s = 1 esetben az é&llitas nyilvanvald, tehat feltehetjiik, hogy
s > 2, bar az alabbi bizonyitas forméalisan az s = 1 esetre is helyes.) Legyen
2221 a;vy = 0. Képezziik mindkét oldalnak egy tetszSleges v; vektorral a
skalarszorzatat. Két 0-1 vektor skalarszorzata a kozos helyeken elGforduld
l-esek szama. Az el6z6 két bekezdésben igazoltak alapjan igy az ;257! +
+ Z#j @;2°7% = 0, azaz 257 2(q; +Z§:1 a;) = 0 egyenlséghez jutunk. Mivel
ez minden j-re teljesiil, ezért nyilvan minden «; sziikségképpen 0, amint alli-
tottuk.

Megjegyezziik, hogy az A, matrix sor-, illetve oszlopcseréktsl eltekintve
a kovetkezGképpen is megadhato: a sorokat indexezzik az X = {1,2,...,s}
halmaz részhalmazai, az oszlopokat pedig az X nem iires részhalmazai szerint,
és legyen ay,z = |Y N Z] mod 2 (ahol Y, Z C X).

5. Linearis leképezések
e 5.5.9 Irjuk fel, hogyan fogalmazhato at az, hogy néhany A;; linearis kom-
binicidja a O leképezés. A

MAi g+ oA, + A A =0

TmJIm

egyenlsség azt jelenti, hogy tetszéleges oy, , 5, (1 < r < m) komplex szamokra

(078 (07 (079 o 0
win) = (o) e (02) - (0)

)\10¢i1 + /\2041'2 + ...+ /\maim =0, )\10(j1 + /\204]‘2 4+ ...+ )\m&jm =0

azazZ

teljesiil. Innen latszik, hogy ha pl. az ¢; index értéke az Gsszes t6bbi 4, index
értékétdl kiilonbozik, akkor sziikségképpen A; = 0: helyettesitsiik be ugyanis
az a;, = 1,4, = ... = o, = 0 szdmokat. Természetesen hasonl6 érvényes a
Jr indexekre is.

e (a) Alkalmazzuk a fentieket most az m = 3 esetre. Mivel az A;; leképezések
nyilvin nem egymas skalarszorosai, ezért koziliikk barmelyik ketts fiiggetlen.
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Emiatt ha harom A;;-nek egy linearis kombinacioja a O leképezés, és kideriil,
hogy ebben a kombinacioban valamelyik A; egyiitthatd 0, akkor a mésik két
egyiitthato is sziikségképpen 0. A linearis fiiggetlenséghez igy elég belatni,
hogy barmely harom (kiilénb6z6) (i1, j1), (i, j2), (i3, j3) indexpar esetén vagy
a harom ¢ indexérték, vagy a harom j indexérték kozott van olyan, amely
kiilonbozik a masik kett6t6l. Ha az i-k nem mind egyformaék, akkor legalabb
az egyikiik csak egyszer fordulhat el§. Ha egyformék, akkor pedig a j-k mind
kiilonbo6zdk kell, hogy legyenek.

° (b) Pl. Aj1 +Ags — A1 — A1 = O

e (c) PL az alabbi hét (ij) indexparhoz tartozé A;; leképezések linearisan
fiiggetlenek Hom (V7 , V5)-ben: (11),(12),(13),(14),(24), (34),(44). Ugyanis
az i-k kozott a 2, a 3 és a 4 csak egyszer fordul elg, igy az ezeknek megfelels
leképezésekhez tartozé utolsé harom egylitthatdé A\s = A\g = Ay = 0. Ugyanez a
helyzet a j-knél az 1, 2, 3-mal, tehat az els§ harom egyiitthato is nulla. Ekkor
azonban a maradék kozépss egylitthatd, A4 is csak nulla lehet.

Bebizonyitjuk, hogy barmely nyolc darab A;; leképezés mar linearisan
osszefiiggd. Mivel a Hom (V7 , Vo) vektortér 4 - 2 = 8-dimenzios, igy elég
belatni, hogy az Gsszes A;; altal generalt altér nem tartalmazza Hom (Vi , V)

(631
minden elemét. Megmutatjuk, hogy pl. az A 32 = <061> leképezés
3

oy

nem &l el6 A = 7, ;o4 \ijAij alakban. Alkalmazzuk mindkét oldalt az
egységvektorokra. Ha a; = 1, a0 = a3 = a4 = 0, akkor a képvektorok két
koordinétajéban a )\11+)\12—|—)\13—|—>\14 =1ésa )\11 —|—)\21 —I—)\gl +)\41 =0 egyen-
16ségeket kapjuk. Az as = 1,01 = ag = ag = 0 esetben \oj + Ao+ Aoz + Aoy =
= )\12 4+ Aog + A3zo + Mg = 0 adddik, es a masik két egységvektorra hasonléan
z 1 A3 = 24 Ais = 0, illetve Z 1A\ = Zf 1 Aia = 0 az eredmény.
Az elso koordlnatakra kapott Osszes egyenloseget Osszeadva ) <ij<aNij =1,
mig ugyanezt a mésodik koordinatékra elvégezve 2197 <4 Aij = 0 adodik,
ami ellentmondas.

e Megjegyezziik, hogy a feladat kényelmesebben targyalhato a linearis leképe-
zések matrixanak segitségével (lasd az 5.7 pontot). Az A;; leképezésnek egy
olyan 2 x 4-es (komplex elemti) matrix felel meg, amelyben az elsg sor i-edik
és a masodik sor j-edik eleme 1-es, a tobbi elem pedig 0. Ekkor az Gsszes A;;
matrixai altal generalt alteret azok a matrixok alkotjak, amelyekben a két sor
elemeinek az Osszege megegyezik. Ennek alapjan a feladat altalanositasa is jol
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kezelhetS. Legyen V; = T, Vo = T és
aq

o’
Aivigyine |+ | = -, 1<ij<n, j=1,...,k

(075%

(079

Qnp,

Ekkor az igy definialt n* darab leképezésre az alabbiak igazak.

(a) Barmely harom (kiilonbo6z6) leképezés linearisan fliggetlen Hom (V4 , V5)-
ben (feltéve hogy nk > 3).

(b) Megadhato négy (kiilonbo6zs) leképezés, amely linearisan osszefiiggs (ki-
véve, ha n és k valamelyike 1).

(c) A linearisan fiiggetlen leképezések maximalis szama (n — 1)k + 1.

e 5.6.24 Jeloljiik rogzitett u kvaternié esetén az o + Su alakd kvaternidk hal-
mazat, ahol «, B valds, T,-val. Az Gtmutatasban jelzett allitas szerint 7T, a
kvaternidalgebranak egy, a komplex szamokkal izomorf részalgebraja. Legyen
a w és a z kvaterniéo a v kvaternionak egy-egy (feltételezett) n-edik gydke.
Mivel v nem valés szam, ezért nyilvan w és z sem az. Ekkor a T, és T,
részalgebra is 2-dimenziés, tovabba mindketts tartalmazza a valos szamokat
és (w" = 2" =)v-t, ezért T, és T, metszete is kétdimenzios. Ez csak ugy
lehet, ha T, = T, = T,. Ez azt jelenti, hogy a v kvaternié n-edik gyckeit
T,-ben kell keresniink. Mivel T, izomorf a komplex szamokkal, ezért barmely
nem nulla elemének, igy a v-nek is pontosan n (kiilonb6z8) n-edik gyoke van
T,-ben. Ennélfogva v-nek az osszes kvaterniok korében is pontosan n (kiilon-
b6z8) n-edik gyoke van.

6. Sajatérték, minimalpolinom

¢ 6.3.15 Jelolje egy tetsz6leges r polinom esetén r* azt a polinomot, amelyet
tigy kapunk, hogy 7-ben z helyére x%-et helyettesitiink, azaz r*(z) = r(x?).
Nyilvan r(A?) = r*(A). Tobbszor fel fogjuk hasznalni az innen ad6do

r(A*) =0 <= my|r* (M.6.1)

Osszefiiggést. Sziikséglink lesz még az alabbi allitasra:

Lemma: Ha X\ # 0, akkor az r polinomnak a A\? pontosan ugyanannyis-
zoros gyoke, mint ahanyszoros gyoke az r* polinomnak a A.

A lemma bizonyitésa: Legyen r-ben j a A2 multiplicitasa: r = (x — \2)7h,
ahol h()\?) # 0. Ekkor r* = (22 — A\2)7h* = (z — \)?(z + \)?h*, tehat r*-ban
a A multiplicitdsa (pontosan) j, hiszen —\ # X és h*(\) = h(\?) # 0.
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Tovabbi el6késziiletként emeljiik ki m 4-bol a lehets legnagyobb z-hat-
vanyt, azaz irjuk fel m -t a kdvetkezd alakban:

my =x"g, ahol k>0ésg(0)#0. (M.6.2)

Ratérve a sziikségesség igazolasara, feltessziik, hogy az A és A? transz-
formaciok minimalpolinomja megegyezik, és megmutatjuk (i), (ii) és (iii) tel-
jesiilését.

(i) Ha ma(X) = 0, akkor A sajatértéke A-nak. A két minimalpolinom
egyezésébsl a sajatértékek egyezése is adodik, tehat )\ sajatértéke .A%-nek
is. Ezért X\ egyik négyzetgyoke, \; sajatértéke A-nak (6.1.4c feladat), vagyis
ma(A1) = 0. Ezt folytatva kapjuk, hogy s, A3, ... is gyoke m 4-nak, ahol
Xit1 = VA egyik értéke.

Mivel m 4 gyokeinek a szdma véges, igy van olyan ¢ > j, hogy A; = A;. Ezt
2'-ik hatvanyra emelve A = A?" "’ azaz A(1—A* ’~!) = 0 adodik. Ennélfogva
A valéban csak 0 vagy paratlan rendd egységgydk lehet.

(ii) Tegyiik fel indirekt, hogy z?|my4, azaz (M.6.2)-ben k& > 2. Meg-
mutatjuk, hogy ekkor A2 gydke lesz a t = my/x = 287 1g polinomnak, ami
ellentmond annak, hogy m 42 = m4.

To6bbszor fel fogjuk hasznalni (M.6.1)-et és (M.6.2)-t. A feltétel szerint
A? gytke az m 4-nak, tovibba

ma(A?) =0 <= my|miy < 2Fg|z*g",

ahonnan (g, ) = 1 miatt g | g* kovetkezik. Mivel

HAD =0 = my |[t* — zfg |22,
és itt az utolso oszthatosag g | g* és k < 2k — 2 alapjan teljestil, kapjuk, hogy
A? valoban gycke a t-nek.

(iii) A(z esetleges) 0 gyokre az allitas nyilvanvalo. Legyen A # 0, és tegyiik
fel, hogy m_4-ban a A multiplicitasa k, a A\2-é pedig j. El6szor azt igazoljuk,
hogy j > k.

Egyrészt az m4(A?) = O feltétel miatt m4 | m%, tehat a A multiplicitasa
m’y-ban legalabb k. Méasrészt a lemma alapjan a A multiplicitasa m?-ban
pontosan j. A kettd Gsszevetésébdl valoban j > k adodik.

Tekintsiik most a X, A2, \*, \®, ... sorozatot. Itt az elemek mindegyikének
legalabb akkora a multiplicitdsa m4-ban, mint az 6t megel6zének. A méar
bizonyitott (i) tulajdonsag alapjan azonban a sorozat (az elejétdl kezdve) pe-
riodikus, ezért mindegyik multiplicitas sziikségképpen egyenld.

Az elégségességhez azt kell megmutatnunk, hogy ha az (i), (ii) és (iii)
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feltételek teljesiilnek, akkor
(a) m4(A?) =0 és (b) s(A) =0 = my | s.
Az (M.6.1) Osszefliggés alapjan (a) és (b) ekvivalens
(al) ma | m’y és (bl) ma |s" = muas

fennallasaval.

Elgszor (al)-et igazoljuk. A (iii) feltétel szerint m 4 minden gyokének
a négyzete is ugyanannyiszoros gyok. Megmutatjuk, hogy kiilonbo6z8§ gyokok
négyzete is kiilonb6z6. Ez azzal ekvivalens, hogy ha A # 0 gydke m 4-nak,
akkor —\ nem lehet gyok. Az (i) feltétel szerint \ egy paratlan rendii egység-
gyok. Ekkor —A\ rendje a A rendjének a kétszerese, tehat paros. Igy ismét
(i)-re hivatkozva —\ nem lehet gyoke m 4-nak.

A fentiek alapjan, ha m 4 gyoktényezss alakjaban minden gyok helyett
annak a négyzetét irjuk, akkor ugyanazt a polinomot kapjuk. Azaz

T T

ma= [ - 2" =@ - )",
=1 =1
ahonnan
miy = [[=" = Ak =@ = 20" ]+ A% =ma [J (@ + 20",
=1 =1 =1 =1

tehat valoban m 4 | m’.

Ratértink (bl) bizonyitasara. Az m4 | s oszthatésaghoz azt kell megmu-
tatni, hogy m 4 minden gytke legalabb akkora multiplicitassal szerepel s-ben,
mint m _4-ban.

Ha a 0 gyoke m 4-nak, akkor (ii) szerint csak egyszeres gyok, és igy elég
azt igazolni, hogy a 0 az s polinomnak is gyoke. Mivel m 4(0) = 0, ezért a
0 sajatértéke A-nak, tehat sajatértéke A%-nek is. Az s(A?) = O feltételbél
kovetkezik, hogy az A? sajatértékei sziikségképpen gyokei s-nek, tehat valoban
s(0) = 0.

Tekintsiik most m _4-nak egy p # 0 gyokeét, és legyen ennek a multiplicitasa
j. Ekkor az (i) és (iii) feltételbdl kovetkezik, hogy p valamelyik négyzetgyoke
is (pontosan) j-szeres gyoke m 4-nak. Jeloljiik p-nek ezt a négyzetgyokét \-val,
azaz (1 = \>.

Legyen s-ben a p = A? multiplicitisa j'. FEkkor a lemma szerint
s*-ban a A multiplicitasa j'. Az my | s* feltétel miatt — a A\ multiplicitasat
osszehasonlitva — 7 < j’ adodik. Ez azonban egytuttal azt is jelenti, hogy
a u multiplicitdsa s-ben legalabb akkora, mint m 4-ban, és éppen ezt kellett
bizonyitani.
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e 6.4.10(a) Egy linearis leképezés képtere altér, tehat U = Im f(A) al-
tér. Belatjuk, hogy A-invaridns. Legyen u € U, azaz valamilyen x € V-re
u = f(A)x. Ekkor Au = A(f(A)x) = (Af(A))x = (f(A)A)x = f(A)(Ax),
igy Au € U. (A 6.4.6 feladatra is hivatkozhattunk volna B = f(.A)-val.)

e (b) El6szor azt igazoljuk, hogy ha (f, ma) = (g, ma), akkor Im f(A) =
=1Img(A). Legyen (f, ma) = d; azt kell belatnunk, hogy Im f(A) = Imd(.A).
Az f(A)x = d(A)((f/d)(A)x) egyenldségbdl egyrészt azt kapjuk, hogy
Im f(A) C Imd(A). Masrészt a d = sf + tm 4 felirasbol

d(A)z = F(A)(s(A)z) + t(A) (ma(A)z) = F(A)(s(A)z) +0,

tehat Imd(A) C Im f(A).

A megforditashoz tegyiik fel, hogy Im f(A) = Im g(A), és azt fogjuk iga-
zolni, hogy (f, ma) = (g, ma). Az el6z6ek alapjan elég megmutatnunk,
hogy ha dy és dy az my4 minimélpolinom oszt6i és Imd;(A) = Imdy(A),
akkor di és do egymastol csak konstans szorzoban kiilonboznek. Tegyiik
fel tehat, hogy Imd;(A) = Imdy(A) és legyen my = hidy = hads. Mivel
O = my(A) = hi(A)dy(A), ezért Imd;(A) C Kerhi(A). Ugyanakkor
Imd;(A) = Imdy(A), tehat Imdy(A) C Kerhy(A), és igy hi(A)da(A) = O.
Emiatt hidy = m | hida, vagyis dy | d2. Ugyanigy kapjuk, hogy ds | dq, tehat
dy és do valoban egymés konstansszorosai.

e (c) Legyenek d; a minimalpolinom péaronként nem-egységszeres osztoi. Az
el6bb belattuk, hogy ekkor az Im d;(.A) invarians alterek mind kiilonbozok.

e (d) Belatjuk, hogy A-nak akkor és csak akkor nincs nem trivialis inva-
ridns altere, ha my4 irreducibilis (7" felett) és degmy = dimV. (Mint az
eredményeknél emlitettiik, ezek a feltételek ekvivalensek k4 irreducibilitasa-
val.) Ha my reducibilis, akkor egy nem trivialis d|m_4 osztohoz tartozo
Imd(A) egy nem trividlis invaridns alteret ad. Ha degmy < dimV, akkor
dim(u, A) < degm 4 miatt barmely u # 0 esetén (u,.A) nem trividlis inva-
ridns altér. A megforditashoz tegyiik fel, hogy m_4 irreducibilis, degm 4 =
= dimV, és legyen U az A-nak egy invaridns altere. Azt kell megmutat-
nunk, hogy ha U tartalmaz egy u # 0 vektort, akkor sziikségképpen U = V.
Az u-t tartalmazo legsziikebb invarians altér (u,.A) C U, tehat elég belatni,
hogy (u,A) = V. Ennek az igazolasat a legkényelmesebben a 6.5 pontban
bevezetett rendfogalom és annak néhany egyszerd tulajdonsaga segitségével
irhatjuk le (de hangsulyozzuk, hogy enélkiil csak a megfogalmazas lenne ne-
hézkesebb). Mivel az 04(u) rend osztéja a minimalpolinomnak, igy (u # 0
miatt) csak maga a minimalpolinom (vagy annak konstansszorosa) lehet. En-
nélfogva dim(u, A) = degoy(u) = degm 4 = dimV, és igy (a véges dimenzid
miatt) csak (u, A) =V lehetséges, amint allitottuk.
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7. Bilinearis fliggvények

e 7.1.9(b) A fiiggvények helyett a megfelel6 matrixokkal okoskodunk. Legyen
[A] = (vij)1<i,j<n, tovabba A;; az a bilinearis fiiggvény, amelynek a matrixa-
ban az i-edik sor j-edik eleme «;;, a tobbi elem pedig 0. Ekkor A;; felirhato
A;j(u,v) = ®(u)¥(v) alakban, ahol ® értéke a b; helyen «;; és a tobbi
baziselemen 0, ¥ értéke pedig a b; helyen 1 és a tobbi baziselemen 0. Mivel
A= Zlgi,jgn A,j, igy A el6all a kivant Ssszegalakban, a tagok szama r = n?.

Megmutatjuk, hogy r lehetd legkisebb értéke az A maéatrixanak a rangja,
r([A]). Mivel egy ®(u)¥(v) alakt (nem azonosan nulla) bilinearis fiiggvény
métrixanak a rangja 1, és méatrixok Osszegének a rangja legfeljebb a rangok
osszege, ezért A(u,v) = > | ®,,(u)¥,,(v) matrixanak a rangja legfeljebb
r, azaz r([A]) < r.

Be kell még latni, hogy A valoban elsall r([A]) taga Osszegként ilyen
alakban. Ez métrixokra atfogalmazva azt jelenti, hogy egy r rangti A matrix
mindig felirhato r darab (n x 1-es matrixnak tekintett) oszlopvektor és r darab
(1 x n-es matrixnak tekintett) sorvektor szorzatanak, azaz r darab diadnak az
Osszegeként. Legyen A = (avj)1<i j<n és jelolje Oy, illetve S; a matrix j-edik
oszlopabdl, illetve i-edik sorabol allo (n x l-es, illetve 1 X n-es) méatrixokat.
Vegylink egy tetsz6leges a;; # 0 elemet és legyen B = ((l/ozij)Oj)Si. Ekkor a
B egy olyan diad, amelynek az i-edik sora és j-edik oszlopa azonos az A matrix
i-edik soraval és j-edik oszlopaval, tehat az A’ = A — B matrix i-edik sora és
j-edik oszlopa csupa 0-bél 4ll. Megmutatjuk, hogy r(A") = r(A)—1, ezutan az
eljarast az A’ matrixra megismételve stb. (vagy r szerinti indukcioval) kapjuk
a kivant allitast. Vonjuk le az A matrix oszlopaibdl a j-edik oszlop megfelels
skalarszorosait, hogy az i-edik sorban a j-edik elemtél eltekintve minden elem 0
legyen, majd az (1)) i-edik sor megfelels skalarszorosait a tobbi sorbol levonva
érjiik el, hogy a j-edik oszlop elemei is az i-edik helyen allo «;;-t6l eltekintve
mind 0-k legyenek. Az atalakitasok soran a rang nem valtozott, tehéat az igy
kapott A; matrixra r(A4;) = r(A), tovabba A’ és A; pontosan csak abban
kiilonboznek egymastol, hogy az i-edik sor j-edik eleme A’-ben 0, mig A;-ben
a;; # 0. Vegyiink A’-ben egy maximalis méreti h x h-as nem nulla D aldeter-
minanst. Ez nyilvin nem tartalmazhatja a csupa nulla i-edik sort vagy j-edik
oszlopot. Vegyiik most A;-ben azt a (b + 1) x (h + 1)-es D; aldeterminanst,
amelyet D-bdl az (A;-beli) i-edik sor és j-edik oszlop hozzéavételével kapunk,
ekkor nyilvan D; = £a;;D # 0, tehat r(A4;) > r(A’) + 1. Mivel A" és A,
mindossze egyetlen elemben kiilonboznek, ezért itt sziikségképpen egyenléség
all, tehat valoban r(A) = r(A;) = r(A’) + 1, ahogy allitottuk.

Megjegyezziik, hogy a bizonyitasban nem hasznaltuk ki, hogy négyzetes
matrixrol van szé: barmilyen alakd matrix elGallithaté diddok Osszegeként és
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itt az Osszeadandok szamanak a lehets legkisebb értéke a maéatrix rangja (a
nullmatrixra ez Ggy érvényes, ha az {lires Osszeget a szokasos moédon nullanak
vesszik).

e 7.2.9 A 7.2.3 Tétel méasodik bizonyitasabol leolvashatd, hogy a v-re
A-ortogonalis w vektorok W halmaza valoban altér és legalabb n—1-dimenzios,
azaz vagy W =V, vagy pedig dim W = n — 1. Egy masik lehet&ség, hogy a
[v]T[A][w] = 0 homogén linearis ,egyenletrendszert” tekintjiik, amelyben az
ismeretlenek a w vektor koordinatai. Ez a rendszer egyetlen egyenletbdl all,
az ismeretlenek szdma pedig n, tehat legaldbb n — 1 szabad paraméter van,
azaz a megoldasokbdl egy legalabb n — 1-dimenziés alteret kapunk.

Ha A(v,v) # 0, akkor v ¢ W miatt csak dimW = n — 1 lehetséges,
v = 0 vagy A = 0 esetén pedig trividlisan W = V. Ez azt jelenti, hogy
dimW =n —1 és dim W = n egyardnt megval6ésulhat.

Az alabbiakban részletesen megvizsgaljuk, hogy a v = 0, illetve A = 0
trividlis eseteken kiviil mikor lesz még W = V., azaz mikor lesz v minden
vektorra A-ortogonéalis. Ekkor v-nek nyilvian 6nmagara is A-ortogonalisnak
kell lennie, tehat a tovabbiakban feltessziik, hogy A (v,v) = 0 teljestil.

Nézziik elGszor azt az esetet, amikor A(x,x) > 0 minden x-re vagy
A(x,x) < 0 minden x-re (azaz a 7.3 pontban bevezetett terminologiaval A
pozitiv vagy negativ szemidefinit). Megmutatjuk, hogy ekkor W = V. Tegyiik
fel példaul, hogy A(x,x) > 0 minden x-re, és vegyiink egy A-ortogonalis
C1,...,Cy bézist, ahol (valamilyen ¢-re) A(c;,c;) = 0, ha 1 < i < ¢, és
A(c;,c;) > 0, ha t < i < n. Ekkor kénnyen lathatéan A(v,v) = 0 <=
<= v € (c1,...,¢), és ekkor v mindegyik cj-re (1 < j < n), tehat a
vektortér minden elemére is A-ortogonalis.

Tegyiik most fel, hogy az A(x,x) értékek kozott pozitiv és negativ szam is
eléfordul (azaz A indefinit). Valasszunk egy A-ortogonalis cy, ..., ¢, bazist, és
legyenek cq, ..., c; ebben azok a bazisvektorok, amelyekre A(c;,c;) = 0 (most
t = 0 is lehet). Ha v € (cy,...,c;), akkor az el6z6 bekezdésben latottakhoz
hasonléan v mindegyik c;-re (1 < j < n), és igy a vektortér minden elemére
is A-ortogonalis, tehat W = V. Ha v ¢ (cq,...,c;), akkor v nem lehet
Ctt1,- - -, Cy mindegyikére A-ortogonalis, tehat ekkor W #£ V' (és igy dim W =
=n—1).

e 7.2.10 Minden szimmetrikus bilinearis fliggvénynek van olyan diagonélis
maétrixa, ahol a {6atl6 elsé néhany eleme 1, utdna néhany —1, és végiil néhany
0 kovetkezik. (A ,néhany” itt azt is jelentheti, hogy esetleg egyetlen ilyen elem
sincs, de azt is, hogy akar az Osszes elem ilyen.) A tehetetlenségi tétel szerint
az ilyen tipusu (kiilonb6z6) matrixok szama megegyezik a paronként nem ek-
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vivalens szimmetrikus bilineéris fliggvények szaméval. Az ilyen méatrixokat az
n pontbdl és 2 vonalbdl 4ll6 sorozatokkal jellemezhetjiik: az elsé vonal elé, a
két vonal kozé, illetve a méasodik vonal utan rendre annyi pontot irunk, ahany
1, —1, illetve 0 van a matrix fatlojaban. Az ilyen sorozatok szdma nyilvan

("3°)-

e 7.3.13 Ha A nem indefinit, akkor a 7.2.9 feladat megoldasaban latott gon-
dolatmenettel igazolhatjuk, hogy barmely v # 0 vektor kiegészithet§ A-orto-
gonalis bazissa. Ha azonban A indefinit, akkor ez nem teljesiil. Legyenek
c1, c2 olyan A-ortogonalis vektorok, amelyekre A(cy,c1) =1, A(ce,c2) = —1,
ekkor pl. a v.= ¢1 + c2 # 0 vektor nem lehet eleme egy A-ortogonélis béazis-
nak. Ha ugyanis v = dy,ds, ..., d, mégis A-ortogonalis bazist alkotna, akkor
A(v,v) = 0 miatt v mindegyik d;-re, és igy az egész V-re A-ortogonalis lenne,
ami ellentmondas, hiszen pl. A(cq,v) = A(cy,c1) = 1.

e 7.3.14(a) Ha A = 0, akkor Ker A = V. Ha A definit, akkor Ker A = 0. Ha
A szemidefinit, és egy A-ortogonalis bazisban cy, ..., c; azok a bazisvektorok,
amelyekre A(c;) = 0, akkor Ker A = (cy,...,¢;) (lasd pl. a 7.2.9 feladat
megoldasanal). Végiil megmutatjuk, hogy Ker A nem altér, ha A indefinit.
Legyen az A-ortogonéalis cq,cy vektorokra A(cy,c1) = 1,A(cg,co) = —1.
Ekkor a v = ¢1 + c2 és 2z = c; — co vektorok elemei a magnak, azonban az
sszegiik nem: v +z = 2¢; € Ker A.

e (b) A definit és szemidefinit esetekben a mag valodi altér, tehat nem tar-
talmazhatja az egész térnek egy bazisat. Ha A = 0, akkor a mag az egész
V', tehat barmely béazis megfelel. Végiil megmutatjuk, hogy indefinit A-ra
is kivalaszthaté a magbodl a térnek egy bazisa. Legyen az A egy diagonalis
matrixaban a f6atlo elsé r eleme 1, a kovetkezd s eleme —1, a tObbi t =
=n —r — s eleme pedig 0 (itt az indefinitség miatt » > 1,s > 1). Legyen az
ennek megfelels (egyik) A-ortogonélis bazis my,...,m,,n;,...,ng,01,...,0,
ahol A(m;,m;) = 1,A(n;,n;) = —1,A(og,05) = 0. Ekkor az m; + n; és
o; vektorok valamennyien elemei a magnak, tovabba egyiittesen V-nek egy
generatorrendszerét alkotjak. Igy koziililk biztosan kivalaszthatdo V-nek egy
bézisa.

e (c) Ha a mag altér, akkor ez a maximalis szdim a mag dimenzidja, azaz
definit esetben 0, szemidefinit esetben a diagonélis matrix atlojaban a nullak
szdma, A = 0 esetén pedig n. Végiil, ha A indefinit, akkor a (b) rész szerint
a magbodl kivalaszthatd V-nek egy bézisa, tehéat a keresett maximum n.

¢ (d) Ha a mag altér, akkor nyilvan most is a mag dimenzi6ja a valasz. Ha A
indefinit, akkor megmutatjuk, hogy a keresett maximum a (b)-beli jelolésekkel
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n —max(r,s). Legyen pl. r > s, ekkor az m; + n;, 1 <i<sésop, 1 <k <t
vektorok fiiggetlenek és az altaluk generalt s+t = n — r dimenzios altér része
a magnak. Masrészt, ha U egy n — r-nél nagyobb dimenzios tetszéleges altér,
akkor dim U + dim(my, ..., m,) > (n — )+ = n, tehat a két altér metszete
tartalmaz egy z # 0 vektort. Azonban (my,...,m,) barmely z # 0 elemére
A(z,z) > 0, tehat z € Ker A és igy a z-t tartalmazo U altér sem lehet része a
magnak.

8. Euklideszi terek

e 8.2.17 Nyilvan feltehetjiik, hogy a vektorok egységnyi hossziak.

e (a) Megmutatjuk, hogy ha a v; vektorok koziil barmelyik ketté 60 fokos
szoget zar be, akkor sziikségképpen linearisan fiiggetlenek, igy a darabszamuk
legfeljebb n. A feltételek szerint v;-v; =1 és i # t-re v;-vy = 1/2. Tegyiik fel,
hogy Ele Aiv; = 0, és vegyiik mindkét oldalnak rendre a v; (j = 1,...,k)
vektorokkal a skalarszorzatat. A kapott egyenlGségeket 2-vel beszorozva a
Aj+ Zle AN =0, j=1,...,k egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletek
Osszegét k + 1-gyel osztva Zle Ai = 0, majd ezt visszahelyettesitve A; = 0
adodik, tehédt az egyenletrendszernek csak trivialis megoldésa van. Igy a v;
vektorok valoban fliggetlenek, amint allitottuk.

Most pedig teljes indukciéval belatjuk, hogy az n-dimenzioés V' euklideszi
térben 1étezik n darab olyan v; egységvektor, amelyek koziil barmelyik ketts
60 fokos szoget zar be. Ha n < 2, akkor ez nyilvanval6. Legyen most n > 2
és ey, ..., e, egy ortonormalt bazis V-ben. Az n — 1-dimenzids (eq,...,e,_1)
euklideszi térben az indukcioés feltétel szerint léteznek megfelel vq,...v,_1
vektorok. Megmutatjuk, hogy ezekhez a v,, = ae,, + B(vi + ... 4+ v,_1) vek-
tort hozzéavéve (alkalmas «, § esetén) a kivant tulajdonsagt vektorrendszerhez
jutunk. Ehhez azt kell igazolni, hogy

(i) minden j <n —1-re v;-v,, = 1/2 és (ii) vp-v, = 1.

Jeloljikk a vy + ... + v, Osszegvektort s-sel. Az (i) egyenlGség v;-e, = 0
miatt ekvivalens az 1/2 = B(v;-s) = nf3/2 feltétellel, ahonnan § = 1/n. A (ii)
egyenlGség ezutan atirhato az 1 = o+ 52||s||?> = a2+ (n—1)/(2n) alakba. In-
nen o = £4/(n+1)/(2n). (A fenti moédszerrel a v; vektorokat tulajdonképpen
rekurzive megkonstruéltuk, akar az explicit képletiiket is felirhattuk volna. A
fentieket megfelelGen elemezve az is kideriil, hogy v,-re (lényegében) egyetlen
valasztasi lehet6ség adodik, és ebbdl egy tijabb bizonyitast nyerhetiink arra is,
hogy mn-nél tébb ilyen tulajdonsagtu vektor méar nem adhatd meg.)
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e (b) Mivel a sikon talalhaté harom egységvektor, amelyek koziil barmelyik
ketts 120 fokos szoget zéar be, ezért nyilvan dim V' > 2 esetén is van harom
ilyen vektor. Megmutatjuk, hogy négy vektor viszont méar nem adhaté meg.
Legyen a, b, c harom ilyen tulajdonsagu vektor, ekkor

la+b+cl[* = |[a]|* + |[b]|* + [|c[|* + 2a:b + 2a-c + 2b-c =3 — 3 =0,

tehat sziikségképpen a + b 4+ ¢ = 0. Ha tehat lenne négy ilyen vektor, akkor
koziiliik barmelyik harom 0sszege a nullvektor, és igy mind a négy vektor maga
is a nullvektor lenne, ami ellentmondas.

o Megjegyzés: A fenti megoldéshoz hasonloan igazolhato a feladat alabbi al-
taldnositasa:

(a) Tetszdleges hegyesszogre is igaz, hogy a keresett maximum éppen 7.

(b) Tompaszog esetén az ilyen vektorok szama mindig egy, a dimenziotol
fliggetlen és csak az adott ® szogtsl fiiges korlat alatt marad: az elérhetd
maximum [1 —1/cos®|.

(A fennmarad6 szogekre a valasz nyilvanvalo: 0 fokra végtelen sok vektor
is megadhato, 90 fokra a maximum n, 180 fokra pedig 2.)

e 8.4.14(a) Az A = X\ transzformaciok nyilvan megfelelnek. Megmutatjuk,
hogy mas ilyen tulajdonsagu transzforméacio nincs. Elérebocsatjuk, hogy bér-
mely két fiiggetlen vektorhoz van olyan skalarszorzat, amely szerint ezek a vek-
torok merdlegesek: definialjuk egy olyan bézissal a skalarszorzatot, amely a két
adott vektort tartalmazza. Legyen A # A&, ekkor tudjuk, hogy létezik olyan
e vektor, hogy e és Ae nem egymas skalarszorosai, azaz e és Ae linearisan
fiiggetlen. Tegyiik fel indirekt, hogy A* nem fiigg a skalarszorzat valasztasatol,
ekkor barmely skalarszorzatra 0 # (Ae)-(Ae) = e-(A*Ae). Az e és A*Ae
vektorok nem lehetnek fliggetlenek, hiszen akkor az elérebocsatott megjegy-
zés alapjén alkalmas skalarszorzat szerint merdlegesek is lennének. Ennél-
fogva A*Ae = [e. Tekintsliink most egy olyan skalarszorzatot, amelyben a
(fiiggetlen) (1/v)e és Ae vektorok egy ortonormaélt bazis részét képezik, ekkor
1 = (Ae)-(Ae) = e-(A*Ae) = e:(Be) = B|y|*, ami tetszdleges y-ra nyilvan
nem lehetséges.

e (b) Elbszor az elégségességet igazoljuk. Tegyiik fel, hogy az S; és So
skalarszorzatokra S; = A\S2 (megjegyezziik, hogy ekkor a A\ sziikségképpen
pozitiv valos szam), és legyen A € Hom V' tetszdleges transzformécio. Jelolje
A-nak az Sy, illetve So szerinti adjungaltjat A, illetve Ao, belatjuk, hogy
ezek mindig egyenl6k. Barmely u,v € V vektorokra Sy(Au,v) = S(u, Azv)
és S1(Au,v) = S1(u, A1v). A masodik egyenléségbe az S1 = \Sy feltételt
beirva, majd A\-val egyszertsitve kapjuk, hogy Sy(Au,v) = Sy(u, A1v), és
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igy So(u, Asv) = Sa(u, A;v). Mivel ez minden u, v-re fennall, ezért valoban
A = As.

Ratérve a sziikségességre, tegyiik fel, hogy barmely A transzformacionak
az Sp és Sy skalarszorzat szerint képzett adjungaltja megegyezik. Megmu-
tatjuk, hogy ekkor sziikségképpen S1 = A\S3. Legyen az S és So skaldrszorzat-

nak megfelel§ egy-egy ortonormélt bézis eq1,...,e, és fi,....f,. A Gram-—
Schmidt-ortogonalizaci6 alapjan feltehets, hogy (e1, ..., e;) = (f1,...,f;) min-

den 1 <4 < n-re.

Elgszor belatjuk, hogy f, = A,e, (alkalmas A,-re). Indirekt, ha f,
és e, linearisan fiiggetlen, akkor legyen A egy olyan linearis transzformé-
ci6, amelyre Ae, = e,_; és Af, = e,. Ekkor S; szerint 0 = e,_1-e, =
= (Ae,)-e, = e,-(A%e,), ezért A*e, € (e1,...,e,_1) = (fi,... f,_1). Igy
Sy szerint A*e,, L f,, azaz 0 = f,-(A*e,) = (Af,)-e, = e,-e,, ami ellent-
mondéas. Tehéat valoban £, = A\, e,.

Az eljarast folytatva ugyanigy (vagy teljes indukcidval) minden i-re
fi = \e; adodik. Most megmutatjuk, hogy minden |)\;| egyenls. Legyen
A egy olyan linearis transzforméacio, amelyre Af; = f. Ekkor S szerint
1 = fg-fg = (Afl)fg = fl(A*fQ) Ha v = A*fg = Z?:laifi, akkor
fi-v = a1, tehat a; = 1. Tekintslik most S; szerint ugyanezeket a skalarszorza-
tokat. Ekkor fo-fs = (A2e2)-(A2e2) = |\2]?, mig a vele tovabbra is egyenls
fl'V = ()\161)'(2?:1 ai)\iei) = )\1)\10[1 = |)\1|2, tehat ’)\1| = |)\2‘ Ugyanl’gy
kapjuk, hogy minden |)\;| egyenld.

Jeloljiik A-val a |)\;|?-ek kozos értékét.  Megmutatjuk, hogy ekkor
S1 = AS3. Vegylink két tetszSleges vektort, c-t és d-t, és irjuk fel ezeket
az f;-k, illetve e;-k linearis kombinaciojaként: ¢ = Y 0 v = Y0 vihies,
d=>",0f =>", 0N e. Ekkor c és d skalarszorzata Sy szerint véve
p2 = > ¥ibi, Si szerint véve pedig p1 = >, |\i|*7id; = Ap2, amint Alli-
tottuk.

9. Kombinatorikai alkalmazasok

e 9.1.1(a) 20 kérdés nyilvan elég, kevesebb viszont nem, még akkor sem, ha
Micimacké el6re elhatarozza, hogy mindig 0-t fog valaszolni. Ekkor ugyanis
egy 20 ismeretlenes, 19 egyenletbsl all6 homogén linearis egyenletrendszert
kapunk. Ennek a csupa nulla megoldason kiviil van nem trivialis (racionalis,
és igy egész szamokbol allo) megoldasa is, tehat az z;-k nem hatérozhatok
meg egyértelmien.

e (b) Két kérdés elég: (i) 1 + @2 + ... + 20, ¢s ha erre a valasz N, akkor
(i) 21 + 22(N +1) + 23(N + 1)2 + ... + 220(N + 1)19. Egy kérdés nem elég:
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legyen ez cix1 + caxa + ... + c9x29, ahol pl. ¢; és co mondjuk pozitiv; ekkor
Ty = 200,20 = 1,3 = ... = 1 és x1 = co, 90 = 2¢1,23 = ... = 1 esetén
ugyanazt a valaszt kapjuk.

e (c) Itt méar egyetlen kérdeés is elég. Tegyiik fel el6szor, hogy az x;-k pozitivak.
Ekkor megfelel U = z1 + (71 + 22)? + ... + (21 + 2 + ... + 290)?°. Ugyanis
(1 4+zo+...+220)° <U < (1421 +22+...+29)%°, ahonnan U huszadik
gyokének egész része x1 + ...+ x99, ami ezzel ismertté valt és levalaszthato.
Az eljarast folytatva megkapjuk az x1 + ... + x19 stb. értékeket, és innen
minden x; meghatarozhat6. Ha x; negativ is lehet, akkor megfelel, ha az U-ra
megadott fenti képletben z; helyére (3z; + 1)2-t frunk.

e 9.1.2 FElisd bizonyitds:

(i) El6szor racionalis szamokra igazoljuk az allitast. Vegyiik észre, hogy
a szdmokat egy konstanssal beszorozva, vagy egy konstanst hozzajuk adva a
feltételek nem valtoznak meg. FEzt felhasznélva, pozitiv egészekre a szamok
Osszege (vagy legnagyobbika) szerinti teljes indukcioval kénnyen célhoz ériink.
Ezutan a racionalis szdmok esetét beszorzassal, majd eltolassal a pozitiv egé-
szekre vezethetjiik vissza.

(ii) Az altalanos esetre ratérve, tekintsiik az adott 13 valos szamot. Ezek-
nek a racionalis szamokkal képezett Osszes lineédris kombinaciéi egy legfeljebb
13-dimenzioés vektorteret alkotnak a racionélis szamok felett a szokésos miive-
letekre. Vegyiink ebben egy bazist, és irjuk fel az eredetileg adott szamainkat
mint a béaziselemek raciondlis egyiitthatds linearis kombinacidit. A feladat
feltételei igy azt jelentik, hogy ugyanezek a feltételek valamennyi komponens-
ben teljesiilnek. Mivel a baziselemek egyiitthatéi mar racionélis szamok, ezért
az (i) rész alapjan azt kapjuk, hogy a szamaink valamennyi komponensben
megegyeznek, azaz maguk is egyenldk.

o Mdsodik bizonyitds: Legyenek a szdmok xz1,xo,...,213. Alkalmas eltolas
utan feltehetd, hogy x1 = 0. A feladat feltétele azt jelenti, hogy az x;-kbél
képezett bizonyos Osszegek megegyeznek. Ezeket felirva és atrendezve egy ho-
mogén linearis egyenletrendszert kapunk, 13 egyenlettel és (x; = 0 miatt csak)
12 ismeretlennel. A feladathoz azt kell megmutatnunk, hogy az egyenletrend-
szernek csak trivialis megoldésa létezik.

Az els6 bizonyitas (i) része alapjan ez racionalis szamokra igaz. Belatjuk,
hogy a valés szamok koérében sem kaphatunk mas megoldast. Mivel az egyen-
letrendszer megoldasa (Gauss-féle kikiiszobolés) soran mindvégig az egyiit-
thatokkal csak a négy alapmiiveletet végezziik, tehat ugyanahhoz az ered-
ményhez jutunk, akir a racionalis, akir a valos szdmok korében keressiik a
megoldéasokat, hiszen a kiindulési egyiitthatok racionalisak voltak (£1 és 0).
(V6. a 3.4.8, 4.4.11 és 4.6.16 feladatokkal.)
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e Harmadik bizonyitds: A 3.4.8, illetve 4.4.11 feladatok alapjan elég azt iga-
zolni, hogy a mésodik bizonyitasban leirt egyenletrendszernek a modulo 2
testben csak a trividlis megoldésa létezik. (Ebbdl ugyanis az emlitett felada-
tok barmelyike szerint mar kévetkezik, hogy a valés szamok korében sincs méas
megoldas.) Modulo 2 viszont az igazolando allitas csak annyit mond ki, hogy
ha a megfelel6 hatos Gsszegek paritdsa megegyezik, akkor mind a 13 szdm
azonos paritasu, ez pedig nyilvanvalé.

e Negyedik bizonyitds: A racionélisrol a valosra torténd atmenet eszkdze most
nem a(z elemi) linearis algebra, hanem az elemi szamelmélet lesz. Az adott
val6s szamokat nagyon jol kozelitjiik majd racionalisokkal, és arra fogunk ta-
maszkodni, hogy ezekre a kozelit§ tortekre mar igaz az allitas.

Lemma: Tetsz6leges x1,Ts, ..., T, valdés szamokhoz és N pozitiv egészhez
léteznek olyan ai,as,. .., a,, egészek és b < N™ természetes szam, amelyekre
a; 1 )
xiff S]\Tb 1=1,2,...,m.

A lemma bizonyitisa: Minden 1 < ¢t < N™ + 1 egész szamra készitsiik el a
vi = ({tx1}, ..., {tzm}) vektorokat, ahol (*) {y} = y — |y], tehat {y} az y
szam Un. tortrésze, azaz a hozza balrél legkozelebbi egésztSl mért tavolsaga.
A skatulyaelv alapjan lesz olyan t # s, hogy a vy és v, vektorok barmely
komponensében az eltérés legfeljebb 1/N. Beirva (*)-ot, igy azt kapjuk, hogy
valamilyen a; egészekkel és b = |s —t|-vel |bx; —a;| < 1/N teljesiil minden i-re.
FEz pedig éppen a lemma allitasa.

A feladat bizonyitasahoz alkalmazzuk a lemméat az adott z; valos sza-
mokra és N > 13-ra. A feladat feltételeiben szerepls egyenléségekben az x;-k
helyett a kozelits a;/b-ket irva, a két oldal eltérése a lemma alapjan legfeljebb
12/(Nb) < 1/b, de mivel mindkét oldalon b nevezsji tortek allnak, igy a két
oldal csak egyenl$ lehet. Vagyis a kozelité tortekre is teljesiilnek a feladat
feltételei. Ekkor tudjuk, hogy a kozelit tortek sziikségképpen valamennyien
egyenlSk. Ugyanezt tetszGlegesen nagy N-ekre elvégezve adodik, hogy a valos
szamok is mind meg kell hogy egyezzenek.

e 9.1.4(a)/(i) Valasz: [log, m]. El6szor megmutatjuk, hogy ennyi alkalmas
osszeadando elég. Ha m nem kettShatvany, akkor az i-edik 6sszeadando vektor
j-edik koordinataja legyen r;;2°"1, ahol r;; a j szadm kettes szamrendszerbeli
felirasaban hatulrol az i-edik jegy (1 < i < [logom]|, 1 < j < m). Ekkor
mindegyik vektorban csak kétféle koordinata-érték fordul els (hiszen r;; = 0
vagy 1). A vektorok osszege valoban a kivant vektor, ugyanis a j-edik ko-
ordinatak Osszege éppen a j szam kettes szamrendszer szerinti elGallitasa. Ha
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1 0
az m kettShatvany, akkor a megadott z = [ . | vektor helyett a

m m—1
vektorra készitsiik el a fenti konstrukciét, majd valamelyik 6sszeadando6 vektor
mindegyik komponenséhez adjunk hozza 1-et.

Most belatjuk, hogy [log, m]-nél kevesebb Gsszeadandé nem elég. Ha
osszeadunk ¢ darab unalmas vektort, akkor az Gsszegvektor minden koordina-
taja egy olyan t-tagu Osszeg, ahol minden tag (legfeljebb) kétféle értéket vehet
fel. Ennélfogva egy ilyen osszeg legfeljebb 2¢-féle lehet, tehat az dsszegvektor
koordinatai kozott legfeljebb ennyi kiillonb6z§ érték szerepel. A z vektorunk-
nak mind az m koordinataja kiilonb6zs, ezért ha ¢ darab unalmas vektor
osszegekeént eldéllithato, akkor sziikségképpen 2° > m, azaz t > [logy m].

e (a)/(ii) Valasz: m — 1. El6szér megmutatjuk, hogy ennyi alkalmas Gssze-
adandé elég:

B1 B1 0 0 0
B2 B2 0 0 0
63 51 ,33 — 51 0 0
Ba | T B | T 0 Tl BB | T T 0
B;n Bl O 0 Bm - b1

Most belatjuk, hogy m — 1-nél kevesebb Gsszeadandd nem elég. Ha egy
vektor minden koordinatajahoz ugyanazt a szamot hozzaadjuk, akkor nyilvan
mindkét vektor ugyanannyi unalmas vektor 6sszegeként irhatd fel. Ezért ele-
gendd olyan vektorok elGallitasat vizsgalni, amelyeknek az els6 koordinétéja
0. Ezutan hasonlbéan igazolhat6, hogy az Osszeadandoként szerepld unalmas
vektorokrol is feltehetjiik, hogy az els6 koordinatajuk 0. Tegyiik fel, hogy min-

0
165

den v = | P3 | vektor elsall ¢ darab olyan u; unalmas vektor Osszegeként,
B

amelyek elsé koordinatija 0. A j-edik 6sszeadando tobbi koordinataja ekkor 0
vagy valamilyen x; valos szdm. Az OsszegelGallitast koordinatanként felirva és
az elsé koordinatara vonatkozé semmitmondé 0+ 0+ ... 4 0 = 0 azonossagot
elhagyva, a tébbi m — 1 koordinatara olyan t ismeretlenes, m — 1 egyenletbdl
allo egyenletrendszereket kapunk, amelyeknél (a ,bal oldalon”) minden egyiitt-
hato 0 vagy 1 aszerint, hogy az illeté u; unalmas vektor adott koordinatdja
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0 vagy z;. (Az Osszes lehetséges egyiitthatovalasztasnak megfelelGen az ilyen
egyenletrendszerek szama 21(™~1 illetve (gm_lt”*l), ha az 6sszeadandod vek-
torok sorrendje kozombos.) Ha minden v vektor eldall a kivant modon, ez azt
jelenti, hogy barmilyen (o, 83,...,8n ,jobb oldal” esetén legaldbb az egyik
ilyen tipust egyenletrendszer megoldhat6. Ha ¢t < m — 1, azaz az ismeretlenek

szama kisebb az egyenletek szamanal, akkor egy ilyen egyenletrendszer nem

B2

. B3
lehet tetszdleges jobb oldal esetén megoldhatd, ezért azok a v/ = .
B
jobb oldalak, amelyekre megoldhat6, egy valodi alteret alkotnak R™!-ben.
Véges sok valodi altér egyesitése nem adhatja ki a vektorteret (4.2.12e feladat),
igy azok a v’ jobb oldalak, amelyekre legalabb az egyik ilyen egyenletrendszer
megoldhato, egyiittesen sem meritik ki R™~!-et, azaz van olyan vektor, amely
nem 4&ll el§ ¢ darab unalmas vektor dsszegeként.

o (b) Valasz: (i): [log,m]. (ii): [(m —1)/(k —1)] (ha m > k). A bi-
zonyitas az imént latott k = 2 eset mintajara torténhet. Az (i) résznél k alapu
szamrendszert kell hasznalni. A (ii) résznél az osszeadandd unalmas vektorok
mindegyikéhez nem 1, hanem k& — 1 ismeretlen tartozik, hiszen a 0-n kiviil
ennyiféle koordinatajuk lehet.

e (c)/(i) Valasz: [log, s|, ahol s = min(m,p). Ez a korabbi meggondola-
sokhoz hasonléan adédik, azzal a kiegészitéssel, hogy az ismétl6ds koordinata-
értékek nyilvan nem szamitanak.

e (c)/(ii) A korabban latott gondolatmenet akkor alkalmazhato, ha p ele-
gendGen nagy m-hez képest (4.2.12f feladat). Kis p esetén azonban nem-
csak a modszerrel van baj, hanem a vélasz is modosul: mivel [log;, p] unalmas
vektor az (i)-beli konstrukci6 alapjan mindenképpen elegendds, —ezért
p < k(m=k)/(k=1) egetén a keresett minimum biztosan kisebb lesz a valos
szamokra kapott [(m — 1)/(k — 1)] értéknél.

e 9.1.5(a) Valasz: 5. Elgszor megmutatjuk, hogy 5 fordulo elég. Szamozzuk
meg a gyerekeket 0-t6l 31-ig, és irjuk fel a sorszamokat kettes szamrendszerben.
Megfelels lesz, ha az egyes fordulokban aszerint képezziik a (16 f6s) csapatokat,
hogy az 1., 2., ..., 5. szdmjegy 0 vagy 1.

Most beléatjuk, hogy kevesebb forduld nem elég. Feltehetjiik, hogy minden
forduloban minden diadk jatszik (a pihendket berakjuk akarmelyik csapatba).
Az els6 forduldoban valamelyik csapatban legalabb 16-an vannak. Koziiliik
a mésodik fordul6ban legalabb 8-an ugyanabban a csapatban szerepelnek.
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Ezek koziil a harmadik forduléban legalabb 4-en csapattéarsak, a negyedik for-
duloban pedig legalabb ketten, 6k tehat egyszer sem voltak ellenfelek.

e (b) Konnyen lathato, hogy 31 fordulo elegends; egy lehetséges lebonyolitas
a kovetkezs. Az elsé forduloban az egyik csapat egyetlen didkbol all, a mésik
csapat a t6bbi 31-b6l. A masodik forduloban a 31 diakbol egy alkotja az egyik
csapatot, a tébbi 30 a mésikat stb.

Most megmutatjuk, hogy 30 vagy kevesebb forduléval a feltételeket nem
lehet teljesiteni. Készitsiink egy 32 szégpontu teljes grafot. A csicsokat
feleltessiik meg a didkoknak, az i-edik cstics mellé irjunk egy késébb alkal-
masan megvélasztandé x; valés szdmot, 1 = 1,2,3,...,32, az i-edik és a j-edik
cstcsot Osszekots élre pedig frjuk az x;x; szorzatot.

Tegyiik fel indirekt, hogy 30 vagy kevesebb fordul6ban lebonyolithat6 a
verseny. Azt, hogy az i-edik és a j-edik tanuld (valamikor) egymaés ellenfele,
az Gket Osszekotd élen levs x;x; szorzattal hozzuk kapcsolatba.

Tekintsiik az Gsszes élen levs szorzatok S Osszegét.

32 32
1
S= 3w = (Y e Y al] (M.9.1)
1<i<5<32 m=1 m=1

Szamoljuk most meg, hogy egy-egy forduléban a szembenall6 csapatok ,, meny-
nyivel jarulnak hozza” az S Gsszeghez: legyen S; a t-edik forduléban az el
lenfél” didkokat Osszekots élekre irt x;x; szorzatok Osszege. Mivel a verseny
soran barmely két diak pontosan egyszer lesz egymés ellenfele, igy

S=>"5 , (M.9.2)
t=1
ahol r a fordulok szamat jeloli. Masrészt

Se=(>_ z)( Y m), (M.9.3)

keCit 1€Cqy

ahol Cyy, illetve Cy; jeloli a t-edik forduld két csapatat, ugyanis egy adott
forduldoban az egyik csapat minden tagja a masik csapat minden tagjanak
ellenfele, tehat minden olyan x,x; szorzatot Gssze kell adni, ahol k az els6, [
pedig a masodik csapatban szerepel.

Az (M.9.1), (M.9.2) és (M.9.3) képletek alapjan az alabbi egyenléséget
kapjuk:

32 T

[(mi:l wm)? = wi} = Z( > xk) ( > xl>. (M.9.4)

m=1 t=1 keCqq leCay

N =
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Az (M.9.4) egyenlség egy azonossag: az 1, Ta,...,Tss értékek tetszole-
ges megvalasztasa mellett fenn kell allnia. Valasszuk most meg ezeket gy,

hogy

32
D> am =0 és D ap=0, t=12...,r (M.9.5)
m=1 keCqy

teljesiiljon. Az (M.9.5) homogén egyenletrendszerben az ismeretlenek szama
32, az egyenleteké r + 1, ami az indirekt feltevés szerint legfeljebb 31. Igy az
egyenletrendszernek van nem trivialis (valos) megoldasa. Egy ilyen megoldast
(M.9.4)-be behelyettesitve
32
Z z2 =0
m=1

adodik, ami ellentmondas, hiszen valés szamok négyzetosszege csak akkor lehet
0, ha mindegyikiik 0 volt.

o Megjegyzés: Tulajdonképpen azt lattuk be, hogy ha egy n csticsu teljes grafot
éldiszjunkt teljes paros grafok uniojara bontunk, akkor minimalisan n—1 péros
graf sziikséges ehhez. Ha azonban az élidegenség feltételét elejtjiik, akkor ez a
szam az (a) rész gondolatmenete szerint [log, n|-re csokken.

e 9.2.16 Elsé megoldds: Az utmutatast kévetve, az olyan, n darab +1-bdl
és n — 1 darab —1-bdl allo sorozatok szamét kell meghatéroznunk, amelyek-
ben az elejétsl szamitva akarhany tag Osszege pozitiv. Ebbdl a szempont-
bol nyilvan rosszak a —1-gyel kezd6d6 sorozatok. A +1-gyel kezd6dé rossz
sorozatoknal keressiik meg az els6 0 részosszeget, és a sorozat addig terjeds
elemeit szorozzuk meg —1-gyel. Ekkor egy —1-gyel kezd&d§ sorozatot ka-
punk. Megforditva, barmely —1-gyel kezd§d& sorozatnal keressiik meg az elsé
0 részosszeget (ilyen biztosan van, hiszen a +1-ek szdma nagyobb a —1-ek
szaménal), és a sorozat addig terjedd elemeit —1-gyel megszorozva egy +1-gyel
kezd6d6 rossz sorozathoz jutunk. Ily médon tehat kolcsondsen egyértelmid
megfeleltetést 1étesitettiink a +1-gyel kezd6dd rossz sorozatok és a —1-gyel
kezd6ds (,automatikusan” rossz) sorozatok kozott. Az Osszes rossz soroza-
tok szdma ennélfogva a —1-gyel kezd6ds sorozatok szaméanak a duplija, azaz
2(2:__22). Ezt az 0sszes sorozatok szamabél levonva megkapjuk a ,,j6” sorozatok

szamat: (27?__11) - 2(2,?__22) = (27?—_12)/”

o Mdsodik megoldds: Az utmutatast kovetve, az A(z) = >~ | a, 2™ hatvany-
sorra az A%(z) = A(z) — z egyenletet kapjuk. Célunk az «, egyiitthatok meg-
hatarozasa. Az egyenletet A(z)-re megoldva A(z) = (1 + /1 —4z)/2. Itt az
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(1 —42)%/2 kifejezést binomalis sorba fejtve A(z) = (1£3°7 (17/12)(—42)")/2
adodik. Itt a > el6tt a negativ eljelet kell venni, ugyanis A(z) hatvanysora-
ban pl. a konstans tag 0 (vagy mert minden tovabbi «,, egyiitthato pozitiv).
A keétféle hatvanysoralak 6sszehasonlitasabol a,, = (17/1 2) 4n(—1)"*+1 /2, amibél
némi technikai atalakitas utan o, = (2:__12) /n adodik.

e Harmadik megoldds: Legyen (3, az n szim lehetséges szorzatainak a szama,
ha még a tényez6k sorrendje is cserélédhet, ekkor 5, = nla,. Megmutatjuk,
hogy (*) B, = (4n — 6)B,—1. Nézzlink az aj,as,...,a,—1 szamokbol egy
tetszGleges szorzatot. Ez n — 2 szorzast jelent. Az a,, szamot megszorozhatjuk
az els szorzas barmelyik tényezGjével balrdl vagy jobbrél, a masodik szorzés
barmelyik tényez§jével balrél vagy jobbrol stb., végiil a kész szorzattal balrél
vagy jobbrol, ez tehat 4(n — 2) + 2 = 4n — 6 lehetSség az a, beillesztésére.
Ezzel a (*) rekurziot belattuk. Ennek ismételt alkalmazéasaval kapjuk, hogy
Bn = 2""1(2n — 3)!!, ahonnan a,, = (21?__12)/71.

e 9.3.2 Tegyiik fel indirekt, hogy a kongruenciarendszernek csak trivialis
megoldasa van. Ekkor az

k

F(x) = H(l — PNy, 2o, . .. ,xy)) = H(l - mﬁ.’fl) =G(x) (mod p)

i=1

kongruencia azonossagként teljesiil, ugyanis ha mindegyik z; = 0 (mod p),
akkor mindkét oldal 1-gyel kongruens, minden maés esetben pedig van olyan
i, illetve 7, hogy f; # 0, x; # 0, azaz a kis-Fermat-tétel alapjin ff_l =1,
x? = 1, vagyis mindkét oldalon szerepel egy 0 tényezd, és igy mindkét oldal
0-val kongruens. A két oldalon all6 (a modulo p test feletti) F' és G polinomnak
tehat minden helyettesitési értéke megegyezik.

Nevezziik egy H polinom redukalt alakjanak azt a H* polinomot, amelyet
H-bol agy kapunk, hogy H-ban mindenhol z helyére z;-t irunk, ameddig
csak lehetséges. Nyilvan H* minden tagjaban barmelyik z; kitevGje legfeljebb
p — 1, tovabba H és H* minden helyettesitési értéke megegyezik. A valtozok
szama szerinti teljes indukciéval konnyen megmutathatd, hogy ha a H* és
K* polinomok minden helyettesitési értéke megegyezik, akkor a H* és K*
polinomok (formalisan is) egyenlék.

Lattuk, hogy az F és G polinomok minden helyettesitési értéke mege-
gyezik, ezért ugyanez érvényes az F'* és G* polinomokra is. Az el6z6ek szerint
ekkor az F'* és G* polinomok meg kell hogy egyezzenek. Ez azonban lehetetlen,
ugyanis G = G* és a Zle deg f; < t feltétel miatt degG* = t(p — 1) >
> deg F' > deg F'*.
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© 9.4.10 A keresett maximum értéke k. Tobbféleképpen is megadhato k ilyen
részhalmaz: Jeldljiik a halmaz egyik elemét xi-gyel, ekkor megfelelnek pl. az
x1-et tartalmazo egy- és kételemt részhalmazok, vagy itt az {x1} részhalmaz
kicserélhet6 a komplementerére. Bizonyos k-kra tovabbi lehetdséget jelentenek
az an. (nem elfajuld) véges projektiv sikok (lasd a Megjegyzést a megoldés
végén). Arra, hogy k-nal tobb ilyen részhalmaz mar nem adhaté meg, két
bizonyitast mutatunk.

o FElsd bizonyitds: Az utmutatast kovetve belatjuk, hogy a Hy,..., H, hal-
mazoknak megfelel§ hy, ..., h, szokisos 0-1 vektorok linearisan fiiggetlenek a
valos test felett. A 61hy +... 4+ d,h,, = 0 valds egyilitthatos linearis kombina-
cibnak onmagéval valo skalarszorzata atrendezés utan a

(Z5j)2 + Zfﬁ(\@l -1)=0

Osszefiiggést adja. Nemnegativ szamok Osszege csak tgy lehet 0, ha minden
Osszeadando 0, tovabbé a feltételek szerint legfeljebb egy kivétellel minden
|H;| > 1. Innen kapjuk, hogy valéban mindegyik 6; = 0.

e Masodik bizonyitds: Legyenek az X halmaz elemei az z1, zo, ...,z ,pontok”.
Egy x € X pont fokdn az 6t tartalmazo H; részhalmazok szdmat értjiik:
d(z) = ’{]|l‘ € H]}’

Megmutatjuk, hogy « ¢ H; = d(x) < |H,|. Ha ugyanis « € H; és z € H;
(ahol t # i), akkor H, N H; # H; N Hj, ugyanis H; N H;-nek x az egyetlen
kozos eleme. Ezért az x-et tartalmaz6é H;-k mindegyike més pontot metsz ki
H;-bol, vagyis valoban d(z) < |H/.

Ha indirekt feltessziik, hogy k < n, akkor barmely « ¢ Hj-re a d(x) < |H;|

egyenlGtlenségbdl
dw) _ ||
n—d@) ~ k—|H,)
kovetkezik. Ezt az Gsszes x ¢ H; parra Gsszegezve )y d(x) < Z?Zl |H;|
adoédik, ami ellentmondas, hiszen itt a fokszam definici6ja alapjan nyilvan
egyenlGségnek kell allnia.

(M.9.6)

e Megjegyzés: Mindkét bizonyitasbol (egymastol eltérs) tovabbi informaciokat
is leolvashatunk. Az els6 bizonyitas atvihets arra az esetre is, ha barmely
két részhalmaznak ugyanannyi (pozitiv szami, de nem feltétleniil egyetlen)
kozos eleme van (ezt a gondolatmenetet kell a 9.4.11 feladat megoldasaban
felhasznalni). A masodik bizonyitasbol pedig kideriil, hogyan kapjuk meg
az n = k esetben a megfelel6 halmazokat. Az (M.9.6)-beli bal oldali tért
nevezGje 0, ha z mind a k részhalmaznak kozos eleme, ekkor az x-et tartal-
mazo6 egy- és kételemi részhalmazokrol van szo (ez volt a megoldas elején
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felsorolt els6 példa). Ettdl a trivialis esettdl eltekintve a tortek értelmesek, és
ugyanigy ellentmondéasra jutunk, kivéve ha minden = ¢ H; parra d(x) = |H,|
teljestil. A H; halmazokat egyeneseknek (az x elemeket pedig tovabbra is
pontoknak) nevezve ez azt jelenti, hogy barmely két ponton egy egyenes megy
at, és barmely két egyenesnek egy kozos pontja van. Ezek pedig éppen a
véges projektiv sikok (a megoldas elején felsorolt masodik példa egy elfajuld
projektiv sikot jelent, amikor a pontok egy kivételével egy egyenesre esnek).

e 9.4.12 Megfelel, ha vessziik az Gsszes legfeljebb m elem( részhalmazt, ezek
szama Y ., (]f) Belatjuk, hogy ez a maximum. Tekintstik a Hy,...,H,
halmazoknak megfelel§ hy, ... h, szokisos 0-1 vektorokat, és legyen a t # j
parokhoz tartozo Gsszes |Hy N Hj| érték fSi,. .., Bm.

Vegyiik észre, hogy a feltétel alapjan barmely ¢ # j-rea []- ; (hyh;j—f,)
szorzat sziikségképpen nulla. Definidljuk ennek megfelelen a k-valtozos
fi,..., fn valos egylitthatés polinomokat a kovetkez8képpen: f;(x) =
= [I_,(xh; — B,). Ekkor f;(h;) = 0, ha t # j, és igy az f;-k linearis
fiiggetlenségét kényelmesen be tudnank latni, ha f;(h;) # 0 is teljesiilne. Ez
azonban sajnos nem feltétleniil igaz, ezért a konstrukciot egy kicsit finomitani
kell.

A problematikus f;(h;) = 0 feltétel azt jelenti, hogy |H;| megegyezik
valamelyik f5,-val. Ezért ezt a(z esetleges) tényez6t hagyjuk ki, vagyis legyen
g; azoknak az (x-h; — f3,,) tényez6knek a szorzata, ahol 3, # |H;|. Feltehetjiik,
hogy |H1| < |Hs| < ... < |H,|, ekkor nyilvan

=0, hat<yj;
gj(ht){;éo, ha t = j.

A g;-k linearisan fiiggetlenek a valos test felett, mert a Z?:l Ajg; = 0 polinom-

egyenlGségbe hi, ..., h,-et ebben a sorrendben egymés utan behelyettesitve
rendre kapjuk, hogy A\ = ... =\, =0.

Valamennyi g; egy k-valtozos legfeljebb m-edfoku polinom, igy a fiig-
getlenség miatt szamuk legfeljebb annyi, mint ennek a térnek a dimenzidja.
Ez sajnos még mindig nem adja ki a kivant becslést, azonban a kovetkezs
észrevétellel ezen is segiteni tudunk. A polinomokba csak a h; vektorokat
kellett behelyettesiteni, és ezek minden koordinataja 0 vagy 1. Mivel 02 = 0,
12 = 1, ezért a helyettesitési értékek ugyanazok maradnak, ha a valtozok ma-
gasabb hatvanyait az els§ hatvanyra redukaljuk, azaz elég, ha minden valtoz6
csak az els6 hatvanyon szerepel.

Legyen ennek megfeleléen (j = 1,2,...,n-re) G; az a polinom, amelyet
g;-bol gy kapunk, hogy minden egyes x5 valtozonal z2 helyére zs-et frunk,
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amig ez csak lehetséges. Ekkor az el6bbiek szerint G;(h;) = g;(h;) minden
t,j-re. Ennélfogva a fenti gondolatmenetet a g;-k helyett a G;-kre alkalmaz-
va kapjuk, hogy a Gj-k is fiiggetlenek. Masrészt a G-k benne vannak az
1,xq,...,25, 2120, . .., Ck_1Tk, T1T2L3, ..., L1L2 " ... Ty, ... polinomok Aaltal
generalt altérben. A generatorelemek szama > ., (':), tehat a dimenzio, és

igy (a linearis fliggetlenség miatt) a G-k szama is legfeljebb ennyi.

® 9.4.18 Legyenek Sy, ...,S, illetve T1, ..., T, a paros, illetve paratlan elem-
szamu részhalmazok (b+ ¢ = n). A feltétel szerint barmely két (kiilonbozo)
részhalmaz metszete paros elemszamu. Ekkor az S, illetve T; halmazoknak
megfelel§ s;, illetve t; szokdsos 0-1 vektorok paronként merdlegesek, s6t az
s;-k onmagukra is merdlegesek (az I, testet hasznaljuk). Legyen az s;-k, il-
letve a t;-k altal generalt altér Us, illetve Uy, és ezek dimenzidja s, illetve t. A
Paratlanvaros-tétel bizonyitésa szerint a t; vektorok fiiggetlenek, ezért t = c,
tovabbé nyilvan b < 2%, tehat n =0+ ¢ <t 4 2°.

Megmutatjuk, hogy Us N U; = 0. Legyen x € Us, N U, azaz x =
= Z?:l A\js; = > pit;.  Vegyiik mindkét oldalnak a skaldrszorzatat
t,,-mel, ekkor u,, = 0 adédik. Mivel ez minden m-re igaz, ezért valéban
x = 0.

A feltételek szerint (U, U;) C U, igy s+t = dim(Uy, U;) < k — s, azaz
s < |(k—1t)/2]. Innen

n <t 495 <t olk=/2] < olk/2) | {0, ha k péros;
- - - 1, ha k paratlan.

Végiil, a fels6 korlat megvaldsulasat paros k-ra a 9.4.2 Tétel bizonyitésa-
ban latott ,hazasparos” konstrukcié biztositja, paratlan k-ra pedig a hasonléan
adodo részhalmazok mellé hozzavehetjiik pl. magat az egész X-et (azaz az
Osszes lakost magéban foglald egyesiiletet).

e 9.5.5 I. Az utmutatéast kévetve elGszor azt igazoljuk, hogy ha f(A) = J,
akkor A minden sajatvektora J-nek is sajatvektora. FEz azonnal adodik a
sajatvektor definiciojabol.

IT. Tegyiik most fel, hogy A minden sajatvektora J-nek is sajatvektora.
Megmutatjuk, hogy ekkor G regularis és Gsszefliggd. Mivel A sajatvektorai
kifeszitik a teret, ezért az A egyik sajatvektora a j kell hogy legyen. Ha az
ehhez tartozo sajatérték d, akkor G minden csucsa d-edfoku, tehat G regularis.

Ha G nem lenne 6sszefiiggd, akkor jeloljiik az egyik komponensét G1-gyel,
és legyen u az a vektor, amelynek az i-edik koordinataja u; = 1, illetve 0 asze-
rint, hogy az i-edik cstics benne van-e a G; komponensben vagy sem. Ekkor
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u sajatvektora A-nak (ugyancsak d sajatértékkel), azonban nem sajatvektora
J-nek. Ezzel belattuk, hogy G valoban Osszefiiggd is.

III. Végil tegyiik fel, hogy G regularis és Osszefliggs, ekkor meg kell ad-
nunk olyan f polinomot, amelyre f(A) = J. A regularitas miatt j sajatvek-
tora az A-nak d sajatértékkel. Legyen j,vo,..., v, az A ortogonalis sajatvek-
toraibol all6 bazis és d, \a, ..., A\, a megfelels sajatértékek. Ekkor v; € (j)*
és igy Jv; = 0 minden 2 < ¢ < n esetén.

Megmutatjuk, hogy a d csak egyszeres sajatértéke az A-nak. Tekintsiink
egy d-hez tartozo x sajatvektort és ebben a(z egyik) legnagyobb komponenst.
Vizsgaljuk az ehhez tartoz6 csticsot és annak a d darab szomszédjat; az egy-
szertibb jelolés kedvéért tegyiik fel, hogy ezek éppen az els6 d+ 1 cstucs. Ekkor
(amint a 9.5.2 feladatban lattuk) d-x; = o + ... + 441 < d - 21, ahonnan
kapjuk, hogy 1 = 9 = ... = x441. Ugyanezt a gondolatmenetet most
az 1 helyett az xo,...,x441-vel megismételve stb., a graf Osszefiiggdségét
kihasznéalva adodik, hogy minden x; egyenls, tehat az x valéban csak a j
skalarszorosa lehet.

Legyen f olyan (interpolacios) polinom, amelyre f(d) = n és f(A2) =
= ... = f(An) = 0 (itt felhasznaljuk, hogy d # X;). Ekkor f(A)j = f(d)j = nj
és f(A)v; = f(N\)v; = 0, tehat f(A) a j,va,..., Vv, baziselemeket ugyanoda
képezi, mint a J, ennélfogva valoban f(A) = J.

)

¢ 9.5.10 Az atmutatést kovetve elGszor az (1) allitast igazoljuk. Legyen A nem-
negativ elemi szimmetrikus méatrix, A a legnagyobb sajatértéke, x > 0, x # 0
és Ax > 7x. Legyen tovabba by,..., b, ortonormalt sajatbazis, A\1,..., A, a
megfelels sajatértékek és x = Y. &b,. Feltehetjiik, hogy x normélt, azaz
xx =Y. & =1. Ekkor

T=x(7%) <x(Ax) = Y A& <A & =A.
=1 =1

Ezzel (i)-et belattuk. Ennek felhasznalasaval (ii) a kovetkezSképpen iga-
zolhato. Legyen z az A’ matrixnak egy, a A’ maximalis sajatértékhez tartozo
sajatvektora, A’z = A’z. Feltehetjiik, hogy z-nek pl. az els6 koordinataja
pozitiv. Hagyjuk meg z nemnegativ koordinétait, és a(z esetleges) negativ
koordinatak helyére irjunk O-t, az igy kapott (nemnegativ) vektor legyen x.
Ko6nnyen lathatoan Ax > A'x > A’x, és igy (i) alapjan valoban A > A’

Ratériink a(z eredeti) feladatnak a cstcsok szama szerinti teljes indukcios
bizonyitasara. Legyen k = A + 1, meg kell mutatnunk, hogy a graf k szinnel
kiszinezhets. Ha csak egy cstcs van, akkor az egyetlen sajatérték a A = 0,
tehat k = A+ 1 = 1, és egy szin nyilvan elég. Vegyiink most egy n cstcsu
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G grafot, és hagyjuk el a(z egyik) legkisebb fokszamu cstcsot a hozza tartozo
élekkel. Az elhagyott csiics foka a 9.5.9 feladat szerint < A = k —1. A
megmaradé G, grafhoz vegyiik hozza az elhagyott cstucsot izolalt pontként,
az élek nélkiil, az igy kapott grafot jeloljiik G'-vel. Konnyen adodik, hogy a
G, és G’ grafok maximalis sajatértéke ugyanaz (s6t a 0 sajatértéktdl, illetve
maximalis sajatértékét A’-vel jelolve a (ii) allitas alapjan kapjuk, hogy A’ < A,
ezért az indukcios feltétel szerint G kiszinezhetd legfeljebb A'+1 < A+1 =k
szinnel. Mivel az elhagyott cstcsnak legfeljebb k — 1 szomszédja volt, ezért a k
szin kOzott biztosan van olyan, amelyet ezeknek a szomszédoknak a szinezésére
nem hasznaltunk fel, tehat a G1-nek ez a szinezése kiterjeszthetd G megfelels
szinezéséve.

¢ 9.6.3 Tekintsiik a p? elemti T, véges testet és ebben a p elemii T} résztestet.
Mivel egy véges test multiplikativ csoportja ciklikus, igy van T5-nek olyan A
eleme, amelynek a hatvinyai 75 minden nem nulla elemét elsallitjék.

Vegyiink egy tetszbleges © € T, \ T elemet, és legyenek T elemei
Yis- s Vp- Irjuk fel a © + v; elemeket © + v; = A% alakban, ezzel kijeloltiink
p darab a; egész szamot 1 és p? — 1 kozott.

Megmutatjuk, hogy ezek eleget tesznek a feltételnek, azaz az a; + a;
Osszegek paronként kiilonbozé maradékot adnak modulo p? — 1.

Tegyiik fel, hogy a; + a; = ay + a; (mod p* —1). Ekkor az a;-k defini-
cioja alapjan (6 + 7;)(© + v;) — (© + %) (O + ) = 0 adédik. A bal oldal
©-nak legfeljebb elsfokt polinomja T -beli egyiitthatokkal, hiszen ©? kiesik.
Els6foktt azonban nem lehet, mert akkor © € T kovetkezne, {gy — mivel a
© gyOke — csak az azonosan nulla polinom lehet. Ekkor azonban pl. a poli-
nomok gyoktényezss alakjanak az egyértelmitisége miatt {v;,v;} = {vk, 1}, és
igy ugyanez all az a; -kre is, ami éppen a bizonyitand6 allitas volt.

e 9.6.4 Az utmutatast kdvetve vegylink egy ¢ primitiv gyckét modulo p, és
legyen a; az x =i (mod p—1), x = ¢* (mod p) szimultdn kongruenciarendszer
megoldasa modulo p(p—1),i=1,2,...,p—1. Nyilvan elég azt megmutatnunk,
hogy barmely c-re a ¢ = a; +a; (mod p(p— 1)) kongruencia legfeljebb egyetlen
{3, j}-vel teljesiilhet. Az a; definicidja alapjan ez a kongruencia a ¢ = i+ j
(mod p—1), ¢ = ¢g'+ ¢’ (mod p) szimultan kongruenciarendszerrel ekvivalens.
Itt az elsé kongruencia atirhaté a g¢ = g'g’ (mod p) alakba, vagyis a g* és ¢
szamok Osszegét és szorzatit is ismerjiik modulo p. A gyokok és egyiitthatok
kozotti Osszefiiggés alapjan a g° és ¢/ maradékosztalyok a 22 — cz + ¢¢ =
(mod p) masodfoku kongruencia egyértelmtien meghatarozott gyokei (p prim),
és igy i és j is egyértelmdi.
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® 9.6.7(c) Legyen Z = Y ;_, a; és tekintsiik azt az 7 valoszintségi valtozot,
amely a (kiilonb6z6) a; -kbol képezett 2° darab u; Osszeg mindegyikét 27°
valoszintiséggel veszi fel (az u;-k kozott szerepel a 0 és a Z is). A varhato érték
E(n) = Z/2, ugyanis az u; -k Osszeparosithatok tgy, hogy az egy péarban levs
u; -k Osszege Z legyen. A szoras kiszamitasahoz vezessiik bea &, i =1,2,...,s
valoszintiségi valtozokat: §; az a;, illetve 0 értéket 1/2-1/2 valoszintiséggel veszi
fel. Ekkor a &; valtozok fliggetlenek és Gsszegiik éppen 7, tehat a szorasnégy-
zetre

D) =3 D) = L3 a2 < 5
=1 4:i=1 ' 4

adodik. Alkalmazzuk most a Valoszintség(|n—E(n)| > cD(n)) < ¢=2 Csebisev-
egyenldtienséget az E-re és D-re kapott fenti értékekkel és ¢ = 2-vel. A sza-
molast elvégezve azt kapjuk, hogy a 2° darab (csupa kiilonbo6z8) u,; Osszeg
legalabb haromnegyed része a Z/2-re szimmetrikus 2n./s hossztsagu interval-
lumba esik. Ezért sziikségképpen 3 - 2°/4 < 2n./s [tehat a b)-beli hasonlo
becsléshez képest lényegében a jobb oldal valtozott s helyett 1/s-re]. A kapott
egyenlGtlenséget egymés utdn kétszer logaritmalva

s < logyn + (logy s)/2 + log,(8/3) < 2logyn, (M.9.7)

illetve logy s < 1 + log, logy n adodik. Irjuk be ez utébbit (M.9.7)-be log, s
helyére, ekkor a feladat allitdsdhoz jutunk.

e 9.6.9 Az atmutatast kévetve tekintsiik azokat a szamokat n-ig, amelyeket
a d alapu szamrendszerben felirva minden szdmjegy < d/2 és a szamjegyek
négyzetosszege egy adott ¢ érték. Ha harom ilyen szam szédmtani sorozatot
alkot, akkor minden szdmjegyiikre ugyanez all fenn, mert a jegyekre adott kor-
latozas miatt két szam Osszeadédsa soran sohasem képzdédik atvitel a kovetkezd
helyiértékre. Igy a kozépss szam valamennyi jegye a masik két szam megfelels
jegyeinek szadmtani kézepe. Felirva, hogy mindharom széam jegyeinek négyzet-
Osszege q, egyszeri szdmolassal adodik, hogy a szamok sziikségképpen egyen-
16k. (Mas megfogalmazasban: ha a harom szdmot a szamjegyeikbdl alkotott
vektoroknak tekintjiik, akkor a harmadik vektor az els6 ketts Gsszegének a fele,
tovabba mindharom vektor euklideszi normaja egyenls. Ez csak gy lehet, ha
maguk a vektorok is megegyeznek.)

Adott d a felirasban u =~ (logn)/(log d) szadmjegy szerepel, és g-nak legfel-
jebb ud? /4 -féle értéke lehet. A halmazainkat minden lehetséges g-ra egyesitve
az Osszes olyan szamot megkapjuk, amelynek minden jegye d/2-nél kisebb.
Ez 6sszesen kb. n/2" szam. Ezért biztosan van olyan ¢, amelynek megfelelg
halmaz elemszédma legaldbb n/(2“~2ud?). Ez akkor veszi fel a maximumat ha
logd =~ y/logn, és ez a maximum éppen a tétel allitisaban elGirt érték.
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® 9.6.10 Elsd megoldds: Legyen h tetszéleges. Egy adott n-re az 1,2,...,n
szamokat 2™ -féleképpen szinezhetjiik ki két szinnel. Szamoljuk most meg
azokat a szinezéseket, amelyeknél el6fordul h-tagu egyszind szamtani sorozat
(h-ESZ). Ha egy h-ESZ kezdétagja j, akkor a differencidja legfeljebb
|(n—j)/(h—1)|, azaz az ilyen sorozatok szama legfeljebb

St n—g)
h-1  “2h-2
Egy h-ESZ szine kétféle lehet, a tobbi szam szinezése pedig 27" -féle. En-
nélfogva Osszesen legfeljebb n22"~"/(h — 1) szinezésnél fordulhat el h-ESZ
(persze igy szamos rossz szinezést t6bbszorosen is megszamoltunk). Ezért, ha
n?2"" /(h—1) < 2", azaz n < 2"/2\/h — 1, akkor biztosan van olyan szinezés,
amelyben nem fordul el§ h-ESZ.

e Masodik megoldds: Az utmutatast kévetve tekintsiik a p primmel a 2P elemi
T véges testet, legyen A a multiplikativ csoport generatoreleme és W egy
p — 1-dimenzios altér T-ben (mint F» feletti vektortérben). A szinezés: k
akkor piros, ha A¥ € W. Megmutatjuk, hogy az 1,2,...,p(2P — 1) szamokat
ily mo6don kiszinezve nem fordul el6 p + 1-tagi egyszint szamtani sorozat.

Tegyiik fel indirekt, hogy az 1 < b <b+d <b+2d < ... <b+pd <
< p(2P — 1) szamok mind azonos szintiek. Legyen © = A’ ¥ = A4, A feltétel
szerint ekkor a ©,0V,... OWUP vektorok” vagy valamennyien a W altérbe
esnek, vagy pedig egyikiik sem esik W-be.

Ha a szdmtani sorozat piros, akkor tehat ezek a vektorok egy p — 1-
dimenzios altér elemei. Ezért koziiliikk mér az elsé p darab is linearisan Ossze-
fiiggs, azaz alkalmas v; € Fy egylitthatokkal Zfz_ol 7 (©¥?) = 0 nem trivia-
lisan teljesiil. Az egyenl@séget ©O-val elosztva azt kapjuk, hogy W gyoke egy
p-nél alacsonyabb foku F; feletti polinomnak. Mivel W foka oszt6ja 1" fokanak,
vagyis p-nek, ezért U foka csak 1 lehet, azaz ¥ € Fy. Ez azonban ellentmondaés,
hiszen nyilvan W # 0 és d < 2P — 1 miatt ¥ # 1.

Ha a szamtani sorozat kék, akkor a OF — 0, 002 -0V, ..., OUP —QUr—!
vektorokra kell megismételni az el6z6 gondolatmenetet (csak © helyett most
O(¥ — 1)-gyel kell a megfelels egyenldséget elosztani).

o Tovdbbi megolddsok: Kozvetlen szamolassal igazolhato, hogy az dtmutaté-
soknal jelzett tovabbi harom konstrukcio is megfelel a feladat feltételeinek.

e Megjegyzés: Az egyes megoldasok ,hatékonysagat”’ tsszevetve a kovetkezGket
allapithatjuk meg. Az els§ megoldéds semmilyen értelemben nem ad konstruk-
ciot, a szdmtani sorozat tagszédma tetsz6leges h lehet, és nagyjabol az n <
2M/2\/h korlatig alkalmazhato. A masodik megoldas sem ,jigazi” konstruk-
cio, tovabba itt a h specialisan csak p + 1 lehet (természetesen a primek siirt
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elhelyezkedése alapjan valamivel gyengébb eredmény a tobbi h-ra is nyerhe-
t6), az n-re kapott korlat viszont jobb, az el6zének durvan a négyzete. A
tovabbi harom megoldas ,igazi” konstrukciot biztosit, ugyanakkor nagy h ese-
tén kisebb m-ig lesz hasznalhato. A harmadik megoldas a kovetkezSképpen
altalanosithato: a 7 és a 17 helyett egy h, illetve h/2 koriili primet primet
kell venni, és ekkor kb. n = h3/2-ig jo a szinezés. A negyedik megoldas
nagy h-ra torténd altalanositasanal a v/h és 2v/h primekkel dolgozhatunk, és
kb. n = e*/ﬁ—ig jO a szinezés. Az 6tddik megoldésnal az altalanos esetben
2h3 koriili korlat adodik n-re. Ebbé] latszik, hogy nagy h esetén az els6 két
megoldas 1ényegesen nagyobb n-ekre biztositja a megfelel§ szinezés létezését,
mint a masik harom konstrukcio.

e 9.7.7(a) Utalunk az ttmutatéasra és csak az ott ,észrevételnek” nevezett
allitds bizonyitasat részletezziik. Legyenek tehét egy H haromszog szogei
a raciondlis test felett linearisan fiiggetlenek. Azt kell igazolnunk, hogy H
csak ugy bonthatd fel hasonlé haromszogekre, ha azok H-hoz is hasonlok,
tovabba ekkor H felbontasanél a kis haromszogek H szbgeit nem vaghatjak
el. Legyenek a kis haromszogek szogei aq, as, as, ekkor H szogei Z?:l ko
alaktak nemnegativ egész k;-kkel. Osszeadva H szogeit m = Z?zl e
adodik. Ha itt pl. m; = 0, akkor H mindhirom szoge kifejezhetd o és
asg linearis kombinacidjaként, ami ellentmond annak, hogy H sz0gei linearisan
fiiggetlenek. Ha mindegyik m; > 1, akkor m = Z?:1 o; miatt csak m; =1
lehetséges, vagyis H szbgei is a1, as, ag, tehat H valéban hasonlé a kis harom-
szogekhez. Azt is kaptuk, hogy H felbontasanal a kis haromszégek H szbgeit
nem vaghatjék el.

e (b) Az utmutatasban jelzett allitasokat igazoljuk. Legyen H olyan harom-
szo6g, amelyben mind a szogek, mind pedig az oldalak linearisan fliggetlenek
a raciondlis test felett. Tegyiik fel, hogy n nem négyzetszam, azaz /n irra-
cionélis, és H-t mégis fel lehet bontani n egybevagd K kis hidromszogre.

Az (a) részben lattuk, hogy ekkor a szogek fiiggetlensége miatt K sziik-
ségképpen hasonlé H-hoz. Legyenek a K, illetve H haromszogek oldalai
ai,as,as, illetve Ay, Ay, Az. Ekkor egyrészt A; = a;\/n, masrészt A; =
= zjzl kija;, ahol a k;j-k nemnegativ egészek. Ez azt jelenti, hogy a1, az, a3
egy nem trivialis megoldasa a

(k11 — Vn)zi+  kiaxo + ki3x3 =0

kglajl +(k¢22 — \/77)332 + k23$3 = 0
k312 +  ksaxo + (k33 —v/n)xs =0
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homogén lineéris egyenletrendszernek. Ezért az

ki1 —+/n k12 k13
A= ko1 koo — /1 ka3
k31 k32 kss —/n
egyiitthatoméatrix rangja r(A) < 3. Tovabba /n irracionalitasa miatt az els
két sor csak gy lehet egymaés skalarszorosa, ha ki3 = kog = 0, ekkor viszont
a harmadik sor és az els§ sor nem skalarszorosok, tehat r(A4) > 1. Emiatt
r(A) = 2, tehat az egyenletrendszer megoldasaban egyetlen szabad paraméter
van. Legyen ez pl. ag és valasszuk ag értékét 1-nek. Ekkor a1 és as is ¢+ dy/n
alak lesz, ahol ¢ és d alkalmas racionalis szamok. Igy mindharom a; benne van
az (1,/n) kétdimenzios altérben, ami ellentmond annak, hogy az a; oldalak
linearisan fliggetlenek voltak.

Meg kell még mutatnunk, hogy valéban létezik olyan héromszog, amely-
ben mind a szégek, mind pedig az oldalak linearisan fiiggetlenek. Az utobbi
feltétel a szinusztétel alapjan ekvivalens azzal, hogy a szogek szinuszai flig-
getlenek. Belatjuk, hogy ha egy haromszoghben az egyik szog szinusza egy
0,£1/2, £1-t6l kiilonb6z6 racionalis szam és egy masik szog szinusza transz-
cendens, akkor mind a szdgek, mind pedig a szinuszaik linearisan fiiggetlenek
a racionélis test felett.

Fel fogjuk hasznalni, hogy ha sin~y algebrai, akkor tetsz6leges s racionalis
szamra sin(sy) is algebrai. Valoban, mivel sin~y algebrai, ezért cosy =
= ++/1 —sin? v is az, ennélfogva z = cosy + isiny is algebrai. Mivel egy
algebrai szam minden racionéalis kitevsji hatvanya is algebrai, tehat z° és igy
annak képzetes része, azaz sin(sy) is algebrai. Hasonloéan adodik, hogy ha
siny; és sinv, mindketten algebraiak, akkor sin(y; 4 72) is algebrai. (Ossze-
foglalva, azok a szbgek, amelyek szinusza algebrai, alteret alkotnak a valos
szamoknak a racionalis test feletti szokasos vektorterében.)

Ezen el6késziiletek utan tekintsiink egy olyan haromszoget, amelyben
sinay = r, sinag = t, ahol r egy 0, +£1/2, £1-t6l kiilonb6z6 racionélis, ¢ pedig
tetszGleges transzcendens szam. ElGszor a szogek fiiggetlenségét igazoljuk. In-
direkt tegyiik fel, hogy az aq, as és ag = m— (a1 + a) szogek egy nem trivialis
racionalis egyiitthatos kombinécidja nulla. Ezt atrendezve rom 4+ riay = roao
adédik, ahol az r;-k racionalis szamok és nem mindegyik nulla. Itt az elére-
bocsatott megjegyzés szerint a bal oldal szinusza algebrai, ugyanakkor a jobb
oldalé 75 # 0 esetén transzcendens. Igy sziikségképpen ro = 0. Ez azonban
azt jelentené, hogy ay /7 racionalis, ami a 9.7.2b feladat szerint lehetetlen. Ez
az ellentmondas igazolja, hogy az «; szogek valdéban fiiggetlenek.

Most ratériink a szinuszok fliggetlenségének az igazolasara. Indirekt
tegyiik fel, hogy sin aiq, sin aig és sin aig = sin a1 cos g + €os 7 sin ap lineédrisan
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osszefiiggdk. Mivel a feltétel szerint sin i/ sin oy irraciondlis (s6t transzcen-
dens), ezért sin o cos ag + cos o sinagy = 71 sinag + 2 sinag kell hogy fenn-
alljon alkalmas r; racionalis szamokkal. Ezt atrendezve sinay(cosag — 1) =
= sinag(—cosay + 1r2) adodik. Emeljik mindkét oldalt négyzetre, irjunk
sin? aip helyére 1—cos? aa-t, és rendezziink cos ap hatvanyai szerint. Itt cos? g
egyiitthatoja sin® ay +(ry—cosay)? # 0. Igy azt kaptuk, hogy cos ay gydke egy
olyan mésodfoka egyenletnek, amelynek az egylitthatoi algebrai szamok. A
masodfoki egyenlet megoldoképletébdl ekkor cos aip-re is algebrai szam adodik,
igy sin ag is algebrai, ami ellentmond a feltételnek.

e (c) Ha n = k?, akkor egy tetszoleges haromszog minden oldalat k egyenls
részre osztva nyilvan megfelels felbontast kapunk. Ha n = k? + m? (ahol
k,m > 0), akkor vegyilink egy olyan derékszogl haromszoget, amelynek a
befogoi k és m, és huzzuk meg az atfogdhoz tartozoé magassagot. Ekkor két, az
eredetihez hasonld derékszogl haromszoget kapunk, amelyek atfogoi k, illetve
m. A kapott két haromszdg oldalait k, illetve m egyenls részre osztva fel
tudjuk bontani ket k2, illetve m? olyan, az eredetihez hasonlé kis haromszog-
re, amelyek atfogbja egységnyi, és igy a kis haromszogek egybevagok. Ezzel az
eredeti haromszdget valoban n = k?+m? megfelel kis haromszogre bontottuk.
(Specialisan, ha k = m, akkor egyenld szart derékszogli haromszoget kell
venni.)

Ha n = 3k2, akkor a kivetkezd konstrukcio lesz megfelels. Huzzuk be egy
S szabalyos haromszog silyvonalait, ezek S-et 6 darab egybevagd derékszogt
haromszogre bontjak, amelyek masik két szége 30 és 60 fokos. Ugyanilyen az
S ,egyik felét” alkotd F' haromszog is. Ezért F' felbonthat6 3 darab egybevago
és hozza hasonl6 hiromszogre. Ezutdn a harom haromszog mindegyikét a
szokéasos eljarassal egyenként k? részre vagva F-et valoban n = 3k? megfelels
kis haromszogre bontottuk.

10. Ko6dok

e 10.2.1 Elgszor a kodolo fiiggvényeket tekintjiik. Egy (k,n) kod kodolo
fiiggvénye egy tetszéleges ¢ : T™ — T* injektiv leképezés. Legyen T" =

{v1i,...,Van}. A vi-hez hozzarendelhets barmely ¢; € T*, a vo-hoz barmely
2TL
co # ¢y stb. Igy a kodolo fiiggvények szama I' = H(Qk —i+1).

i=1

A lineéris kodok kodolo fiiggvényei A : T — T* injektiv linearis le-
képezések. Ezeket gy jellemezhetjiik, hogy egy bi,...,b, € T™ bézishoz
Ci,...,c, € TF linearisan fiiggetlen vektorokat rendeliink. Igy c¢; barmely
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nem nulla vektor lehet T%-ban, ¢y barmely vektor, ami nincs a (c;) altérben,

és altalaban, c; tetszleges vektor, ami nincs a (cq,...,c;_1) altérben. Igy a
n—1
linearis leképezések szdma A = H (2% — 27).

§=0
Mivel A a I" néhéany tényezGjének a szorzata, ezért A | I, azaz (b) igaz.
Ratérve a kodokra, egy (k,n) kod a T* tetszoleges 2" elemii részhalmaza.
2k> Lok it

Az Gsszes kod szama tehat v = (

2n 1
i=1
Egy (k,n) linearis kod a T* tetszéleges n-dimenzios altere. Egy ilyen

alteret n linearisan fiiggetlen c1,...,c, € F* vektor general. Az ilyen vektor-
rendszerek szama A (ahol a vektorok sorrendje is szamit). Azonban ugyanazt
a W alteret generalja barmely n linearisan fiiggetlen W-beli vektor. A A
meghatarozasi modszerét TF helyett W-re alkalmazva, az ilyen rendszerek

n—1 n—1 2k _ 2]
3 o2m — 20, A linris kodok sz A= -
szadma ]1:[0( ). Azaz a linaris kodok szama H TIDY

§=0
Azt kaptuk, hogy A-ban a szamlalo, illetve nevezd a v szamlalojabol, il-
letve nevezGjébdl vett néhany tényezd szorzata. EbG6l azonban nem koévetkezik
A | 7. Példaul n = 3-ra

v 2kTA(2R = 3)(2F — 5)(2F — 6)(2% — 7)

A 3-5
A szamlalo tényez6i nem fedik le az Osszes lehetséges maradékot mod 5; egyi-
kiik sem oszthato 5-tel, ha 28 = 4 (mod 5). Mivel 26 = 4 (mod 5), igy v/A
nem egész szam, ha (k,n) = (6,3). Tehat (a) hamis.

e 10.4.3(a) A 10.4.1 Tétel utani példa mintajara vehets m; = 2 + x4+ 1. A
© = A2 elemre ©° = A5 = 1, ezért © gydke az f =z + 23 + 22 4+ + 1
(korosztési) polinomnak. FEz kénnyen lathatoéan irreducibilis Fy felett, igy
mz = f. AU = A® elemre U3 = A5 = 1, ezért ¥ gydke a h = 22 + oz + 1
irreducibilis polinomnak, ahonnan ms = h. Innen s =4 + 4 + 2 = 10.
e (b) Mivel a 3 és az 5 is relativ prim a 7' test multiplikativ csoportjanak
az elemszaméhoz, a 29 — 1-hez, ezért A3 és A® is generatorelem ebben a
csoportban. Ebbé] kovetkezik, hogy az F» testnek a A3-nal, illetve a AS-nel
valo bévitése kiadja az egész T testet (s6t az Osszeadasra tulajdonképpen
nincs is sziikség), ezért A3 és A5 minimalpolinomja is g-adfokd.

A 10.4.2 feladat szerint azt kell még belatnunk, hogy A, A3 és A® koziil
semelyik kettének sem ugyanaz a miniméalpolinomja. Ehhez el6szor azt iga-
zoljuk, hogy ha A’ generatorelem a TY test multiplikativ csoportjiban (azaz
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i és 29 — 1 relativ primek), akkor m; Osszes gyokét a A-nak az i - 27 kitevsj
hatvanyai adjak, ahol 0 < j < ¢g. A 10.4.2 Tétel bizonyitasanal lattuk, hogy ©
és ©2 minimalpolinomja ugyanaz. Ebbél kovetkezik, hogy m;-nek a megadott
q darab A-hatvany valoban gyoke. Belatjuk még, hogy ezek mind kiilon-
bozdk, és igy sziikségképpen m;-nek mind a ¢ darab gyokét megkaptuk. A
A két hatvanya pontosan akkor egyenls, ha a kitevék kiilénbsége oszthato
o(A) =29 — 1-gyel. Ha 0 < u < j < g, akkor 127 — i2% = §2%(2/7% — 1)-ben
az els6 két tényezs relativ prim a 29 — 1-hez, a harmadik tényez6 pedig kisebb
29 — 1-nél, igy a szorzat nem lehet oszthaté 29 — 1-gyel. Ezzel megmutat-
tuk, hogy a megadott A-hatvanyok mind kiilonbozdk, és igy ezek adjak az m;
polinom gyokeit.

Most belatjuk, hogy a A, A% és A® elemeknek paronként kiilonbozs a
minimélpolinomja. Ha m; = ms lenne, akkor A? szerepelne az m,; gyokei
kozott, azaz 3 = 27 teljesiilne, ami lehetetlen (itt a kitevéknél a modulo 29 — 1
kongruencia helyett azért lehetett az egyenl&séget nézni, mert mind a 3, mind
pedig a 27 kitevs 0 és 29 — 1 kozé esett). Ugyanigy az m; = ms feltételezés
is ellentmondésra vezet. Végiil tegyiik fel, hogy ms = ms, azaz A® gydke
mg-nak. Az mg gyokei A-nak az alabbi kitev§jd hatvanyai:

3,6,12,...,3-2972.3.2071 =27 4 2971 = 92071 + 1 (mod 27 — 1).

Azonban az 5 ezek koziil (a 0 és 29 — 1 kozotti értékek kozil) egyikkel sem
egyezhet meg (az utolsoval ¢ > 3 miatt nem), tehat ebben az esetben is ellent-
mondéasra jutottunk.

e 10.4.5(a) Tudjuk, hogy a 27 elemti test Osszes részteste 2¥ elemi, ahol v | g,
és minden ilyen v-hez pontosan egy 2V elemtii TV résztest tartozik. A T test
G, multiplikativ csoportja egy 2¥ — 1 elem( részcsoport a T9 test (ciklikus)
multiplikativ csoportjaban, igy G,-t a A-nak a (2¢9—1)/(2" —1)-edik hatvanya
generalja. Ez azt jelenti, hogy T? nem nulla elemei azok a A’ hatvanyok, ahol
(29 — 1)/(2¥ — 1)|i. Mas szoval, valamely i-re A’ pontosan azokban a T
résztestekben van benne, amelyekre (27 —1)/(2¥ — 1) | . Tudjuk, hogy degm;
a At tartalmazo legsziikebb résztestnek a(z Fy test feletti) dimenzidja. A
legsziikebb résztestet éppen a legkisebb megfelel§ v érték szolgaltatja, tehat
deg m; valoban a legkisebb ilyen tulajdonsagi v, amint allitottuk.

e (b) A 10.4.2 Tétel bizonyitasanal lattuk, hogy © és ©? minimalpolinomja
ugyanaz. Ebbdl kévetkezik, hogy m;-nek gydke minden olyan A-hatvany, ahol
a kitevs i - 27 alakd. Nézziik meg, hany kiilonboz6 ilyen hatvany keletkezik.
Az els6 ismétlgdés akkor kovetkezik be, amikor 7 - 2Y — i el@szor oszthatd
o(A) = 27 — 1-gyel, vagyis a legkisebb olyan v-re, amikor (29 —1)/(2" — 1) | .
Az (a) részben lattuk, hogy ez a v éppen degm,;. Ez azt jelenti, hogy a
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szoban forgd A-hatvanyok kozott éppen degm,; darab kiilonbozs talalhato,
ezek valamennyien gyokei m;-nek, vagyis valoban ezek adjak m; Gsszes gyokét.

e 10.4.6 El8szor megmutatjuk, hogy minden ¢ < 2t — 1-re degm; = q. El-
lenkezGs esetben a 10.4.5a feladat szerint lenne a g-nak olyan valodi v osztdja,
amelyre (27 —1)/(2¥ — 1) | i. Ekkor v < q/2, és igy

i>(29-1)/(2° = 1) > (29— 1)/(27/2 — 1) = 29/2 4+ 1,

ugyanakkor a feltétel szerint ¢ < 2t — 1 < 29/2 — 1, ami ellentmondas.

Most belatjuk, hogy m; # m;, ahol i és [ kiilénb6z6 paratlan szamok 1
és 2t — 1 kozott. Indirekt tegyiik fel, hogy m; = m;. Ekkor Al szerepel m;
gyokei kozott, azaz a 10.4.5b feladat szerint [ = -2/ (mod 27 — 1) teljesiil
valamilyen 0 < j < g-ra. Ha j < ¢/2, akkor i -2/ < (29/2 —1)29/2 < 29 — 1,
tehat a kongruencia helyett egyenl&ségnek kellene teljesiilnie, ami nyilvdn nem
lehet. Ha j > ¢/2, akkor irjuk &t a kongruenciat i27 — 29 = [ — y alakba. Itt
a bal oldal oszthato 27-vel, de (j < ¢ miatt) nem lehet nulla, ezért abszolut
értéke legalabb 27 > 29/2. A jobb oldal abszolut értéke azonban ennél kisebb,
hiszen 0 < [ < 2t —1 < 29/2) valamint (j < ¢ miatt) 0 < y < i < 29/2,
Mindenképpen ellentmondésra jutottunk, tehat valoban m; # my.

Ezzel igazoltuk, hogy mi,ms,...,mg;_1 paronként kiilonbozé g-adfoku
polinomok, amibgl a 10.4.2 feladat alapjan koévetkezik, hogy s = tq.

e 10.4.9(a) A tovabbiakban Ty[z]-et az Ry = T[z]/(z* — 1) faktorgytrtivel
azonositjuk, azaz a legfeljebb k—1-edfokit polinomokat mint az z* —1-gyel valo
osztéasi maradékokat tekintjiik. Ennek az az elénye, hogy T[z]-en a szorzas is
értelmes, tehat egy gytriit (s6t algebrat) kapunk.

Ennek alapjan a ciklikus kod definiciéja pontosan azt jelenti, hogy egy
kodsz6 x-szerese is kodszo: x(yo +y1z+ ...+ k1287 = yor + 2+ ..+
k22" 4 12 = e oz + et 4+ ye—azt T

Felhasznalva, hogy a kod linearis, azaz kodszavak Gsszege is kddszo, azon-
nal adoédik, hogy a ciklikus kédok tgy is jellemezhet6k, hogy egy kodszo
barmely polinomszorosa is kodszo. Igy egy kod pontosan akkor ciklikus, ha a
kédszavak egy idedlt alkotnak Rg-ban.

Mivel T'[z]-ben van maradékos osztés, ezért minden ideélja {gidedl, és igy
ugyanez érvényes Ri-ban is. Ez azt jelenti, hogy ciklikus kod esetén K egy
alkalmas ¢ polinom t6bbszoroseibsl all. A 10.2.8c feladat alapjan feltehetd,
hogy g |z* —1 és K éppen a g polinom &ltal generalt polinomkéd kodszavaibol
all.

Végiil, a megforditashoz azt igazoljuk, hogy egy ilyen polinomkéd valéban
ciklikus. Ez onnan adédik, hogy ha ¢gf kodszo, akkor ennek a ciklikus per-
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mutacidja z(gf) = g(xf) is kodszo. (Ha az xf polinom foka n, akkor helyette
az (z¥ — 1) /g polinommal val6 osztasi maradékat kell venni.)

e 10.4.10 A 10.3.9 feladat szerint olyan m x k méretii kvazi-paritasellentrzd
matrixot kell gyartani, amelynek barmelyik d — 1 oszlopa fiiggetlen. Az elsd
oszlop legyen egy tetszGleges nem nulla vektor. Tegyiik fel, hogy az els§ j
oszlopot mar elkészitettiik. Ekkor a j+1-ediket ugy kell megvalasztani, hogy az
ne legyen felirhat6 az elsg j oszlop koziil semelyik legfeljebb d —2-nek a linearis
kombinaciojaként. Ezzel kizértuk a nullvektort, a j darab eddigi oszlopvektort,

ezek (%) darab péaronkénti 6sszegét, (;) darab harmankénti 6sszegét stb. Igy

Osszesen legfeljebb Z?;OZ (Z) vektort zartunk ki (lehet, hogy csak kevesebbet,
mert ezek kozott az Oszegek kozott — i > d/2 esetén — mar eléfordulhatnak
egybeessk). Ha Z;:Oz (i) < 2™ akkor biztosan nem zartuk ki T &sszes
vektorat, tehat tudunk egy alkalmas j + 1-edik oszlopot valasztani. A feltétel
alapjan ez még j = k — 1-re is megvalosithato, tehat valoban egy megfelels
m X k méretd kvézi-paritasellen6rz6 matrixhoz jutunk.

©10.4.11(a) A g szerinti teljes indukciot forméalisan a (tulajdonképpen tiltott)
q = 1 esettel érdemes kezdeni, amelyre az allitds nyilvanvald. Tegyiik fel,
hogy g-ra igaz az allitas, azaz a nem nulla kodszavak silydnak a minimuma
29~ Amikor ¢-r6] ¢ + 1-re 1épiink, akkor a generatormatrixnak kétszer annyi
sora és eggyel tobb oszlopa lesz. Legyen G(1,q) = (1 a; ... ag), ekkor
1 0 a; ... a
G(1,q+1) = 11 a a
nak és az els oszlopnak az alsé és felsG fele egyarant a régi métrix megfeleld
oszlopa, a méasodik oszlop felsd és also fele pedig csupa 0, illetve csupa 1. Ez
azt jelenti, hogy az 4j kodszavakat részben a régiek megduplazasaval kapjuk,
részben pedig ugy, hogy egy régi kodszo utdn annak komplementerét irjuk. Az
utobbi moédon gyartott vektorok sulya nyilvan 29, a duplazottak stlya pedig a
kétszerese az eredeti kodszavak sulyanak, vagyis az indukcios feltevés szerint
(a nem nulla kédszavakra) legaldbb 2 - 2971 = 24.
o (b) Jeloljik a kodszavak kozotti minimalis tavolsagot d(m,q)-val. A
d(m,q) = 297 allitast (pl.) g + m szerinti teljes indukcioval bizonyithatjuk.
Az m = 1 esetet mar az (a) részben igazoltuk, tehat feltehetjiik, hogy ¢ >
>m > 2. A G(m,q) matrix oszlopait permutaljuk agy, hogy a végére keriil-
jenek mindazok az oszlopok, amelyeknek a fels§ része csupa 0 (ez az eredeti
szamozas szerinti méasodik oszlop, valamint annak valahany tovabbi oszlop-
pal valo szorzata). Ekkor — felhasznalva az (a) rész meggondolasait is —

- .. (G(m,qg—1) 0
az alabbi blokkokbol all6 matrixot kapjuk: (G(m, g—1) Gm—1,q-1))

, azaz az 0j matrixban az utols6 g oszlop-
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Ez a 10.2.7 feladat III. konstrukcidéjanak felel meg. Ezért
d(m,q) = min(2d(m,q — 1),d(m — 1,q — 1)),
és igy az indukcios feltétel szerint
d(m,q) = min(2 - 29717, 2= D=(m=1)) = ga=m.

A. Algebrai alapfogalmak

e A.3.14(b) Jeldlje T, az Gsszes primitiv n-edik egységgyok Osszegét. Nyilvan
T1 = 1. Belatjuk, hogy

I. T, = —1¢& Ty =0, ha p primszam és k£ > 1, valamint

II. Ty T, = T, ha (k,m) = 1.
Ezekbdl azonnal kévetkezik, hogy T, = (—1)", ha az n szam r kilénb6zs
prim szorzata, és T, = 0 a tobbi n > l-re. FEz az tn. Mobius-fliiggvény,
amelynek szokésos jelolése u(n), és fontos szerepet jatszik a szdmelméletben.
Az A.11.12b feladat megoldasaban is eléfordul.

I. Jelolje S,, az Gsszes n-edik egységgyok Osszegét. Az A.3.12 feladat
alapjan minden n > 1-re S, = 0. Ha n = p, akkor z = 1 kivételével minden
p-edik egységgyok primitiv, mivel ¥ =1 <= o(2) |p <= o(2) =por 1.
gy T,=5,-1=0-1=—1.

Ha n = p*, ahol k > 1, akkor

=1 = o(z) | pF = o(z) = p* vagy o(2) | P! =

k—1

— o(z) = pF vagy 2P =1,
amibdl Tpk = Spk — Spkfl = 0 — 0 = 0 kovetkezik.

II. Belatjuk, hogy ha z és w primitiv k-adik és m-edik egységgyokok,
ahol (k,m) = 1, akkor zw primitiv km-edik egységgyok. Mas szoval, ha
o(z) = k és o(w) = m, akkor o(zw) = km. Az A.3.13(b) feladat szerint
o(zw) | km. A forditott irdnyu oszthatosag belatasahoz legyen o(wz) = t,
tehat 1 = (wz)'. Innen w-t tgy tudjuk kikiiszobolni, hogy ezt az egyenlséget
az m-edik hatvanyra emeljiik: 1 = z/™w!™ = z!™. Ebbdl kovetkezik, hogy
o(z) = k| tm, ezért (k,m) = 1 miatt k | t. Az m | t oszthatosag ugyanigy
adodik. Igy km = [k, m] | t, ahogy allitottuk.

Most megmutatjuk, hogy megforditva, minden u primitiv km-edik egység-
gyok egyértelmiien felirhatdo u = zw alakban, ahol z és w primitiv k-adik,
illetve m-edik egységgyok. Az euklideszi algoritmusbol koévetkezik, hogy



MEGOLDASOK A.3. 547

(k,m) =1 =rk + ms alkalmas r és s egészekkel. Nyilvan (r,m) = (s, k) = 1.
Ekkor u = u™sth" = ¢™sy*". Belatjuk, hogy z = u™* és w = u*" primitiv
k-adik, illetve m-edik egységgyokok. Az A.3.13(a) feladat alapjan

k k

o(z) = ou™) = oS = o) = (.9)

és ugyanigy o(w) = m. Az egyértelmiiség igazolasahoz legyen z1w; = zows,
ahol o(z;) = k és o(w;) = m. Ekkor v = z1/2z2 = wy/wy-re vF = v™ =1
teljesiil. Tehat o(v) | (k,m) =1, azaz v = 1, és igy z1 = 23 és w1 = ws.

Legyen 21, 2o, ..., 2q, W1, W3, ..., Wy €8 U1, Us, ..., U rendre az Osszes pri-
mitiv k-adik, m-edik és km-edik egységgyok. Belattuk, hogy az uj szamok
ugyanazok, mint a z;w; szorzatok. Ennek alapjan

c a b
Tkm = Zuh = Z ZiW; = <Z Zz') (Z wj> = TkTm.
h=1 i=1 j=1

1<i<a
1<5<b

e A.3.16 Legyen U = >} _, cos(kz). Ha x = 2mm, ahol m egész szam, akkor
cos(kx) = 1, tehat U = n. A tovabbiakban feltessziik, hogy x # 2mm.

k

Els6 megoldds: Legyen z = cosz + isinz, ekkor U a V = >"}'_, z¥ mértani

2" —1 .

T A ReV szebb alakjihoz
legyen w = cos(z/2) + isin(z/2), ekkor z = w?. Helyettesitsiik ezt be V-be,
emeljink ki w™-et a szamlaloboél és w-t a nevez6bdl, és hasznéljuk fel, hogy
1/w=w:

sorosszeg valos része. Mivel z #£ 1, V = 2

— Uﬂ@ _ w2+nflw — w1l w" — (w)" _
V= w? —1 w— (1/w) w—w
w1 2SO/ (o (4 1)a/2) + dsin(n + 1/2) ) Sn2/2)
einaj2) — (cos((n Do/2) 4 isin((n+ o/2) ) ZEEEER,

sin(nx/2) cos((n + 1)x/2)

sin(z/2)
Madsodik megoldds: A masodik utmutatast kovetve legyen W = sin(x/2)U.
Mivel x # 2mm, igy sin(z/2) # 0. Az utmutatasban megadott trigonometikus
sin((2k + 1)z/2) —sin((2k — 1)z/2)

azonossag alapjan sin(z/2)cos(kx) = ) .

Tehat U = ReV =
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Ezeket az egyenlGségeket k = 1,2, ..., n-re sszegezve egy teleszkopikus Gsszeg
adodik, tehat

W Sin((zn + 1)1’;2) — sin(z/2) = sin(nz/2) COS((n + 1)$/2)

(az utolso lépésben még egyszer alkalmaztuk ugyanazt a trigonometrikus azo-
nossagot).

e A.7.7(f) Az allitas a (c) rész alapjan minden 1 < i < n— 1-re igaz. Tovabba
az ag+ a1 +asx?+. .. +apnr™ és ap+an_1r+...+a12" ' +agx™ polinomok
gyokei éppen egymas reciprokai, ezért az i = n és i = 0 esetek koziil elég az
egyikre szoritkozni.

Az i = 0 eset igazolasahoz tegyiik fel indirekt, hogy véges sok kivételtsl
eltekintve barmilyen s egész szam esetén az s + a1 + asx? + ... + apa”
polinomnak van racionalis gyoke, azaz alkalmas r racionalis szammal a —s
felirhato —s = air + aor® + ... + a,r™ alakban. Egy ilyen r gyck (s-tol
fiiggetlentil) csak k/a, alakt racionalis szam lehet. Ez azt jelenti, hogy a
g = a1x + axx?® + ... + a,z™ polinomfiiggvénybe a k/a, alakt racionalis
szamokat behelyettesitve véges sok kivételtsl eltekintve minden egész szamot
meg kellene kapnunk.

Legyen M egy nagy szam és tekintsiik az Osszes olyan g(k/a,) helyet-
tesitési értéket, amelyre |g(k/a,)| < M. Ha |k/a,| > \/2M/|a,|, akkor —
felhasznalva, hogy minden elég nagy abszolut értéki z-re |g(z)| > |a,x™/2| >
> |anz?/2| — azt kapjuk, hogy |g(k/a,)] > M, ami ellentmondas. Ennek
megfelelGen sziikségképpen |k/a,| < \/2M/|ay|.

Az ilyen k/a, szamok szama legfeljebb 2|a,|\/2M/]a,| < 3lan|VM. A
feltétel szerint ugyanakkor az ezekbdl képzett g(k/a,) helyettesitési értékek
kozott legfeljebb R darab kivételtdl eltekintve a —M és M kozé es§ Gsszes
egész szamnak is szerepelnie kell. Ez azt jelenti, hogy 2M —1— R < 3|a,|vV/M,
ami elég nagy M esetén nyilvan lehetetlen.

e A.8.10(a) Ha |G| = 1 vagy primszam, akkor egy H részcsoportra Lagrange
tétele szerint csak |H| = 1 vagy |H| = |G| lehetséges, vagyis sziikségképpen
H = e vagy H = G. Tehat ha |G| = 1 vagy primszam, akkor G-nek csak
trividlis részcsoportjai vannak. Megmutatjuk, hogy mas ilyen tulajdonsaga
csoport nincs. Tegylik fel, hogy G-nek az e-n és 6nmagan kiviil nincs mas
részcsoportja. Ekkor barmely g # e-re sziikségképpen G = (g). Ha o(g) = oo,
akkor (g?), ha pedig o(g) Gsszetett szam és d az o(g) egy nem trivialis osztoja,
akkor (g9) egy nem trivialis részcsoportot alkot (g)-ben, ami ellentmondés.
Tehat |G| = o(g) valoban csak 1 vagy primszam lehet.
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e (b) Egy véges csoportnak nyilvan csak véges sok részcsoportja van. Megmu-
tatjuk, hogy ennek a megforditasa is igaz, azaz barmely végtelen csoportban
végtelen sok részesoport talalhato. Ha létezik olyan g € G, amelyre o(g) = oo,
akkor a (g*), k = 1,2,3, ... részcsoportok mind kiilénbézék. Ha G-ben minden
elem véges rendi (de |G| = 00), akkor legyen pl. g1 = e, és ha mar gi,...,g;-t
kivalasztottuk, akkor g;11 legyen egy tetszGleges olyan elem, amely nincs benne
a (g1),...,(g;) ciklikus részcsoportok egyesitésében. Az elemrendek végessége
miatt a ciklikus részcsoportok végesek, ugyanakkor |G| = oo, ezért ez az eljarés
nem akad meg. Az igy nyert (g;), i = 1,2,3,... részcsoportok mind kiilon-
bozok.

e A.10.1 A feltételek szerint M egy n-dimenziés vektortér L felett, ezért
barmely n + 1 eleme linearisan Osszefiiggs. Speciélisan, az 1,0,02,...,0"
elemek is linearisan Osszefiiggsk, azaz léteznek olyan vg,7v1,...7, € L nem
csupa nulla ,skalarok”, amelyekre Y 7 7i©®" = 0. Ez azt jelenti, hogy ©
gyoke az f = Y I (&' € L[z] nem nulla polinomnak, tehat legfeljebb n-
edfoki algebrai elem L felett.

A deg © | n allitas bizonyitasahoz tekintsiik az L C L(©) C M testlancot.
A fokszamtétel szerint n = deg(M : L) = deg(M : L(©)) - deg(L(®) : L), és
itt a masodik tényezs éppen deg O.

e A.10.16 Mivel |z| = 1, ezért Z = 1/z, és igy Rez = (2 4+ 1/2)/2 € Q(2).
Ebbél kovetkezik, hogy Q(Re z) C Q(z). Tovabba nyilvan Q(Re z) C R, tehat
Q(Rez) CQ(2)NR

A masik irdnya tartalmazashoz vegylink Q(z)-bdl egy w valos elemet.
Azt kell igazolni, hogy w € Q(Re z).

A gondolatmenet jobb megvildgitasa erdekeben elGszor tegyiik fel, hogy
z algebrai szam. Ekkor w felirthato w = Y~ 0 a;z" alakban, ahol a; € Q és
n = deg z. Mivel w valds, ezért

n—1 —
2w:w+ﬁzz z—i—%’ Z ( >
i=0 i=0

Ha megmutatjuk, hogy z° + 1/2% felirhato z + 1/z = 2Re z raciondlis egyiitt-
hatos polinomjaként, akkor az el6z6ek alapjan ugyanez érvényes 2w-re és igy
w-re is, tehat valoban w € Q(2Re z) = Q(Re 2).

A jelzett allitast i szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Az allitas i = 1-
re trividlis, i = 2-re 22 + 1/2% = (2 + 1/2)? — 2. Elfogadva i — l-re és i-re,
212 = (2P 4+ 1/2Y) (2 + 1/2) — (271 + 1/2°71) alapjan kapjuk, hogy
1+ l-re is igaz.
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Ha z transzcendens, akkor is hasonlé gondolatmenetet kévetiink. Legyen
w valos és w € Q(z), azaz w = g(z)/h(z), ahol g,h € Q[z]. Mivel w = w és
zZ = 1/z, ezért g(z)/h(z) = g(1/2)/h(1/z). A nevezdkkel atszorozva kapjuk,
hogy g(2)h(1/z) = g(1/2)h(z). Jeloljik ezt a kozos értéket u-val, ekkor
2u = g(2)h(1/2)+9(1/z)h(z). Itt a szorzasokat elvégezve 2u = >, v;(2"+1/z")
adodik, ahol v; € Q. Mint lattuk, ekkor 2u felirhaté z + 1/z racionalis
egylitthatos polinomjaként, tehat v € Q(Rez). Ugyanigy kapjuk, hogy v =
= h(z)h(1/z) € Q(Rez). Végil w = u/v, azaz w is eleme a Q(Re z) bovités-
nek.

e A.10.17 Legyen f = ©g + O + ... + ©,2™, ahol ©; algebrai, és legyen
f(¥) = 0. Tekintsiik az alabbi bévitéslancot:

MQ = Q, Mi-i-l = MZ<@’L)7 ha i = O7 1, oy és Mn+2 = Mn+1(\I/) .

Mindegyik ,lancszem” véges foku bévités: barmely 0 < i < n-re
deg(M;y1 : M;) < deg®; (itt azért nem all feltétleniil egyenlség, mert
lehet, hogy a ©;-nek az M, feletti foka kisebb, mint a Q feletti foka) és
deg(My 42 : Myy1) < n. A fokszamtétel miatt ekkor az M, o : Q bdvités
is véges fokid. Ebbdl kovetkezik, hogy M, 1o minden eleme algebrai szam,
tehat specialisan a ¥ is az.

e A.11.8 Ha f osztdja a g = P polinomnak, akkor az A.11.7 feladat
alapjan f-nek van gyoke a p* elemit M) véges testben (s6t gySktényezdkre
bomlik Mg-ban). Egy ilyen gytknek a foka éppen deg f, és M, minden elemé-
nek a foka osztdja k-nak.

Megforditva, tegytk fel, hogy deg f | k. Jeloljiikk f fokat n-nel, ekkor az
F,lz]/(f) faktorgytrd egy p" elemii véges test. Ez az M, test az F,-nek
az f egyik © gyokével torténd bévitése, M, = F,(©). Ekkor (pl. az A.11.7
feladat alapjan) © gydke a g, = 2P — x polinomnak. Mivel az f-nek és
gn-nek van kozos gyoke és f irreducibilis, ezért sziikségképpen f | g,. Tovabba
n|k=p" —1|p* —1= g,|gr. Innen kapjuk, hogy f|gx is teljesiil.

e A.11.12(a) A p* elemt test multiplikativ csoportjanak a generatorelemei
éppen a k-adfoku primitiv polinomok gytkei. Két kiilonb6zé primitiv poli-
nomnak az irreducibilitas miatt nem lehet kozos gyoke, és ugyancsak az irre-
ducibilitas miatt nincs tobbszords gyok sem. Igy minden primitiv polinomnak
k gytke van, az sszes primitiv elemek szama ¢(pF — 1), tehat a polinomok
szama p(p* — 1) /k.
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e (b) Jeloljiik az F), feletti k-adfoku irreducibilis (1 f6egyiitthat6ja) polinomok
szaméat Ip-val. Az utmutatast kovetve, az A.11.8 feladat szerint az -
polinom irreducibilis tényez6kre bontasaban azok az irreducibilis polinomok
szerepelnek, amelyeknek a foka osztéja k-nak. Ezek mindegyike egyszer for-
dul el6 2P — z felbontésaban, mert 2P — z-nek nines t6bbszords gyoke. A
fokszamokat Gsszehasonlitva p* = 4|k 4q adodik.

Innen Ix-t a Mdbius-féle megforditdasi formula segitségével fogjuk kife-
jezni. Ez az elnevezés a kovetkezd tételt takarja: ha h(n) a pozitiv egészeken
értelmezett tetszoleges (komplex értékd) fiiggvény és H(n) = >, h(d),
akkor h(n) =3, , w(d)H(n/d) (a p(n) Mobius-fiiggvény definiciojat lasd az
utmutatasnal). A H(n)-et a h(n) osztokra vonatkozo dsszegzési fliggvényének,
h(n)-et pedig a H(n) megforditasi figgvényének nevezziik. A formula bi-
zonyitdsa a p(n) kovetkezd tulajdonsagin mualik: S = >, u(d) = 0, ha
n>1é5=1 han=1.

Visszatérve a pF =3, |, A1a Gsszefiiggésre, ez azt fejezi ki, hogy a h(n) =
= nl, szamelméleti fliggvénynek az osztokra vonatkozd Osszegzési fliggvénye
H(n) =Y d|n@a = p". Ekkor a Mébius-féle megforditési formula alapjan

h(n) = Zd\n u(d)H(n/d) = Zd\n p(d)p™/?, azaz I, = (1/k) Zd\k p(d)p*/a.
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TARGYMUTO, JELOLESEK

A konyvben szerepld fogalmak, elnevezések, valamint a leggyakrabban hasz-
nalt jelolések felsorolasa kovetkezik (4ltalaban) az elss eléfordulési hely adatai-
val. A fogalom, elnevezés utan megadjuk a kényvben hasznalt tipikus jelolését
(ha van ilyen), majd annak a definicionak, tételnek stb. a szaméat, ahol a fo-
galom, elnevezés, jelolés magyarazata megtalalhato, végiil zarojelben odairjuk
az oldalszamot is. A definiciészam, tételszam stb. utan egy ,—7, illetve ,+”
jel szerepel, ha az adott fogalmat nem a jelzett definiciéban, tételben stb.,
hanem (kozvetleniil) azt megel6zGen, illetve kovetSen a szovegben (kiilon sza-
mozés nélkiil) vezetjiik be. Igy pl. a transzcendens szamnal DA.10.64 arra
utal, hogy a transzcendens szam értelmezése az A.10.6 definicié utdn (néhany
sorral lejjebb) torténik.

A jelolésekkel kapcsolatos legfontosabb informaciokat a 9. oldalon a
, Technikai tudnival6k” c. rész is tartalmazza, de az alabbiakban ezeket is
megismételjiik.

A targymutatoban D1.1.2 jelenti az 1.1.2 Definiciot, és a D bett helyett T,
L, B, F, E, M rendre a megfelel§ szamu tételre, lemmara, bizonyitasra, feladat-
ra, a feladathoz tartozo eredményre, illetve megoldasra utal. A 4.1 pontban
szerepld 3. példat 4.1.P3-mal, a 6.6 pontot 6.6-tal, az A.7 pont 2. alpontjat
A.7/2-vel jelezziik.

A definiciok stb. szamozéasanal az els§ szam mindig a fejezetet, a ma-
sodik a fejezeten beliil a pontot, a harmadik pedig a ponton beliil a sorszamot
jeldli. A definiciok és tételek sorszamozasa egy ponton beliil folyamatos, tehét
pl. az 1.1.2 Definici6 utan az 1.1.3 Tétel kovetkezik. Az ,A” fejezet ,szamjele”
természetesen ,A”. Az illusztracios példak (sima, egy szdmmal torténd) sza-
mozéasa pontonként tjrakezdddik.

Kiilon is kiemeliink néhany fontos jelélést, amelyek a kényvben leggyak-
rabban szerepls fogalmakat érintik. A vektorokat vastag latin kisbettivel (a),
a skalarokat &ltalaban gorog kisbettivel («), a matrixokat délt latin nagy-
bettivel (A), a linearis leképezéseket irott latin nagybetiivel (A), a bilineéris
fiiggvényeket pedig vastag latin nagybettivel (A) jeloljiik. Felhivjuk még a fi-
gyelmet arra, hogy a nulla nagyon sok mindent jelenthet (egész szamot, gytirt
nullelemét, testbeli skalart, vektort, vektorteret, alteret, métrixot, linearis
leképezést, bilinearis fiiggvényt stb.), és ezek koziil tobbet ugyanugy is jeloliink,
azonban a szovegosszefiiggésbdl mindig kideriil, hogy melyik jelentésrsl van
sz0.

A polinomokat f vagy f(z), a fokszamukat ,deg”, a komplex szamok valos
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és képzetes részét ,Re”, illetve ,Im” jeloli, pl. deg(z® +z) = 3, Re (4 — i) = 4,
Im(4 —i) = —1. Megkiilonboztetjik a (valos) szamok also és fels§ egész
részét, és ezeket | |, illetve [ ] jeloli, igy pl. |7] = 3, [7] = 4. Az oszt-
hatosagra, a legnagyobb kozos osztora és a legkisebb kozos tobbszorosre (az
egész szamok és a polinomok esetén is) a szokasos jeloléseket hasznaljuk, tehat
pl. x — 1] 2% -1, (9,15) = 3, [9,15] = 45. A [ | szdgletes zardjel a legtobbszor
egyszerlien zardjelet, néha legkisebb kozds tobbszorost, a 9.6 pontban pedig
zart intervallumot jeldl, tovabba [A], illetve [A] az A linearis leképezés, illetve
az A bilinearis fliggvény méatrixat jelenti.

Megemlitjiikk még, hogy a konyvben a definicidk, illetve a tételek megfo-
galmazasanak a végén & all, a bizonyitasok befejezését pedig m jelzi.

A 1223 (51)
A—kvadratikus alak D7.3.1 (219)
Abel-csoport DA.8.1+ (363)
abszolut érték, komplex szamé |z DA.3.2 (333)
vektorée ||| D8.2.1 (237)
adjacencia matrix, grafé A B9.5.1 (277)
adjungalt matrix A* D2.1.7  (46)
transzformacio A* T8.4.1 (245)
aldeterminans D3.4.1/D— (84)
elGjeles Ajj D141 (31)
komplementer F1.4.15  (37)
algebra D5.6.5 (155)
algebra alaptétele A7/8 (354)
algebrai alak, komplex szamé z=a+bi TA.3.4+ (334)
algebrai elem C) DA.10.6 (376)
szam DA.10.6+ (376)
algebrailag zart test FA.10.17 (380)
altér U w D4.2.1 (104)
eltoltja u+ W F4.2.16 (109)
invarians D6.4.1 (186)
legsziikebb T4.3.4 (111)
trivialis 42.P1 (105)
antiszimmetrikus bilinearis fliggvény F7.2.1 (217)
antiszimmetrikus métrix F1.3.13  (30)
A-ortogonalis D7.2.4 (209)
argumentum, komplex szamé arg(z), ¢ DA.3.2 (333)
asszociativitas DA.4.2 (338)
atdarabolas 9.7 (289)
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balinverz
bal oldali egységelem
inverz
mellékosztély gH
nulloszté
bézis
Hamel
ortonormalt
BCH-kod, 2-hibajavito
t-hibajavito
Bessel-egyenl6tlenség
bijekcid
bilinearis fiiggvény A
antiszimmetrikus
ermitikus
ferdén ermitikus
komplex A
méatrixa [Alp
nulla 0
onadjungalt
szimmetrikus
valos A
binomialis egylitthato (")
binomialis tétel
blokk, matrixé
Bolyai—Gerwien-tétel
Boole-gytiri
bévités, testeknél M : L
blivés négyzet

C=komplex szamok
Cauchy—-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl&tlenség
Cauchy-féle fiiggvényegyenlet
Cayley—Hamilton-tétel
CBS=Cauchy—-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenség)
Chevalley tétele
ciklikus csoport (9)

kod
Cramer-szabaly
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Csebisev-egyenlGtlenség
csoport G
Abel-féle
alakzat szimmetirai
ciklikus (9)
diéder
elemrend o(g)
izomorfizmus ~
kommutativ
szimmetrikus Sh,
csoportkéd=linearis kod
csupaegy matrix J
vektor j

definit
negativ
pozitiv
deg=fokszam
Dehn-invarians
dekodolasi tabla
derivalt polinom
determinéans D,det A
Vandermonde Vay,...,an)
determinansrang, matrixé r(A)
diad
diagonéalis matrix
diédercsoport D,
dimenzi6, kodé n
vektortéré dim
dimenziotétel
direkt Osszeg, altereké WeZz
matrixoké
disztributivitas
dualis kod
tér

FE=egységmatrix
E=identikus linearis leképezés
egyenletrendszer

555
M9.6.7  (537)
DA8.1 (336)
DA.8.1+ (363)
A.8/PT (364)
DA8.3 (365)
A8.PT (364)
DA.82 (364)
TA.8.6+ (367)
DA.8.1+ (363)
A.8P5 (364)
D10.2.1 (303)
B9.5.1 (278)
E9.5.4 (459)
D7.3.2 (221)
D7.3.2 (221)
D7.3.2 (221)
B9.7.1 (290)

102 (305)
A7/10  (356)
D1.2.2 (17
D1.5.1  (38)

D3.4.1/D  (84)
F3.4.7 (89)
F4.2.2h  (106)
A.8P7 (364)
D10.1.6 (301)
D4.6.1 (127)
T5.4.1 (147)
D4.3.7 (112)
T6.6.1+ (195)
DA.5.1+ (345)
F10.3.10 (311)
F8.1.13 (236)
F2.1.3  (47)
51.P3 (137)

31 (56)
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egyértelmi primfaktorizacié egész szamokra

polinomokra
egység oszthatdsagnal
egységelem e, 1
egységmatrix E
egyszeri bovités L(©)

algebrai elemmel L(©)
egylitthatomaéatrix A
ekvivalenciarelacio
ekvivalens kdédok
elem inverze a”
elemrend csoportban o(g)
elemi ekvivalens &talakitas
ellenérzé jegyek szama kodnal S
ellentett —a
elGjeles aldeterminéans Ayl

térfogat, paralelepipedoné D
ermitikus bilinearis fliggvény
euklideszi algoritmus

gylrd

tér

komplex
valos

Euler-alak, komplex szamé z = |z]et®
Euler-féle p-fiiggvény o(n)
Fuler—Fermat-tétel

1

F,=modulo p test

®,,,=m-edik korosztési polinom

pnp=n-edik Fibonacci-szam

¢(n)=Euler-féle p-fiiggvény

faktorgytiri R/I

faktorizacio, egész szdmoké

faktortér V/W

felbonthatatlan egész szam
polinom

fels6haromszog-matrix

ferdetest

ferde kifejtés

ferdén ermitikus bilinearis fiiggvény

TA.2.2 (327)
AT/12 (357)
A7T/12 (356)
DA.4.4 (339)
F2.1.3  (47)
DA.10.4 (375)
TA.10.10 (378)
31 (57)
DA.1.3  (323)
E10.1.3 (468)
DA.4.5  (340)
DA.5.2 (364)
31 (57)
D10.1.6 (301)
DA.4.5+ (340)
D1.4.1 (31
9.8 (292)
T7.44 (226)
TA.2.2+ (327)
AT/12 (357)
D8.1.3 (231)
8.3 (243)
D8.1.3  (231)
TA.3.4+ (334)
DA.2.4 (329)
TA.2.6 (329)
A5P2 (346)
A7T/13  (358)
F4.68 (132)
DA.2.4 (329)
TA.9.5 (370)
9.3 (268)
F4.2.17 (109)
DA2.1 (326)
A7/12 (356)
F2.26 (53)
DA.5.1+ (345)
T1.4.3  (35)
F7.48 (228)
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Fibonacci-szam ©On F4.6.8 (132)
fok, fokszam, algebrai elemé deg © DA.10.9 (377)
grafban F9.5.1— (279)
polinomé deg f A7/5 (354)
testbvitésé deg(M : L) DA.10.2 (374)
fokszamtétel TA.10.3 (375)
féegytitthato (polinomé) A.7/5 (354)
fsideal  (a) DA.9.2  (369)
folosleges sor 3.1 (61)
f6tengelytétel T8.6.2 (254)
Frobenius tétele 5.6.P5 (156)
fiiggetlenség, linearis, T%-ban D3.3.3  (76)
vektortérben D4.4.2 (116)
Gauss-egész A.6.P2 (349)
Gauss-kikiiszobolés 3.1  (56)
Gauss-lemma polinomokra A.7/13  (358)
generalo polinom, kodé g D10.4.3 (316)
generalt altér, alterek altal (W, Z) D4.3.5 (111)
részhalmaz altal (H) D4.3.8 (112)
vektor és transzforméacio altal (u, A) D6.4.2 (186)
vektorok altal (ag, ..., a,) D4.3.3 (111)
generéalt ideal (a1,...,ax) FA.9.7 (372)
generatorelem ciklikus csoportban DA.8.3 (365)
generatormatrix, linearis kodé G D10.2.3  (303)
generatorrendszer D4.3.2 (110)
Gram—Schmidt ortogonalizécio T7.2.3 (209)
gyok, polinomé A7/6  (354)
t6bbszoros A4/7 (354)
gyoktényezs A7/6 (354)
gyt R DA.6.1 (348)
Hamel-bazis T4.5.7+ (124)
Hamming-kod D10.3.4 (310)
Hamming-sily D10.1.4 (299)
Hamming-tavolsag D10.1.4 (299)
haromszori ismétlés kod 10.1.P2 (300)
haromszogegyenltlenség T8.2.2 (237)
hasonlé matrixok ~ D6.1.6 (174)
(299)

hibajavité kod D10.1.3
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hibajelzs kod D10.1.2
hibaminta h 10.2
Hilbert harmadik problémé&ja 9.7
hiperkomplex rendszer D5.6.5
Hoffman—Singleton-tétel T9.5.1
Hom (V) T5.6.4—
Hom (Vy, V3) T5.5.3
homogén egyenletrendszer D3.1.3
hossz, kodé k D10.1.6
palyaé D6.6.4
vektoré x| D8.2.1
Holder-egyenlGtlenség ES.2.4
ideal I DA.9.1
identikus linearis leképezés & 5.1.P3
illeszkedési matrix, grafé F9.5.1—
halmazrendszeré F9.4.4
Im=keép (linearis leképezésé, matrixé), képzetes rész (komplex szamé)
incidenciamatrix=illeszkedési matrix
indefinit D7.3.2
index, részcsoporté |G : H| DA.8.5+
informécios jegyek szama (kodban) n D10.1.6
interpolécids polinom T3.2.4+
Lagrange-féle F3.2.11
Newton-féle F3.2.10
invarians altér D6.4.1
inverz a-! DA.4.5
matrix At T2.2.2
miivelet DA.4.6
inverzio, inverzidszdm permutéacioban I(o) D1.1.1
irreducibilis polinom A7/12
izomorfizmus, csoportoké i TA.8.6+
testeké = FA.5.4
vektortereké & D5.2.1
j=csupaegy vektor E9.54
J=csupaegy métrix B9.5.1
jobbinverz DA 4.5
jobb oldali egységelem DA.4.4
inverz DA 4.5

(299)
(304)
(289)
(155)
(277)
(155)
(149)
(63)
(301)
(197)
(237)
(436)
(368)
(137)
(279)
(274)

(221
(366
(301

(72
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jobb oldali mellékosztaly Hg
nullosztd
Jordan-alak

karakterisztika

karakterisztikus polinom ka

képtér, leképezésé ImA

képzetes szam
méatrixé ImA

Ker=mag, magtér

kétoldali egységelem e
inverz a”

kétszeri ismétlés kod

kibovitett matrix Alb

kinai maradéktétel

kicserélési tétel

kifejtési tétel

kis Fermat-tétel

kisérg transzformacio

kivonéas —

kod K
BCH, 2-hibajavito
BCH, t-hibajavito
ciklikus
dimenzi6 n
duélis
ellenérzé jegyek szama S
generalé polinom g
generatormatrix G
Hamming
haromszori ismétlés
hibajavito
hibajelz6
hossz k
kétszeri ismétlés
kvazi-paritasellenérzé matrix Q
linearis A
paritasellenérzé matrix P
paritasvizsgalat
Reed—Muller

559
DA.8.5 (366)
DA.6.2 (349)
T6.6.6 (200)
FA.11.5 (386)
D6.2.2 (177)
D5.1.3  (136)
DA.3.1 (333)
42P4 (106)
DA.4.4 (339)
DA.4.5 (340)
10.1.P1  (300)

31 (58)

TA.2.10A  (330)
L4.5.5 (123)
T14.2  (32)
TA.2.6A (329)
T5.8.14 (168)
DA 4.6+ (341)
D10.1.1  (298)
T10.4.1 (314)
T10.4.2 (315)
F10.4.9 (318)
D10.1.6 (301)
F10.3.10 (311)
D10.1.6 (301)
D10.4.3 (316)
D10.2.3  (303)
D10.3.4 (310)
10.1.P2  (300)
D10.1.3  (299)
D10.1.2  (299)
D10.1.6 (301)
10.1.P1  (300)

104 (313)

D10.2.1 (303)
D10.3.1 (308)
10.1.P3  (300)
F10.4.11 (319)
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kodszo c

kombinacid, linearis
kommutativ csoport

Z Aiu;

gydrd
test T
kommutativitas

komplementer, 0—1 vektoré
komplex bilinearis fiiggvény A
egységgyok
rendje o(w)
euklideszi tér
skalarszorzat X-Z
szam z=a+b
algebrai alak z=a+bi
abszolut érték |z
argumentum arg(z), p
Euler-alak z = |z|et®
gyokvonas Vz
képzetes rész Im 2
konjugalt z
Osszeadas
SZOrZAas
$70g arg(z), p
trigonometrikus alak z =
valos rész Rez
komponens, vektoré
kompozicié
kongruencia =
koordinéata, vektoré
bézis szerint
koordinatavektor
korosztasi polinom P,,
kozleményszo v
kvadratikus alak A
kvaternio
kvazi-paritasellen6rzé méatrix, kodé Q

|z|(cos ¢ + isin )

Lagrange-féle interpoléciés polinom
Lagrange-tétel csoportban
Laplace-kifejtés, determinansé

D10.1.1
D3.3.1

DA 8.1+
DA.6.1+

DA.5.1
DA 4.3
F10.3.13
D7.4.1
DA.3.6
DA.3.6
8.3
D8.3.1
DA.3.1

TA.3.4+

DA.3.2
TA.3.2

TA.3.4+

TA.3.5
DA.3.1
DA.3.2
DA.3.1
DA3.1
DA.3.2

TA.3.4+

DA.3.1
D3.1.5
A.4.P6
DA.2.3
D3.1.5
D4.7.1
5.1.P5
A.4/13
D10.1.1
D7.3.1
5.6.P5
10.4

F3.2.11
TA.8.6
F1.4.15

(298)
(75)
363)
348)
344)
338)
311)
225)
335)
335)
243)
243)
333)
334)
333)
333)
334)
335)
333)
333)
333)
333)
333)
333)
333)
(64)
(338)
(328)
(64)

)

)

)

)

)

)

)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

(133
(137
(358
(298
(219
(156
(313
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legnagyobb kozos osztod, egész szamoknal (a,b)
polinomoknél) (f,9)
legsziikebb altér
ideal
résztest
leképezés, lasd linearis leképezés
lépcsés alak
redukélt
linearis diofantikus egyenlet Arx+ By=C
egyenletrendszer
fliggés
fiiggetlenség T*-ban
vektortérben
fliggvény
kod A
kombinacié POPILIE
kongruencia axr = b (mod m)
leképezés A
maétrixa (Al
Osszeadas A+ B
skalarszoros AA
SZOrZ4s AB
Osszefiiggsség, linearis, T*-ban
vektortérben
sokaséig u+Ww
transzformacio A
Inko=legnagyobb ko6z6s osztd

p(n)=Mobius-fiiggvény

mag, kvadratikus alaké Ker A

magtér, leképezésé Ker A
méatrixé Ker A

maradékos osztas egész szamokra
polinomokra

maradékosztaly, ideal szerinti a+1
modulo m

redukalt

maradékosztalygytiri, ideal szerinti R/I

modulo m Z,,

561
DA2.1 (321)
AT/12 (357)
T4.3.4 (111)
TA.9.3+ (369)
TA.10.5 (376)

31 (60)
31 (60)
TA.28 (330)
31 (56)
D4.4.4 (117)
D3.3.3  (76)
D4.42 (116)
F7.1.9 (208)

D10.2.1 (303)
D3.3.1  (75)
TA.2.9 (330)
D5.1.1 (135)
D5.7.1 (162)
D5.5.1 (149)
D5.5.2 (150)
D5.6.1 (153)
D3.32  (76)
D4.4.1 (116)
F4.2.16 (109)
D5.1.6  (138)

MA.3.14b (546
F7.3.14 (224

(546)
(224)
D5.1.4  (136)
4.2.P4 (106)
TA.2.2 (327)
A.7/12  (356)
TA.9.5 (370)
DA.2.3+ (328)
A8.P3 (363)
TA.9.5 (370)
A6.P5 (350)
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matrix A
adjacencia, grafé A
adjungalt A*
antiszimmetrikus
bilinearis fiiggvényé [A]p
blokk
determinansrang r(A)
direkt Osszeg
fels6haromszog
hasonlo ~
illeszkedési, grafé
halmazrendszeré
inverze At
képtere ImA
kibévitett  A[b
kvéazi-paritasellenérzs, kodé
leképezésé [Alab
magtere Ker A
négyzetes
nilpotens
nulla 0
nyoma
oszloprang r(A)
Osszeadas A+ B
paritasellendrzs, kodé P
rang r(A)
regularis
skalarral szorzas AA
sorrang r(A)
szimmetrikus
szingularis
SZOTZAas AB
transzponéalt AT
vektoré [V]e
megforditasi fliggvény
mellékosztaly, részcsoport szerint
merdleges €L
kiegészits ~ ()*
vetiilet
metrikus tér

gH,Hg

D1.2.1  (17)
B9.5.1 (277)
D2.1.7  (46)
F1.3.13  (30)
D7.1.3  (206)
T6.6.1+ (195)
D3.4.1/D  (84)
T6.6.1+ (195)
F2.26 (53)
D6.1.6  (174)
F9.5.1— (279)
F9.4.4 (274)
T2.2.2  (50)
4.2P4 (106)
31 (58)

104 (313)
D5.7.1 (162)
42P4 (106)
D1.2.1+ (18)
F4.2.2d  (106)
T2.1.3  (42)
F5.1.3c  (139)
D3.4.1/0  (83)
D2.1.2  (42)
D10.3.1  (308)
T3.4.2  (85)
D3.5.1  (91)
D2.1.2  (42)
D3.4.1/S  (84)
F4.2.2j (106)
D3.5.1  (91)
D2.1.4  (43)
D2.1.6  (46)
51.P5 (137)
MA.11.12b  (551)
DA5.5  (366)
D8.1.5 (232)
D8.1.6 (233)
T8.1.7+ (233)
D8.2.6 (238)
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minimélpolinom, algebrai elemé me
linearis transzforméacioé my

Minkowski-egyenl6tlenség

modulo m maradékosztalygytri Z,,

modulo p test F,,Z,
Mobius-féle megforditasi formula
Mobius-fiiggvény p(n)
multiplicitas, gyoké

mivelet

miiveleti tabla

negativ definit
szemidefinit
négyzetes matrix
nem kommutativ test
Newton-féle interpoléciés polinom
nilpotens méatrix
norma, vektoré x|
normalis transzformacio
normélt tér

nulla bilineéris fliggvény 0
elem 0
leképezés O
métrix 0
vektor 0
nulloszté

nullosztémentes gyird
nyom, matrixé

O=nulla leképezés
ortogonalis transzformécio
vektorok
ortonormalt bézis
rendszer
oszloprang, métrixé r(A)
oszlopvektor
osztalyelsé
osztas

(376)
(180)
(436)
(350)
(345)
MA.11.12b  (551)
MA.3.14b  (546)
(354)

(337)

(484)

D3.4.1/0

DA.10.7
D6.3.1
E8.2.4
A.6.P5
A.5.P2

AT)T
DA.4.1
EA.4.3

D7.3.2 (221)
D7.3.2 (221)
D1.2.1+ (18)
DA.5.1+ (345)
F3.2.10 (74)
F4.2.2d (106)
D8.2.1 (237)
D8.5.1 (249)
D8.2.3 (237)
7.1.P4 (205)
DA 4.4+ (340)
5.1.P2 (137)
T2.1.3  (42)
D4.1.1  (97)
DA.6.2 (349)
TA.6.3+ (349)
F5.1.3¢c  (139)

51P2 (
D8.6.3 (
D8.1.5 (232
D8.1.4 (
D8.1.4 (

102 (

2
2
(83
D3.15 (64
3
DA.4.6+ (3
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onadjungalt bilineéris fliggvény
transzformacio

Osszeadés, komplex szamoké
leképezéseké A+ B
matrixoké A+ B
polinomoké
vektoroké V4w

Osszefliggés a polinom gyokei és egytlitthatoi kdzott

Osszefiiggsség TF-ban
vektortérben

Osszegzési fiiggvény

palya, vektoré

hossza
paralelepipedon, n-dimenzibs
noindent  térfogata D

paraméter, szabad
paratlan permutacié
Paratlanvaros
paritasellenérzé matrix P
paritasvizsgalat kod
paros permutacio
Parosvaros
Parseval-formula
permutacio o
inverzioszama I(0)
paratlan I(o)
paros I(o)
Petersen-graf
polinom
derivalt
felbonthatatlan
fok, fokszam
fGegytitthatod
Gauss-lemma
generalo, kodé g
gyok
t6bbszoros
interpolécios
Lagrange-féle

T7.4.4 (226)
D8.5.4 (250)
DA.3.1 (333)
D5.5.1 (149)
D2.1.2 (42
A7/3 (353)
D4.1.1  (97)
AT/11 (356)
D3.32  (76)
D4.4.1 (116)
MA.11.12b  (551)
D6.6.4 (197)
D6.6.4 (197)
9.8 (292)

9.8 (292)

3.1 (61)
D1.1.2  (14)
T9.4.1 (272)
D10.3.1  (308)
10.1.P3  (300)
D1.1.2  (14)
T9.4.2 (272)
F8.2.14c  (242)
1.1 (13)
DI.1.1  (14)
D1.1.2  (14)
D1.1.2  (14)
F9.5.1 (279)
AT (352)
A.7/10  (356)
AT/12  (356)
AT/5 (354)
AT/5  (354)
AT/13 (358)
D10.4.3 (316)
AT/6  (354)
AT/T (354)
T3.2.44+ (72)
F3.2.11 (74)
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Newton-féle
irreducibilis
karakterisztikus ka
korosztasi d,,
Osszeadés
primitiv, egész egyiittthatos

F, felett
reducibilis
SZOTZAas

polinomfiiggvény
polinomkod g
pozitiv definit
szemidefinit
prim
primitiv elem A
gyok modulo m
n-edik egységgyok
polinom, egész egyiittthatos
F, felett
projekcio P
projektiv sik
valos
véges

Q=racionalis szamok

R—=valés szdmok
racionalis gyokteszt
rang, leképezésé
matrixé r(A)
vektorrendszeré
Re=valos rész (komplex szamé)
reciprok 1/a
reducibilis polinom
redukalt lépcsds alak (RLA)
maradékosztaly
Reed—Muller-kod
reflexiv relacio
regularis graf
matrix

565

F3.2.10 (74)
AT/12 (356)
D6.2.2 (177)
A.4/13 (358)
A7/3 (353)
AT/13  (358)
A11/6  (384)
A7T/12 (356)
AT/3 (353)
AT/2 (352)
D10.4.3 (316)
D7.32 (221)
D7.32 (221)
TA.2.2+ (327)
A11/3  (382)
DA.8.3+ (365)
DA.3.6 (335)
A7T/13  (358)
A11/6  (384)
F5.6.18 (160)
F9.5.11 (280)
FA.11.13 (387)
F9.5.11 (280)
AT/9  (355)
F5.7.11 (168)
T3.4.2  (85)
D4.6.5 (129)
DA.4.5+ (340)
A7T/12  (356)
31 (60)
A.8P3 (363)
F10.4.11 (319)
DA.1.3  (324)
F9.5.1— (279)
D3.5.1  (91)
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rekurzio

relacio
ekvivalencia
reflexiv
szimmetrikus
tranzitiv

rend, csoportelemé o(g)
komplex egységgyoké o(w)
modulo m om/(c),o(c)
vektoré os(u)

relativ prim

részcsoport H

részgytri S

résztest

RLA=redukalt lépcsss alak

sajataltér
sajatbézis
sajatérték
sajatvektor
Schonemann—Eisenstein-kritérium
Sidon-sorozat
skalar A
skalarral val6 szorzas, leképezésnél AA
matrixnal AA
vektornéal Au
skalarszorzat u-v
komplex
R*-ban
sikon, térben
sorrang, matrixé r(A)
sorvektor
spektrum, grafé
saly, 0-1 vektoré

szabad paraméter

szemidefinit

szimmetriacsoport

szimultan kongruenciarendszer

F4.6.8 (131)
DA.1.3— (323)
DA.1.3 (324)
DA.1.3  (324)
DA.1.3  (324)
DA.1.3  (324)
DA.8.2 (364)
DA.3.6 (335)
DA.2.7 (329)
D6.5.1 (189)
DA.2.1 (326)
DA.8.4 (366)
FA.6.10 (351)
FA.5.5 (347)
3.1 (60)
T6.1.3 (173)
T6.1.4 (173)
D6.1.1  (172)
D6.1.2 (172)
A.7/13  (357)
9.6 (281)
D2.1.2+ (42)
D5.5.2  (150)
D2.1.2  (42)
D4.1.1  (98)
D8.1.1 (231)
D8.3.1 (243)
7.1.P2 (205)
7.1.P1  (204)
D3.4.1/S  (84)
3.4 (83)
F9.5.1— (279)
D10.1.4  (299)
3.1 (61)
D7.3.2 (221)
A.8P7 (364)
TA.2.10 (330)
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szimmetrikus bilinearis fliggvény
csoport Shn
differencia
matrix
relacio
transzformacio
szindroma, P(z)
szingularis matrix
szomszédsagi matrix, grafé A
szorzéas, komplex szamoké
leképezéseké AB
matrixoké AB
polinomoké
skalarral, lasd skalarral val6 szorzas
sz0g, euklideszi térben
komplex szamé arg(z), p

Tk

Tk><n

T[x]=a T test feletti polinomgytird
tabla, dekédoldsi

miiveleti
tavolsag, metrikus térben T
normalt térben T

0-1 vektoroké
tehetetlenségi tétel
térfogat, paralelepipedoné D
test T
testbGvités M : L

egyszerd L(©)

foka deg(M : L)
tilos sor
t6bbszoros gyok
transzcendens elem

szam

D7.2.1
A.8.P5
FA.4.1f
F4.2.2]
DA.1.3

DS.6.1
T10.3.2—
D3.5.1
B9.5.1
DA.3.1
D5.6.1
D2.1.4
AT/3

D8.2.7
DA.3.2

D3.1.5

D2.1.1+

A.7/4
10.2
EA.4.3
D8.2.6
D8.2.4
D10.1.4
T7.2.6
9.8
DA.5.1
DA.7.1
DA.10.4
DA.7.2
3.1
A4)T

567

(208)
(364)
(343)
(106)
(324)
(254)
(309)

(91)
(277
(333
(153

(4

)
)
)
3)
(353)
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transzformacio, adjungalt A*
kisérs
linearis A
normalis
ortogonélis
onadjungalt
szimmetrikus
unitér
transzponalt matrix AT
tranzitiv relacio
trigonometrikus alak, komplex szamé z = |z|(cos ¢ + isin @)
trividlis altér
ideal
linearis kombinéacio
megoldas homogén egyenletrendszernél
részcsoport

unitér transzformacio

valds bilineéris fiiggvény A
euklideszi tér
Vandermonde-determinans V(ay,...,ap)
véges projektiv sik
test T, M, F,
vektor u
abszolut értéke, hossza, norméja |||
maétrixa [v]e
vektortér |4
vezéregyes

Wedderburn tétele
Z—=egész szamok

Z.,,—modulo m maradékosztalygytiri
zérogydrd

D8.4.1 (168)
D5.8.14 (168)
D5.1.6 (138)
D8.5.1 (249)
D8.6.3 (255)
D8.5.4 (250)
D8.6.1 (254)
D8.5.5 (250)
D2.1.6  (46)
DA.1.3 (324)
TA.3.4+ (333)
42P1 (105)
DA.9.1+ (369)
D3.3.2— (76)
D3.1.3+ (63)
A.8.4+4 (366)
D8.5.5 (255)
D7.1.1  (204)
D8.1.3  (231)
D1.5.1  (38)
F9.5.11 (280)
A1 (381)
D4.1.14+ (98)
D8.2.1 (237)
51.P5 (137)
D4.1.1  (97)

31 (60)
FA.6.8 (351)
A.6.P5 (350)
FA.9.1 (371)



