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ELOSZO

Feladatgytijteményiink a 2007-ben megjelent Klasszikus dinamikus meteorologiai feladatgylijtemény masodik
része, annak szerves folytatasa, céljaiban és szemléletében mindenben koveti az elsé rész megirasakor kitiizott
célokat. Erdemesnek latjuk tehat idézni az els6 kotet eldszavanak ide vago részeit:

A meteoroldgia fiatal tudomany. Elméleti alapjait, a dinamikus meteorologiat a XX. szazad elsé harmadatdl kezdték
kidolgozni, és egyes agai, példaul a felhéfizika, a miiholdfizika, a radarmeteoroldgia csak a XX. szazad kozepén,
végén kezdtek kifejlodni. Ennek megfelel6en a rendelkezésre 4116 magyar nyelvii tankonyvi kinalat is szerényebb
a korabban kialakul6, szélesebb teriiletet atfogd tudomanyokéhoz képest.

Kiilonosen igaz ez a feladatgyiijteményekre! Pedig ma mar mindeniitt az alkalmazasképes tudast keressiik. Nem
elég a torvények megértése, tudasa, képesnek kell lenniink az ismeretanyag sokoldalt alkalmazasara, gyakorlati
koriilmények kozotti felhasznalasara. A feladatgylijtemények az alkalmazas gyakorlasara, a megértés ellenérzésére
kinalnak lehetdséget. Jelen feladatgylijtemény az egyetemi tankonyv-kinalatban hianyt potol. A magyar nyelvii
irodalomban ilyen méretli és a meteoroldgia egyetemi tananyagat ilyen teljességgel lefedé mii még nem jelent
meg.”

A fentiekben lefektetett elveket kdvetve megtartottuk szerkesztési alapként, hogy minden fejezetet részletes elméleti
Osszefoglaloval inditunk, ami ebben a kotetben annal is inkabb indokolt volt, mert tankdnyvi anyag gyakran csak
angol nyelven all rendelkezésre. A feladatok megoldasat minden esetben részletesen kdzoljiik, mert gy gondoljuk,
hogy ez a dinamikus meteorologia elméleti anyaganak megértését is segiti a hallgatok szamara. Figyelembe vettiik,
hogy az elektronikus tankonyvek a nyomtatottaknal kissé nehezebben tekinthet6k at és a hivatkozasok kezelése is
nehézkesebb, ugyanakkor a terjedelem kevésbé korlatozott és a keresés is konnyebb. Ezt kihasznalva esetenként
vallaltuk a redundans megfogalmazasokat, és sziikség esetén az egyszer mar leirt képletek megismétlését.

A feladatanyag bésége mar az els6 kdtet megirasakor is zavarba ejtd volt a szerzok szdmara, éppen ezért kellett a
feladatgytijtemény anyagat két részre bontani. Az els6 kotet az alapokat fedi le, a meteoroldgiai termodinamikat,
a légkori folyamatok hidrosztatikai leirasat, a felhdfizikat és a szinoptikus meteoroldgia miiveléséhez sziikséges,
egyszerii adatbazisok kezelését tartalmazza. A munka megjelenésekor is éreztiik azonban, hogy a mti a meteorologia
dinamikai folyamatainak targyalasa nélkiil csonka. Igy nagy 6romiinkre szolgalt, hogy az ELTE Természettudomanyi
Kar altal elnyert TAMOP palyézat keretében, ha e-konyv formaban is, de mod nyilik a munka teljessé tételére.

A feladatanyag tizenharom fejezetre tagolodik. Alapjat az elso 6t fejezet alkotja (A 1€gkdri hidro-termodinamikai
egyenletrendszer; A 1égkori kinematika; Egyensulyi és nemegyensulyi mozgasok a 1égkorben; A cirkulacio és az
orvényesség; A légkordinamikai egyenletek felallitasa, vizsgalata és megoldasa) amely a klasszikus dinamikus
meteorologia témakoreit és mozgasformait oleli fel. A 1égkdri folyamatokat leird hidro-termodinamikai
egyenletrendszer a Newton térvények és a termodinamika alaptorvényeinek specialis megfogalmazasat jelenti a
Folddel egyiitt forgd koordinata-rendszerben. Alapvetd célunk volt, hogy ezt minden meteorologushallgato értse,
és vilagosan lassa. Emiatt a példatar jocskan tartalmaz tisztan a fizika témakorébe tartozo feladatokat is. Ezek a
feladatok azonban mindig azt célozzék, hogy a kés6bbiekben a megoldasukhoz hasznalt gondolatmenetek mar
ismertként jelenhessenek meg a tisztan 1égkori folyamatok leirasaban. Hasonloképpen fontosnak éreztiik, hogy a
fizikaban alkalmazott matematikai technikak is részletezésre keriiljenck. A meteorologia elméleti szakirodalma
nem alakitott ki egységes jelolésrendszert, s erre mi sem torekedtiink. Inkabb azt kivantuk megmutatni, hogy a
kiilonféle jelolésrendszerek ekvivalensek, s érdemes mindig az adott feladatkorhoz legjobban illeszked6ével dolgozni.
Ezzel segiteni kivanjuk a hallgatokat a meteorologia szakirodalméanak olvasasaban is, hiszen a sokszinl
jelolésrendszer ott is megjelenik. A kinematikai leiras keretében targyaljuk a meteorologiaban alkalmazott
vektoralgebrai és vektoranalitikai 6sszefiiggéseket is, ijdonsagként, a nabla szimbolika mellett részletesen kitériink
az Einstein szimbolikéval torténd leirasara is. Kiemelt jelent6ségii a cirkulacio és 6rvényesség kérdéskorét feldolgozo
fejezet a lokalis és a globalis leiras kapcsolatanak megértetésében. Az alapozo fejezetekben, de a késébbiek soran
is nagy hangstlyt fektettiink a 1égkori folyamatok nagysagrendi analizisére és annak bemutatasara, hogy a
nagysagrendi analizis hogyan vezet a kiilonboz6 skalaju folyamatok leirasaban az altalanos egyenletrendszer
egyszerlsitésére. A 1égkordinamikai egyenletek felirasakor kiemelten foglalkoztunk a kétdimenzids sekélyviz
tipust aramlasokkal, mint a 1égkdri folyamatok egyszerisitett hidrodinamikai modelljeivel.

A VI-IX fejezet specialis légkori mozgasformakkal és rétegekkel foglalkozik (Diszkontinuitasi feliiletek a 1égkorben;
A légkori turbulencia; A felszinkdzeli réteg és a planetaris hatarréteg; A 1égkdri hullammozgasok) A 1égkdri
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turbulencia és a planetaris hatarréteg viszonylag részletesebb kidolgozasat az tette sziikségessé, hogy ezek a
folyamatok alapjat képezik a felszin-légkor kolcsonhatast leird modelleknek.

A kovetkezd harom fejezet (X., XI. és XII.) specialis kérdésekkel foglalkozik. A X. fejezet a 1égkdri energetikat
dolgozza fel, mig XI. a szinoptikus skalaju folyamatokkal, a XII. pedig a kiilonb6z6 nagysagrendt folyamatokban
megjelend instabilitdsokkal foglalkozik. Bar nem tekintettilk els6dleges feladatunknak a kétciklusu képzés
szerkezetéhez vald illeszkedést, ezek a fejezetek a dinamikus meteorologia targy keretein tilmutatva segédletiil
szolgalnak a képzésben megjelend 1égkori energetika, szinoptikus meteorologia €s mezoszinoptika tantargyakhoz.
(Hasonlé mddon a hulldmtani fejezet is felhasznalhat6 a Folyadékdinamika c. tantargyhoz.) Ezekben a szinoptikus
meteorologiahoz kapcsolddo fejezetekben torekedtiink arra, hogy a szokasos szamitassal kdvetheté megoldasok
mellett a szemléletbdl adodo, pusztan a folyamatok jellegébdl kdvetkezd kvantitativ megoldasokat is bemutassunk.

A modern meteorologia elképzelhetetlen a numerikus modszerek hasznalata nélkiil. Ezek alkalmazasahoz szolgal
feladatokkal a konyv utolso fejezete, amely épit a Numerikus prognosztika c. tankonyv, valamint az Alkalmazott
szamszerQ elOrejelzés c. e-jegyzet anyagara, segitve a szdmszeri elérejelzés oktatasat. E fejezetet SzEépszd Gabriella,
az OMSZ munkatarsa készitette, ezzel is kifejezve az Orszagos Meteoroldgiai Szolgalat szerepét a fiatal generaciod
oktatasaban.

Bar az e-konyv els6sorban a meteorologushallgatok egyetemi képzését célozza, ugy gondoljuk, hogy haszonnal
forgathatjak azok a régebben végzett kollégak is, akik oromiiket lelik ,,egy kis agytornaban”, illetve érdeklédnek
a meteorologusképzésbe a gyakorlat szintjén bekeriilt 0j témak irant. Bizunk abban is, hogy a hidrodinamika és
kdrnyezetfizika irant érdekl6dé nem meteorologushallgatok is talalnak specialis, a szakjukhoz illeszkedo feladatokat
¢s felhasznalhato probléma-megoldasi modszereket a munkaban.

Emlitettiik mar a boség zavarat a feladatokkal kapcsolatban. Hissziik, hogy a feladatgylijtemény szerkezete nyitott,
s az e-konyv forma természetes lehetdséget nyujt a bovitésre, igy a késdbbiekben a feladatgytijtemény tovabb
gazdagodhat.

Alkoto szerkesztokként kotelességiinknek érezziik, hogy kiemeljiik a szerzégardanak a képzés iranti elkotelezettségét,
amellyel a vallalt terjedelemtdl fiiggetleniil arra torekedett, hogy minden fontosnak gondolt ismeret bekeriiljon a
kotetbe. A szerzok mellett sokan jarultak hozza feladatokkal és Gtletekkel a példatarhoz, koziiliikk szeretnénk ezen
a helyen megkiilonboztetett koszonetet mondani volt kolleganknak Prof. Szunyogh Istvannak (Texas A&M
University, Department of Atmospheric Sciences) az V.1. és V.2. fejezet feladatainak rendelkezésre bocsatasaért,
valamint Horanyi Andrasnak (OMSZ) a XIII. fejezet elkészitéséhez nytjtott segitségéért.

A feladatgytijtemény szinességéhez és hasznalhatosagahoz nagyban hozzajarulnak az abrak és videok. Megkoszonjiik
az abrak rajzolasaban nyujtott segitséget Varga Attila, 2013-ban végzett kdrnyezettudomany szakos hallgatonak,
valamint az interaktiv videok elkészitését Bordas Arpadnak és Soti Gergelynek, akik a videokat még korabban,
az Ujvidéki Egyetemen készitették. Koszonjiik Bajhober Eszter Lilla I1. éves meteorologus MSc-, valamint Ludéanyi
Erika 2013-ban végzett meteorologia szakiranyos BSc-s hallgatoink segitségét is, akik sajat szamitasi eredményeik
alapjan készitettek modell animaciokat.

Segitettek a példak atnézésében az 1. éves meteorologus MSc hallgatok, mindenekeldtt Kovacs Attila, koszonet
érte.

A légkordinamikai és a hatarréteg modellezéssel foglalkozo feladatokban 6sszefoglalt ismeretanyag hozzajarult a
Nemzeti Kozszolgalati Egyetem vezetésével megvalosulé TAMOP-4.2.1.B-11/2/KMR-2011-0001 pélyazat
sikeréhez.

Végiil megkdszonjiik a feladatgytlijteménynek a tankdnyvtar formatumahoz valo illesztését palyazati partneriinknek
a PROMPT-G Szamitastechnikai Oktatokozpont Kft-nek és Rétsaghy Zsolt témafelelosnek.

A feladatgylijtemény nem késziilhetett volna el a ,,A foldtudomanyok oktatasanak megujitasi lehetdségei az e-
learning fejlesztések és lehetdségek titkrében” TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0073 palyazat tamogatasa nélkiil,
koszonetet mondunk a palyazat kiirdinak, valamint a palydzat managementjének.

Budapest, 2013. szeptember 5.

Tasnadi Péter és Weidinger Tamas
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l. fejezet - A légkori
hidro-termodinamikai egyenletrendszer

Weidinger Tamas
Tasnadi Péter
Bordas Arpad
Leeléssy Adam

1.1. Altalanos mechanikai feladatok

Egyenletesen valtozo mozgas esetén a ! id6 alatt megtett Gt ()

O):

a)haatest 1= 0 id6pillanatban nyugalomban van (“"1 =

ahol @ a gyorsulas. f id6 mulva a test sebessége: ¥ =4t
b) ha a test sebessége ¢ =0 idSpillanatban Vo.

a 2
X=wr+—t
- ¥

Ha a tomegpont, melyre megadott szabad erd hat, csak eléirt palyan (eloirt feliileten, vagy gorbén) mozoghat
(példaul egy fonalon fliggd inga), akkor kényszermozgésrdl beszéliink. A mozgas dinamikai leirasanal a tdmegpontot
meghatarozott palyara kényszerit6 test hatasat tin. kényszererdvel vessziik figyelembe. Ha a kényszererdrdl csak
annyit tesziink fel, hogy mindig az eldirt palya normalisaba esik, akkor a kényszermozgast végzo testnek a palya
érint6jébe eso (tangencialis) gyorsulasat a testre hato szabaderd érint6 iranya dsszetevéje szabja meg (m G = Ff).
A szabaderdnek a palya normalisaba esd (F”-) Osszetevije €s a kényszererd (F::) algebrai Osszege a tdmegpontra

A
m—
hat6 normalis iranyt erdt hatdrozza meg, ami egyenlé az ~ * centripetalis er6vel:

F+F=F,=m_

ahol * a mozgas palyajanak (pillanatnyi) sugara.

A pontrendszerek mozgdsanak leirdsakor a pontrendszer minden egyes tagjara felirjuk a mozgasegyenletet,
szamitasba véve az Osszes belso €s kiilso erdt és a fenndllo kényszerfeltételeket.

A pontrendszer mozgasmennyisége (impulzusa) a tdmegpontok mozgasmennyiségeinek vektori dsszege, ami csak

akiils6 erdk ( F; ) hatasara valtozik. Zart rendszer mozgasmennyisége allando. Newton I11. torvénye (hatas-ellenhatas)
S F} =0

szerint a belso erok ereddje zérus: , ahol i és j a két egymasra hato tdmegpont szdma,

pedig a belso erdkre utal.

‘¥ J abindex
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

A pontrendszer ¢ tdmegkdzéppontja gy mozog, mintha benne a pontrendszer egész tomege ©  volna

egyesitve ¢s ra a pontrendszer tagjaira (m-") hat¢ kiils6 erdk vektori 6sszege hatna.

A merev testek statikaja

Sikban koncentralt erérendszerrdl beszéliink, ha a sikbeli erérendszert alkoto erék hatasvonalai k6zos pontban
metszik egymast. A sikban koncentralt erérendszer egyetlen eredd erévé egyesitheto:

- az eredd hatasvonala mindig atmegy az 6sszetevo erdk hatdsvonalainak kdzos metszéspontjan,

- sikban koncentralt erérendszer eredéjének nyomatéka a sik tetszéleges pontjara egyenld az Gsszetevd erdk
ugyanezen pontra szamitott nyomatékainak algebrai 6sszegével,

- sikban koncentralt erérendszer ereddje zérus, ha harom nem egy egyenesben fekvd pontra szamitott nyomatéka
zérus.

Egyetlen esettdl — az erdpartol — eltekintve parhuzamos hatdsvonalu er6k rendszere is helyettesithet6 egyetlen
erével. Ha a sikbeli erérendszer tagjainak hatdsvonalai nem kdzos pontban metszik egymast, akkor sikban szétszort
erérendszerrél beszéliink. Altalaban fennall, hogy a merev testre hato tetszSleges erérendszer egyetlen erével és
egyetlen erdparral helyettesithetd. Az erd a testre hat6 erdk, a forgatonyomaték pedig a testre hatd forgatonyomatékok
vektori 0sszege. Egyenstlyi allapotban a merev testre hatd erdk és forgatdnyomatékok vektori dsszege is zérus.
(Megjegyezziik, hogy merev test mozgasa esetén a test kivalasztott barmely két pontjanak egymdshoz képesti
tavolsaga nem valtozik.)

A merev test tengely koriili forgdsat dinamikailag az

m=0%9_04
de”
=7 m- r?
Osszefiiggés irja le, ahol : most a testnek az adott tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka,

. " M="M,
- - ] L

aholaz ™ tomegpont forgastengelytdl mért tavolsaga i Pa forgas szogsebessége ¥ a szoggyorsulas,

pedig a merev testre hatd kiilso er6k adott tengelyre vonatkozo6 forgatonyomatékainak 6sszege. Ha a sulyponton

dtmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték O—', akkor az ezzel parhuzamos és a sulyponton atmend

tengelytSl € tavolsagra levo tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték Steiner tétele szerint:

Q,=0. +md

A rogzitett tengelyre vonatkoztatott forgasmennyiség vagy impulzusnyomaték (V) nagysaga a tehetetlenségi
nyomaték és a szogsebesség (') szorzata:

Vo _0j-ow
dr .

A tengelyre vonatkoztatott impulzusnyomaték valtozasara fennall, az
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=
dr

Osszefiiggés. Vektori alakban irva:
N=rxp

ahol most ¥ a forgatonyomaték vektor. Newton masodik torvénye alapjan:

F-®
dr
Teljesiil tovabba, hogy
M=rxF

A forgémozgas soran végzett 47 elemi munka alakja pedig

dir = M d¢
mig a munkatétel alakja:
A =d @ |
|2 !
Mereyv test sikmozgasa az
¢ _ dlmv.) ;AN
LE == M=
SF %,
egyenletekkel irhato le, ahol ¢ a testre hato kiils6 er6k ereddje, ~* < a test teljes impulzusa, a testre

haté kiils6 er6k tomegkozéppontra vonatkoztatott forgatonyomatékanak eredéje, N a test tomegkozéppontra
vonatkoztatott teljes impulzusmomentuma.

A gravitdcios tér

A Fold kdzéppontjatol * (r > e , ahol Rr =6371km a Fold sugara) tdvolsagban a gravitacios térer6sséget az

altalanos gravitacios torvény alapjan irhatjuk fel:

_Per

i
M
|

B S

aho] 77 =6-107 ke =6,67428- 10" m kg 57

a Fold tomege, a gravitacios allandé. Igy a Fold kozéppontjatol

¥ tavolsagraa ~ * geopotencial értéke:
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

_— . o . m® =mgr
az tomegi test potencialis energija pedig: .

Ha a sikban fekv6 () koordinata-rendszer a sikra merSleges tengely koriil 4llandé €2 szogsebességgel forog,

akkor e rendszerhez viszonyitott @ gyorsulassal és ¥ sebességgel mozgo test gyorsulasa az abszolut (inercia)
rendszerben:

t,, =a+20xv+ Qx(Qxp)

Az egyenlet jobb oldalanak masodik tagja a Coriolis-gyorsulas, mig a harmadik a centrifugalis gyorsulas. Mindkettd
tehetetlenségi gyorsulas (masképp kifejezve inercialis, vagyis a forgo inerciarendszerben tapasztalhato gyorsulas).
A tomegpontnak a forgd rendszerhez viszonyitott gyorsulasat a testek altal kifejtett tényleges és a bevezetett
tehetetlenségi erdk ereddje szabja meg. Megjegyezzilk, ha a Fold szogsebesség valtozasabol szarmazo hatast is
figyelembe kivanjuk venni (az egyik nap nem pontosan olyan hosszu, mint a masik, hiszen a Fold-1égkor rendszer
impulzusmomentuma allando, de kiilon a 1égkor és kiilon a Fold impulzusmomentuma nem allando), akkor egy

_dew

Bxr taggal is szdmolni kell, ahol dt a szoggyorsulds. Ezt a tagot meteoroldgiai feladatokban figyelmen
kiviil hagyjuk.

Idealis gazok, illetve folyadékok staciondrius aramlasa esetén érvényes a Bernoulli-torvény, ami nem mas, mint
az egységnyi tomegre vonatkozo leegyszerisitett energiatétel. Minden aramfonalon:

£+%v:+gh=a’llando'

p 2

B

ahol ¥ az aramlo kozeg stirlisége, ¥ a nyomas (sztatikus), € a nehézségi gyorsulas,  a folyadékelemnek a
valasztott 0 szintt6l mért magassaga. Valos folyadékok (ahol a bels6 stirlddas nem elhanyagolhato) réteges (laminaris)
aramlasa esetén az egymason elcsuszo egységnyi feliiletek kozott a belso surlodasi eré nagysaga:

dv
F=n—
=1

E}

ahol 77 az adott kozegre jellemz6 belsé surlodasi egyiitthato.
A feladatok kijelolésében tAmaszkodtunk Kovdcs és Parkanyi (1980) példatarara.

I.1.1. Milyen magasra repiil és mennyi idé miilva esik ismét a talajra az 5 m s | kezddsebességgel feldobott test?
A kozegellenallastol eltekintiink, £ = 9.81ms™ i ¢s a tovabbiakban is a nehézségi gyorsulds nagysagat adjuk
meg. A nehézségi gyorsulas iranya természetesen a z-tengely (a helyi fiiggéleges) iranyaval ellentétes.

1.1.2. Milyen magasrdl esett az a test, amely az esés utolso h masodpercében 7 -szer akkora utat tett meg, mint
addig?

I.1.3. Mekkora tavolsagban ér foldet a szaz méter magas hegyrél 437 -os szog alatt kilott 4gytigoly6 a hegy 1abato1?

v, =100m s™

Az agyigolyo kezdeti sebessége

I.1.4. Egy m; =1kg tomegi test sulytalan fonalon 16g az I. . 1. abran lathat6 elrendezésben. A fonal masik végén

m, = o " ;14 AZ ’ .
m =10kg tomegt test van, amely strloddsmentesen mozoghat a vizszintes asztalon.
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

i

L1.1. dbra. A sulytalan fondlon fiiggé és az asztalon kérmozgast végza test.

Mekkora szogsebességgel kell az = tomegll testnek mozognia, hogy az " tomegii test nyugalomba maradjon.

=lm

Az ™ tomegi test ” -es sugart korpalyan mozog. Hogyan valtozik az " tomegi test szogsebessége, ha az

" tomeg testet 10 cm-rel lejjebb huzzuk? Mekkora munkavégzésre van ehhez sziikség? (Az egyszertiség kedvéért

legyen g=10ms™ )

I.1.5. A kapinga (koringa) | hosszusagu fonala a fiiggélegessel & szoget zar be. Az ™ tomegli ingatest ¥ allando
sebességgel korpalyan mozog. Mekkora a keringési id6? Mekkora erd fesziti a fonalat? Milyen esetben maradhat
egyaltalan korpalyan az inga?

I.1.6. Az & hajlasszogl lejtore " tomegi s erre " tomegil hasabot helyeziink (I.1.2. dabra). A két hasab kdzott

a strlodasi egyiitthato 3 hasab és a lejté kozott * | Hatarozzuk meg az egyes hasabok gyorsulasat!

(Q=—15:,fu1 =C|=3 és = O4)

L1.2. abra. A lejtén csuszo hasdabok.

I.1.7. Mekkora toloer6t fejt ki a magas 1égkort kutatd, v sebességgel halado rakétara a rakétdhoz viszonyitott

dm
—— =const
sebességgel kidramlé giz, ha az idéegység alatt kiaramlo gaz tomege allando: df

1.1.8. Mutassuk meg, hogy k6z6s pontban timadd harom erd nem tarthat egyensulyt, ha a hdrom erd koziil kettének
(és csak kettonek) a hatdsvonala k6zos!
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

I.1.9. Mutassuk meg, hogy sikban koncentralt erérendszer ereddjének a sik tetszéleges pontjara szamitott nyomatéka
egyenl6 az 6sszetevok ugyanezen pontra szamitott algebrai 6sszegével! Mutassuk meg azt is, hogy sikban koncentralt
tetszOleges erérendszerre az Osszetevok nyomatékainak algebrai 6sszege az ered6 tetszéleges pontjara zérust ad!

1.1.10. Mutassuk meg, hogy sikban koncentralt erdrendszer egyensulya esetén az erdk tetszéleges pontra szamitott
nyomatékainak dsszege zérus!

I.1.11. Mutassuk meg, hogy a merev test tengely kortili forgasabol szarmazo kinetikus energia

ahol @ a merev test forgastengelyén atmend tehetetlenségi nyomatéka.

x=1o0

I.1.12. Egy korong egyenletes forgdmozgast végez 2 szogsebességgel. A korongon a forgastengelyt6l

m= r=150kg m’ s~

3 m-es tavolsagban Ske tomegt test van. A korong impulzusnyomatéka N

a) Mekkora munkat kell végeznie a tengelyen elhelyezkeddé motornak ahhoz, hogy a testet sugariranyban lassan
2 m-rel beljebb huzza?

b) Az eredeti szogsebesség visszaallitasahoz a tengelyt fékezni kell. Mekkora hdmennyiség adodik at a kornyezetnek,
ha feltételezziik, hogy a fékezés soran fellépd ho teljes egészében a kornyezd levegdt melegiti?

1.1.13. Az & hajlasszogii lejtén cstszas nélkiil gordiil le az ¥ sugaru # tomegii korong (.1.3. dbra). A gordiilési
ellenallasto] eltekintiink. frjuk le a korong mozgasat! Mekkora sebességet ér el a nyugalmi helyzetb6l induld korong

a " magassagu lejt6 aljan?

1.1.3. dbra. Koronga " magassdgii lejtn.

I.1.14. Egy mesterséges hold a Fold kériil olyan ellipszis palyan kering, melynek nagytengelye 24 . Hatarozzuk
meg a mesterséges hold sebességét a) a palya Foldhoz legkdzelebbi (perigeum) b) a palya Foldtdl legtavolabbi
(apgeum) c) a palya tetsz6leges pontjan!

I.1.15. Milyen tavol van a Fold felszinétdl a Folddel azonos szogsebességgel (geoszinkron palyan) keringé mithold?
Mekkora ez a tavolsag a Naprendszer tobbi bolygojan és a Holdon (lasd az 1.1.1. tabldzatot is)?

L1.1. tablazat. Az égitestek néhany adata (nehézségi gyorsulas a felszinen, tengely koriili forgasi ido és az egyenlitoi
sugar). A Fold forgasaval ellentétes forgasi irany.
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

Egitest g T (forgasi ido)  en]
[m s_2] [foldi nap]

Merkur 3,8 58 nap 15 ora 5000
Vénusz 8,7 243 nap’ 12 400
Fold 9,81 23 dra 56 perc 12 756
Mars 3,9 24 6ra 38 perc 6 760
Jupiter 25,1 9 6ra 50 perc 143 000
Szaturnusz 10,4 10 6ra 25 perc 121 000
Urénusz 9.4 17 6ra 15 perc’ 46 700
Neptunusz 9,8 16 6ra 6 perc 45 000
Hold 1,6 27 nap 7 6ra 43 perc 3476

I.1.16. Mekkora erével lehet palyan tartani azt a geoszinkron mitholdat, amely a geostacionarius palya kétszeres

tavolsagara kering a Fold koriil? (A geostaciondrius palya Fold kozéppontjatol mért tavolsaga Tgozz )

110kmh™

L.1.17. Mekkora kiilonbséget mérhet silyaban az a 80 kg testtdmegli személy, aki a sebességgel

kozlekedd vonaton a 437 szélességi koron elébb keletrdl nyugatra, majd nyugatrol keletre utazik?

1.1.18. Egy korhinta kotelébe épitett rugos erdmérd a fliiggbleges allasnal leolvashatd értéknél 10%-kal tobbet
mutat, amikor a szék 10 m s egyenletes sebességgel mozog. Mekkora a palya sugara?

1.1.19. Két 4 cm atmérdjii labdat helyeziink el egymastol 100 m-re vizszintes sikon az északi szélesség (¢}) 43. fokan.
Mekkora sebességgel kell elinditani egymassal szembe a két labdat, hogy éppen elkeriiljék egymast?

1.1.20. A ?=%5" sz¢lességi fokon kelet-nyugat iranyba allitott biliardasztalon 4 m-re taldlhato egymasto!l két 2 cm
sugart golyo. Mekkora sebességgel kell megloknie a jatékosnak az egyik golyot, hogy az a Coriolis-erd tigy téritse
el, hogy az csak érintse a masikat. A strlédas elhanyagolhato.

_ AK0 . 3= -1 . . ..
I.1.21. Egy testa ¢ = 435 szélességi koron kelet felé halad = 100ms sebességgel. Mennyire tériti el a Coriolis-
erd, ha adott a kelet felé torténé elmozdulas (*)?

11.22. A =10 kg tomegii mozdony 50 m s '-mal mozog egyenes palyan az északi szélesség 43. foka mentén.
Mekkora oldalirdnyt erd hat a sinekre? Hogyan valtozik a mozdony stlya a keleti, illetve a nyugati irdnyt mozgas
esetén?

1.1.23. Annak bizonyitasara, hogy a Fold nem inercia-rendszer, Galilei ki akarta mutatni, hogy a fiiggélegesen
elejtett test nem pontosan az ejtés alatti pontban csapddik be. Mekkora az eltérés nagysaga és iranya, ha az Egyenliton
10 m-r6] ejtiink le egy stilyos targyat? Es ha 5 000 m-r81? (Tekintsiink el a kozeg-ellenallastol!)

45°

— -1 -
I.1.24. Vertikalisan folfelé kiloviink egy golyot ™ =1000ms™ 4 o7 deti sebességgel a ¢ = szélességi koron.

Mekkora lesz a golyd zonalis eltérése, amikor Gjra foldet ér, feltételezve, hogy a golydra nem hat strlodasi er6?
A vertikalis mozgasegyenletben a Coriolis-eré elhanyagolhatd a nehézségi er6hoz képest.

1.1.25. Fliggobleges tengely koriil @ szogsebességgel forgd nagyméretii vizszintes korong kézepén allva ! hossziisagi
fonalra kotott 77 tomegii kisméretii testet vizszintes sikban korbe forgatunk. A fonalba helyezett erdméré F erét

jelez. Hogyan magyarazza az F er6 fellépését a) az aki a jelenséget a forg6 rendszerhez képest irja le (egyiittforgd
megfigyeld, b) egy kiilsé megfigyel6?

10
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1.1.26. Az * sugaru, henger alaku edényt szimmetriatengelye koriil @ szogsebességgel forgasba hozzuk. Milyen
alakot vesz fel a folyadék felszine? {rjuk le a jelenséget a) egyiittforgd, b) nyugvé koordinata-rendszerben is!

1.1.27. Parhuzamos siklemezek kozott € vastagsagn folyadékréteg van a felsé lemezt Ve sebességgel mozgatjuk
(I.1.4. dbra). Az als6 lemez nyugalomban van. Mekkora a mozgd lemeztdl egy adott tavolsagra a folyadék sebessége?

Yo

| ————>

LA 4

11.4. abra. Folyadék mozgdsa parhuzamos stk lemezek kozott.

1.1.28. Hatarozzuk meg az * sugarti csovon idéegység alatt ataramlo folyadék mennyiségét a Newton-féle belsé
surlodasi torvény felhasznalasaval!

|.2. A légkorben haté erék

A légkorben hato erdket két csoportra osztjuk: térfogati és feliileti er6kre. A térfogati er6k egy kivalasztott térfogatban
1év6 levegd ,,minden pontjdban” hatnak, mig a feliileti er6k csak a térfogat hatdrain fejtik ki hatasukat (1.2.1.
tablazat).

Masik csoportositas szerint megkiilonboztetiink valddi és tehetetlenségi erdket. Valodi er6k azok, amelyek
inerciarendszerb6l nézve is fellépnek a Fold 1égkorében, tehetetlenségi erdk pedig azok, amelyek csak a Foldhoz
rogzitett, forgd koordinata-rendszerben jelennek meg.

1.2.1. tablazat. A légkorben hato erdk csoportositasa.

Térfogati erck Feliileti erok
Valodi erdk Gravitacios erd Nyomasi gradiens erd

Molekularis strlodasi eré

Tehetetlenségi erok Centrifugalis erd
Coriolis-er6

Metrikus erék

A gravitdcios erd és a centrifugalis erd

A légkorben a centrifugélis erd hatasat beépitjiik a gravitacids erbe. Allando €2 nagysagu szogsebességgel forgo
koordinata-rendszerben hato centrifugalis erd:

11
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ahol - a forgastengely felé mutat6 vektor, amelynek hossza az adott pontnak a tengelytél mért tavolsaga

|r_|=|r|cos¢?
b

_ - 7 —Fe—1
ahol * a Fold kézéppontjaba mutato6 vektor, ¢ pedig a foldrajzi szélesség. A Fold szogsebessége: 01=7.292.107s .

ke
g
E,
P
9o =" |
a9 )
o @ | [

. , Y. S [ , .
12.1. dbra. Az abszolut gravitdcios erd ( =2 ) és a centrifugdlis erd (< ) ereddje a felszinre merdleges gravitacios

erd (2 ). Megjegyezziik, hogy a meteorolégidban tomegegységnyi légrészre haté erével dolgozunk ( ilyen értelemben
gyorsulas dimenzioval dolgozunk).

A Fold adott pontjan érzékelhetd, az egységnyi tomegre haté valodi 8 gravitacios erdt a forgasbol adodo centrifugalis

erd és az L. 1. fejezetben bemutatott 82 abszolut gravitacios erd ereddje adja meg. Ennek irdnya egytttal a helyi
fiiggdlegest is kijeldli (1.2.1. abra):

g:g-k=g2+Q:r_

A helyi fiigg6leges iranyt a meteoroldgidban a gdmb alakunak tekintett Fold kozéppontja felé mutat6 irannyal
kozelitjitk. A € skalarmennyiség ebben az értelmezésben az adott helyen mérhetd nehézségi gyorsulas nagysaga,

ami megegyezik a helyi fiiggéleges iranyba mutatd 2 vektor hosszaval. A g konzervativ vektormez6, amelybél
kovetkezik, hogy felirhato skalarpotencial, az un. geopotencial gradienseként:

g=—VNp

A nyomasi gradiens erd és a hidrosztatikai felhajtoero

A 1égkdri mozgasokat a nyomasi mezé inhomogenitasa iranyitja. A nyomaskiilonbségbdl szarmazo, egységnyi
térfogatll levegbre hatod eré nagysaga a térfogat hatarolo feliileteire hatd er6k vektori 6sszegzésével allapithato
meg. Az ered6 erd nagysaga egyenesen aranyos a nyomasi gradiens nagysagaval, iranya pedig azzal ellentétes (a
nyomasi gradiens erd a nagyobb nyomasi hely feldl a kisebb nyomasi hely felé mutat, ezért szerepel a képletben
negativ eléjel):

Fzz_lvp
T op

>

ahol ~ 7 a tomegegységre haté nyomasi gradiens er6, ¥ a nyomas, £ a siiriiség, vV pedig a gradiens operator. A
nyomasi gradiens er6 fiiggéleges komponensét hidrosztatikai felhajtderdnek is nevezik. A hidrosztatikai felhajtderd
hatasat gyakran egyesitik a gravitacios erdvel, egyetlen, eredo fliggbleges iranyl erdt definialva:
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F, =_g_ifﬁ
Pz

Hidrosztatikai egyensuly esetén a gravitacios erd és a hidrosztatikai felhajtéeré nagysaga megegyezik, az ered6
fiiggdleges iranyu erd nulla.
A molekularis surlodasi eré

A folyadékban fellépo belsé strlodas (viszkozitas) a folyadékrétegek kozotti kolesonhatas erdsségétol fiigg. A

strlodasi eré minden komponense aranyos a megegyez4 irany( sebesség komponens Laplace-operatoraval (2 =V"),
az aranyossagi tényez6 pedig a V' kinematikai viszkozitas:

F.=1W'v

- s

komponensenként kiirva:

'
¥

g

A Coriolis-erdé

A forg6 Fo6ldon elmozdulé 1égrész magaval hordozza a Fold forgasabol szarmazo impulzusmomentumot. Mivel
a Fold keriileti sebessége a szélesség fliggvényében valtozik, a légrész a Foldhoz viszonyitva eltériil, ra egy
latszolagos (tehetetlenségi) erd hat. Ezt az erét nevezziik Coriolis-eronek.

Az egységnyi tomegre hato horizontalis Coriolis-eré nagysagat az f Coriolis-paraméter hatarozza meg:

F=20king
ahol €2 a Fold forgasanak szogsebessége, ¢ pedig a foldrajzi szélesség. A egységnyi tomegre hatd Coriolis-erd:
F,, =—10xy

A képlet jol mutatja, hogy a Coriolis-eré mindig merdleges a sebesség iranyara, nem végez munkat. A légkorben
a Coriolis-er6 hatasat legtobbszor elegendd csak vizszintes iranyban figyelembe venni, ezért a vertikalis sebesség
¢és a Coriolis-er6 elhanyagolasaval a kdvetkez6, egyszer(ibb formulat hasznalhatjuk:

Fo. =—flkxv)
Itt * a fiiggbleges iranyu egységvektor.
Komponenseként kiirva:
f A
F"._‘s = _.ﬁ‘ |
1 0 |
13
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Itt elhanyagoltuk a vertikalis sebesség hatasat.

1.2.1. Egy rakétat Budapestrdl (E.sz. 47,5°) nyugat felé inditunk. Mekkora tavolsaggal és milyen iranyba tériil el
a rakéta a nyugati iranytol 900 km megtétele utan? A rakéta sebessége 300 m s Tegyiik fel, hogy az eltériilés

— T D —5a-1
olyan kicsi, hogy # és " 4llandénak tekinthetd! A Fold szogsebessége: 01=7.292.107s .

1.2.2. Mekkora tomeget képes felemelni a felszinrdl az 5 liter héliummal toltott 16ggomb? A levegd strlisége

1,3 kg m>; a héliumé 0,18 kg m™. Tegyiik fel, hogy a légkor hidrosztatikai egyensulyban van, € = 9.8lms™,

1.2.3. Mekkora sebességgel kell a Fold kortil keringenie a 800 km magassagban 1évé mitholdnak, hogy a centrifugalis

= O 24
er6 kiegyenlitse a ra hatd gravitacios erot? A Fold sugara 6370 km, tdmege 5.97-10% ke

¥ =667428-10" m’ kg™’ 5~

, a gravitacios allando:

1.2.4. Egy mesterlovész célba vesz egy tdle keletre 1év0 targyat. A célponttol jobbra vagy balra, folé vagy ala kell
céloznia, hogy korrigalja a Coriolis-er6bél szarmazo eltérité hatast?

1.2.5. Egy tornadoban a levegé 100 m ! sebességgel aramlik, a tolcsér atmérdje 200 m. Mekkora a tdlcsér
forgasabol szarmazo centrifugalis er6? Mekkora a 1égrészre hato Coriolis-eré akkor, amikor éppen észak felé

f=107s"

aramlik? A Coriolis-paraméter értéke

1.2.6. a) Az Egyenliton 3 km magassagbol szabadon esik egy test. Mennyivel és milyen iranyba tériil el horizontdlisan
abecsapodasig? A gravitacios gyorsulas értéke 9,81 m s, ennek magassag szerinti valtozasat és a kozegellenallast

- ) I a-l
elhanyagoljuk. A Fold szogsebessége: 00=7.292-10" s .
b) Oldjuk meg az a) részben szerepl6 feladatot Budapestre vonatkozoan is (E.sz. 47,5°)!

1.2.7. Mekkora sebességgel kell az 1000 kg tomegii versenyautonak az 50 m sugart koriv alaka dombon 4thaladnia

ahhoz, hogy a leveg6be emelkedjen? A gravitacids gyorsulas értéke 9,81 m s

1.2.8. Mekkora az elsé kozmikus sebesség? Ez az a sebesség, amellyel a kdzvetleniil a Fold felszine f616tt kering6
képzeletbeli mithold korpalyan tudna maradni. A Fold sugara 6370 km, a gravitacids gyorsulas értéke 9,81 m §2.

1.2.9. Mekkora szdget zar be az abszollt gravitacios erd és a gravitacios vektor
a) az Egyenliton,
b) az Eszaki-sarkon,

¢) Budapesten (E.sz. 47,5°)?
itacio 4 -2 5 5 e =7292.107 57
A gravitacios vektor nagysaga legyen 9,81 m s™~. A Fold sugara 6370 km, szogsebessége: .

1.2.10. Melyik szélességen zarja be egymassal a legnagyobb szoget az abszolut gravitacios erd és a gravitacios
vektor? Mekkora ez a sz6g? A sziikséges allandok megegyeznek az I.2.9. feladatndl megadottakkal.

L.2.11. A felszinhez kdzel a z magassagban mérheté ¥ szélsebességet megadd formula kozelitd alakja:

u(z) =&:ln. =
=

ahol “ &s %0 adott konstansok.
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

-1 =
4, =08ms , zZ,=5cm TS . . - 1 o
a)Ha ™~ és °F , mekkora surlodasi erd hat a 2 m magasban aramlo levegére? A levegd kinematikai

5 2 -1
viszkozitasa 1.48-107 m”s .

b) Az a) részben megadott paraméterek mellett mekkora Coriolis-erd hat a 2 m magasban aramlo levegére? A

f=107s"

Coriolis-paraméter értéke

1.2.12. A 1égkér adott <4 pontjan 1020 hPa, a téle 1000 km-re keletre fekvé & pontban 990 hPa légnyomas mérhetd.
Tegyiik fel, hogy a két pont kdzott linearisan valtozik a légnyomas.

a) Mekkora nyomasi gradiens erd hat a két pont kozott elhelyezkedd egységnyi tomegii 1égrészre?

b) Mekkora munkat végez a nyomasi gradiens erd, mialatt az egységnyi tomegi 1égrészt 4-bol B pontba juttatja?
A leveg6 strlisége 1,3 kg mo.

1.2.13. Egy ciklon kézéppontjaban 980 hPa, téle 1000 km tavolsagban 1020 hPa 1égnyomas mérhetd. Tegyiik fel,
hogy a két pont kdzott linearisan valtozik a 1égnyomas. Mekkora sebességgel kell a ciklonban korkords iranyban
haladnia az egységnyi tomegii 1égrésznek, hogy a Coriolis-eré kiegyenlitse a nyomasi gradiens er6t? A levegd

f=10"7s"

stirtisége 1,3 kg m>,a Coriolis-paraméter értéke . A centrifugalis erd hatasat hanyagoljuk el.
1.2.14. Az E.sz. 50°-an egy surlddasmentesen mozgo testet 10 m ! kezddsebességgel északi iranyba inditunk.
Milyen alakt palyan fog haladni? Mennyi id0 alatt ér vissza a test a kiindulasi helyzetébe? A Fold szogsebessége:

- 7 I a-l
00=7.292-10" s , a Coriolis-paraméter szélesség szerinti valtozasat hanyagoljuk el!
1.2.15. Egy tornado kozéppontjaban a légnyomas 890 hPa, téle 1000 m tavolsagban 990 hPa. Feltéve, hogy a
légnyomas linedrisan valtozik a két érték kozott, mekkora sebességgel kell aramlania az 500 m sugart kdrpalyan
a levegdnek, hogy a nyomasi gradiens er6t kiegyenlitse a centrifugalis er6? Mekkora ennél a sebességnél a Coriolis-
erd? A levegd strtisége 1,3 kg m>.
1.2.16. Az E.sz. 15°-an elhelyezkedd hurrikan kézéppontjaban a légnyomas 950 hPa, téle 500 km tavolsagban
1000 hPa. Feltéve, hogy a légnyomas linedrisan valtozik a két érték kozott, mekkora sebességgel kell aramlania a
100 km sugaru korpalyan a levegének, hogy a Coriolis-erd és a centrifugalis erd egyiittesen kiegyenlitse a nyomasi
gradiens er6t? Mekkora aranyban osztozik ezen az erén a Coriolis-erd és a centrifugalis er6? A levegd strlisége

— 7797 5 g1
1,3 kgm{aFéld szdgsebessége: Q=7292-10" 5

el.

, a Coriolis-paraméter szélesség szerinti valtozasat hanyagoljuk

1.2.17. A nehézségi és a centrifugdlis erd hatisa — a forgé tartaly problémdja (I.2.2. dbra). irjuk fel a nehézségi
¢és a centrifugalis erd hatésa alatt kialakulo szabad feliilet egyenletét abban az esetben, ha a forgastengely a tartaly
kozéppontjan halad keresztiil!
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

centrifugalis erd

edd
Za s

12.2. dbra. Az @ szogsebességgel forgo hengerben levé folyadék felszine, amit a nehézségi és a centrifugalis erd
alakit.

1.3. A vertikalis koordinatazas kérdése

Tekintsik az ¥ 7% koordinata-rendszert, ahol Gj () vertikilis koordinata-rendszerben a horizontdlis

mozgdsegyenletek:
d_ﬁ‘:_l‘-’n_p_f + fo— _1de lp__:
dr pEx Sx gdr p
S22 R
dr pEy v Yol

B

— 70)< -7 Lo B , F_ ,
ahol ¥ = 'Qsm'?}, F_‘Qwsﬁ, a két Coriolis-paraméter, Fy és "% aturbulens és molekularis viszkozitasi er¢ *

¢s ¥ tengely iranyt 6sszetevije. A teljes derivaltak alakja az @ ¥+ %) rendszerben:

a a a a
—+&—+»—+I}'—
cr & oy cn

d
dr

L. . . L. , U=, V=V, , . , 1
ahol az 01j rendszerbeli horizontalis sebesség komponensek ", ", mig a vertikalis sebesség: dr

A vertikalis mozgasegyenlet altalanos alakja:

o 1ae
\gdr)_ _éenleép (}?@H +1.F
dr Fzpény Fzdn o,

Az egyenlet bal oldala tovabb alakithato:
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

dn
Ennek felhasznalasaval az 0j rendszerbeli vertikalis sebesség teljes iddbeli df megvaltozasara kaphatunk egy
bonyolult 6sszefliggést.

A sztatikus 1égkorben a harmadik mozgasegyenlet diagnosztikai 6sszefiiggéssé valik (a sztatika alapegyenlete):
»__e
ci o

Megjegyezziik, hogy hidrosztatikus kozelités esetén nem szerepel a horizontalis mozgéasegyenletben a Coriolis-
er6 vertikalis sebességtol fliggo tagja, ez biztositja, hogy a Coriolis-erd, mint kényszererd szerepeljen (nem végez
munkat).

A kontinuitasi egyenlet:

d(2p) | au & an|_,

Ea' a &x & €n |
A termodinamika I. f6tétele:

a8

k=1T
K p

B |8
Nl Lt

ahol € az egységnyi tomegli 1égrész altal egységnyi id6 alatt felvett, illetve leadott hd, & pedig az alland6 nyomason
és az allandoé térfogaton vett fajhé hanyadosa,

I:ﬁ
K==
o
A nedvességszallitasi egyenlet:
da_1,
dr p

ahol ¢ a specifikus nedvesség, és M atomegegységnyi légrész egységnyi id6 alatti nedvesség felvétele. Altaldnos
esetben minden fazisra kiilon egyenletet irunk.

Az allapotegyenlet:
p=RTp

A leggyakrabban hasznalt vertikalis koordinatazasok (lasd még a Klasszikus Dinamikus Meteorologia
Feladatgytjtemény I. kotetét is, Weidinger és Tasnadi, 2007):

a) felszinkdvetd Z koordinata-rendszer: n=z =z-%(xy) , ahol “ (x.) a felszin magassaga,
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b) nyomési rendszer; 1 = P(5 ¥-2.2)

¢) potencialis hémérsékleti (vagy izentrop) rendszer: 7 = O(x. y.2.1) ,

jl‘}' == i i .
d) Phillips-féle féle © koordinata-rendszer: Po  ahol #: (5,3, 2. 1) a felszini légnyomas,

z,—2
. FF:Z-—Z z,(x, V) z (x 1.1
¢) modositott felszinkdvetd koordinata-rendszer: T 7= ahol Te¥tS gs TS a modell also és felsd
hatarfeliilete. Altalaban =/ — dlands ,
_p _p F
s - H—y (e, y.2)y Prlxy.1)
f) modositott Phillips-féle nyomasi rendszer: =P ahol Fa': ) ), =7 77 anyomas a modell also és
felsd hataran, altalaban Pr= aﬂaﬂdo,
@.-6
H=—— L

g) modositott potencialis hdmérsékleti (vagy mas néven izentrop) rendszer: ©,-8, , ahol 0,6 3.0 , O,(x3.9

a potencialis hémérséklet modell also és felsd hataran.

L3.1. Mi a feltétele annak, hogy az (. ¥-71-2) koordinata-rendszer alkalmas legyen a légkdri folyamatok
tanulmanyozasara?

1.3.2. Ha Descartes-féle koordinata-rendszerbsl @ ¥- % %) yj vertikalis koordinata-rendszerre tériink 4t, akkor

1: t’:‘:1: JII:ZIE‘PJF:TI

megkiilonboztetésiil indexes jeloléseket hasznalunk p ). Miért van erre sziikség, ha tudjuk, hogy

X=X, V=M I=he
1.3.3. Adjuk meg a z rendszerbeli és az [| rendszerbeli vertikalis sebesség kozotti kapcsolatot!

1.3.4. irjuk 4t a Descartes-rendszerben adott sebesség divergenciat az uj 7 vertikalis koordinéta-

rendszerbe!

1.3.5. Adjuk meg a kontinuitasi egyenletet az 7/ vertikalis koordinata-rendszerben a divergencia ismeretében (lasd
az 1.3.4. feladatot is)!

1.3.6. Adjuk meg a kontinuitasi egyenletet nyomasi rendszerben. Milyen analogiaval éliink a nyomasi rendszerben?

1.3.7. Milyen egyszertisito feltétel hasznalataval irjuk fel a nyomasi gradiens erd alakjat az uj vertikalis koordinata
rendszerben?

L.3.8. Adjuk meg a moédositott Phillips-féle nyomasi koordinata-rendszerben a 1égkori hidrotermodinamikai
egyenletrendszert! (Sztatikus 1égkort tételeziink fel.)

1.3.9. irjuk fel a 1égkori dinamikai és termodinamikai egyenleteket izentrop koordinata-rendszerben bevezetve az
Exner-fliggvényt

Nl
-‘2’

f -1 R
IM=c i. K-L_&
£,

és a Montgomery-potencialt
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

v=E"lprie
K

>

ahol P=27 5 geopotencial az izentrop feliilet adott pontjaban! p, jeloli az 1000 hPa-os standard nyomasi szintet.
Megjegyezziik, hogy a potencialis hdmérsékleti rendszerben vagy stabilis, vagy teljesen labilis 1égkort (ez utobbi
nem bir gyakorlati jelentéséggel) modellezhetiink, hiszen teljesiilnie kell a magassag és a potencialis hémérséklet
kozotti bijekcionak. Itt is sztatikus 1égkdr feltételezésével éliink.

Nl
"

." p .

MI=c¢, —

1.3.10. Adjuk meg az Exner-fliggvény - \Pe) mint vertikalis koordinata segitségével a mozgasegyenletek,
a kontinuitasi egyenlet és termodinamikai egyenlet alakjat! Ezt a koordinata-rendszert elterjedten alkalmazzak a

mezoskalaji modellezésben mind hidrosztatikus, mind nem-hidrosztatikus modellekben.

Az Exner-fiiggvény dnmagaban is fontos a klasszikus dinamikus meteorologiaban. Adiabatikus feltételezés mellett
leegyszertisiti a z rendszerben felirt légkori hidrotermodinamikai egyenletrendszert.

1.3.11. irjuk fel a 1égkéri dinamikai és termodinamikai egyenleteket modositott izentrop koordinata-rendszerben,
_6,-0
T 0,-0

n
2

1.3.12. Adjuk meg a potencialis hémérsékletet ha a 850, 700, 500 és a 300 hPa-os féizobar szinten a hdmérséklet
Ty =15°C T =-9,2°C T, =-264°C . T, =-48°C,

250

rendre

1.3.13. Adjuk meg a Montgomery-potencial értékét a 300 K izentrép feliileten, ha ennek nyomasa 500hPa, a

geopotencial értéke 504 geopotencialis dekaméter! A geopotencial szamitasanal £¢ =~ 9.8ms

szamolunk.

normal6 tényezével

1.3.14. Mennyivel kiilonbdzik a Montgomery-potencial értéke a geopotencialtol a 310 K izentrop feliileten, ha itt
a hémérséklet —+8°C9

11,5107 5°C

1.3.15. Hatarozzuk meg az izentrop feliilet hajlasszogét, ha az térképen -os homérséklet kiilonbséghez
— a legnagyobb valtozas iranyaba 0,5 cm-es tavolsag tartozik! A potencialis hdmérséklet a magassaggal 100 m-

0.35°C

enként -ot emelkedik.

1.3.16. Becsiiljiik meg az izentrop koordinata-rendszerben a vertikalis sebességet, ha éjszaka a kisugarzasi folyamatok

soran a légtest hdmérséklete 6 ora alatt §°C yal csokkent. Feltessziik, hogy @/ T =1 ¢5 AT ~AQ

1.3.17. Becsiiljiik meg az izentrop koordinata-rendszerben a vertikalis sebességet, ha 4 6ra alatt 3 g kg’1 felhdlevegd
kondenzalédik! Most is feltessziik, hogy @ /T =1 ¢g AT = A©

1.3.18. Egy légrész emelkedési sebessége 0,4 m s A légnyomas 8,5 m-enként csokken 1 hPa-t. Adjuk meg a
vertikalis sebességet nyomasi rendszerben!

1.4. A légkori folyamatok nagysagrendi analizise

A meteorologiai allapothatarozok és derivaltjaik értéke kiilonboz6 skalaju folyamatok esetén mas és mas lehet
(1.4.1. tablazat).

1.4.1. tablazat. Meteorologiai allapothatarozok és valtozasainak karakterisztikus értékei kiilonbozé méretskalakon
100-107% m mérettartomanyban. (Orlanski, 1975, Prager, 1982, Stull, 1988 és Czelnai, 1995 alapjan).
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Méretskala
Karakterisztikus Jelglés, Szinoptikus
értékek mértékegység Mezo- & Mezo-5 -7 Mikro
Makro-#
Elettartam T: [ 10°-10° 10°-10° Valtozod Valtozd
Horizontalis p - 5 : 5 5 1 5
Literjedss L [m] 107 =10 107 =10 10° =10 107 -10
Vertikalis kiterjedés D [m] 1-2-10° 1-2-10° 0,5-1-10° 107 -10°
Horizontalis sebesség ¥ ms™ 10—40 10—40 10-20 1-5
Vertikalis sebesség W [ms] 102 1-5.107 102 -10 107 -1
Horizontalis (L) és lokalis (T-’ )* valtozasok
Horizontalis sebesség AV =V 10—40 10—40 10-20 1-5
Vertikalis sebesség ATV, TF 102 1-5-107 107 -10 107 -1
Nyomas APl e [Pa] 2-5.10° 1-3-10° 1-3-107 0.1-10
Hémérséklet AT | 1k 10-20 10-20 5-10 0,1-1
Strliség Ap . [kg m 3] 0,01 0,01 0,01 0,01
Ml 1y 0 0 0 0
Coriolis-paraméter
M s 10°-107* 10° 1051077 ~0
Vertikalis valtozasok
Horizontalis sebesség AV =T 10—40 10—40 10-20 1-5
Vertikalis sebesség AW |, T 102 1-5.107 102 -10 107 -1
Nyomas Al: [pq 10° 10° 1-0.5-10 0,1-10°
Hoémérséklet AT |, [K] 50-100 50 25-50 =20
Strtiség Ap|, [ke m73] 1 1 0,5-1 =0.1
Coriolis-paraméter Af. s 0 0 0 0

A karakterisztikus Euler-féle idébeli valtozas a 12 =L/ hanyados alapjan becsiilhetd.

A skalavalasztasatol fligg, hogy a kormanyz6 egyenletekben mely tagok valnak fontossa, illetve melyeket
hanyagolhatunk el. A dinamikus meteoroldégiaban meghataroz6 szerepe van a nagyskalaji (szinoptikus, vagy
mezo- & skalaju) mozgasrendszereknek (1.4. 1. tabldzat). A 1égkori hidrotermodinamikai egyenletrendszer altalanos
érvényl, az araml6 kdzeg barmely pontjaban, barmely idopontban teljesiil. A meteorologiai mérések, €s az idojarasi
elorejelzések térben és idoben atlagolt mennyiségekre vonatkoznak. Amikor meteoroldgiai racshaldzaton szamolunk
szintén tér- és idobeli atlagokkal foglalkozunk. A turbulenciat az 4tlagos mozgastol, pontosabban a varhato értéktol

vett eltéréssel értelmezhet;jiik.
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Nézziik a legegyszeriibb tin. Reynolds (1895) atlagolast! Legyen < &%= ¥-Z:2 g5 Y05 32 2.2) g1apotielzs a tér és

az idd folytonos, tobbszordsen derivalhato fliggvénye. Az atlagolast matematikai operacionak (az adott térrészre
¢és az adott atlagolasi id0szakra vonatkozd tér- és idébeli integralasnak) tekintve az alabbi posztulatumokat tehetjiik:

E 5

AX+BY =AX+BY XY=XF & &

i)

)

ahol -1 és B allandok, ¢ adott tér-, vagy id6-koordinata se@y.z0) A, x allapotjelzé tetsz6leges £ 5 ¥+ 2)

pontban és ? iddpillanatban két mennyiség az atlagérték (f) és az ettdl vett eltérés az un. fluktuacio (X)
Osszegeként irhato fel:

X=X+X',
A fenti felirasbol kovetkezik a Reynolds-féle atlagolas negyedik posztulatuma:

X'=0

vagyis a fluktuaciok atlaga nulla.

Hasonlosagi kritériumok

Ha egy fizikai rendszert # darab mennyiség jellemez, akkor a rendszert leird dsszefiiggések mindig % darab

k=n-—

dimenziomentes valtozo kozti 6sszefiiggésre redukalhatoak. A redukciora érvényes a J bsszefliggés, ahol

J arendszert jellemzd azon fizikai mennyiségek maximalis szama, amelyekbdl még nem képezhetd dimenziomentes
szorzat. Ez a Buckingham-tétel. Az egyszeriiség kedvéért tekintsiik a metrikus gyorsulasok elhanyagolasaval vektori

alakban felirt Navier—Stokes-egyenleteket. Jeloljiik a molekularis (F-'—--') ¢és a turbulens difftzios folyamatok

= hatasara kialakulo surlodasi erot.

Vv dv : 5
d_=C__+(L-'vjp-'=i+kdl=_iv&p_ li—p—jgxi‘—k-g+F_ +F
dI cr d.l' d.I ,0 pcz Sk Sl
- v ® n g WK
L L D  pl pD D' D’

. . s OP=Ap| . o . s . .
Az egyes tagok nagysagrendi becslésénél P=5P%s ahorizontalis nyomas perturbacié (nagysagrendje 10 hPa),
V' a kinematikai viszkozitasi egyiitthato, K, az impulzusszallitasra vonatkozé turbulens diffuzids egyiitthato, s

emlékeztetdiil a Coriolis-paraméter alakja, f=2king

Molekularis viszkozitasi er6 legfeljebb az alsé néhany cm-es rétegben jelentds (D: ). A turbulens surlédasi erével

a hatarrétegben szamolhatunk, melynek karakterisztikus vastagsagat D, -val jeloljiik: az éjszakai stabil rétegz6dés
esetén 100 m-es, mig nappal a konvekcio eredményeként km-es nagysagrendii.

Az impulzusszallitasra vonatkozo turbulens diffuzios egytitthatd (K"- ) hozzavetdlegesen a hatarréteg harmadanal

éri el a maximalis értékét, hatarrétegbeli karakterisztikus értéke: 10-50 m? s~!. A szabad légkorben K, =0 , hincs
turbulens keveredés, és stirlodasi erd sem. Természetesen ez alol kivételt képeznek az erds szélnyirassal rendelkezd
teriiletek (konvektiv rendszerek, vagy a futéaramlasok).
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

A mozgasegyenletekben 6 tag szerepel (gyorsulas, nyomasi gradiens-erd, Coriolis-erd, gravitacios erd, molekularis
¢és turbulens viszkozitasbol szarmazo strlodasi erd). A gyorsulas dimenzidjaban két mértékegység — a hosszisag

¢és az id6 — van, igy a Buckingham-tételben szerepld J értéke 1. Ez azt jelenti, hogy ©=3 j6l megvalasztott
dimenzionélkiili szdmmal pl. az erék ereddjeként létrejovo gyorsulas ( VL ) és valamelyik masik er6 hanyadosaval

jellemezhetjiik az aramlast. Itt kihasznaljuk, hogy a vertikalis gyorsulas (JT: D) legalabb egy nagysagrenddel
kisebb mint a horizontalis, illetve tudjuk, hogy a nyomasi gradiens erd fiiggbleges komponense ¢és a nehézségi
gyorsulas azonos nagysagrendii (10 m s’z). Nézziik ezeket az egymaéstol fliggetlen dimenziotlan szamokat!

i) Az Euler-szam ( £% ) a horizontalis nyomasi gradiens er és a gyorsulas hanyadosa:

Eu= Bp"
2

ii) A Rossby-szam (&2 ) (nevezik Kibel-szamnak is) a horizontélis gyorsulas és a Coriolis-erd kozotti aranyt fejezi
ki:

fVOE

iii) A gyorsulas és a nehézségi eré hanyadosa a Froude-szam, horizontalis aramlas esetén (* '#):

g Lg

A meteorologiai gyakorlatban a vertikalis instabilitasok vizsgalatanal hasznaljak.

iv) A turbulens viszkozitési erd és a Coriolis-eré hanyadosa az Ekman-szam (£%):

s KV IDi_K

M

mo D:

Az Ekman-szam aranyos a hatarréteg, illetve az dceani strlodasi réteg vastagsagaval, mivel a forgd kdzegben a
surlodasi erdt elsGsorban a Coriolis-hatés tartja egyenstlyban, a nyomasi gradiens er6 nem Iényeges ebbdl a
szempontbol.

Gyakran a fenti kifejezés négyzetgyokét adjak meg Ekman-szamként ( £%):

ol B
D\ f

A turbulens strlodasi er és a gyorsulas aranyat nem hasznaljak a meteorolégiaban. A hatarréteg elméletben

Dr

altalaban kvazistacionarius sebességi mez0 feltételezésével dolgozunk. ~< a hatarréteg karakterisztikus mérete:

nappal 1-2 km, éjszaka néhany szaz méter.

v) A gyorsulas és a molekularis viszkozitsi er hanyadosa a Reynolds-szam (&€).
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

J6 indikétora a laminaris és a turbulens dramlas szétvélasztasanak. Kritikus értéke 10° nagysagrendd, fligg a felszin
érdességétol, de attol is hogy ,,milyen irdnyba haladunk™: a turbulens aramlas valik laminarissa, vagy forditva.

Megemlitjiik még a Strouhal-szamot (57) is, ami a gyorsulést jellemzi: az advekcié és a lokalis sebességvaltozas
hanyadosa.

I.4.1. Mutassuk meg, hogy szinoptikus skalan kiilon kezelhetjiik a horizontalis aramlast és a légkor vertikalis
szerkezetét leird sztatika alapegyenletét!

- légkorben
?

7 o=
Z=RT
1.4.3. Mutassuk meg, hogy az atlagértékekre is fennall az allapotegyenlet WP 41 A fluktuacidkra felirt
T p
T 2

allapotegyenlet segitségével a nagysagrendi analizis modszerére timaszkodva bizonyitsuk be, hogy

1.4.4. Becsiiljiik meg a nyomas perturbaciokat a fluktuacidkra vonatkozé sztatika alapegyenletébdl szinoptikus
skalan!

1.4.5. A Descartes-rendszerbeli kontinuitasi egyenlet alapjan mutassuk meg, hogy szinoptikus skalaji folyamatok
esetén a divergencia 10° st nagysagrendii! Mit mondhatunk a divergencia- és az Orvénymentes
sebességkomponensek aranyarol?

L1.4.6. Adjuk meg a szférikus koordinata-rendszerben felirt mozgéasegyenletek nagysagrendi analizisét

L rqr ’ ’ . . ee
mezo-# ,-+ [skalan a 45. szélességi koron!

1.4.7. Végezziik el a Z -rendszerben felirt nyomas-tendencia egyenlet nagysagrendi analizisét!

1.4.8. Adjuk meg a Rossby-szam értékét a szinoptikus skalaju folyamatokban, illetve a mezo- B ,ésmezo- [Iskalan!

ro_x -1
1.4.9. Adjuk meg a Rossby-szamot egy tipikus a) hurrikdnban a 207 szélességi koron, ahol Va=30ms

r -1 _
L =100km ¢ b) kiz¢p-nyugati tornadoban (USA), ahol T2 =100m s L=100m,

1.4.10. Elemezziik a

LS R
dr 2 '

horizontalis mozgasegyenlet altal leirt mozgasformakat a Rossby-szam kiilonbozd értékei esetén
(Ro<<1 Ro~0.1 Ro=1 Ro>>1y

1.4.11. Adjunk becslést a 1.4.1. dbrdn lathatd négy pontban a geosztrofikus szél értékére$ A 60° szélességi koron

vagyunk, 7 =123 kem™
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

T .r_m T
st L T
\". 990 . N,
1000 \ (o - /
., I'-,_ N - J
L,
1004 \ |
- N, \ /e
¢ L] - %
A "o, . L e i
<1008 BN
, ——
1012 W —
L ] T —~
LY —
\ 4 I |
T 100 km

14.1. abra. Nyomasi kép a szinoptikus térképen.

1.4.12. Adjuk meg a Brunt-Vaisala frekvencia nagysagrendi becslését. Hogy fiigg az alkalmazott skalatol
(szinoptikus, mezo, vagy mikro)?

1.4.13. Adjuk meg a) a dinamikus meteorologiaban gyakran hasznalt dimenzionélkiili horizontalis skalaparamétert,
mint a metrikus és az inercialis gyorsulas hanyadosat,

b) a vertikalis skalaparamétert, mint a karakterisztikus vertikalis méret (£?) és a homogén, vagy a feladattél fiiggden

a politrop 1égkdr magassaganak (£ ) hanyadosat,

¢) a vertikalis rétegz6dés skalaparaméterét az -V Brunt-Vaisala (vagy Viisild) frekvencia felhasznalasaval, d) a
f ]'_f'\':

L

|
dinamikus iddskalat, ami a karakterisztikus i1d6 /¢és a horizontalis gyorsulas becslésébdl szarmazod —

sebességvaltozasra jellemzé — lokalis idéskala (1) idé hanyadosa.

1.4.14. Tekintsiink egy szinoptikus skalaju (pl. ciklon) egy mezoskalaju (pl. tengeri parti sz€l, mint zart cirkulacio)
és egy mikroskalaji folyamatot (cumulus konvekcio)! Az allapothatarozok és azok valtozasainak karakterisztikus

H=10'm

értékeit az 1.4.2. tablazat tartalmazza. A 1égkdr vastagsaga legyen , mig a Brunt-Vaisala frekvencia

T 2 -1
karakterisztikus értéke mindenskalan-" =19 5 (L4.11. feladat).

14.2. tablazat. Meteorologiai dllapothatarozok és valtozdasainak karakterisztikus értékei harom kiilonbozo
jelenségben (harom kiilonbozo skalan). (Horiz. — horizontalis)

Térskala Sebesség Nyomas valt.
. Lokalis id6skala
Jelenség Horiz., Vertikalis Horiz., Vertikalis Horizontalis
Skala [T ] 5
[Z][D]. m [V.AP] [ AW]. ms™ [8p]. Pa
Ciklon
Szinoptikus 5 10° 109 10% 10° <107 10°
Parti szél ) )
10 5.10% 2-10° 3 <107 10°
Mezo
5. 2 3. iz 1n? 1
Cumulus 510 2-10° 510 13 10
Mikro
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

Adjuk meg az 1.4.3. tabldzatban a dimenzionélkiili mennyiségek nagysagrendjét! Hol vannak 1 koriili (= 1), 1-nél
kisebb vagy nagyobb, illetve egynél 1ényegesen kisebb (<< 1) vagy nagyobb (>> 1) értékek?

14.3. tablazat. Dimenzio nélkiili mennyiségek karakterisztikus értékei harom kiilonbozo jelensegben (harom
kiilonbozé skalan). (Horiz. — horizontdlis)

Dimenzionélkiili mennyiség

Skala - 5 T -

Ro=— - -

i H L I

o

ot | b

Ciklon

Szinoptikus

Parti szél

Mezo

Cumulis

Mikro

L.4.15. Adjuk meg az 1.4.2. tablazatban bemutatott 3 folyamatosztalyra az Euler-szam, a Rossby-szam a Froude-
szam, az Ekman-szam, a Reynolds-szam értékét.
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Il. fejezet - A légkori kinematika

Weidinger Tamas
Tasnadi Peter
LeelGssy Adam

- ] y

II.1. A meteorologiai allapothatarozok
interpolacioja

A folytonosan valtozé meteorologiai allapotjelzok mezdit térben és id6ben leird fliggvényeket nem ismerjiik. A
megfigyeléseket térben és idoben diszkrét pontokban (illetve adott térrészben) végezziik, ami a mérés jellegébol

fakadodan dltalaban valamilyen dtlagolast jelent. Numerikus modellszamitasok soran a meteoroldgiai mezok értékeit
egy racshalozat pontjaiban adjuk meg, s abbol szamoljuk ki az adott pontra az eldrejelzett értékeket.

Maga a meteoroldgiai méréhaldzat (felszini, radidszondas stb.) nem szabalyos racson helyezkedik el. A keresett
értékeket adott irinyban (egy dimenzid 1D), adott feliileten (2D) vagy adott térrészben (3D), valamint a meteorologiai
mezOk iddbeli fejlodését figyelembe véve (4D) kell meghatarozni. Célunk, hogy megadjuk a valtozok értékeit
olyan pontokban is, ahol nincsenek adatok.

Sorfejtéses modszerek esetén konvergens végtelen sor csonkitasaval kapjuk meg a keresett értéket. Approximacios
eljarasok esetén a megfigyelési és a modellezett adatok nem esnek egybe sziikségszeriien, mig az interpolacios
eljarasokban alkalmazott fiiggvények atmennek az alappontokon (megfigyelések). E fejezetben ez utdbbi
modszerekkel foglalkozunk.

\Fl.' JI)’ (X:-' J:)

Az interpolaci6 célja, hogy adott pontsorozathoz (- s en ('Y-'-’--' Vo) eléallitsuk azt a (folytonos)

fuggvényt (f ) amely meghatarozott fliggvényosztalyba tartozik és minden megfigyelési ponton atmegy, azaz

vi=flx),i=1,2, m

A megadott fliggvény tipusa hatdrozza meg az interpolaciot. Ha pl. a keresett f ) polinom, akkor polinom-
interpolaciordl van sz6. Az interpolacids eljarasoknak gazdag irodalma van (Stoyan et al., 2002; Bozsik és Krebsz,
2010; Mészaros, 2011; Barabas, 2012).

A leggyakrabban hasznalt interpolacios technikak a polinom, a Hermite-, és a spline interpolacid. Az interpolacios
modszerek osztalyozasardl, a térinformatikai alkalmazasokrol Markus (2010) elektronikus jegyzetébol
tajékozodhatnak.

A legegyszeriibb, meteorologiai gyakorlatban is alkalmazott modszer a linedris interpolacio, mig 2D-s esetben a
bilinearis interpolacio (I1.1.1. abra).

D

11.1.1. abra. A bilinearis interpolacio szemléletes képe.
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A 1égkdri kinematika

Ha ismert az allapothatarozok értéke az -4 = T, ¥ =f(5), Yo = F(xc). yp = fxp) pontokban, akkor kénnyen

megadhat6 az Ve =S (%), interpolalt érték a £ pontban. Az egyszeriiség kedvéért ekvidisztans racstavolsaggal

szamolva ("JLl =4Ay=1) , az interpolacio sulytényez6i forditva aranyosak a F pont és a racs ¥ és - iranya

tavolsagaval. Kétszer elvégezve a linedris interpolaciot (el6szor az egyik, majd a masik koordinata-irany szerint,
az

Vo =¥, H 8- — V) +0V- (Ve — 1) +0x- 8- (M, — Ve — Vo — Vi)

munkaformulat kapjuk.

Az interpolacios eljaras sulytényezdit sokféleképpen megvalaszthatjuk. A meteoroldgiai gyakorlatban elterjedten
alkalmazzak pl. a tavolsag reciprokaval aranyos stlyozast, ami a kozelebbi allomasok szerepét hangstlyozza, pl.
a csapadékmez6 szamitasakor.

Egy-egy racsnégyzeten beliil magasabb fokszdmu polinommal is dolgozhatunk. Ehhez a tavolabbi racspontokat
is figyelembe kell venni. Ez a Lagrange-interpolacid, amit egydimenzids esetben szemléltetiink egy harmadfoku
polinom alkalmazasaval (II.1.2. dbra). Ennél nagyobb fokszamu polinommal a nagy tavolsag (vagy a feladat
szamitasigénye) miatt altaldban nem érdemes foglalkozni.

fix,)

fix.)

11.1.2. abra. Egydimenzios kobés Lagrange-interpoldcio vdzlatos képe.

Legyen ismert az ekvidisztans racson (Ax=1) 5, Yu = J) , N = f ('\"3), W=70) és 1= JGa) figgvényérték.

(%,

Hatarozzuk meg az ) intervallumban levd 2 pontban az Yo =f(%) figgvény értékét! Az egyszeriiség

kedvéért legyen
X, =—1’ X =O’ L5 =2.
A harmadfoku polinom egyenlete:
flx)=ac +bc +ex+d
Az egyiitthatokat az

v=f() i=-10,..2

linearis egyenletrendszer adja meg, ami a jelen példankban:
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A 1égkdri kinematika

yo=—a+ b— c+d
Yo = d
Vo=+a+ b+ c+d
Vo, =8a+4b+2c+d

Az egyenletrendszert nem kell megoldanunk. Az egyiitthatok kézvetleniil adodnak a in. Lagrange-féle formulabol
(1asd pl. Mészaros, 2011).

Gyakran alkalmazzak az un. Hermite-interpolaciot is. Ennek 1ényege, hogy (2751 ed rendii polinomot

hasznalunk, gy, hogy ismerjiikk a fliggvény és az els6é derivalt értékeit a kivalasztott egymas melletti (2n+1)

racspontban. Az interpolaciot a leggyakrabban alkalmazott harmadrendii polinomra (* = D mutatjuk be egydimenzios
esetben (lasd pl. Mészaros, 2011).

f(x,)
f(x,)
(x,) f(x.) f(x)
X Xy Xe }'.:, X, g

11.1.3. abra. A harmadrendii Hermite-interpoldcio.

Nézziik a I1.1.3. dbrat! Az (%9, 3,) szakaszon beliili ** pontban vagyunk kivancsiak az fx) interpolalt értékre.

. 2 =re
A feladat megoldhatd, ha ismerjiik a fliggvényértékeket f ""3), f lljés az elsd derivaltakat: - 7= ,
L)~

=

az 0 ésaz ™ pontban, példaul a racsponti adatokbol szamitott véges kiilonbséges modszer alapjan.
A harmadfoku polinom egyenlete:

fx)=ac +bx +cx+d
a megoldasra varo linearis egyenletrendszer, amelybdl a polinom egyiitthatoit kapjuk :
flg)= -:;r:\‘g: + bxg +oxy+d
Flx)= 3ax§ +2bg +c
Flx)= aq+ by +ex+d

)= 3ax§ +2bx, +c

A Hermite-interpolacional nem csak a fiiggvényértékek, hanem az els6 derivaltak illeszkedését is elvartuk.
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A 1égkdri kinematika

A spline interpolaci6 lényege, hogy a csatlakozasi helyeken (racspontokban) a fiiggvényértékek mellett valamilyen
rendig a derivaltak illeszkedését is kikoti. Sima atmenetet feltételeziink az egyes szakaszok hatarpontjaiban: 7 -ed

fokt és % -ad rendii rendii (azaz, a fokszam a szakaszonként illesztett polinomok fokszama, a k-ad rend pedig a k-
adik derivalt illeszkedésére vonatkozik). Megjegyezziik, hogy a linearis interpolacio egy elséfoku nulladrendii
spline interpolacio (I1.1.4. dbra).

F
m=1, k=0 m=3, k=1

11.1.4. abra. Linearis nulladrendii (baloldal) és kobds elsérendii spline interpolacio (jobboldal).

A meteorologiaban altalaban szakaszonként harmadfoku, s igy masodrendii spline interpolaciot hasznalnak. Ez
mar ,,elég sima” mezdt ad a meteoroldgiai alkalmazasokhoz, s még egyszeriien (azaz mérsékelt szamitasigénnyel)
megvalosithato.

I1.1.1. Adjuk meg a bilinearis interpolacié munkaformulajat, ha Ax=ay)

I1.1.2. Adjuk meg a hdmérséklet értékéta £ pontban a I1.1.5. abra szerinti haromdimenzids ricson haromdimenzios
linedris interpoléacio segitségével!

6°C 85°C

5°C Ac

AZz=800 m

11.57°C ] 1 ] ,
f 5}/ B 14°C
S EX ﬂ._j/=20 km

10°C | . b
A Ax=20km 13°C

I1.1.5. dbra. A hémérséklet értékei a haromdimenziés rdcs racspontjaiban. A P pont helyzete a rdcs kezdépontjahoz

(4 ) viszonyitva: 8¥=6.5km  8y=9.5km 8:=650m
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A 1égkdri kinematika

I1.1.3. Becsiiljiik meg a csapadék értékét a £ pontban a harom szomszédos csapadékméré allomas (I1.1.6. dbra)

adataibol a) a tavolsaggal (df'-' i=12, 3) forditottan aranyos b) a tavolsag reciprokaval aranyos, c) a tavolsag

négyzetével forditottan aranyos, d) a tavolsag négyzetének reciprokaval aranyos sulytényezok alkalmazasaval! Az
eredményeket mm-re kerekitve adjuk meg!

63 mm
’

d

1
1
1
1
1
I
I
L.
o )
- P L
-
~ d
- 4 5
- “
- 5

- %
- \.

20 d ¥
37 mm .- ’ 51 mm

=12km d,=175km d;=29km

11.1.6. abra. A harom kézeli csapadékmerd adatai és tavolsaga ( 4

kivalasztott P ponttol.

I1.1.4. Hatarozzuk meg a 200 m-es szint specifikus nedvességét (@) harmadfoku Lagrange-féle interpolacio
alkalmazasaval. A specifikus nedvesség magassagszerinti valtozasat a I1.1.1. tablazat szemlélteti.

11.1.1. tablazat. A specifikus nedvesség magassdgszerinti valtozdsa stabil hatdarréteg esetén.

Z [m] 2 50 100 150 200 250 300

9 [gkg ] 8,5 8,3 7.9 7,6 9 73 5.9

A szamitashoz hasznaljuk fel a Lagrange-féle interpolacié munkaformulajat!

A Lagrange-féle interpolacié polinomja menjen at az X5 X X pontokon, ahol értéke Moo Ve Az
interpolaciohoz célszerti kivalasztani a 100 m, 150 m, 250 m és a 300 m-es szintet. A harmadfok polinom helyett
a Lagrange-féle interpolacié polinomjat hasznaljuk, melynek alakja (Mészaros, 2011; Barabas, 2012):

PeY=3 71
el

E

n=4
A képletben () a Lagrange-féle !-edik alap-polinom, amely az 0 X X pontokon nulla értéket vesz fel,
kivéve az ¢ helyet, ahol értéke 1.

Ohax=x j=L2 _(G-D.G+1D). .n

;‘ lha x=x

Eloallitasa
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A 1égkdri kinematika

1o = — 2

(I_ I_'j B E E(I:)

ahol
wix)=(x—x) (x—x) .. (x—x,)
illetve

DD — (=) (= ) (= ) O = ) 5= %,)
d_\: .

I1.1.5. Illessziink interpolacios polinomot az =) sikon a RQ, 9), B(2.8) ¢, BA12) pontokra!

A(L3) BLS) C(1D) o DET)

11.1.6. Illessziink interpolacios polinomot az pontokra!

I1.1.7. Vezessiik le a szakaszonként harmadfok(i masodrendl természetes spline egyiitthatdoinak megoldasat! ! (A
spline interpolaciok esetén a természetes elnevezés arra utal, hogy a masodik derivalt értéke a spline két végpontjaban
nulla.) Az egyszeriiség kedvéért ekvidisztans, egységnyi tdvolsdgokkal dolgozzunk (I1.1.7. dbra).

Yo Y(x)

i
x=0 x=23 x=6

II.1.7. dbra. Természetes kibos spline ekvidisztans tavolsdagokkal ( 2x=1 ),

Az egyes szakaszokban az interpolacios polinom alakja:
T,(x)=A+Bx+Cx +Dx

I1.1.8. Illessziink kobos masodrendli természetes spline-t a [1.1.2. tablazatban megadott pontokhoz (a két
részintervallumra)!

11.1.2. tablazat. A spline téréspontjai, s az ottani fiiggvenyertekek.

Jx) 1 0 1
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A 1égkdri kinematika

Il.2. A légkor skalar- és vektormezoi, valamint
derivaltjaik és integraljaik

A légkort jellemzo6 allapotjelzok a tér és az ido skalar- és vektorértékii fiiggvényei. Ebbdl kdvetkezik, hogy a tér-
¢s id6beli valtozasaikat leiré egyenletek a vektoranalizis eszkozeit felhasznalva allithatok el6. A kovetkezokben
osszefoglaljuk a legfontosabb vektoranalizisbeli dsszefiiggéseket. A fiiggvényeket, legyenek azok skalar- vagy

vektorfliiggvények, normal (times new roman) betiikkel jeloljiik, mig a skalar valtozokat dolt betiikkel a vektorokat
pedig félkoveér dolt betiikkel adjuk meg. A matrixok leirasara a félkovér Ariel betiitipus szolgal. A skalar, a vektor

és a diadikus szorzés jelét (=™ ) kiirjuk, mig a skaldrok kdzotti szorzast kiilon nem jeldljiik.

Divergencia, gradiens, rotdcio

Nézziik a divergencia, a gradiens és a rotdcié invarians definicioiat! Legyen *™ az % pont kérnyezetében
folytonos és magan e helyen differencialhatéd fiiggvény. A vektortér adott pontbeli divergencidjan a vektortér e

pont koriili kis felilleten (AF ) vett fluxusa és a koriilzart térrész kobtartalma (27) hanyadosanak hatarértékét
értjiik, mikdzben e térrész az adott pontra zsugorodik.

divl = lim i]] vdF
=0 AV =

Tekintsiink az ™ pont kdrnyezetében folytonos és e helyen differencialhato ¥ (") skalar-vektor figgvényt! A
skalartér adott pontbeli gradiensén a skalartér e pont kortili kis feliileten vett integralja és a koriilzart térrész
térfogatanak a hanyadosat értjiik, mikdzben a térrész az adott pontra zsugorodik.

A gradiens tétel szerint a 5% vektor AV térrészre vonatkozé integralja megegyezik a Z) skalarnak a (kifele

iranyitott) AF hatérfeliileten vett integraljaval.

||| gradp dF = ]] pdF
ar aF

Az aramlasi tér fontos jellemzdje a forgas, az drvénylés intenzitasa. Ezt adja meg a sebességi mez6 rotdcidja. A

]‘]‘ dF =v
vektortér adott “ pontbeli rotacidjan a vektortér e pont koriili kis feliileten vett +# alaku integralja és a
korbezart térfogat hanyadosanak a hatarértékét értjiik.

. 1 ¢f
rot F=lim —| dF = v
T AT+

rot v

A felirasbol kovetkezik, hogy a vektor AV térfogatra vonatkozo integralja egyenld a (kifele iranyitott)

dF =n dF

normalvektor ( )ésa V sebességvektor vektorialis szorzatanak AF zart feliileten vett integraljaval:

||| rot vdl = ]] dF xv = ]] (mxv)dF
& aF

aF

A kovetkezd 1épésként nézziik meg a szorzatokra vonatkozo derivalasi szabalyokat, amelyek a kovetkezok:
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A 1égkdri kinematika

A1, @rad(u) = ugrad(u) + wgrad(u,) |

Ao 2rad(vy-vy)= (v, grad)v, + (v, grad)v, + vy xrot(v, )+ v, xrot(v,)
A3 diviey) =udiv(v) + v-grad(z)

A4 diviv,xv,)=v,-rot(v,)—v, -1ot(v,) '

A5 Tot(uv) =urot(v) + grad(u) < v

Ag, OV, % ¥,) = (v, grad)v, — (v, - grad)v, + vy div(v, )=V, div(v,)

A masodrendii derivaltakra vonatkoz6 azonossagok: a masodrenddi derivaltak eléallitdsa mindig visszavezethetd
az elsérendii derivaltak meghatarozéasara a I1.2.1. tablazatban kozolt szabalyok alapjan:

I1.2.1. tablazat. A mdsodrendii derivdltak értelmezése.

B.1. grad div(v) értelmezheto

B.2. div grad(s) = Au értelmezhet6

B.3. div rot(v) =0 ¥V megvalasztasatol fliggetleniil teljesiil
B.4. rot grad(z) =0 “megvalasztasatol fliggetleniil teljesiil
B.5. rot rot{ v) = grad diviv) —A(v)

B.6. rot diviv) diviv)

nem értelmezhetd, mert skalar, a 0! pedig

vektorra hat

B.7. grad div(v) értelmezhetd

B8 div div(v) nem értelmezhetd, mert HV0¥) skalar, a div pedig

vektorra hat

B.9. grad grad(v) grad

nem értelmezhetd, mert grad(z) vektor, a
skalarra hat.

pedig

Els6sorban az dsszetettebb kifejezések kiszamitasahoz célszerii bevezetnia ¥ szimbélummal jelslt nabla- (vagy
masképpen Hamilton-operatort, amelyet a kdvetkezdképpen értelmezhetiink a Descartes-féle koordinata-rendszerben:

¢, ¢, ¢
V=—i+—j+—k
& v &z

E}

ahol a Descartes-féle koordinata-rendszer egységvektorai rendre: '+ - k AV operator segitségével a differencialis
kifejezések a kdvetkez6képpen adhatok meg:

Cl. grad(z) = Vu )
Co, &) =Tr,

€3, 7D =V,
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A 1égkdri kinematika

C4. 8=V.V=V"

A fenti formuldkban a 2 =V~ az in. Laplace-operatort jeldli, amely skalaroperétor, s a Descartes-féle koordinata-
rendszerben a kovetkezoképpen irhato:

cx” v cz”

A nabla-operator alkalmazasa esetén nem szabad megfeledkezni arrdl, hogy matematikailag kettds természetii:
egyrészt vektor, masrészt differencialoperator. Ebb6l adodnak a kdvetkez6 szamitasi szabalyok:

i)a V operétor linearis, azaz linearis kombinacio-tarto:

Vigx+e,v)=cVi+c,Vy
9

ahol 1 ¢és ©2 allandok, mig ¥ és Y tetszOleges skalar-, vagy vektorértékii fiiggvények.

Vix y)

ii) A V operatort minden egyes mogotte allo mennyiségre alkalmazni kell. Ez azt jelenti, hogy alaka

kifejezést formélisan tigy szamitjuk ki, mintha a ¥ operator két tagbol 4llna

V=V _+V_

>

ahol a

Vv

mint differencidloperator csupan az * mennyiségre, miga * csupan az - mennyiségre hat.

LRERY

iii) Az el6z6 szabaly kdvetkezménye, hogy a / alaka mennyiség meghatarozasat két 1épcsdben végezhetjiik

V.0 )

el. ElGszor a alaku kifejezést a vektoralgebra szabalyai szerint ugy alakitjuk at, hogy a

v.".’
mogott csupan az £ mennyiség alljon. Ezutan
v

-szel mar Ggy szamolunk, mint egy kdzonséges differencialoperatorral.

iv) A fenti szabalyok mindig érvényesek, fiiggetleniil attl, hogy az * és ', valaminta v és (= 2) kozott milyen
tipusu szorzat all.

v) Az iii) pontban emlitett vektoralgebrai szabalyok koziil a leggyakrabban a kifejtési- és a felcserélési tételt szoktak
alkalmazni:

ax(bxc)=bla-c)—cla-b) faxb)xc=bla-c)—alb-c)

» vagy

valamint

(axbh)-c=(cxa)-b=(bxc)-a=—(hb=a)-e=—(axc)-b=—(cxh)-a

hiszen (@*b)=—(bxa)
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A 1égkdri kinematika

Teljesiil tovabba, hogy

a-b=|a|-|b|-cos:a5’haa_b —}a-sz’
axb=|a|-|b|-sin:ab’haa:b —>a><b=0.

Ha a*b=¢ akkor (@.5.€) yektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak (mint a jobb kézen a hiivelyk-, a mutato- és
a kozépso uj)).

Fontos megjegyezni, hogy a ¥ ésa & operatort nemesak Descartes-féle koordinata-rendszerben értelmezhetjiik.
Ezek alakja a meteorologiai gyakorlatban legtobbet alkalmazott szférikus koordinata-rendszerben:

1 é¢. 1¢, ¢

V= —i.+t——j. +—k;
reosd A ¥ o cr
b
7 1 gt 1 & o 1 g 2c
Vs 4+ ——+————tang—+-—
eosd diT v ogt o ¥ cg ror

ahol a szférikus koordinata-rendszer fliggetlen valtozoi az * sugar, illetve a ¢ szélességi és a # hosszlsagi kor.

A szférikus rendszerbeli egységvektorok rendre: i—', j-‘, k,

Megjegyezziik, hogy a dinamikus meteorologidban gyakran célszerii az egyenletek vektorialis alakjaval szamolni.

Az igy kapott altaldnos egyenletek tartalmazzak a V ésa & operétorokat, amelyeket az utolsé 1épésben kell csak
az alkalmazott koordinata-rendszernek megfeleld alakban felirni.

Megadhato a v differencial-operétor integral eléallitasa is. Definicio szerint: a nabla (V) differencial-operator
adott pontbeli vektoran a pont koriili zart feliilet vektora és a koriilzart térfogat hanyadosanak hatarértékét értjik,
mikozben e térrész az adott pontra zsugorodik. A nabla szimbolikus vektor csak valamilyen skalar-, vagy
vektormennyiséggel szorozva bir értelemmel

V() =l1inrl]] dF ..
" AF

B

ahol ¥ térfogatn - feliiletii 16grészt vizsgalunk. Az elemi feliilet vektora dF .
A vektorok integraldsdra vonatkozo szabalyok

A Gauss—Osztrogradszkij-tetel:

fv-nar=[[[vvar = [[[avear

AT AF

ahol ¥ tetszdleges vektorértékii fiiggvény, B pedig az AF zart feliilet minden egyes pontjaban a feliilet normalis
vektorat jeloli (4F =»dF) A divergencia tehat a tér , forrdsossagat” jellemzi. Ha dive=0
forrasmentes.

, akkor a tér/térrész

Kovetkezmény: abban az esetben, ha a vizsgalt térfogatnak nincsenek hatarai, vagy a hatarokon keresztiil nincs
aramlas, akkor
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A 1égkdri kinematika

Vedl" =0

L=

Ez az eset all fenn akkor, amikor a ¥ mennyiségre vonatkozo parcialis differencial-egyenletben a peremfeltételek
ciklikusak, vagy a peremeket athatolhatatlan falnak tekintjilk. A dinamikus meteorologiaban az elébbi helyzet
akkor 1ép fel, amikor a légkori mozgasokat a teljes foldfelszin felett elhelyezkedd, s a 1égkdr ,,felsé hataraig”
terjedd tartomanyban vizsgaljuk. Ez roviden azt jelenti, hogy globalis problémak esetén barmely vektormezd
divergenciajara vonatkozo térfogati integral nulla.

A Stokes-tétel:

]‘:1' -ds = || (V xv)-ndF

aF
s

ahol AF a tetszOleges I zart gorbén kifeszitett nyilt feliilet. A rotacio tehat a tér , forgasossagat”, kétdimenzios

rotv =0

esetben az orvényességét jellemzi. Ha , akkor nincs forgas (6rvényesség).

Kovetkezmény: A (V*¥)'® mennyiség nem més, mint a T =V 3 ¥

dF = d-dv

mennyiség Z iranyu komponense, ha

(Descartes-féle koordinata-rendszerben). Ezért, ha TtV vertikalis (Z -irany(1) komponense allando,
akkor a V vektormezd

c’i‘C:Iv-ds

integrallal értelmezett cirkulacioja is allando.

Ertelmezhetjiik a 1égkori folyamatokat leird skalar- és vektor valtozok tér- és idébeli parcialis megvaltozasat, illetve

a teljes idébeli valtozasukat. Tekintsiik a ¥ ¥ 2 7)

megvaltozasa:

sebességmez6t (vektor-vektor fliggvényt). Ennek teljes idobeli

Ez?—i—(v-'\?jv
dr ér .

A 10222220 gralarmezd (pl. a hdmérséklet) teljes iddbeli valtozasa:

AT ivor
ar c't .

A skalar- és a vektorterek leirdsaban — a feladat jellegétdl fliggen — gyakran alkalmazzék az Gn. tenzor jeldlést

is. Az 1 4, k ... tetszOleges latin betiis indexek az 1, 2, 3 értékeket vehetik fel a haromdimenzids térben (harom
linearisan fliggetlen egységvektor), melyek rendre megfelelnek a vektorok, illetve a tenzorok egyes koordinata-
tengelyek iranyaba es6 dsszetevoinek. A szamitasok soran nagyon hasznosnak bizonyul két kifejezés a két indexes
0sszegzéseknél hasznalt Kronecker-delta szimbolum (1asd részletesebben a I1.3. fejezetet):

[0,hai=;
8. =1
" [Lhai=;

E

illetve a harom indexes dsszegzéseknél alkalmazott Levi—Civitta-szimbolum
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A 1égkdri kinematika

L hai, 7. kazl,2, 3 paros permutacidja
&; =1 —Lhai. j. kparatlan permutacioja
0. hai, ;. kazl, 2, 3-nak nem permutacioja

A Levi—Civitta-szimbolum egy harom indexes, teljesen antiszimmetrikus matrix, vagyis barmely indexét rogzitve
a masik két index felcserélésekor a matrix elemei eldjelet valtanak.

Legyen az U és V vektor alakja:

ahol & jeloli az egységvektorokat. A fenti szimbolumok alkalmazasaval egyszertien felirhato pl. két vektor skalaris
¢és vektorialis szorzata:

u-v = v, =uy, =08uy;
N N b

v = Hj X‘!‘I. = E.-'.-'Z:E’t I_.V::SI_.
Két vektor diadikus szorzata tenzor, melynek alakja:

T=(uev), =uy =[T,1=T,

[T

§

]

ahol T atenzor jele, mig a jelolés a tenzor elemeire utal.

A vektorokat (s természetesen az egységvektorokat is) vastag betiikkel, mig a vektorkomponenseket (a
szamértékeket) vastagitas nélkiili betiikkel jeldljiik. Hasonld modon jarunk el tenzorok és vektorok barmilyen
szorzatanak képzésekor is. Adott kifejezésben valamennyi ismétlddo latin indexre 1-t6l 3-ig Osszegziink. Tobb
0sszegz0 indexszel szamolva, természetesen minden indexpar barmely két, azonos betlivel jelolhetd. Az dsszeg
értéke a jeloléstdl fiiggetlen, minthogy az indexek mindhdrom lehetséges értéket felveszik. (E jeldlésmodot
hasznaljak pl. a turbulencia leirasanal a dinamikus meteorolégiaban.)

Mind a fizikaban, mind a dinamikus meteoroldgiaban nagy jelentdséggel birnak az invariansok. Ezek olyan
mennyiségek, amelyek fliggetlenek a koordinata-rendszer valasztasatol. A koordinata-rendszertdl valo fiiggetlenséget
e mennyiségek integral eldallitasa biztositja. Folytonos és differencialhato vektortérben az integral eldallitas miatt
végtelen szamu és kiilonbozé rendii (kiilonb6zd hatvanykitevds) integral invarianst értelmezhetiink, melynek
segitségével leirhatjuk az adott vektormez6 valtozasait. Mi a legfontosabb, szemléletes fizikai tartalommal
rendelkezoket vizsgaljuk, amelyek jol kothetk egy elmozduld 1égrész alakvaltozasahoz. Linearis sebességi (vektor-
) mez6t feltételezve ilyen invarians mennyiség a transzlacio (eltolas), a divergencia, a rotacio és a deformacio.

Ismétlo feladatok a vektorszamitas téemakorébdl

11.2.1. Adjuk meg az = (- 2:3) g52 V=(%3.6) yektorok skaldris, vektorialis és diadikus szorzatat (ha mast nem
mondunk, akkor a derékszogii Descartes-féle koordinata-rendszerben dolgozunk). Megjegyezziik, hogy a sor- és
oszlopvektorokat — hacsak nem bir meghatarozott jelentéssel — nem jeldljiik kiilon.

(=]

[ ]
[= S

= | | 7 | | 7 |
\3 4 ,a /4 ésa 10, matrix determinansat, a transzponalt-,

A
11.2.2. Szamitsuk ki az
az adjungalt- és az inverz matrixat!

MO e
0
Il
N N
Lh

oo L
[re]
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A 1égkdri kinematika

I1.2.3. Oldjuk meg X -re az

x=ax(x+h)

egyenletet, ahol @ és P vektorok adottak.

I1.2.4. Oldjuk meg a kdvetkezd vektoregyenleteket

a) axx=h
b) axx=h ¢gx-a=a ahol & egy elére megadott allando,

¢) axx=h g x-b=0c ahol & egy elére megadott allando!

I1.2.5. Szamitsuk ki a kovetkez6 Un. Vandermonde-determinans értékét, ami pl. a magasabbrendii
differencialegyenletek megoldasanal szerepelhet. (Vandermonde Alexandre Theophile (1735—1796) francia
matematikus volt, aki a determinansok 6nallo teriiletének elsé elemzdje volt, bar ,,nem is hallott a rola elnevezett
determinansrol”.)

1 x x !

1 x x o
det V, =| -

1 x, x X

M a b

11.2.6. Szamitsuk ki két, L2 4) alaka matrix Osszegét és szorzatat! (Megjegyezziik, hogy ugyanilyen tipusu

miiveleti szabdlyok érvényesek az @412 alakii komplex szamokra is.)

I1.2.7. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert!

6 -2 0 0 kel 27
-1 5 =2 0 % 3

0 =3 4 1| x| 2

0 0 -1 1)ix)

I1.2.8. Milyen 4 mellett van az egyenletrendszernek trivialistol kiilonbozé megoldasa?

Sx+4v-3z=0
3x—2y =0

dx+2v+4iz=0
11.2.9. Mely pontban metszik egymast a kovetkezd egyenletekkel jellemzett sikok?

3x+2y+62z=13
—2x-3y+5z=-3

Sx—1y+9z=12

I1.2.10. Adjuk meg a sajatértékeit és a sajatvektorait a kovetkez6é 3*3 -as matrixnak! Oldjuk meg az A~ 2E[=0

sajatérték-sajatvektor feladatot!
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10 0
A= -1 1 3
02 2)
I1.2.11. Hatarozzuk meg az
2 -1 0
-1 2 -1
0o -1 2 -1
M:
0 -1 2 -
o 0 0 -1 2|
r’.:—lsin:E
2

1771 _es matrix sajatértékeit! Vezessiik be a szamitasnal a jelolést, s ennek segitségével irjuk fel a
foatloban levo elemeket. A szogfiiggvényekre vonatkozo osszefliggéseket hasznaljuk!

Megjegyezziik, hogy a fentihez hasonlo alaku matrixokkal taldlkozunk, amikor a masodrendii parcialis derivaltak
centralis, masodrendben pontos véges kiilonbséges alakjaval dolgozunk.

Vektoranalizis

I1.2.12. Szamitsuk ki az alabbi skalarmezdk gradiensét! Oldjuk meg a feladatot a nabla operator alkalmazasaval,
illetve az igynevezett indexes jelolés hasznalataval is! Itt és a tovabbiakban * a helyvektor, mig ¢ egy vektorallando.
A helyvektor, illetve a vektoralland6 nagysdga rendre * és <. Descartes-féle koordinata-rendszerben dolgozzunk!

a) f(rjza-r,

by S@) =g

o f®)=r"

4 F@=r-al
o SO =lr=al
o FE =l
g FO =kl

--------

a) Vir)= J'”‘t"
b) Vir)=+"a ’
) Viri=axr ’

d) \'(1‘):;'”‘(a><1')’
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o) VO =rianr
p Vi) =alnr

o) VO =rinr

hy V) =asin(a-r).
j V(r)=asin(r)

_]) \'[r)=rx(a><r).

Itt is ' a helyvektor, @ pedig vektorallandd. Descartes-féle derékszogii koordinata-rendszerben dolgozzunk!
11.2.14. Melyik kifejezés lesz nulla?

a) V- (V=V(r) ,
by (VxV)-V()

¢ VV-V()

ahol ¥ ) vektor-vektor fliggvény, I' a helyvektor.

I1.2.15. Mi legyen a ¥ vektor harmadik komponense, ha a sebességmez6 divergenciamentes?

(2 —x— zx+3(“1'z—1)"2
v= }'z—}':+32
7 |

e

I1.2.17. Legyen £ a Fold szdgsebesség vektora, R a légrész helyvektora, R—a vizsgalt 1égrésznek a Fold
forgastengelyétdl vett tavolsag vektora. Mutassuk meg, hogy teljesiil a centrifugalis-erdé szamitasakor hasznalt

0x(OxR)=—Q°R,

Osszefiiggés!

I1.2.18. A felszinkozeli réteg szélprofiljait gyakran

a) logaritmikus; 4(@)=alnz+5

u(z) =z’ +c

b) hatvanykitevds: , illetve

¢) logaritmikus-linearis “ (@)=alnz+bz+c

alakban adjuk meg.
Erdsen stabilis rétegzddés esetén

d) linearis profilkdzelitést hasznalunk: * (@)=az+h
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A 1égkdri kinematika

A horizontalis sebesség értéke a = szinten u(2) (a felszinkozeli rétegben eltekintiink a szélirany magassag szerinti
valtozasatol). Adjuk meg az ilyen — horizontdlisan homogén aramlés feltételezésével kapott — aramlasi mezdk

crer

allandok (I7.2.1. abra).

20 4
I [m] u(z=a; Inz+ by "
- = ~u@=a,z’ (M by /
= =u(z)=lnz +h3 z+c3 '
— - u@=ag z+hy !

il — _ -1
[1.2.1. Gbra. Felszinkizeli réteg szélprofiljai Az dllanddkat ugy dllitottuk be, hogy WZ=20m)=6ms™

i = p— -1 ) -
u(z=01m)=0ms , tovabba 1'7 -es hatvanykitevés profilt haszndlunk, illetve a logaritmikus-linedris

profilkozelitésnél @ =1 feltétellel éltiink .

T3]

11.2.19. Az erdsen felmelegedett pusztan, vagy akar a Mars 1égkorében is megfigyelhetd ,,tancold pordrddgoket
az un. Rankine-0rvények segitségével irhatjuk le (I1.2.2. abra). (William John Macquorn Rankine (1820-1872),
hires angol fizikus, aki az aramlastan mellett termodinamikaval is foglalkozott.)

: Sehesség
=1
i [ms™'] A
ﬁ 1
5 i
4 4
3
2]
1| — tangenciilis sebesség
0
0 1 ) 3 4 . 3
L

11.2.2. abra. A Rankine-6rvény sebességeloszlasa a kézépponttol valo tavolsag és az orvény sugaranak ardnya
fliggvényében (r,. az 6rvény sugara
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A 1égkdri kinematika

m=—
Hatdrozzuk meg az & sugarq, R szogsebességli ,,pordrdog” kozéppontjatol * tavolsagra a rotaciot, ha az

érintd iranyu sebességi mez6 alakja, a ,,porérdog” kozéppontjatol (¥ =0) szamolva:

Vit

JT’ ir=R)
S R
Vo
l‘—, fr=R)
r .

Hengerkoordinata-rendszerben dolgozzunk! Ve (7) az érintd iranyu sebességet jeloli, ami a porérdog belsejében a
kozépponttol tavolodva linearisan nd, mig az érvényen kivill a tavolsaggal forditott ardnyban csokken.

11.2.20. Egy hajo a ciklon eldl ,,menekiil” a maximalis nyomasemelkedés iranyaba (/1.2.3. dbra). A hajon a barométer
0,5 hPa-t siillyed egy ora alatt. A nyomasi gradiens nagysaga 1 hPa /200 km. A hajo haladasi sebessége 15 csomo.
Becsiiljiik meg a hajohoz kozeli szigeten a nyomasi tendencia értékét!

M

=

P+AP

11.2.3. abra. A teljes és a parcidlis derivaltak szemléltetése. A hajo mozgasa ,,a vihar el6l”.M — magas nyomds.

11.2.21. Egy 1égrész adiabatikusan mozog. Kiindulasi helyérél harom ora alatt északkeleti iranyba 150 km-es utat
tett meg, mikozben a kiindulasi szintt6l 1000 m-rel magasabbra sodrodik. A horizontalis hdmérsékleti gradiens
észak-déli iranyu. A homérséklet a magassaggal 0,5 °C-ot csokken 100 m-enként. A lokalis homérsékletvaltozas
+1 °C / 6ra. Becsiiljiikk meg a hdmérsékleti gradiens értékét!

11.2.22. A hegyen atkel6 1égrész sebessége 8 m s, 526 perc alatt éri el a hegygerincet. A 1égpalya 4 fokos szoget
zar be a vizszintessel. A szabad légkdr homérsékleti gradiense 0,5 °C/100 m. Adjuk meg a lokalis
hémérsékletvaltozast a hegycsucson! A 1égrész szaraz adiabatikusan emelkedik. (Feltételezziik, hogy , az
emelomozgas” beinduldsa elott a legkér nyugalomban volt.)

Il.3. Az Einstein-féle jelolésrendszer
alkalmazasa

Elméleti alapok

A kovetkezOkben a vektor- és a tenzorszamitas alapveté miiveleteinek indexes jeldlésrendszerben vald kifejtését
foglaljuk 6ssze. Terjedelmi okokbdl sem részletes és szisztematikus kifejtésre, sem bizonyitasokra nincs mdédunk,
tovabba a targyalast haromdimenzids térre korlatozzuk. A tenzorok tulajdonsagainak révid ismertetésekor nem
tériink ki a tenzorok transzformacids tulajdonsagaira és a kovarians derivalds szabdlyrendszerére sem. Célunk
minddssze annyi, hogy segitsiik az olvasét az Einstein-féle jelolésrendszer hasznalataban és a meteorologiai
irodalomban felhasznalt kiilonboz6 jeldlésrendszerek dsszeegyeztetésében. Mind az dsszefoglald, mind a feladatok
megértéséhez feltételezziik az alapvetd tenzorszamitasi és lineéris algebrai, valamit tobbvaltozos analizisbeli
alapismereteket.
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A 1égkdri kinematika

1.3.1. Vektoralgebra

Jelolések, szimbolumok

A vektormtiveletek jelolésének egyszerisitésére Einstein bevezette azt a szabalyt, hogy a szorzatokbol allo 6sszegek
esetén az Osszegezést jelzé szumma jel elhagyando. Pontosabban, ha egy szorzatban két azonos index szerepel,
akkor arra az indexre Osszegezni kell. Ennek megfelelden két vektor skalaris szorzata ortonormalt koordinata-
rendszerben:

A-B=AB+A4B,+ 4B =5 AB =4B, (i=123).

fml

A tovabbi miiveletek egyszeriibb jeldlésére bevezetjiik még a Kronceker @ szimbolumot:

B [lhai=j

v 10 hai=j
és a Levi—Civitta-szimbolumot:
"1 hai, ;. k123 ciklikus permutacidia

£ = +—1 hai, ;. k1 2.3 anticiklikus permutacidja ,

| 0 hai jkneml 213 permutacidja .

(Tehat B =&y =8 = 1’ &3 = &1 = &3 =_1’ &1 = Eppe-Fis =0 )
Vektorszorzatok ferdeszogii koordinata-rendszerben

A Levi-Civitta-szimbolum segitségével az 4 és B vektorok vektorialis szorzata az
A-B=Aua,- B':a‘: = J-'l"g_:B': (i.j=L2.3
alakban irhato fel.

. . - . P . x 0,y
Amennyiben a koordinata-rendszer bazisvektorai tetszdleges, nem egy sikba esd 4@y & yektorok, (se nem
merdlegesek egymasra, se nem egységnyi hosszusaguak), akkor ferdeszogli koordinata-rendszerrdl beszéliink.

Ebben a rendszerben az 4-B skalarszorzat az

A-B=Ada,- B‘:ad: = ﬂ'l'_g;B‘: (i.7=112.3)

alakot 6lti, ahol £5 =% 3 G metrikus tenzor ij-edik eleme.

Az % %2 & ek torharmashoz az a -a,=¢ definicioval hozzarendelhet6 az a* (k=1,2,3)

Belathato, hogy

reciprok vektorharmas.

1 oy Ra 1 e a @, %4,
(@.a,.0;)  (@.4,.a5) (@.a,.a5)
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A 1égkdri kinematika

ahol (@ @:&)=(@>a)a; =V ., a(=123) 4 icekiorok dltal kifeszitett paralelepipedon térfogata.
Tomorebben irva

. ]
Az % (=123 vektorharmast kovarians az
a® (k=12.3)
vektorharmast pedig kontravarians bazisvektor-rendszernek nevezziik. Belathatd, hogy a kovarians-kontravarians
a -a =5

elnevezés felcserélhetd, rajtunk mulik, hogy az reciprokvektor bazisharmasok koziil melyiket valasztjuk
kovariansnak. Szokas a kovarians vektorokat alul, a kontravariansokat pedig feliil indexesnek is nevezni.

A vektorok ennek megfeleléen kétféle koordinata-rendszerben is felirhatok:

A= =42 (L7=123)

Azonnal lathaté, hogy Aa. =4 oo 4.a'=4"

A vektorok skalar szorzata akkor irhato fel legegyszeriibben, ha az egyik tényez6t alul indexes (kovarians) a masikat
pedig feliil indexes (kontravaridns) bazisvektorokkal fejezziik ki:

A-B=Ada-Ba' =Aa,-a’B,=A5B. =4B,

Ebben az esetben a £ = a1 metrikus tenzor a Kronecker-delta. A szorzat meghatarozasa formalisan ugyanugy
torténhet, mint ortonormalt koordinata-rendszerben, csak az egyik tényez6ét kovarians a masikat kontravarians
bazisban kell felirni.

Egyszeriien megmutathato, hogy a kovarians és kontravarians koordinatak kozott az

"-iT =g;:"-id éS -’-i- zg“"-i,'

Osszefiiggések teremtenek kapcsolatot. Ezt a két 6sszefliggést index-emelési illetve -lehtizasi szabalynak is nevezziik.

4=Ad'a. = Aa

7% vektor 4 koordinatdi az % tengelyeken |a:|

Megmutathato, hogy az ° egységekben mért hosszusagokat

jelentenek, mig az 4 koordinatak az & (1=L2.3) pazis koordinata-sikjatol mért tavolsagokat jelentik. Ortonormalt
koordinata-rendszerben ez a két koordinata-értelmezés egybeesik.

a J

[/ i
g.=— e -
Mindaz & (=1.2.3) ,mind az @ (/=123 bazis esetén bevezethetjiik az | és |ﬂ ‘ egységvektorokat.
(Ezeknek a vektoroknak a definialasakor nem hasznaljuk az Einstein konvenciot.)

, A=da =4da; (G 7=123) =12.3)

A vektor az & és € .7 vektorharmasokkal is felirhato:

A=de =A'e (i.j=1273)
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A 1égkdri kinematika

E_':_:'i__

ahol d és A =a

az 4 vektor fizikai koordinatainak nevezziik.

‘ az Einstein konvenciot ismét felfiiggesztve). Az 4, és 4 Gj=L213) koordinatakat
gg

Ertelmezziik az 4 és B vektorok € =(4°B) giadikus szorzatat gy, hogy tetszéleges P vektorral szorozva

(4:B) D=AB-D)

Ertelemszertien £ (A2 B)=BF -A) A giadikus szorzat komponensei ennek megfelelden:

(‘433); =4, '(‘4 GB) 'ﬂ__: ="in: 2
(4:B)! =a.-(A=B)-a’' = A B’ .
(‘4‘ é B)-d zﬂr ) (‘4 é B) 'a__: = ‘-i-B__: 2
(4:BY =a'-(4:B)-a’ =4'B" .
A diadikus szorzat komponensei matrixba rendezddhetdk, rajuk a matrixok miiveleti szabalyai vonatkoznak. A

vektorok diadikus szorzatai tenzorok. Tetszéleges tenzor eldallithatd az alapvektorokbodl képzett elemi diddok
segitségével:

AcB=4A'B/(a,ca |=AB’(a'ca |=AB (a,ca’|=4B (a'ca’|

Ortonormalt koordinata-rendszerben a diadikus szorzat négyféle matrix-reprezentacioja azonossa valik, mert az

PP
e (i=1.2.3) bazisvektor rendszer megegyezik sajat reciprok rendszerével. Ebben a rendszerben
A«B=AF [_.-3__ e _']

A tenzorok, mint linearis vektor-vektor transzformaciok

A B=Sf(A)= flda+ Lay+ £a,
B=B(A'aj+A'a,+ £a,)= A'B(a))+ A'B(a,)+ £B(a;
(A'a,+Aa, + £a, (a) (a,) (85) sosze fliggés. Ez a figgvény az A vektorta B vektorba

A s N ‘o b.=B. (a.)(1=1.2.3)
viszi at. Lathato, hogy a fiiggvénykapcsolat magadasahoz azokata ~* = ¢+ ¢/ % :

vektor-vektor  fiiggvény homogén linedris, ha teljesil a

vektorokat kell megadni,

amelyekbe a transzformacio az % bazisvektorokat atviszi, azaz amelyekkel:
B=B(A)=A'b+4'b,+1Lh,

Nem elfajuld a leképezés, ha a teljes teret a teljes térre képezi le. Ekkor a leképezés megfordithatd. (Szokas a
targyvektorok terét targytérnek, a képvektorokét pedig képtérnek nevezni.) Elfajulo a leképezés, ha a teljes teret
sikra, egyenesre, vagy egyetlen pontra képezi le.

A komponensekre vonatkozo 6sszefliggések €s a diadikus szorzat tulajdonsagainak felhasznalasaval a fenti leképezés
a

B=B(A)=ba'-A+ba’-A+ba -A=(b-a' +bca’ +b,ca’ |- A=(b ca"|- A

alakra hozhatdé. A homogén lineéris vektor-vektor transzformacid tenzora tehat eldallithat6, ha megadjuk a
koordinata-rendszer kovaridns (alul indexes) bazisvektorainak képvektorait és képezziik a képvektoroknak az
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A 1égkdri kinematika

eredeti koordinata-rendszer megfeleld kontravarians (feliil indexes) bazisvektoraival vett diadikus szorzatait, majd
ezeket a szorzatokat dsszeadjuk:

B=(b,-a"|

e

b.

A 7% vektorok két ekvivalens forméban reprezentalhatok:

b,=Bla.=B.a" .

Ennek megfeleléen a B tenzor matrixa a b, vektorokbol, mint oszlopvektorokbol felépitett matrixszal egyezik

meg. Ha b, = Bea, akkor
B B, B
B=(B) = B B, B
B} B B:|

A transzponalt-, adjungalt- és reciprok tenzor

A Ttenzor T transzponaltjan azt a tenzort értjiik, amelyre tetsz6leges 4 vektorral szorozva

TA=4T
Indexes jeldlésmodban:
Ti= % vagy Ti=
A T tenzort szimmetrikusnak nevezziik, ha
T=-T,
antiszimmetrikusnak, ha
T=--T.

Az antiszimmetrikus tenzor, a féatlora tiikkrozve 6nmaga —1 szeresébe megy at.

A tenzorok mindig felbonthatok szimmetrikus ¢s antiszimmetrikus részre. A felbontas egyértelmii:
T
T==(T+T)+=(T-T).
2 L J 2 L J

A szimmetrikus tenzorok matrixa barmely koordinata-rendszerben a matrix fétengelyére tiikrozve Gnmagaba megy
at. (Innen ered a szimmetrikus elnevezés).

[, a f)
T=a & 7
\ ,B T JI
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A 1égkdri kinematika

, 1 [T: .|_. =['T__ .|__ B
vagy masként: - ¥ ¢ O

Az antiszimmetrikus tenzorok matrixa a féatlora tiikkrozve 6nmaga —1 szeresébe megy at, azaz a féatloban nullak,
a f6atlo két oldalan pedig ellentétes eldjelii elemek vannak.

0 -a -F)
T=a 0 —r|
A 0|

T, ==(T.),

vagy masként: - 7 Az antiszimmetrikus tenzor egyértelmiien eléallithato axE alakban, ahol @ az

(a, B, y) vektor, E pedig az egységtenzor. Az antiszimmetrikus tenzorokat szokas emiatt pszeudovektornak is
nevezni.

Definicid szerint a

tenzor adjungalt tenzora:

B, =4[ (a xa')s(b,xB)].

Belathato, hogy az adjungalt tenzor matrixa a B tenzor elemeihez rendelt almatrixok el6jeles determinansaibél
képzett matrix transzponaltja:

Bi B |Bf BY |B BY)
B, B| |B B By B
[B:A.:]:: _31: 3_{ Bli B_E _Bli 3_%_
S B Bj| |B B B B:||
B! B _311 B| |B By
5 B |B B B B
Megmutathato, hogy
R » ot
(B ) = —&"e BIB
B=(b, ca" _ )
A [- m 3 -] reciprok tenzoran a B~ tenzort értjiik, amelyre
BB'=E.
Azonnal lathatd, hogy
B’ = (a,° b“'_']
hiszen
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A 1égkdri kinematika

B-B'=(b,ca"|-(a,:b"|=b, =(a" a, |b"=b, (5 |b"=(b, <b"|=E
A reciprok tenzor az adjungalt tenzor segitségével a kovetkez6képpen irhato fel:

(a*xa')-(B, xb.) (Bl

(¢ . ) (b.boob) (aa'.d (bbb

3 ey
B =(a,:0") =3

Tenzorinvariansok

A tenzorok és vektorok fizikai jelentése fliggetlen attdl a koordinata-rendszertdl, amelyben a tenzor matrix-

sy

rendszer valasztasatol fliggd szamok. A vektorokkal végzett miiveletek, a skalaris, vektorialis és diadikus szorzas,
valamint a tenzorok altal reprezentalt vektor-vektor fliggvény is fiiggetlen kell legyen a koordinata-rendszertdl.
Ennek megfelelden a tenzorokbol képezhetdk olyan invarians mennyiségek, amelyek szamértéke barmely koordinata-
rendszerben azonos. A tenzoroknak harom skalar és egy vektor invariansat szoktuk hasznalni.

A tenzor spurja (elsé skalarinvarians)

Definicid szerint az

AB:[lbw_ca*‘:]

tenzor spurja

B,=spB= (b, -a "‘_'] = 311 +B; +B_f =5

>

azaz a matrix foatlojaban allo elemek 6sszege. A spur nyilvan koordinata-rendszertdl fiiggetlen mennyiség, hiszen
vektorok skalarszorzatanak osszege. A tenzorok spurja megegyezik szimmetrikus résziik spurjaval (az
antiszimmetrikus tenzorok spurja zérus)

A tenzor masodik skalarinvariansa

A masodik skalér invarians definicio6 szerint az adjungalt tenzor spurja:

B B!

Bl B
- L+ .
B B

o 4 |BF B
B,=spB,.=3|la xa |-(b.xb)|=] . |+ - "
a =L SR 4] BE‘ Bl. B:-

B;

A tenzor harmadik skalarinvariansa

A harmadik skalar invarians a tenzor és az adjungalt tenzor szorzata spurjanak egyharmada:
By =~sp(B-B,
o= ESP [ B ]

Az adjungalt tenzort a reciprok tenzorral kifejezve
(B),, =(a".a*.a" |(b.b,.b,)B"

e

B, = % [_aﬂaia‘z:] (By.b. b, )sp [_B -B'l_'] = %[_aha::a‘:;]['_bl:b:: b.)spE= [_a1=a:=a‘:_'] (B.b,.0)
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A 1égkdri kinematika

Mivel
(b.b,.b)=(a,.a, a;)detB
és
s . (bbb
Bmz[al=a‘=a’][b1=h:=b=I=M=det8
: o o lag.a,.a;)

>

azaz a harmadik skalar invarians a B tenzor matrixanak determinansa. A tenzorok determininsa megegyezik
szimmetrikus résziik determindnsaval (az antiszimmetrikus tenzorok determinansa zérus.) Belathato, hogy a
harmadrend{i matrixok determinansa az

det(B"|= %si*s_x:_g;ﬁgjgg' =det(B,, )= %s-'-”-'s-ﬁ?'g_zgﬁg__, )

det(B,")= % £.6°7B B’ B* =det(B™)= % &35, B¥B7B” .

A tenzor vektorinvariansa

B=(b ca™]

A o “tenzor vektorinvariansa definicio szerint

B:'_'e:z} = [_b*’. Xﬂ*‘_.] =B a"xa"=¢"B_a =(B,-B,)a +(B,-B.)a, +(B,-B )a,

Lathato, hogy a tenzor vektorinvariansa megegyezik antiszimmetrikus részének a vektorinvariansaval (a szimmetrikus
tenzorok vektorinvariansa zérus). Minden antiszimmetrikus tenzor eléallithato &> E vektoridlis szorzat formajaban,

ahol ? az antiszimmetrikus tenzor vektorinvariansa.

Sajatértékek, sajatvektorok, fotengelytranszformacio

A B tenzor sajatvektorai azok az $ vektorok, amelyeknek irdnya a tenzorral val6 transzformacié hatasara nem
valtozik, azaz

B-s=.is
illetve

(B—JE)-s=0

E

ahol 4 a tenzor sajatértéke. Ennek a homogén linearis egyenletrendszernek akkor van nem trivialis megoldasa,
ha a bal oldali matrix determinansa zérus.

det(B—/E) =4 —spB/i’ +spB, i —detB=0.

Ez az egyenlet a tenzor karakterisztikus egyenlete, amelynek gyokei a tenzor sajatértékei. A sajatértékeket az
egyenletrendszerbe visszahelyettesitve, meghatarozhatok a sajatvektorok. A sajatvektorokra vonatkozo
egyenletrendszer nem fiiggetlen egyenletekbdl 4ll, ezért tovabbi feltételként kikothetjiik, hogy a sajatvektorok
egységvektorok legyenek.

Ha a sajatvektorokbol ortonormalt bazis valaszthatd ki, akkor azt ftengelyrendszernek nevezzik.
Foétengelyrendszerben a tenzor matrixa diagonalis matrix, melynek f6atlojaban a sajatértékek allnak.
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A 1égkdri kinematika

Fétengelytétel — szimmetrikus tenzornak létezik (valos sajatértékekkel, ortonormalt) fétengelyrendszere. Ebben
a koordinata-rendszerben a szimmetrikus tenzor matrixa diagonalmatrix, melynek f6atlojaban a tenzor sajatértékei
allnak.

1.3.2 Vektoranalizis
Gorbevonali koordinata-rendszerek

=xe,

Legyen adott az " ¢ vektor az & Descartes-féle koordinata-rendszerben. Vezessiink be 4 9 valtozokat a

x=x(¢’) i.i=(L2.3
e fiiggvényharmas segitségével, amelyr6l tételezziik fel, hogy a tér egy tartomanyéan

folytonos és differencialhato, tovabba tegylik fel, hogy a fiiggvény-transzformacié megfordithato. A tér adott Pir)
pontjanak kornyezetében fennall:

&t

de' =——dg’.
cg”
illetve kifejtve:
&' & ., ax s
d' = —dg' +—dg’ +—dg .
cg cq” cq”
@ =—rdg +—dg’ + < dg’.
cyg cg” cg”

@ =dg'+ —dg*+—dg’.
clg cg” cg”

A Pir) pont kornyezetében ez a transzformacio akkor fordithatdo meg, ha
& &t &
qu E'q: Eq5

T mda— =l — =
B ¢g’ 8¢ &g &g
& o &

8¢ o4 g

g'(¥)

Jacobi-determinans nem zérus. A teljes tartomanyban a megfordithatdsag akkor all fenn, ha létezik a ! inverz

fiiggvényharmas. Ekkor nyilvanvald, hogy

2¢' &' &gt
J(gw)=det L oL 4 S

: : o' |8x éxt o

2 &g &g

ERr

AfTE (=) egyenletekbdl adott Pir) pontban kapott 7 szamharmast a P(r) pont goérbevonala koordinatainak

nevezziik. Ebben az esetben a tér minden pontjan atmegy harom olyan gérbe amelyek mentén rendre csak a q
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A 1égkdri kinematika

mennyiségek egyike valtozik. Adott pont lokalis kdrnyezetében minden vektormennyiség kifejezhetd ezeknek a
gorbéknek az érint6jébe esd vektorok (mint bazisvektorok) linearis kombinacidjaként.

Uy = allanda Uz = allando
i = o
ﬂh-"
] - = Allandd
a uy = allandt
e |A (U1, vy
VA L o [
) i
F e 1

i - a3 1

: : & =

' T

Larteil)

U

(] bt Y e

Z A
—
I
Usr 4
ks

AL >
/f"—; ¥
X

11.3.1. abra. A kiindulo Descartes-féle koordindta-rendszer, valamint a P pont kornyezetében a gérbevonalu
koordinata-rendszer koordinata-vonalai, koordinata-sikjai és az ott felvett lokalis ferdeszogii koordinata-rendszer.

cr

Az adott ponton atmend ¢ ' gorbéket koordinata-vonalaknak nevezziik. A koordinata-vonalak Y &rintd
vektoraibol allo bazisvektorok, amelyek ferdeszogli koordinata-rendszert feszitenek ki. Ez a koordinata-rendszer
azonban a koordinata-vonalak gorbiiltsége miatt a tér minden pontjaban mas és mas alapvektorokkal rendelkezik.

cr

% bazisvektorok alkotjak a gérbevonalu koordinata-rendszer kovarians bazisvektorait. (Vegyiik észre, hogy
a feliil indexes, azaz kontravarians koordinata szerinti derivalas adja az alul indexes (kovarians) bazisvektort.)

A lokalis koordinata-rendszer koordinata feliileteit azok a feliiletek jelolik ki, amelyek mentén két ¢ mennyiség
valtozik, és a harmadik allando. Ezek a feliiletek altalaban gorbiiltek, normalvektorukat az adott pontban az ott
atmeno és a feliiletbe eso koordinata-vonalak érintdinek vektorszorzata, azaz az érintovektorokbol allo kovarians
koordinata-rendszer reciprok vektorrendszere hatdrozza meg. A 11.3.1. dbra a kiindul6 Descartes-féle koordinata-
rendszert, valamint a P pont kdrnyezetében a gorbevonala rendszer koordinata-vonalait, koordinata-sikjait és az
ott felvett lokalis ferdeszogili koordinata-rendszert mutatja.

Derivaltak a gorbevonala koordinata-rendszerben

Az Einstein konvencid és a nabla szimbolika segitségével a vektoranalizisben hasznalatos differencidloperaciok
igen tomdoren adhatok meg, figyelembe kell venniink azonban, hogy a vektorok derivalasakor most a koordinata-
rendszer bazisvektorai is valtozhatnak.

A gradiens (nabla) operator

A gradiens operator definici6 szerint
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A 1égkdri kinematika

- _=q'-":"'l_: ahol T.':ﬁ
g cq

T

V=g

A totalis idoderivalt

A ¥ skalarmennyiség a ¢=ql7 hely-koordinatakon keresztiil és attdl fliggetleniil, kozvetleniil is fligghet a ¢

1d6tol, azaz w=wlg () -]. A fiiggvény totdlis vagy hidrodinamikai idéderivaltja:
dv _ov tvig
d & &g' &
illetve mivel or |
dv _év év
&t &t &g
A=Alr(z).¢)

Hasonloképpen az ! vektorfiiggvény totalis derivaltja formalisan

oA
A fenti formuldban azonban a €4 derivalt jelentése az eddiginél bonyolultabb, hiszen a vektor derivalasakor a
koordinata alapvektorok valtozasat is figyelembe kell venni:

a4 eldq) ay

- - - :+."i':_—':_
cq cq cg =

A formula értelmezéséhez meg kell adni a bazisvektorok derivaltjait. Belathato, hogy

cf .
L % _r w4 =1a,

cg- oo’

E

ahol L és Ty rendre az els6faju illetve masodfaji Christoffel-szimbolumok, amelyek definicié szerint:

1/ég, &g, ©Og,) L 1 Sg. &g, og; )
r._:,_:— .-T+Iig=:_.-i ! = r;'zg r :;g - ig-_,-.’ |
T2l 0 d¢ &g ) . g g cog )
A derivalttenzor
A derivalttenzort az
fdd) | -7 T PR
_|=[‘4GT]= ~_:+‘;‘l'-r;:,['?:cq;l
dr | | Cg” o :

Osszefiiggéssel adhatjuk meg. Szokasos azonban a derivalttenzor transzponaltjat is alkalmazni:
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A 1égkdri kinematika

Fad) e _
=(VeAd)l= = - _.-]_} [g”'cql_]_
. T &g . y

\ dr J
A divergencia
A divergencia a derivalttenzor spurja (megegyezik a derivalttenzor transzponaltjanak spurjaval

SRR - NN
V.A= N (4 Jz)= NS lg’-4Je .

A Laplace-operator
A Laplace-operator a skalarmezd gradiensének divergencidja, azaz a gradiensvektor derivalttenzoranak elsé

skalarinvariansa. Helyettesitsiik be az el6z6 0sszefiiggésbe a skalarmezd gradiensét

Hi ‘\.’—q

"F-'\?w—gcq

ﬁ] n:

A rotacio
tenzor antiszimmetrikus részének vektorinvariansa

A rotacio a

rotd=Vxd= =T 3
cq g

11.3.1. Vektoralgebra — feladatok

I1.3.1.1. Bizonyitsuk be, hogy % =3
‘5 5,
& pim = l: : .
I1.3.1.2. Bizonyitsuk be, hogy g o,
i = 2 |
11.3.1.3. Bizonyitsuk be, hogy £ & = 2%
: 6!
11.3.1.4. Bizonyitsuk be, hogy i
& & &
g =\8f & &
o & &
I1.3.1.5. Bizonyitsuk be, hogy PoE
1 1 1
a a - a ) a a, a
AxB = VE ‘_il ‘_i: J'f' A=B= ;'11 ."i: 1'13 !
R 2|3 3 3,

B' B B| .
I1.3.1.6. Mutassuk meg, hogy , illetve
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A 1égkdri kinematika

I1.3.1.7. Hatarozzuk meg az Einstein szimbolika felhasznalasaval az Ax(BxC) harmas vektorszorzatot és mutassuk

B(A-C)-C(A4-B) |

meg, hogy értéke megegyezik al!

I1.3.1.8. Mutassuk meg, hogy a felsé indexes (kontravarians) bazisvektor rendszer reciprok vektor rendszere
megegyezik az alsé indexes (kovaridns) bazis vektor rendszerrel!

1

(a".a".a" | =———
’ [.alza::a:-:.l |

I1.3.1.9. Bizonyitsuk be, hogy

(AxD)-(BxC)

11.3.1.10. Hatarozzuk meg az Einstein szimbolika felhasznalasaval az szorzatot!

C-(AxB)

I1.3.1.11. Fejtsiik ki az Einstein-féle szimbolika segitségével a =lC. 4B, harmas vegyes szorzatot,

és mutassuk meg, hogy értéke megegyezik “'Edﬂ (4.B.C) -vel!

(Ax D)= (B=C)

I1.3.1.12. Hatarozzuk meg az Einstein szimbolika felhasznalasaval az szorzatot!

A.a, A.a, A-a
(A.B.C)(a,.a,.a;)=[B-a, B-a, B-a,

C-a;, C-a, C-a

11.3.1.13. Bizonyitsuk be, hogy !

AD AE AF
(A.B.C)(D.E.F)=[B-D B-E B-F
C-D CE CF

11.3.1.14. Bizonyitsuk be, hogy !

f - - _\- = d =
11.3.1.15. Bizonyitsuk be, hogy, |1 "2 %/ =9 &; Je

11.3.2. Vektoranalizis — feladatok

11.3.2.1. Hatarozzuk meg a 9" Kontravaridns helykoordinata gradiensét!

11.3.2.2. Mutassuk meg, hogy a helyvektor derivalttenzora az egységtenzor!

cg. _c4;
I1.3.2.3. Bizonyitsuk be, hogy ¢4’ g

I1.3.2.4. A metrikus tenzor elemeinek derivalasabol kiindulva mutassuk meg, hogy

o . . "
i ZEZF;:._Q.' = F}q !

EQ cg’

og. . .
Log=r

I1.3.2.5. Mutassuk meg, hogy oq

oy
11.3.2.6. Hatarozzuk meg a kontravarians (feliil indexes) bazisvektorok kontravarians koordinatak szerinti cg’
derivaltjat!
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A 1égkdri kinematika

Vo= (4 fe)
11.3.2.7. Bizonyitsuk be, hogy Je o o

11.3.2.8. Hatarozzuk meg az
X=FCOS@Cosi,
V=rcos@sin A,
z=rsing
térbeli polarkoordinata-rendszerben a méasodfaju Christoffel-szimbolumokat!
11.3.2.9. a) Hatarozzuk meg a térbeli polarkoordinata-rendszer kovarians és kontravarians bazisvektorait, ha a

koordinatak rendre < \4.@.7) ! b) Hatarozzuk meg a bazisvektor rendszerek altal kifeszitett paralelepipedon
térfogatat! ¢) Mutassuk meg, hogy mindkét bazisvektor rendszer ortogonalis!

11.3.2.10. Hatarozzuk meg a térbeli polarkoordinata-rendszer £57979) ¢ & =q 'qj, valamint £ =44

metrikus tenzorat! Ellendrizziik, hogy fennall a
detg. =(g,-q.) és detg’= (¢' . ¢". 4|

Osszefiiggés.
I1.3.2.11. Hatarozzuk meg a tér pontjainak a sebességét, ha a tér egyiitt forog a Folddel, azaz a szogsebesség

0=0e, . X e - VERRTRT .,
3 | Hatarozzuk meg a sebesség kovarians és kontravarians komponenseit térbeli polarkoordinata-rendszerben!

11.3.2.12. frjuk fel annak a gombi polarkoordinata-rendszernek a kovarians és kontravarians bazisvektorait, amelyben

a 9 =7 koordinatat a nyomésra cseréltiik. (Természetesen a rendszer hidrosztatikus.)

Il.4. A barotrop és a baroklin légkor

A baroklinitas a légkor stirGségi (hémérsékleti) és nyomasi rétegzoédésének kapcsolatat fejezi ki. Ha a leveg6

stirlisége kizarélag a nyomas fiiggvénye: p=pip -I, akkor barotrop 1égkorrdl beszéliink. Barotrop esetben az
izobarok egyben azonos stirtiségii feliileteket is jelentenek. Az idedlis gaz

-
PRt

allapotegyenlete alapjan ez akkor lehetséges, ha a hdmérséklet kizarolag a nyomas fiiggvénye: Ir=I(p) Jtt R a
specifikus gazallando, ami a feladattol fiiggben (ha kiilon nem indexezziik) a szaraz, vagy a nedves levegére
vonatkozik. Barotrop esetben az izobarok egyben izotermak is.

A baroklin légkdrben a stirliség a nyomastol és a hdmérséklettdl is fiigg, azaz az izobarok és az izotermak szoget
zarnak be egymassal: p=plp.T) . A baroklin rétegz6dés sohasem stabil egyensulyi allapot, a megindulé mozgasok
a barotrop egyensuly helyreallitasara torekszenek.

A barotrép 1égkér adott pontban vett 5sszenyomhatdsagat a ? barotropitasi egyiitthatoval jellemezhetjiik:

b= d,G(.\’= Y. Z. I:)
dp(x, v, z. to)
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A 1égkdri kinematika

A barotropitasi egyiitthato felirhatd a hdmérsékleti és nyomasi mez6 kozotti kapcsolatként is:

yo L[, dinT)
RT| dlnp)

A meteorologiaban gyakran hasznaljuk az & specifikus térfogatot, a stirliség reciprokat. Az izoszter vonalak az
azonos specifikus térfogati pontokat jelolik ki. A barotropitasi egyiitthatd felirhatd a specifikus térfogat
fiiggvényeként is:

1 deadix, v, z. 1)

ST v R bl v 2 1)

Mig a barotropitasi egytitthatd adott helyhez kotve allapitja meg a nyomasi ¢€s stirliségi mez6 kozotti kapcsolatot,

a B piezotropitasi egyiitthato egy elmozduld légrészt kdvetve irja le a 1égrész nyomas- és siirliségvaltozdsanak
viszonyat:

_do(x 3. 2. D
.50

A barotropitasi €s a piezotropitasi egyiitthatd az aramlasi mez6 szerkezetének ismeretében a lancszabaly szerint
szamithato:

p= X cv gz
Zu+r Lyt Loy
che cv cx

o TR UT VT ——w
ot ox cv cz
B= — = =
C] &) C]
-
cf  Cx v e

Feltétlen vagy autobarotrop kozegrél akkor beszéliink, ha & =8 | azaz a barotropitési és a piezotropitasi egyiitthatd
minden pontban és pillanatban megegyezik. Ez biztositja, hogy a 1égrészek mozgasa soran a rétegz6dés barotrop
marad. Ha a kezdetben barotrop helyzet a 1égrészek elmozdulasa soran megbomlik, akkor feltételesen barotrop
kozegrol beszélink. Ebben az esetben a kozeget jellemzd barotropitasi és az elmozduld 1égrészt jellemzd
piezotropitasi egyiitthaté nem egyezik meg.

allando

]
1

= allando

O
[

SZOLENOID
e S
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A 1égkdri kinematika

11.4.1. abra. A baroklin rétegzddeés.

Baroklin esetben szolenoidoknak nevezziik az izobar és az izoszter vonalak altal képezett hurkokat. (I1.4.1. abra).

A baroklinitds mértékét az ¥ baroklin vektorral, méas néven szolenoidalis vektorral jellemezhetjiik:

N=-Va=Vp
A baroklin vektor természetesen a siirtiséggel is felirhato:

}':i\?px\?p
PE

Lathato, hogy barotrop esetben, amikor az izobarok és az izoszterek egybeesnek, a specifikus térfogat €s a nyomas
gradiensei is parhuzamosak; ebben az esetben a baroklin vektor nulla.

Az idedlis gaz allapotegyenletének felhasznalasaval a baroklin vektor felirhaté a nyomas és a homérséklet
figgvényeként:

Ne-vrx v,
.“-p

A baroklin vektor a szolenoid feliiletre, azaz mind az izobarokra, mind az izoszterekre meréleges. Ha az izobar és
izoszter feliiletek térbeli alakjat siknak képzeljiik, az altaluk hatérolt szolenoidok egy paralelogramma altal hatarolt
,,cs0ve€” allnak 6ssze. A baroklin vektor ennek a csének a hosszanti iranyat jeldli ki. Ennek a késdbbiekben nagy
jelentdsége lesz a baroklinitas altal 1étrehozott 6rvényesség meghatarozasaban.

A baroklin vektor nagysaga a szolenoidok siirliségét, azaz az adott feliiletet metsz6 szolenoidok szamat jellemzi.
Ez a késébbiekben a baroklinitasban tarolt energiasiiriiség szamitasaban kap nagy jelentdséget. A vektor nagysaga
aranyos az izobart egységnyi tavolsagon beliil metsz6 izoszterek szamaval:

IN|= |-Vl |vp| sing

ahol € az izobarok és izoszterek altal bezart szog.

11.4.1. Autobarotrop vagy feltételesen barotrop az dsszenyomhatatlan homogén (konstans siiriségii) 1égkor?
11.4.2. Autobarotrop vagy feltételesen barotrop az sszenyomhatd homogén 1égkor?

11.4.3. Autobarotrop vagy feltételesen barotrop az adiabatikus 1égkor?

11.4.4. Autobarotrop vagy feltételesen barotrop az izoterm 1égkor?

I1.4.5. A 1égkor adott teriiletén a hOmérséklet észak és kelet felé linearisan, a magassaggal exponencialisan csokken.
A kovetkezo fliggvény irja le ezt a homérsékleti eloszlast:

T=I,(-Ax-Cy)-exp(-Dz)
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A 1égkdri kinematika

ahol Ty, A, C és D ismert allandok. Tegyiik fel, hogy az izobarok vizszintesek, azaz a 1égnyomas csak a magassag
figgvénye:

p=pyesp(—iz)

ahol k adott allandd. Milyen szdget zarnak be az izobarok az izotermakkal? Adjuk meg a baroklinitdsi vektort és
annak nagysagat! Milyen szdget zar be a baroklinitasi vektor az északi irdnnyal?

I1.4.6. A 1égkdr adott teriiletén a hdmérséklet északkelet felé és a magassaggal is linearisan csokken.

T=T(-Ax—Cy—Dz)

>

ahol Ty, 4, C és D ismert allandok. Tegyiik fel, hogy a légkor hidrosztatikai egyenstlyban van, azaz az egységnyi
magassagra esO légnyomasvaltozast a kdvetkezo egyenlet irja le:

dp =—pgdz

Milyen szoget zarnak be az izobéarok az izotermékkal? frjuk fel a baroklinitasi vektort! Milyen szoget zar be a
baroklinitasi vektor az északi irannyal?

I1.4.7. Adjuk meg a hidrosztatikus egyensulyban 1év6 1égkdrben dp=-p2dz ; nedves adiabatikusan emelkedd

légrész piezotropitasi egyiitthatojat, ha adott a nedves adiabatikus hdmérsékleti gradiens:

dT

I1.4.8. Adjuk meg ismert B piezotropitasi egyiitthatd mellett az emelkedd légrész 4= homérsékletvaltozasat

hidrosztatikus 1égkdrben (d:i’ =—pgdz )

II.5. Koordinata-rendszer forgatasok, a linearis
skalar- és vektormezok felbontasa

Adott pont kozelében természetes feltételezés a linearisan valtozo skalar-, vagy vektormezd, ami a Taylor-sorfejtés
nulladik és elsé tagjaként allithato eld. A linearis vektormez6 felirhaté négy invarians mennyiség, a transzlacio, a
divergencia, a rotacio és a deformacio segitségével.

Fontos a meteorologiai feladatok megoldasaban a megfelel6 koordinata-rendszer alkalmazasa, pl. a koordinata-
rendszer beforgatdsa az atlagos sebesség (2 vagy 3 dimenzids) iranyaba. Haromdimenzids forgatasoknal kihasznaljuk
azt a linedris algebrai tételt, miszerint a 3 dimenzids koordinata-rendszer forgatas felirhat6 kétdimenzios forgatasok
Osszegekeént (lasd pl. Rozsa, 1976.)

Nézziik a kétdimenzios esetet! Legyen az atlagos szélsebesség Vo= \‘), a sz€lvektor * tengellyel bezart szoge

all.5.1. dbra szerint ¥ =@} jei5lie 2 Descartes-féle koordinata-rendszer tengelyeit * és ', az elforgatott
rendszerét pedig *' és ¥ . Legyen adott az ¥ = & ¥) helyvektor az eredeti koordinata-rendszerben! Ennek az 4

rendszerbeli alakja: " =(xy),

x'=xcosF+ysind y'=-xsinF+yvcosd

b
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A 1égkdri kinematika

Forditott iranyban is megadhatjuk az attérést:

¥x=x'cosF—1'sind y=x'sinF+1v'cosd
, .

¥y X Y AXNX YY)

I1.5.1. dbra. Az (=) és az elforgatott ( * LY ) koordinata-rendszer.

‘ , o — . — Al <
Altaldnos esetben a transzformaciok: #' =A -1 ,1lletve = A~.r , ahol a koordinata-rendszer transzformacid matrixa,

illetve annak inverze rendre:

" cosd sindd ) o cosd —sind)

A= =
| —sin#  cos#) | sin®  cosd )

T

illetve

Megjegyezziik, hogy nem minden esetben teszik ki a matrix as a vektor szorzas soran a pontot. Egyarant hasznalatos
pl.az #'=A-r ¢saz r'=Ar irasmod.

Linedris sebességi mezo

S = ? =[x : Av Av . .
Tekintsiik a Ve=(v) sebességmezot az 4 =% o) ponttol Ax, 4 tavolsagra. Itt a Taylor-sorfejtés szerint a

linearis sebességi mez6 alakja:

K Eﬂ"'\:
R Ly + T|‘l1'+— Ay
Loy Loy,
b e >
[ v " &v
v+ ﬂ—l.-'h'-‘r — M
e )y av |,

Kihasznalva az invarians mennyiségek el6allitasat, vagyis a L divergencia,a = 6rvényesség, illetve a deformacio

(Def =4 +B7) felirasat:
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A 1égkdri kinematika

cx CcV cx oy
teljesiil, hogy:
“_ 1o & Ypogy &_ 1. 5 & 1 - p
E_E( +4) =3 y a_z(:+j > 2 ¢ |

s 5 B

A linedris sebességi mez6 alakja az invariansokkal kifejezve:

1 1 +é(D+Ji),l\'+é(3—;]A}'

VaE Y, +é(;+3).ﬂo{+% (D —A)Ay

Megjegyezziik, hogy mindig talalhatunk olyan elforgatott koordinata-rendszert, ahol a deformacié egyik tagja

nulla (8 =0), tovabba 420 Az ilyen iranyitottsagi koordinata-tengelyeket nevezziik fotengelyeknek.

A derivalttenzor

Legyen V) gifferencialhato vektor-vektor fliggvény. Vi) tetszéleges Al elmozduldshoz tartozé megvéltozasa
eloallithatd

AV =V(r) Ar +E(r, Ar)-Ar |£1rm |E(r= ,-'J.rj|-;i\.r =0

E(r. Ar)

alakban, ami egyértelmiien meghatarozza a sebességmez0 derivaltjat, hiszen az operator determinansa

nulldhoz tart, ha | A7 = 0 Kis A7 = dr = 050 ekmeny mellett
AV % dV = Vir) -dr

tehat a valtozasok kozotti kapesolat linedrisnak és homogénnek tekinthetd. Elhanyagoljuk a magasabb rendi tagokat

¢és a hozzajuk kothetd invarians mennyiségeket. A fenti egyenl6ség alapjan felirhaté a Vir)

D(rj.

vektor-vektor fiiggvény
derivaltja, az Gin. derivalttenzor,
dv

Vi) e D(r) .

A derivalttenzor matrixata ¥'*) vektor komponenseinek térvaltozok szerinti parcialis derivaltjaival adhatjuk meg.
E megvaltozasokat a matrix egyes sorai tartalmazzak. Descartes-féle koordinata-rendszerben:

du cu &
&x &y &z |
v &v  &v
D= — — —
cx &y &z
cw  ow  Ccw |
\ex &v &z
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A 1égkdri kinematika

A dV= D-r kifejezéssel megadott homogén linedris fliggvényrendszer kettds értelmezésre ad modot. Egyrészt

koordinata-transzformécionak tekinthetd, masrészt tér-transzformacionak, mas néven mozgasnak foghatjuk fel.

A D(r) derivélttenzor a ¥ ) leképezés soran megadja az ¥ hely tetszoleges kis kornyezetében bekdvetkezo,
lokalis hossz-, értelem- (tiikrozés) és szogvaltozasokat, illetve a kiillonbdz6 dimenzidju lokalis mértéktorzulasokat.
(Természetesen ezek a megvaltozasok nem egymastol fiiggetlenek, mert pl. egy lokalis hosszvaltozas egyben
mértéktorzulas is.)

A derivalttenzor, ahogy barmely mas tenzor is felirhaté egy szimmetrikus (D)
tenzor 0sszegeként (Lasd a I1.3. fejzetet is).

és egy antiszimmetrikus (D.)

D=D.+D,

A fétengely tétel szerint (Lasd a I1.3. fejzetet is) minden szimmetrikus A tenzor létesitette A-¥ affin (3sszeg és
aranytartd) leképezésnél (a 3 dimenzios térben) legalabb 3 egymasra meréleges i sajatvektor megtartja az iranyat

és csupan nyujtast-zsugoritast és tiikrozést szenvedhet a * sajatérték mértékében

A-s =45,

Nézziik az antiszimmetrikus tenzorokat! Az A tenzor A vektor invaridnsan — megallapodas szerint —
antiszimmetrikus részének, az

1 1 0 Ay —Ay) (A4 )
A = E(A -A")= 3 (dy = 45) 0 —(4;—4;) =AxE
(s — ) (=) o
(4, A, A 10 0
A= 4, Ay A E=0 10
T | A . . | | |
alakjat értjiik, ahol A" az Vs A s oo transzponaltja, mig 0 0 1), egység tenzor. Az
A vektorinvarians alakja:
(A — Ay
|2
A= 5 iy
Ay -4y )

A vektorinvarians jelentése szerint:
1 r
Ar=—(A-A") r=Axr

E felirasbol kovetkezik, hogy a vektorinvarians az adott ¥ vektortdl fiiggetleniil allithato eld.
Megjegyzés: A meteorologiaban kiemelked6 fontossagu a sebességmezd derivalttenzora. A fenti 6sszefoglaldban
a definicidkat 1ényegében a sebességmez6 derivalttenzorara vonatkozdan adtuk meg. Természetesen tetszdleges

vektormezének 1étezik derivalttenzora.

A kovetkezokben, ha kiilon nem jeldljiik, akkor derivalttenzoron mindig a sebességmez6 derivalttenzorat értjiik.
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A 1égkdri kinematika

Lad

1 ' matrix sajatértékeit és a hozzajuk tartozo sajatvektorokat (a sajat-alterek egy-

L
.

I1.5.1. Hatarozzuk meg a *
egy bazisat)!

I1.5.2. Adjuk meg V=2 yektor reprezentansat olyan koordinata-rendszerben, amit
a) az 6ramutat6 jarasaval ellentétesen 30 " kal (F=30%,

b) az dramutato jarasaval megegyezen 120° -kal (¥ =-120) elforgattunk. (Lasd a I1.5.1. dbrdt is!)

I1.5.3. Adjuk meg a forgatds matrixat, ha az (ij koordinata-rendszer *" tengelye az (22 2) koordinata-rendszert
az origojaba rajzolt kocka atlojanak az iranyaba mutat a I1.5.2. dbra szerint.

I1.5.2. dbra. Az iij elforgatott koordindta-rendszer *' tengelye az origdbél indulé kocka dtldja.

11.5.4. Miért nem cserélhet6 fel az el6z6 feladatban szerepld

" cosg sing 0 fecosi 0 sin A}

A = —sing cosp 0| A= 0 10
0 0 1), | —sinAd 0 cosd)

/ég . g

két kétdimenzids forgatas sorrendje?

crer

2 -1 0)
A=0 1 0
3 -1 -1
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A 1égkdri kinematika

tenzor sajatvektorainak az iranyaba esnek. Ez ortogonalis koordinata-rendszer lesz? Adjuk meg annak a forgatasnak
a matrixat is, ami az 0j koordinata-rendszerbdl forgat vissza az eredetibe!

115.6. A szonikus anemométerrel a harom dimenzios szélmezé ¥ ™) ¢s a hémérséklet (') pillanatnyi érékeit

mérjik, altaldban 10 Hz-es frekvencidval. Ebbdl szdmitjuk ki a kovariancia matrixot,

ami altalaban féloras atlagolasi idore vonatkozik. Ismert féloras atlagos szélsebesség @.v. %) 5 2y atlagos
hémérséklet is. A vessz0s tagok a fluktuacios mennyiségek, a feliilvonas az atlagolast jel6li a kovariancia szamitasnal.

A mikrometeorologiaban az elforgatott koordinata-rendszer r tengelyét az atlagos szélsebesség iranyaban vessziik
fel, vagyis

ur =(u +v +w ve=0 wr=0
b s .

a) {rjuk fel a forgatas matrixat!

b) Adjuk meg a vertikalis impulzusaram értékét az elforgatott rendszerben!

¢) Adjuk meg a vertikalis hdémérsékleti &ram értékét az uj rendszerben!

d) Valtozik-e a transzformdacid sordn a hdmérséklet szorasnégyzete?

e) Adjuk meg a sebességkomponensek varianciajat az elforgatott koordinata-rendszerben!

I1.5.7. irjuk fel a linearis sebességmez6 alakjat, Srvényességét és horizontalis divergenciajat a széliranyba forditott

horizontalis koordinata-rendszerben =71 Hogyan transzformalddnak az egyes derivaltak? Az elforgatas szoge

legyen 4,

I1.5.8. A sebességvaltozas alakja:

du=3-10"%dc+1-10%dy dv=7-10"dx+1-10"dy

e

r_ -1
I1.5.9. Adjuk meg a linearis sebességi mez6 alakjat, ha a szélsebesség értéke V=(&8) [msT]

- g -1 . , , A 3 o1
=-510"s , az Orvényesség = ~ “ 107 s

, a divergencia

értéke 2 . A mez6ében a deformacio értékét elhanyagoljuk!
I1.5.10. Adjuk meg a derivalttenzor szimmetrikus és antiszimmetrikus tenzorra valé felbontasat. Hasznaljuk fel a
transzponalt tenzor tulajdonsagait. (Lasd a IL.3. fejezetet is.)

IL1.5.11. Adjuk meg a derivalttenzor alakjat, szimmetrikus és antiszimmetrikus tenzorra torténd felbontasat a
Descartes-rendszerben, ha

V =(ag’, bz ez)

>

P=(1.11)

ahol a, b, c allandok. Adjuk meg a harom matrix értékét a pontban.
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A 1égkdri kinematika

I1.5.12. Tengelyszimmetrikus feladatok esetén hasznos a henger koordinata-rendszer (r-2:2) 14t a harom

egységvektor: @3, l"). Az egységvektorok koordinata-iranyok szerinti megvaltozasai koziil ketté kiilonbozik

nullatol:

Tekintsiik a V=0,0.2).0.v.(r.2)

antiszimmetrikus részét!

alaku vektormezo6t. Adjuk meg a derivalttenzor alakjat, szimmetrikus és

I1.5.13. Mutassuk meg, hogy a tiszta alakvaltozas ellipszoidda torzitja az elemi gdmbot!

(x. . 2)

I1.5.14. Adott a derivaltmatrix a Descartes-féle koordinata-rendszer pontjaban:

(~50 -50 0
A= -5 25 0 | [10° s
0 0 100)

a) Adjuk meg a derivalttenzor skalar invariansait!
b) Irjuk fel a karakterisztikus egyenletet!

¢) Szamitsuk ki a fofesziiltségek (a fotengelyek irdnyaba esé nyujtas és zsugoritas) értékeit, vagy mas szavakkal
a harom sajatértéket!

d) Irjuk fel a szimmetrikus és az antiszimmetrikus tenzor matrixat!
e) Adjuk meg a derivalttenzor vektor invariansat is!

f) Adjuk meg az izotrdp dilataciot és a tiszta alakvaltozas tenzorat is!

1L5.15. Adott a derivaltmatrix a Descartes-féle koordinata-rendszer % ¥ %) pontjaban:
=200 =200 0
D= -200 100 O [-107s7]
0 0 400)

a) Adjuk meg a derivalttenzor skalar invariansait!
b) irjuk fel a karakterisztikus egyenletet!

¢) Szamitsuk ki a féfesziiltségek (a fotengelyek iranyaba esé nyujtas és zsugoritas) értékeit és a fétengelyek
egységvektorait!
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A 1égkdri kinematika

11.6. Véges kulonbséges modszerek
alkalmazasa a derivaltak és az invariansok

meghatarozasaban

E fejezetben elsdsorban a nagyskalaji folyamatok leirdsdban hasznalt kétdimenzids horizontalis aramlasi mezd
sajatossagait vizsgaljuk, de foglalkozunk a skalarmezdk derivaltjaival is. Descartes-féle, illetve természetes

koordinata-rendszerben dolgozunk.

A kétdimenzids linearis aramlasi mez6 négy invarians mennyiség segitségével irhatd le. Ezek a transzlacio (egy

4llandé vektormezd), a L divergencia, a = orvényesség (a rotacio vektor feliiletre merdleges dsszetevdje) és a

deformacio, ami két tag (<1 és B) négyzetdsszege (lasd a ILS. fejezetet is). Gyakran hasznaljuk ezeket az
invariansokat természetes koordinata-rendszerben (I1.6.1. abra). Itt a két egymasra meréleges egységvektor az

adott pontbeli sebesség érintdje (E—'), illetve az arra mer6leges irany (E’-). Koérmozgas esetén az érintd iranyu

egységvektort gyakran & rel jeloljiik. Azt hogy jobb, vagy balsodrasu koordinata-rendszert hasznalunk (kinek mi
a ,, természetes”’?) az adott feladat donti el.

S T

ds
db

dn

I1.6.1. dbra. Aramvonalon mozgé elemi folyadékrész. (Lajos Tamds 2004-ben kiadott Aramléstan alapjai cimii
kényveébol.)

Az invariansok alakja a Descartes—féle koordinata-rendszerben (lasd a IL.5. fejezetis):

cu ©v . ©&v Cu
D=—+— I=—
v gx &
b b
du  ¢v &v fu
d=—-— =T
o oV cx cV
b 2
és természetes koordinata-rendszerben:
v, ga, . cv, &
D=—+v HQ' f=—"%+v ﬂg
A CH CcH 5
b b
v C v, c
i=—=—v ﬂg =—-y ﬂ-;}
A cF c¥ A

V. . . . v.=(v, 0)=v, . . . e Ad .
ahol "-a szélsebesség nagysaga (- (v, 0) *), Az ¢ irany az aramvonal érintdje. % az aramvonalakra

merdleges iv szogvaltozasa az & iranyu elmozdulas esetén, mig %2 az dramvonalak 4ltal bezért szog valtozasa
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A 1égkdri kinematika

az dramvonalakra mer6leges * iranyu elmozdulas esetén. A fenti feliras jobbsodrasa (™= ) koordinata-rendszer
esetén teljesiil. A szamitasnal figyelni kell az egyes derivaltak (szogvaltozasok) eldjelére. Megjegyezziik, hogy

Ag és Ag, egyenlok, mert merdleges szart szogek.
Ciklon 6rvényessége pozitiv, anticikloné negativ. Az egyszerliség kedvéért tekintsiink kor alakt izobarokat, olyan

("+) koordinata-rendszert, ahol a szélsebesség ciklonalis esetben pozitiv ("2-" ), anticikonalis esetben pedig

negativ ( Vg <0 ), a sugariranyu valtozas, @ pozitiv, ha a kozépponttol tavolodunk (I1.6.2. dbra). Itt az Srvényesség
alakja:

11.6.2. abra. Az 6rvényesség meghatdrozasa ciklonban. Figyeljiik meg a gorbiileti hatdst és a szélnyirdst leiro
tagot!

Mind a Descartes-féle, mind a természetes koordinata-rendszerben értelmezhetjiik az J e 2)=F(n5) gpalar
gradiensét is:

grad f(x, )=V (x 1) =% i+%]‘ grad f(n, s)=Vf(n, )= E—e,_ +:£ e,
h ) £ s

A dinamikus és szinoptikus meteoroldgiai feladatokban altalaban szabalyos, vagy szabalytalan racshal6zaton
végezziik a szamitasokat, a derivaltak meghatarozasat. A derivaltak kiszamitasara hasznalatos — talan legelterjedtebb,
de mindenképpen a legszemléletesebb mddszer — a véges kiilonbségek alkalmazasa.

Tekintsiik a térbeli derivaltakat az ('T'“ ) :3) pontban. Ez legyen a koordinata-rendszer kézéppontja a derivalasra

=O=J:: =

vonatkoz6 véges kiilonbséges munkaformuldk kidolgozasanal ('\"3 O). Tengelyesen szimmetrikus

racshalozatot és centralis — a szamitasi teriilet kézepén levd (""'“ Yo ) pontra vonatkozd — véges kiilonbséges sémat
alkalmazva az els6 derivaltakra teljesiil, hogy:

T P
"_,l - "'_.' B
Loy 1L, 2
D3-SI 2
fml R fml s
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A 1égkdri kinematika

ahol (7 +1) a vizsgalt racspontok szama az adott teriileten, a 0 -dik racspontban hatirozzuk meg a derivalt értékét,

cres

ezért hasznalunk tovabbi 7 racspontot; < % ¥) a vizsgalt fiiggvény, aminek az adott térbeli derivaltjat keressiik,

masodik derivaltak alakjat:

P f‘l'_'l.'_ A
o R
cxch 2
w Z_\ v
fml

de a fenti formula mintéjara el6allithatjuk a masodik derivaltakat is.
" irany( racstavolsag nem egyezik meg, a masodik derivaltak elallitisa bonyolultabba

Abban az esetben, haaz * és J
(i f) (i f)
* Jogsaz W /o derivaltak egyiittes

6 racspontbeli interpolalt érték, valamint az ™

valik. Ekkor az Jo=1(%.)
meghatarozasara a kovetkez6 egyenletrendszert kell megoldani:

-"6_: Nom 2 ) n

A R LA ) 3
Ao =l LR =l =l

fE%:c_ AL %f— Ef Syt =23 fud

- R I - G
R & YoR 8

RS IET A FoRE) IR

il Jo el L P | -l

Az eldrejelzési tartomany szélén mar nem alkalmazhatok a centralis sémak, gyakran hasznalnak elsé rendben
=*17 % Ekkor az elsé rendben pontos féloldalas

pontos féloldalas sémakat. Legyen a két racspont tavolsaga
séma:

A

W&y r

I1.6.1. A horizontalis divergencia természetes koordinata-rendszerbeli integral eldallitasa

.1
Dz?ﬂ%fl‘ -dn

alapjan mutassuk meg, hogy a divergencia itteni alakja:

v, aa
D=—=+v ,—¢}
cs c? S

ahol I' az F nyilt feliiletet koriilfogé zart gorbe, 4 a gorbe menti elmozdulashoz tartozé norvalvektor.

I1.6.2. Az 6rvényesség természetes koordinata-rendszerbeli integral eléallitasa
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A 1égkdri kinematika

ahol I' az F nyilt feliiletet koriilfogo zart gorbe, ds a gorbe érinté vektora!

11.6.3. A kor alakt izobarokkal jellemzett ciklon kézéppontjatol 800 km-re a szélsebesség 10 m 57!, 900 km-re
12msh Adjuk meg az 6rvényességet a kozépponttol 850 km-re!

11.6.4. Az anticiklon centrumatol 1000 km-re a szélsebesség 5 m s”!. Mekkora és milyen iranyt a sz¢élsebesség
gradiens, ha a vizsgalt allomas felett nulla az 6rvényesség?

11.6.5. Hatarozzuk meg a divergenciat parhuzamosan futé aramvonalak esetén, ha a szélsebesség novekedése az
aramvonalak mentén 500 km-en 3 m's .

11.6.6. Hatarozzuk meg a divergenciat, az 6rvényességet és a deformaciot a 71.6.3. dbrdan bemutatott » = 300 km-
es felbontasu ekvidisztans racs kdzéppontjaban!

3 300 km

bt
(2]
)
m.
on
AL
300 km

11.6.3. abra. Szélsebesség értékek ekvidisztans racspontokban, r = 300 km.

11.6.7. Hatarozzuk meg a divergenciat, az abszolut drvényességet (a relativ és a planetaris 6rvényesség Osszege)
a 11.6.4. abran bemutatott r = 250 km-es felbontast ekvidisztans racs kozéppontjaban a 45° szélességi koron!

7ms’ ,/Z

o

-

250km no

30
3 250km 250km 1
30° o
9ms’

y

250km

12ms’ 4

X

11.6.4. abra. Szélsebesség értekek ekvidisztans racspontokban, r =250 km.
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A 1égkdri kinematika

11.6.8. a) Adjuk meg a szélsebesség értékét az 1. racspontban, ha tudjuk, hogy mind a divergencia mind az
orvényesség becsiilt értéke nulla a I1.6.5a. dabran bemutatott » = 300 km-es felbontast ekvidisztans racs
kozéppontjaban. b) Oldjuk meg a feladatot a /1.6.5b. dbra adataival is. Mekkora lesz a sebesség a 3. racspontban?
Szamitsuk ki mindkét esetben a defomaciot is!

Yy &Y
S W | U
[ A 11ms” . DY
X . |
45

r 7 3 | 1

1]
3 »
wn
|
(€3]
(=]
L ]
-4
3//
[} -
¥ -9
14}

a) h)

11.6.5. abra. Szélsebesség értékek ekvidisztans racspontokban, r = 300 km. A racshalozat kézéppontjaban nincs
sem Orvényesseg, sem divergencia.

11.6.9. Adjuk meg a I1.6.6a-b. dbran lathatd, két-két aramvonal futasa alapjan kijelolt tertiletre jellemz6 divergencia,
a relativ és abszolut d6rvényesség, valamint a deformacio értékét! A 60° szélességi kor térségében dolgozzunk!

Bms a
13ms
600km
200 km 400 km
12ms 700 km ¥
9ms
a)
8 ms’
-
11ms 700 km
500 km
400 km
: -
: 600 km 6ms
7ms
b)

11.6.6. abra. Szélsebességi értékek az aramvonalak mentén.
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A 1égkdri kinematika

11.6.10. Szamitsuk ki a divergencia és az drvényesség értékét a [1.6.6. abran bemutatott aramlasi mezdben az
invarians definiciojuk (integral alak) segitségével! (Lasd a IL.6.1. és IL.6.2. feladatot is!)

11.6.11. Adjuk meg a [1.6.7. abran lathatd, két tengelyszimmetrikusan futdé aramvonal alapjan kijeldlt teriiletre
jellemzd divergencia, 6rvényesség és deformacio értékét!

9ms’ 11ms
¥
400 km
500 km | 400 km
400 km X
13ms
11 ms’

11.6.7. abra. Szélsebességi értékek ket szimmetrikus aramvonal mentén.

11.6.12. Hany szazalékkal és hogyan kell valtoznia a szélsebességnek az aramvonal mentén 600 km-es tavolsagban,
ha az dramvonalak 20°-0s szogben tartanak szét és a mez6 divergenciamentes? A két aramvonal kozotti atlagos
tavolsag 400 km volt.

11.6.13. Adjunk szamitasi formulat az 6rvényesség, a divergencia és a deformacié meghatarozasara, ha egy r sugara

kordn nyolc egymastol azonos tavolsagban levo pontban ismerjiik a sebességi mez6t! A racspontok elhelyezkedését
a l1.6.8. abra szemlélteti.

11.6.8. dabra. Egy r sugaru koron elhelyezkedd 8 ekvidisztans tavolsdagra levd racspont.

I1.6.14. Szamitsuk ki a hdmérsékleti gradiens nagysigat az ~ =300 km sugaru koron elhelyezkedd 8 pontos

egymastol ekvidisztans tavolsagra 1évo racsponti adatok ismeretében /1.6. 1. tabldzat és a I1.6.8. abra! (Egy klasszikus
feladat 60 évvel ezel6ttrol.)

11.6.1. tablazat. A nyolc pontos séma homérsékleti adatai.

I

I,

5

[

L

Is

I-

L

16.7°C

1L1°C

14.9°C

21.0°C

12.8°C

10.2°C

19.3°C

224 °C

fjuk fel a hémérsékleti gradienst a I1.6.9. dbrdn bemutatott 8 pontos négyzetracs alkalmazasaval, ami az 5, 6, 7, 8

pont kivételével egybeesik az » sugara 8 pontos sémaval.
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A 1égkdri kinematika

y
6 2 5
3, roo1 R
x
7 4 8

11.6.9. abra. 8 pontos ekvidisztans négyzetes rdcs.

11.6.15. Mutassuk meg, hogy a /1.6.10. dbra szerinti

cg|_&~¢
& ) 2Ax
centralis séma masodrendben pontos, mig a
k) _z-s
&) Ax
féloldalas séma els6 rendben pontos.
L] L L] - L
g 1 2 3 n

11.6.10. abra. Az x-iranyu rdcs.

I1.6.16. Adjuk meg négy gyakran hasznalt klasszikus racshalozaton az elsérendii parcialis derivalt alakjat
(IL.6.11. abra).

71

render

s http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

A 1égkdri kinematika

y 2
& 2 5 5 5
L] L]
3 r % " K| ! ¢ -
X u 1 X
7 14 8 & *8
a) 4 b)
ty y
2 1 3. L] 2
r
3d % 6 > . L . - -
X 4 0 1 X
< 5 5 L] 6
C) d}

11.6.11. abra. Kiilonbozo tipusu (a—d) horizontalis racsok a derivaltak véges kiilonbséges meghatdarozasahoz.

11.6.17. Mi az elemi feltétele annak, hogy harom mérési pont segitségével meghatarozzuk a horizontalis divergencia,
orvényesség ¢s a deformacio értékét?

11.6.18. Adjuk meg a masodik derivaltak és a Laplace-operator Vig=24g véges killonbséges alakjat a) centralt
masodrendl séma (I1.6.12. dbra), b) hatpontos haromszdg racsra, amely 45°-0s szogben elforgatott négyzetekbol
van felépitve, c.) Szabalyos hatszog racsra (lasd a I1.6.16. feladat c és d részét is).

Y
L
X
—-!-—u;.—h
3 0 1
L ] 4

11.6.12. abra. A legaltalanosabb centralt véges kiilonbséges séma racspontjai (a négyzetes racshalozat).

:': =l'\?z®

&

11.6.19. Adjuk meg az 500 hPa-os szinten a geosztrofikus orvényességet f négyzetes racshalézat

(I1.6.12. abra) segitségével a 45° szélességi koron, ha a geopotencial értékek gpm egységben megadva ( C=gH

E

ahol H a geopotencialis magassag, £° =98lms™ a nehézségi gyorsulas referencia értéke): H, =5620 &m,

H, =5600gpm H, =5610gpm H,=5630gpm H,=5540 gpm

, Az  ekvidisztans  racstavolsag
r=Ar=Ar=350km
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A 1égkdri kinematika

11.6.20. Becsiiljiik meg a nyomas Laplace operatorat, ha a szinoptikus térképen egy négyzetes racshalozat (11.6.12

abra) pontjaiban a kovetkez6 értékeket olvashatjuk le: £ =991hPa , P, =993hPa , p;=995hPa s p =594hPa ,

Py =10010Pa 5, o1 vidisstans racstavolsag 500 km.

11.6.21. Becsiiljiik meg a ciklon geosztrofikus orvényességét a 40° szélességi koron, ha kor alaka izobarokkal
rendelkezik, s a kozéppontjatol (980 hPa) 350 km-re tdvolodva a tengerszintre redukalt 1égnyomas atlagosan 5 hPa-

- =Lv3p

e

t emelkedik. Copf . A levegd stirtisége legyen 1,2 kg m™.
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lll. fejezet - Egyensulyi és
nem-egyensulyi mozgasok a legkorben

Leeléssy Adam
Mészaros Robert
Weidinger Tamas

lll.1. A geosztrofikus és a gradiens szél

A mérsékelt és a magas szélességek jellegzetes egyensulyi mozgasa a geosztrofikus sz€l, ami akkor jon létre, ha
a horizontalis sikban az izobarok jo kozelitéssel egyenesek €s a horizontalis nyomasi gradiens erd egyenld a
Coriolis-erével. Az északi féltekén a Coriolis-eré az aramlashoz képest mindig jobbra mutat, ezért egyensulyi
aramlas esetén a nyomasi gradiens erOnek balra kell mutatnia (I1.1. 1. dbra). A geosztréfikus szEl mindig a nyomasi
gradiensre merdlegesen, azaz az izobarok mentén fij. A déli féltekén az irAnyok természetesen forditottak.

Alacsony
nyom4s Izobérok
MNyomasi
gradiens erd
Geosztrofikus
szél
Coriolis-erd

Magas
nyomas

1I1.1.1. abra. Geosztrofikus szél az északi féltekén.

A nyomasi gradiens erd és a Coriolis-erd egyensulyat a kdvetkezoképpen fejezhetjiik ki:

—l?ap—jﬂ'{xl’: =0
o R
:J&:
ahol e g geosztrofikus szél vektora. Itt jegyezziik meg, hogy a geosztrofikus sz¢él mindig kétdimenzios

vektorként irhato fel, csak horizontalis komponensei vannak. Az 2 szdgsebesség vektor alakja komponensenként
kiirva:

(2 U
Q=0 |= Qcosq.-?l
a2 | Osing |

>
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

ahol @ a foldrajzi szélesség. Az Gsszefliggés jol mutatja, hogy adott nyomasi gradiens mellett a geosztrofikus szél
nagysagat az szabja meg, hogy mekkora sebesség képes a nyomasi gradiens erdvel azonos nagysagu Coriolis-erd
létrehozasara.

Szigortian véve a geosztrofikus egyensuly a légkdrben szinte sosem teljesiil. A geosztrofikus szélegyenletet

{ B
V.= ¢
megadhatjuk a kiilonb6z6 koordinata-rendszerekben. Igy a Descartes—féle (x, v, z, f) rendszerben: Vel , vagy
mas jeldléssel: ¢ \ e l, ahol ug, az x-, v, az y-iranyt komponenst jelenti.
: fov ° fox
Ha az izobarokra merdleges (normalis) iranyt valasztjuk koordinata-tengelynek, akkor
p 2P
Eoram
f='}O:inQ;l .. , L ° ’ e 1 e ee . s f=ID_I 5_1
ahol e a Coriolis-paraméter, melynek az értéke a 45° szélességi koron megkdzelitdleg Itt

V. . . .
£ a geosztrofikus szél nagysaga.

A geosztrofikus szél divergencidja és rotdacidja

cu_ oV
divl, = —~+ ‘=—%1', B — L —

o &y \C Ex = oy

Elne  Elne )

£

A geosztrofikus szél az (x, y) sikban ,,f0j”, igy a geosztrofikus szél rotacidja vertikalis iranyu. A rotacid vertikalis
komponensét nevezziik 6rvényességnek. Ezt a komponenst irjuk fel, ami skalar mennyiség.

e, A [ al, v Ay r
Eorotl = 2Ve °=_",=EH,— Eclnrx_ Eclnnx @ &p &p @ p Ep
E o & TEOfFE 'Y = & flac & ) flac @
A geosztrofikus szélegyenlet nyomasi rendszerben (x, y, p, f):
. _lee
& f &
illetve
1l ¢ 1l ¢
Uy=—m—— V,=——
= Fa R A o
A geosztrofikus szél divergenciaja és rotacidja:
div i'g=—£1,
k-mtf’§=é",=£u,—i = Qb—c?& e ?5—6 Lp =L'F:q5
= fle et ) flee &
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

A gradiens szél a gorbiilt izobarok mentén, azaz a ciklonokban, anticiklonokban kialakul6 egyensulyi aramlast
irja le. Ebben az esetben a Coriolis-er6 és a nyomasi gradiens eré nagysaga nem egyezik meg. A mozgast a ciklonnal
egyiitt forgd rendszerbdl szemlélve a két eré ereddje a centripetalis erdé. Ha a Foldhoz rogzitett koordinata-
rendszerben szemléljiik a mozgast, akkor a forgd mozgast végz6 ciklon, illetve anticiklon esetén a két er6 (nyomasi
gradiens és a Coriolis-erd) Osszege a centripetalis erd, ami rendszer k6zéppontja felé mutat. Ez tartja kérpalyan a
légrészt. Az, hogy centrifugalis, vagy centripetalis erérdl beszéliink, a koordinata-rendszer valasztas kérdése. A
centrifugalis erdé kényszererd, vagyis forgdrendszerben értelmezhetd.

Természetes koordinata-rendszerben (s, 7, z, f) (az s tengely a mozgas iranyaba esik, az r tengely sugariranyu €s a
kozéppontbol kifelé mutat) a szélegyenlet alakja:

aZ+a+E=0

CH s
>

a

. .. R . V_ =v . , ., . ,
Megjegyezziik, hogy ebben a természetes koordinata-rendszerbena £  * gradiens szél pozitiv. (Amikor természetes
koordinata-rendszerrdl beszéliink, minden esetben tisztazni kell a tengelyek iranyat, s igy a sebességvektor eldjelét
is.)

Ciklonalis mozgasnal a nyomasi gradiens erd a ciklon belseje felé, a Coriolis-erd pedig kifelé mutat:

- pr:EI

cF

>

igy az eréegyensuly:

A masodfokt egyenlet megoldésa utan:

Anticiklonban a nyomasi gradiens erd kifelé, a Coriolis-erd befelé mutat:

—Lxcii.) =0
or

igy az erbegyensuly:

A masodfoku egyenlet megoldasa utan:

Az itt bemutatott egyszerli szamitasi modszerek a mindennapi meteorologiai gyakorlat részei. A numerikus
modellszamitasok eredményeibdl meghatarozott meteoroldgiai mezdk feldolgozasa és abrazolasa a napi gyakorlat
része. Példaként és , kedvcsinaloként” egy szakdolgozathoz kapcsolodo videot mutatunk be (/11.1. 1. video). Indiaba
Kirdndulunk” és egy 2006. augusztus elején kipattant monszundepresszié mozgasat és Orvényességi mezejét
mutatjuk be. A szamitdsok az ELTE Meteorologiai Tanszéken fut6 WRF modellel késziiltek (Bajhober, 2011).
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

Abszolut orvenyesseg es a felszini szelprofil(2006.08.01.18 UTC)

10

I1.1.1. videé. A felszini (1000 hPa) szél (V) és 6rvényességi ( 4 ) mezd egy Indian dathalado monszun depresszio
soran 2006. augusztus elején. (A videot Bajhober Eszter meteorologus hallgato készitette az altala futtatott WRF
modell alapjan).

II1.1.1. Mekkora az a legnagyobb nyomasi gradiens, amely mellett az 1000 km sugaru anticiklonban még kialakulhat
gradiens aramlas? Mekkora ez az érték ciklonban? A Coriolis-paraméter értéke 1074s7h

I1.1.2. Adjunk alsé és fels6 hatart az adott nyomasi gradiens er6 mellett ciklonban, illetve anticiklonban kialakuld
gradiens szélre! A mozgasrendszerek mérete €s a levegd stlirlisége rogzitett, a Coriolis-paraméter értéke 107%s7h,

I11.1.3. Mekkora a geosztrofikus szél nagysaga az E.sz. 45°-on, 5 600 m magasan, ha az 500 hPa-os és az 504 hPa-
os izobarok egymastol valo tavolsaga 200 km? A hémérséklet —25 °C. A szaraz levegé specifikus gazallanddja
28717 kg’lel, a Coriolis-paraméter 1074s7h,

I11.1.4. Mekkora a gradiens sz¢] nagysaga egy 10 szélességi fok atmérdjii ciklonban az E.sz. 45°-on, ha a nyomasi

gradiens 1,5 hPa / 100 km, a levegd siirisége pedig L2kgm™, Hogyan valtozna az eredmény anticiklonban
ugyanakkora abszolut értékli nyomasi gradiens esetén? A szaraz levegd specifikus gazallandoja 287 J kg_1 K a
Coriolis-paraméter 10457

I1.1.5. Az el6z6 feladathoz hasonléan szamitsuk ki, hogy mekkora lenne a gradiens sz¢l kiilonbsége ciklon és
anticiklon esetében az E.sz. 45°-on? A légnyomas a ciklon belsejében 990 hPa, az anticiklonéban 1030 hPa, a

hatarukon egyarant 1010 hPa. A szaraz leveg0 specifikus gézalland6ja 287 J kg’1 K',a levegt stirtisége L2kgm™ ,

a mozgasrendszer atmérdje 20 szélességi fok.

I11.1.6. Egy ciklon helyezkedik el az északi szélesség 35. és 55. foka kozott. A 1égnyomas a kozéppontban 995 hPa,
a széleken 1015 hPa. A hémérséklet a 35°-on 25 °C, az 55°-on 15 °C. Mekkora a gradiens szél kiilonbsége a 35.
és 55. szélességek kozott? A szaraz levegd specifikus gazallandoja 287 J kg’1 K, a Fold sugara 6 370 km,

= 5 -1
szogsebessége 2=7,292.10"s"
I11.1.7. Mekkora a gradiens €s a geosztrofikus sz¢l maximalis aranya anticiklonban?

II1.1.8. Szamitsuk ki a geosztrofikus sz¢€l divergenciajat (x, y, p) koordinata-rendszerben! Mekkora az egyes tagok
nagysagrendje nagyskalaju folyamatok esetén?
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

I11.1.9. Szamitsuk ki a geosztrofikus sz¢l divergenciajat (x, y, z) koordinata-rendszerben! Mekkora az egyes tagok
nagysagrendje nagyskalaji folyamatok esetén?

I11.1.10. Szamitsuk ki a geosztrofikus sz¢él 6rvényességét (x, y, p) koordinata-rendszerben! Mekkora az egyes tagok
nagysagrendje nagyskalaji folyamatok esetén?

I11.1.11. Szamitsuk ki a geosztrofikus sz€l 6rvényességét (x, y, z) koordinata-rendszerben! Mekkora az egyes tagok
nagysagrendje nagyskalaja folyamatok esetén?

l1l.2. A termikus szél

A geosztrofikus sz€l nagysaga €s iranya a nyomasi gradiens fliggvénye. Ha a nyomasi gradiens nagysaga vagy
iranya valtozik a magassaggal, akkor ez maga utan vonja a geosztrofikus sz€l magassag szerinti valtozasat. A
horizontalis nyomasi gradiens magassag szerinti valtozasa a horizontalis hémérsékletkiilonbség, pontosabban a
baroklinitas kovetkezménye.

Ve

Adott 1égréteg felso (23) és also (Zl) hatarén 16vé "= geosztrofikus sz¢€l kiilonbsége az adott rétegre jellemzé
termikus sz¢&l:

vo(z.z2,) =1'E(z:) —1‘2(21) .

A termikus szél a baroklin 1égkorben kialakuld szélnyiras jellemzésére szolgal, elnevezése megtévesztd )a
i0ja ”” azaz nem a horizontalis sz¢l egy komponense. A termikus

sz¢€l értlemezésekor feltételezzilk, hogy a Lmh réteg minden szintjében teljesiil a geosztrofikus szélegyenlet, az
aramlas horizontalis.

A horizontalis hémérsékletkiilonbség hatasara kialakulo vertikalis nyomaskiilonbséget a I/71.2.1. abra szemlélteti.
Az x; helyen magasabb a 0 és z szint kozotti réteg atlagos homérséklete, mint az x, helyen. A melegebb levegé
kisebb stirtisaganek koszonhetéen a melegebb x| helyen nagyobb lesz valamely p nyomasi szint geopotencialja,
mint a hidegebb x, helyen, azaz a p izobar feliilet megd6l. A I11.2. 1. abran lathato, hogy a hdmérsékletkiilonbségbdl
szarmaz6 nyomasi gradiens iranya megegyezik a hdmérsékleti gradiensével. A geosztrofikus szél valtozasa (a
termikus sz¢l) ennek megfelelden parhuzamos lesz az izotermakkal ugy, hogy az alacsony homérsékleti teriilet a
termikus szélvektor iranyatol az északi féltekén balra esik.

A termikus sz¢€1 szoros 0sszefliggésben van a hdmérsékleti advekcidval. Ha a megfigyelési ponttol a széllel szemben
haladva a 1égkor melegszik (melegadvekcid), akkor a termikus szélvektor a geosztrofikus szélhez képest jobbra
mutat, azaz a magassaggal a sz¢€l jobbra fordul. Hasonléan hidegadvekcid esetén a geosztrofikus szél a magassaggal
balra fordul. (Természetesen a déli féltekén az irdnyok forditottak).
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v
=

TI'.'x,) =T (x,)
p/b— £5(0)

e Pl

/J’ .~

T(x}=T(x;)
P199—-x_‘.—--2%wz(0)/

Ay xz X

1I1.2.1. abra. A nyomasi gradiens megvaltozasa a magassaggal. (Gotz G., Rakoczi F., 1981: A dinamikus
meteorologia alapjai. Tankonyvkiado, Budapest, 247. oldal.)

A geosztrofikus szEél magassag szerinti valtozasat, azaz a termikus szelet a kovetkezd egyenletek irjak le:

,\
Gup g el el
&z fTév T eéz

v, g éT ve &7
= —_—t—=

&z ch:\ Tcz

ahol u, és v, a geosztrofikus szél komponensei, g a gravitacidos gyorsulas, fa Coriolis-paraméter, T pedig a

4 g

hémérséklet. Lathato, hogy a termikus szél a horizontalis és vertikalis hdmérsékleti gradienstdl is fiigg. Nagysagrendi
analizis alapjan az esetek tobbségében a vertikalis hdmérsékleti gradienst tartalmazo tag elhanyagolhatd. Az

elhanyagolas utan egy véges Az=z-7 vastagsagu rétegben a szélkomponensek megvaltozasara a kovetkezd
egyenletek adodnak:
Aus—2 £ Az
T Ay
79
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

g
Ave —

T

AT
—As
Ax

B

ahol T a réteg atlagos homérséklete.

A termikus szélegyenlet nyomasi rendszerben is felirhat6:

O, ReT
G

cp fey

E

by _ReT

cp | oex

vagy vektori alakban:

ahol # az izobar feliileteken vett horizontalis gradiens operator. A nyomasi rendszerben felirt termikus szél
egyenletei alapjan a hdmérsékleti gradienseket jellemzd relativ topografia térképekbdl szamithato a vertikalis
sz€Inyiras. A nyomasi rendszerben felirt egyenletek is kozelithetok egy véges rétegre vonatkozo szélnyirasként:

f v p
AVQ—EEE
f A op

ahol T a réteg atlagos homérséklete.
I1.2.1. Mutassuk meg, hogy barotrop 1égkdrben nincs termikus szél!

I1.2.2. Végezziik el a termikus sz¢l nagysagrendi analizisét! Hany nagysagrend kiilonbség van a horizontalis és
a vertikalis hdmérsékleti gradiens hatasa kozott?

I11.2.3. irjuk fel a Po ¢s Pr szintek kozotti termikus szélvektort a relativ topografiajuk ismeretében! A réteg atlagos

hémérséklete legyen T . Emlékeztetdiil a relativ topografia kiszamitasara szolgald kifejezés:

ReTop =®,—&, =RT1a 22|
.‘._-pl J.

I11.2.4. A 850 hPa-os szinten 20 m s er6sségli délkeleti sz€l fuj. A 850-500 hPa kozotti réteg atlagos hémérséklete
nyugat felé 100 km-enként 3 °C-ot emelkedik. Milyen iranyu €s nagysagu sz¢l fuj az 500 hPa-os szinten? A
Coriolis-paraméter 10*s7!, a széraz levegd specifikus gazallanddja 287 J kgf1 K

I11.2.5. Az 500 hPa-os szinten 20 m s~ er6sségii északnyugati szél fij. A 700-500 hPa kozotti réteg atlagos
hémérséklete nyugat felé 100 km-enként 2 °C-ot emelkedik. Milyen iranyu és nagysagu sz¢l fiij a 700 hPa-os
szinten? A Coriolis-paraméter 10457}, a széraz levegd specifikus gazallanddja 287 J kg1 K
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II1.2.6. Az 500 hPa-os szinten 20 m s ' erdsségll nyugati sz¢l, a 700 hPa-os szinten 15 m st erdsségll délnyugati
sz¢€l fuj Mekkora a 700-500 hPa-os szintek k6zott zajlo atlagos homérsékleti advekcio értéke? A Coriolis-paraméter
10457, a széraz levegd specifikus gazallanddja 287 J kg’1 K

I1.2.7. A I11.2.1. tablazat egy radidszondas felszallas adatait mutatja:

111.2.1. tablazat. Radioszondas felszallas adatai a 925 hPa és a 400 hPa-os szint kozétt.

Nyomds (hPa) | Magassdg (m) Ho"m(i'géklet Szélirany (fok) Sze’(l;ei;z;ség
925 678 16,8 275 7
850 1393 11,4 250 2
700 2984 0,5 155 10
500 5600 -15,9 180 10
400 7240 -28,9 160 19

Feltéve, hogy 850 hPa felett minden szinten geosztrofikus sz¢l fij, mekkora az atlagos homérsékleti advekcid a
700—400 hPa kozotti rétegben? Ennek alapjan adjunk becslést az 500 hPa-os szint 1 6ra mulva varhato
homersekletere' Mennylre j6 becslés a kapott atlagos érték az 700—400 hPa kozotti réteg egészére? A Coriolis-
paraméter 10*s7!, a széraz levegd specifikus gazallanddja 287 J kg1 K

I11.2.8. Egy meteorolc')giai eldrejelz6 modell adott 4 pontra, az 500 hPa-os szintre vonatkozodan a kdvetkezo adatokat

jelezte elére: ¥ = -15ms” v=8ms” , 230K Az4 ponttol 50 km-re északra fekvo racspontban a hémérséklet

250,2 K, az 50 km-re delre fekvo racspontban 249,8 K, a 25 km-re keletre fekvo racspontban 249,8 K, a 25 km-
re nyugatra fekvo racspontban 250,2 K. Adjunk becslést az 4 pontban 450 hPa-on fujé szél komponenseire! A

107457t

Coriolis-paraméter , a szaraz levegd specifikus gazallandgja 287 J kg_1 K.

lll.3. Ageosztrofikus aramlas

Az ageosztrofikus aramlas nem egyensulyi aramlas, a szél eltér a geosztrofikustol. A gyakorlatban az eltérés legtobb

-1
esetben kisebb, mint 1ms .

Ha a légkorben ageosztrofikus aramlés jelenik meg, akkor olyan gyorsulasok 1épnek fel, amelyek a geosztrofia
visszaallitasara torekszenek. Legyen az ageosztrofikus szél

bt =1‘:: _1ug

vagyis

Az ageosztrofikus dramlas leirdsdnal a horizontalis mozgasegyenletekbdl indulunk ki. Felhasznélva a geosztrofikus
1 ép 1 Ep

£
&

szél fralf fpéx definiciojat, a mozgisegyenlet a:

=)= 5

81

render

http://www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render
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dv .
S =

alakra hozhato.

A felirasbol kovetkezik, hogy az ageosztrofikus aramlas merdleges a horizontalis gyorsulasra, hiszen

. dv, cdu dv
v —2 =y —tv'—=0

E dr dr

Az északi féltekén a gyorsulas 90°-kal jobbra mutat az ageosztrofikus szélhez képest. A déli féltekén az irany
forditott. A fenti egyenletbdl kovetkezik, hogy az ageosztrofikus sebesség nagysaga aranyos a horizontalis
gyorsulassal:

1

o f

dv

v
dr

Mindebbdl lathato, hogy ha az aramlasnak az izobarokra meréleges komponense is van, akkor a magasabb nyomas
(geopotencial) iranyaba mutaté szélkomponens csdkkenni, az alacsonyabb nyomas (geopotencial) iranyaba mutato
szélkomponens ndvekedni fog.

== 3V ==

|
iy
]
|
;!

4

|

|

on
E

II1.3.1. dbra. Az ageosztrofikus szélvektor iranya. Lajthman, D. L., 1976: Dinamikus meteorologia. 245. oldal.

Az egyik legfontosabb ageosztrofikus hatast az izallobarikus szél képviseli, amely a nyomasi mez6 idébeli
atrendezddésekor alakul ki. Ha az izobarok elmozdulnak, a geosztrofikus egyensuly megbomlik, mert a szélmezd
tehetetlensége révén nem képes azonnal igazodni az 0j izobarokhoz. Izallobarnak az azonos nyomastendenciaju
helyeket 6sszekotd vonalakat nevezziik, azaz egy izallobar mentén:

@

=allandd
¢

(5]

Nyomasi koordinata-rendszerben természetesen nem értelmezheté a nyomas id6beli megvaltozasa, helyét a
geopotencial tendencidja veszi at.

A mozgasegyenletbdl kifejezve a sebességkomponenseket, megvizsgalhato, hogy az ageosztrofikus szélnek milyen
része szarmazik a nyomas idébeli megvaltozasabodl. A szelet geosztrofikus és ageosztrofikus részre bontva belathato,
hogy a szélsebesség nyomasi mez6 id6beli valtozasa esetén a kovetkez6képpen adhaté meg:

18 1 ea) 1[ év, év)
a———ii——~ﬂi iﬁ == =ty —=|
prey pfexiar) [l &x ey |

E)
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1 1 &(ép) 1 &v, &v)
V=— ———= .-_|+_ &_—"l‘\f- — |
pfée pf évice) [l &x ey |

E

ahol az egyenletek els6 tagja megfelel a geosztrofikus szélnek, a masodik tag pedig az izallobarikus szél. Az
izallobarikus sz¢élosszetevonek a déli félgombon sem valtozik meg az eldjele. Mindkét félgdmbon ugyanolyan
iranyba fiij. A harmadik tag az izobarok Gsszetartasabol kialakulo konfluenciat fejezi ki. Az izallobarikus szél a
fenti egyenlet szerint gradiens iranyu, azaz merdleges az izallobarokra, €s mindig a nyomascsdkkenés iranyaba
faj. A tapasztalat azt mutatja, hogy ezt az elméleti eredményt a megfigyelések nem igazoljak teljes mértékben.
Ennek oka, hogy a szélmez6 nem adaptalodik azonnal a nyomasmez6hdz, igy adott pillanatban a szelet egy korabbi
idépontbeli nyoméasmez6 szabja meg.

I11.3.1. A mozgasegyenletekbdl kiindulva bizonyitsuk be, hogy

18 1 afa) 1/ &, &v.)
dp_ 1 @& e, 5%

T Tofa eree) 7l e

18 1 &g 1 &, év)
= i u v

Vofe prale) 7 e e

A szélmez6 derivaltjanak megadasakor kozelitsiik a szelet a geosztrofikus széllel!
I11.3.2. Milyen irdnyba mutat az ageosztrofikus szél ciklonban?
I11.3.3. Milyen iranyba mutat az ageosztrofikus szél anticiklonban?

I11.3.4. A jet-mag olyan teriilet, ahol lokalisan, kozel egyenes vonall, nagy sebességii &ramlas van jelen. A jet-
mag belépd agan (,,hatuljan”) a sz¢él egyenes vonalll, gyorsuld mozgast végez. Merre mutat az ageosztrofikus szél?
Milyen viszonyban van az ageosztrofikus szél iranya a nyomasi gradienssel?

II1.3.5. A jet-mag kilép6 agan (,,elején”) a sz¢l egyenes vonald, lassuldé mozgast végez. Merre mutat az ageosztrofikus
sz€1? Milyen viszonyban van az ageosztrofikus szél irdnya a nyomasi gradienssel?

II1.3.6. Hogyan valtozik a I11.3.4. és a II1.3.5. kérdésre adott valasz abban az esetben, ha a jet-mag nagyobb
sebességgel halad el6re, mint benne az aramlas?

I1.3.7. A jet-magban az dramléasra merdleges irdnyba haladva gyorsan csokken a szélsebesség. A IT1.3.4. és a
I11.3.5. kérdésre kapott eredmények felhasznalasaval allapitsuk meg, hogy az északi féltekén a jet bal kilépd, bal
belépd, jobb kilépd és jobb belépd oldalan divergencia vagy konvergencia 1ép fel! A geosztrofikus sz¢l divergencidjat
elhanyagoljuk.

II1.3.8. A szélirany 30°-kal jobbra tér el a geosztrofikus széltél. Mekkora és milyen iranyu a gyorsulés, ha a

10 5'1.

2 -1 . . ,
geosztrofikus szélsebesség 20ms™ 9 5 Coriolis-paraméter

-1 3 ~1
I1.3.9. A 10ms er6sségll, délnyugati irany( sz€l masodpercenként 107 ms

107 5‘1.

-mal gyorsul. Mekkora szdget zar

be a geosztrofikus szélhez képest? A Coriolis-paraméter

I11.3.10. Egy északnyugat felél érkezd hidegfront eldtt a nyomas °:= P2 _a] siillyed oranként. 100 km-rel

délnyugatra a 1égnyomas 0.3hPa stillyed oranként. Mekkora és milyen irany az izallobarikus sz¢1? A Coriolis-

107 s L2kgm™

paraméter (a 45. szélességi koron vagyunk), a levego striisége
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lll.4. Az aramvonal és a trajektéria

A geosztrofikus egyenstly targyalasakor megallapitottuk, hogy a szél az izobarok mentén fiij. Bar ez egy adott
pillanatban igaz, a mozgasrendszer athelyez6dése miatt az egyes részecskék palyaja nem fog egybeesni a pillanatnyi
izobarokkal. Fontos tehat kiilonbséget tenni az aramlés pillanatnyi képe, valamint egy kivalasztott leveg6érész altal
leirt palya kozott. E16bbit az aramvonalak, utobbit a trajektoriak jellemzik.

Az daramvonal az a gorbe, amelyet minden pontjaban érint az ott érvényes sebességvektor. Az aramvonal ennek
megfelelden euleri szemléletli fogalom: adott pillanatban érvényes dramlasi mez6t jellemez. Kiszamitasa geometriai
aton torténik (nincs idébeli valtozas):

dv vixy.g)

dx  u (x v.2,)

A trajektoria az a gorbe, amin egy levegdelem mozgasa soran végighalad. Lagrange-szemléletli fogalom, ezért
kiszamitasa id6fliiggd vektor-differencialegyenlet megoldasaval torténik:

dr
—=v(x 1.1
dr (5.9

>

ahol ™ a hely-, ¥ pedig a sebességvektor.

Geosztrofikus egyensuly esetén a szél mindig az izobarok mentén fij, azaz az izobarok (izohipszak) az aramvonalakat
jelolik ki. A mozgasrendszer athelyezddése soran azonban az izobarok elmozdulnak, igy bar a sz&l mindig a
pillanatnyi aramvonalak mentén fuj, a trajektoriak jelentésen eltérhetnek azoktol (/11.4. 1. video).

L L L
0.0 (i) 10 13

II1.4.1. vided. Aramvonalak (szaggatott vonal) és egy légrész trajektéridja (pirossal) iddfiiggd dramldsban az (x,
y) sikban.

Gorbiilt aramlas esetén a mozgasrendszer elmozdulasa befolyasolja a gorbiilet sugarat, mert a sz¢él nem az izobarok

4ltal meghatarozott aramvonalak, hanem a trajektériak mentén fiij. Ha a mozgasrendszer C sebességgel halad,

benne pedig ¥ sebességii sz¢él fiij, az aramvonalak és a trajektoridk gorbiileti sugara kozott az alabbi dsszefiiggés
irhato fel:
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C-cosy |
i rgekiii | ¥ |

T
v r root ot r r 7 4 3
ahol ¥ a mozgasrendszer haladasi irdnya és az &ramvonalak altal bezart szog.

111.4.1. Milyen feltétel mellett egyeznek meg az aramvonalak a trajektoriakkal?

-1
I11.4.2. Ha egy ciklon 10ms sebességgel kelet felé helyezddik at, hany szazalékkal valtozik a gorbiileti sugar a
ciklon

a) keleti,
b) nyugati,
c) északi,

d) déli peremén?

~ -1
A geosztrofikus szélsebesség legyen 20ms™

I11.4.3. Oldjuk meg a IT1.4.2. feladatot abban az esetben, ha a geosztrofikus szélsebesség megegyezik az athelyezddés
sebességével!

I11.4.4. Adott V' geosztrofikus szélsebesség mellett allapitsunk meg olyan kritériumot a ciklon athelyezddési
sebességére vonatkozdan, hogy az aramvonalak és trajektoriak kozotti eltérés legfeljebb 5% hibat eredményezzen
a centrifugalis er6 értékében! Tegyiik fel, hogy az aramlas sebessége meghaladja a ciklon athelyez6dési sebességét.

II1.4.5. Mi a feltétele annak, hogy egy ciklon adott pontjan a trajektéridk és az aramvonalak gorbiileti sugara
ellenkezo eldjelii legyen, azaz a gorbiilet iranya megvaltozzon?

-1
I11.4.6. Adott helyen és kornyezetében 12 UTC-kor 8ms er6sségii délnyugati sz¢él fuj. Egy ora alatt a sz¢l

-1
egyenletesen 20°-ot balra fordul, és 10ms™ 1, ergssdik. Mekkora hibat okoz egy légrésznek az egy Oras id6tartam

alatt vett elmozdulasaban, ha a trajektoriat a 12 UTC-kor érvényes aramvonallal helyettesitjik? A szélmezot
tekintsiik homogénnek!

ms-

= 1
I11.4.7. SzennyezGanyag kibocsatasakor a forras helyén és kornyezetében - erésségli keleti sz¢l fij. Harom

-1
ora alatt a sz¢l egyenletesen 50°-ot jobbra fordul, és 10ms™ 1 ergsodik. Hol lesz a kibocsatas kezdetekor a

forrastdl induld szennyezdanyag harom ora elteltével? A szélmez6t tekintsiik homogénnek!
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LI 4

IV. fejezet - A cirkulacio és az
orvenyesseég
Weidinger Tamas

IV.1. A cirkulacio, az orvényesség és a
Bjerknes-féle orvényességi tétel
Tekintstink egy S zart gorbét, amely egy F nyilt feliiletet hatarol! A goérbe mentén a cirkulacid definici6 szerint:

C:I'V.d:.

E

ahol V az S zart gorbe adott pontjaban a sebesség, mig 45 a gorbe érintéje menti elemi elmozdulas (tehat

vektormennyiség). A gorbe menti cirkuldcié a Stokes-tétellel 4talakithato a gorbe 4ltal hatarolt F feliileten vett
rotacio feliileti integraljava:

Czil';lf"-ds =J‘F_|‘rotlr"-d.F

i

ahol 9F az elemi feliilet vektor.

Ha az S gorbét az (x, y) sikban ,,0sszehtizzuk” egy pont koré, akkor a

lim — =/

P E

C
A F hanyados hatarértéke az 6rvényesség értékét adja, ami a rotacié invarians definiciéja szerint nem méas, mint
a sebesség adott pontbeli rotacio vektoranak z komponense. A cirkulacié az aramlas makroszkopikus tulajdonsaga,
az Orvényesség pedig mikroszkopikus — pontbeli — tulajdonsaga.

A ciklonok o6rvényessége pozitiv, az anticiklonoké negativ. Idealizalt kor alaka izobarokkal rendelkezé ciklon
illetve anticiklon 6rvényessége a kdzépponttol I' tavolsagra:

ahol 7= a palya menti sebesség, ami ciklonban (az 6ramutato jarasaval ellentétes irany(l mozgas az északi féltekén),
pozitiv, mig anticiklonban negativ (lasd a II. fejezetet is).

Ha egy légrészt, mint makroszkopikus objektumot vizsgalunk, akkor a cirkulacio természetesen fligg attol, hogy
milyen zart gérbe mentén haladunk a feliileten, pl. milyen kétdimenzids metszetet készitiink. A cirkulacid, mint
mérdszam jol jellemzi pl. egy tornado forgasat (a forgdstengelyre merdleges metszetben), vagy a parti-tengeri,
illetve a hegy-vdlgyi sz¢l fejlodését, de alkalmas a ciklonalis, anticiklonaris rendszerek egyszert leirasara is.

A Bjerknes-féle cirkulacios tétel (Bjerknes, 1898; Go6tz és Rakoczi, 1981; Thorpe et al., 2003) a cirkulacio teljes
idObeli valtozasat harom hatas,

[J A szolenoidalis,
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[1 aFold forgasabol adodo és

[J a surlodasi er6bol szarmazo

hatés dsszegeként irja le. A cirkulacio tétel a ¢ foldrajzi szélességen Descartes-féle koordinata-rendszerben, a

€_+4& 0¥ +r5.
E__Ip 2le+jr;1~“__ds

>

dF
F.

alakban mondhat6 ki, ahol *= a surlodési er6, €2 a Fold forgas szogsebessége, df az 5 gorbe altal bezart teriiletnek
az Egyenlitd sikjara eso vetiilete.

IV.1.1. Adjuk meg a z-rendszerben felirt Grvényességet és divergenciat tetszleges 7 vertikalis koordinata-
rendszerben, illetve specialisan nyomasi és potencialis hémérsékleti rendszerben!

IV.1.2. Adjuk meg potencialis hdmérsékleti koordinata-rendszerben a geosztrofikus drvényességet, ha a figyelembe
vessziik a Coriolis-paraméter szélességi korok szerinti megvaltozasat. Mekkora az egyes tagok nagysagrendje
nagyskalaji folyamatokban az 500 hPa-os szinten a mérsékelt Gvben?

IV.1. 3. Szamitsuk ki az 6rvényességet a P(1, 2) pontban Descartes-féle rendszerben.

-1 -1 -1
H=1L,XV V=V, V u,=2m s y,=1s
a) Ry 1 % 0

v, =1lm s'lfc:"__lm'l [=0.9m™

E E

. o
u=1, V=1, coskc-sinly w.=2ms
c) % ‘ + ahol "

B

IV.1.4. A ciklon kozéppontjatol 500 km-re a szélsebesség 15 m st Itta sebesség sugariranyban kifelé¢ haladva
100 km-en 2 m s ! értékkel nd. Adjuk meg a ciklon 6rvényességét a vizsgalt teriileten!

IV.1.5. Mutassuk meg, hogy henger koordinata-rendszerben (- 9.z ), ahol a sugar-, az érint0 iranyu, (tangencialis)

és a vertikalis sebesség rendre 7 ¢° 7, a sebességmez0 rotacidja a kovetkez6 alakban adhatd meg:

1av, <y,

rog &

. v, B,
rotV= —-—=
¢z ¢

1| én, v,

Wy e 2o )

A bizonyitasnal hasznaljuk ki az ortogonalis gorbevonalu koordinata-endszerben ( o X

alakjat (1asd az L.4. fejzetet is)!

Z°) felirt rotacio altalanos

IV.1.6. Szamitsuk ki az allando € szogsebességgel forgd koordinata-rendszerben a V sebességgel elmozduld

e

V4

orvénymozgasnak sajatossaga, hogy a forgastengelyt6l mért tavolsag () és a tangencialis sebesség ( V=Y ) szorzata
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V=13, = P ;=
alland6 (IV.1.1. abra). Az drvény sebességmezeje henger-koordinata-rendszerben: Cor W= O, Va = D, ahol

a K allandé az érvény erdsségére utal.

IV.1.8. Mutassuk meg, hogy a ¥" 6rvény cirkulacioja tetsz6leges a-b-c-d-a gorbe mentén nulla, igy a forgastengelyen
kiviil nincs drvényessége sem (/V.1.1. abra).

crer

s

Rankine—6rvény nem stabil. A kinetikus energia disszipalodik. (A Rankine-6rvényben az drvényesség allando, az
orvényen kiviil nulla, lasd a IL.2.19. feladatot is). Az energiapodtlas egy modja, ha a tengely iranyaban folyamatos
befelé aramlast biztositunk (Halasz, 2006; Lautrup, 2011).

V4

Cpi 1
=s3)

IV 1.2. abra. A tangencidlis sebesség ( Ve ) a Burgers-6rvényben — C az orvényerdsség, ry az 6rvénymag sugara
(Halasz, 2006 alapjan).

A kontinuitas miatt az axialis sebesség sem lehet mindenhol zérus. Az igy definialt 6rvényes aramlas (Burgers-
orvény) a kontinuitasi feltétel teljesitése mellett a Navier—Stokes-egyenleteket is kielégiti:

ER; 2s . o
V=—z V=——F vy=——|l-exp —— ||
¥y m ¥ o)

5 - 5 - )

ahol s allando (laboratoriumi folyadék kisérletekben £ =V a kozeg kinematikai viszkozitasa). Az axialis sebesség
a tavolsagtol, a radialis sebesség viszont a magassagtol fliggetlen. A tangencialis sebesség nagy tavolsagban idealis
orvényhez, kis tdvolsagban viszont merev forgashoz tart; a képlet altal definialt fliggvény egy ,,lekerekitett” valtozata
a Rankine-6rvénynél megadottnak. C az drvényerdsség értéke elég nagy tavolsagban, r, az drvénymag sugara,
mely a kiils6 részt a belsotol elvalasztja.
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

A IV 1.2. abran lathato tangencialis sebesség értéke koriilbeliil ¢ tavolsagban a legnagyobb, ami szintén 6sszhangban
van a Rankine-6rvénnyel. Természetesen a Burgers-orvény is egy idealizalt, a tengelytdl tavolodva példaul a
radialis sebesség végtelenhez tart.

IV.1.10. Mutassuk meg, hogy a Bjerknes-féle cirkulacids tételben a szolenoidalis tag hatasat az allapotegyenlet

(Pe= RT ), illetve a Stokes-tétel alkalmazasaval a kovetkezdképpen is felirhatjuk:

dc ; ..
Ez—RITd(lnp) E:—R“'\?Tx\?(lnpj-d,-‘m

, illetve F !

IV.1.11. Milyen iranyt cirkulaciot general a szolenoidalis tag a kdvetkez6 esetben (/V.1.3. dabra)?

Kis siirfiség, nagy specifikus térfogat

Magas myomdis

1V 1.3. abra. A nyomasi ( vp ) és a stiriiségi ( Ve ) gradiens iranya az A pontban. f a két gradiens altal bezart
szog. (A légkor baroklin.)

IV.1.12. A 107 ke kiterjedésti ciklon (1013 hPa-os izobar vonalnal kisebb nyomasu teriilet) 45° szélességi korrol
az 50° szélességi korre sodrodik 18 dra alatt. Hogyan valtozik a cirkulacid, ha a) a ciklon teriilete nem valtozik,
b) 10%-kal nd, illetve csdkken az 1013 hPa-os izobar altal hatarolt teriilet?

IV.1.13. Tekintsiik a kdvetkez6 gondolatkisérletet! Vegyiink egy 100 km-es sugaru 1égrészt az Egyenlitonél, amely
nyugalomban van. Hogyan véaltozna a légtest cirkulacidja, ha az északi-polusra sodrédna? Mekkora lenne az
orvényessége, s mennyi lenne a kozépponttol 100 km-re a 1égtest sebessége, ha a mozgast merev test forgasaval
kozelitenénk?

IV.1.14. Hatarozzuk meg a cirkulaci6 id6beli valtozasat egy anticiklonban ha az 500 km sugaru zart izobar mentén

az izobar érint6jébe esd (egységnyi tOmegre jutd) surldodasi erékomponens 410" ms™

orvényesség valtozasat is!

! Becsiiljik meg az

IV.1.15. Becsiiljiik meg a cirkulacio idobeli megvaltozasat, ha a vertikalis sebesség és a Coriolis-paraméter vertikalis
komponense elhanyagolhat és a rendszer hidrosztatikus! (Az (x, y) sikban levé F feliiletii S zart gérbére vonatkozo

cirkulacio (C") iddbeli valtozasat kell meghatarozni. Induljunk ki a

dv,
S _Np-20xV, +
" P te

egyenletbdl! Masképpen fogalmazva: vezessiik le a

ac. ¢ m 7 (I
—2 = —[[k-(V,0xV p)dF - [[ fV .V, dF - [ BvdF
F £ F

ar
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

G

=(u. “'), és ¥ . Adjuk meg az egyes tagok jelentését is!

egyenletet, ahol Vi

IV.1.16. Tekintsiink egy 300 km-es sugaru 1égrészt a 30° szélességi koron, amelynek kezdetben cirkulacioja nulla.
A légtest 5 m s | sebességgel északi iranyba advektalodik.

a) Becsiiljiik meg a cirkulacié idobeli valtozasat!

b) Feltételezve, hogy az elmozdulas soran P valtozasa elhanyagolhato, adjuk meg a cirkulacio értékét 24 ora
mulva! A gdrbe valtozasatol (divergencia-hatas) eltekintiink. ¢) Becsiiljiik meg a tangencialis sebességet is!

(A IV.1.14. feladatban levezetett formulat alkalmazzuk!)

IV.2. Az orvényességi és a divergencia-
egyenlet, a potencialis orvényesség és szerepe
a legkori folyamatok leirasaban

Az orvényessegi egyenlet

Abban az egyszerﬁ esetben, amikor a cirkuléciét sikgorbe mentén vizsgéljuk €s felﬁletként a gérbe éltal kén’ilzért

V4

komponensérdl is téj ¢koztat. Ha a vizsgalt gorbe és a kdzrezart feliilet a Descartes-féle koordinata-rendszer (. 3)

sikjaba esik akkor az F feliilet hatargorbéje korili C cirkulaciobol, illetve cirkuldcio és a feliilet [4¢+ 7]
megvaltozasabol az 6rvényességre, és annak teljes idobeli megvaltozasara kovetkeztethetiink:

o
e - Cd _d:lr@?'
F pontosabban 0 F  d dr

A meteorologiai gyakorlatban legtobbszor, példaul elérejelzés készitésekor vagy iddjaras-analizisnél az Euler-féle
szemléletmodot hasznaljuk, ezért a gyakorld meteorologust a lokalis idébeli valtozasok érdeklik. Ez az oka annak,
hogy a cirkuléci(') idc’ﬁbeli megvéltozéséra felirt egyenlet helyett (ami kimondatlanul is egy zart gt')rbe helyzetének

crer

konnyebben) az 6rvényesség, illetve a rotacio — mint pontbeli tulajdonsag — lokalis valtozasat tanulmanyozzuk.

Az orvényességi egyenlet levezetésekor a Descartes-rendszerben felirt horizontalis mozgasegyenletekbdl indulunk
ki. Az *-irAnyt mozgasegyenletet ' szerint, az - -irAny mozgasegyenletet pedig * szerint derivaljuk, majd az

. Ov Cu

utdbbi egyenletbdl kivonjuk az elébbit, hiszen
valtozasara kapott egyenlet:

&X LV Szamitdsok utdn az abszolut érvényesség idSbeli

A+ _B8E+h, BE+N, B+, 8L+ _

dr ct che ey &z
I Ia Ib Ic Id
[éwév éwéu| [éadp éaé CF ch
=—(f+{)D—| —1——H—1ﬂ— _.ﬂ—ﬂ—p - pl |
[Ex e &ver| | Bxey &y x| v |
II 111 Y v
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

Az 1. tag az abszolut 6rvényesség teljes idébeli valtozasa, ami négy tag Osszegeként all eld: a lokalis valtozasbol
(Ia) az advekciobdl (Ib + Ic) és a konvekciobol (Id). A jobb oldal elsé tagja a divergencia és az abszollit 6rvényesség
hatasat adja meg (II). A kovetkezd (III) a nyirasi-csavarasi tag, majd ezt koveti (IV) a szolenoidalis hatas és a

surlodas (V) (F-'-“ Fy a surlodasi erd x és y komponense.)
A divergencia-egyenlet

A légrészek mozgasuk soran valtoztatjak térfogatukat. A sebességmez6 divergencidja definicio szerint lokalisan
adja meg az adott pontban a 1égrész relativ térfogatanak valtozasi sebességét. Fontos tudni, hogy hol szamithatunk
Osszearamlasra, illetve szétaramlasra, ismerniink kell a divergencia-mez6 fejlodését, idobeli valtozasait. Nagyskalaji
folyamatokban a horizontalis divergencia valtozasa az 6rvényesség valtozasahoz képest masodlagos, igy az idébeli
valtozast leird egyenletet a nagysagrendi analizis modszerével kiilonb6z6 bonyolultsagi diagnosztikai egyenletekké
egyszertsithetjik.

A horizontalis divergencia -~ “* “¥. idébeli valtozasat leird egyenletet az Srvényességi egyenlet mintajara
vezethetjikk le. Itt is a Descartes-rendszerben felirt horizontalis mozgasegyenletekb6l kell kiindulni, ahol

elhanyagoljuk a Coriolis-er vertikalis sebességtol fliggd részét. Az x-iranyi mozgasegyenletet *, az - -irany(

mozgasegyenletet - szerint derivaljuk, majd a két egyenlet 6sszeadjuk. A tagok rendezése utan:

b _ E;_D+ u i—D+ vE;—D+u-E;_D =—u ?—f+|' f&-D) —"JE:H-EH'—&+@?‘E _"'gc:_erc“ﬂ-_ac:-_p“:_'_
dr  &r &x cv oz gv ¢ Tléxdz dvéz) | dxdx dyady)
I Ia Ib Ie Id II I v Vv
Lex &y ) Lt &y ) ldxdy évix)
VI VII WVIII

Az egyenlet bal oldala (I) megadja a horizontalis divergencia teljes idobeli megvaltozasat, ami a lokalis valtozasbol
(Ia), a horizontalis divergencia advekciojabdl (Ib és Ic), valamint a konvekcids tagbol (Id) all. A jobb oldal els6é

tagja (II) a Coriolis-paraméter szélességi korok szerinti megvaltozasanak ("8 ) hatasat adja meg. A kovetkezo tag
(IIT) a horizontalis divergencia, valamint a relativ és a planetaris 6rvényesség hatdsat mutatja be a divergencia
mez0 fejlédésében. Ezt kdveti (IV) a forgatasi-csavarasi tag, ami a vertikalis sz€lnyirastdl (a termikus sz¢él hatasa)
és a vertikalis sebességi mezd horizontalis inhomogenitdsatol fiigg; ezek skalaris szorzata. Megtaldlhaté a
szolenoidalis tag (V), amit itt egy skalaris szorzat alakjadban tudunk felirni. A VI. tag a surlodasi eré hatasat mutatja.
A jobb oldal utolsé két tagja — aminek nincs analdgiaja az 6rvényességi egyenletben — a geosztrofikus 6rvényesség
(VII) és a horizontalis szélnyiras (VIII) hatasat tiikrozi.

A potencialis drvényesség

A (PV — potential vorticity) potencialis 6rvényesség integralt dinamikus meteoroldgiai paraméter, olyan skalar,

mﬁ'a)
idébeli valtozasara felirt egyenlet (hogyan forog a légrész) és valamilyen skalarmennyiségre (4) vonatkozéd
megmaradasi egyenlet (milyen feliiletek kotott halad a 1égrész) hatasat. Altalanos alakja:

ami magéba foglalja a kontinuitési egyenlet (egy adott légrészt vizsgalunk) az abszolut rendszerbeli rotacio (

1
PV = roth, Vi
o
40 _, .
Ha megmarado skalarvaltozoként a potencialis hémérsékletet (© ) valasztjuk, ) (pl. szaraz adiabatikus

folyamatokat vizsgalunk, ahol nincs fazisatalakulas), akkor a vizsgalt 1égrész két rogzitett potencialis hdmérsékleti
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

feliilet kozott halad. Ilyenkor a folyamatok potencialis homérsékleti koordinata-rendszer alkalmazasaval egyszertien

leirhatok. Ha egy elmozduld nagyskalaju orvénytestet vizsgalunk, akkor elsd kozelitésként alkalmazhatjuk az

abszolut 6rvényesség megmaradasi tételét, vagyis az elmozdulo légtest abszolut Srvényességének az allandosagaval
(d(£+1) _ 0":

szamolhatunk 4 J . A potencialis 6rvényesség harom megmaradd mennyiséget (potencialis 6rvényesség,

potencialis hémérséklet, tomeg) 6tvoz egyetlen skalarinvarianssa. Ez a @ -rendszerbeli Ertel-féle potencialis
orvényesség

PI;’Z -',:.‘9 —frf

c:a|*e=’

o
Ty

T 1S 2 101 -1
Egysége a PVU (Potential Vorticity Unit) IPVU=10"Km kg™ s . (Hans Ertel, 1904-1971, német meteorologus,
aki 1942-ben publikalta a potencialis orvényesség meghatarozasarol szolo cikkét. A témakorrel Carl-Gustav

Rossby, Ertel baratja is foglalkozott.)

Nagyskalaji folyamatok soran az izentrop potencialis 6rvényesség altalaban megmaradd mennyiség és igy a 1égkor
folyamatai megfelel6 egyensulyi feltételek (balance equations) és peremfeltételek mellett egyetlen skalar egyenlettel
irhatok le, amelybdl a tobbi mez6valtozo visszanyerhetd. A potencialis drvényesség egyebek mellett jo segédeszkoz
a ciklonok keletkezésének és fejlodésének megértéséhez, illetve az dceani aramlatok vizsgalatahoz. A tapasztalat
szerint példaul a sztratoszférikus nagy potencialis 6rvényességli levegd betiiremkedése a troposzféraba ciklogenezisre,
a troposzférikus levegd behatoldsa a sztratoszféraba, anticiklon keletkezésére utal (Tasnadi, 2012).

| o

llnl

(%]
Ty

o v

_,‘E‘ :

Fav| & [ du
IV.2.1. Adjuk mega “* - dr) eyldr) derivalt értékét! Milyen kapcsolatban van ez a mennyiség az drvényesség

] |
teljes idébeli megvaltozasaval - 4./ 2

IV.2.2. Vezessiik le az 6rvényességi egyenletet nyomasi rendszerben! Miért nincs szolenoidalis tag az egyenletben?

crer

rendszerben is!

IV.2.3. A Descartes-rendszerben vektorialis alakban a felirt mozgasegyenletbdl,

2V v
Y owvvwow-——Ziver
g : ol P

kiindulva, a nabla-operator tulajdonsagainak felhasznalasaval vezessiik le a rotacid teljes idébeli valtozasara
(d(V=V) droth)
- . 4. |
dz 4/ vonatkozo egyenletet!
(dv-V  ddivl)
dr dr

1V.2.4. irjuk fel az el6z6 (IV.2.3 feladar) mintijara a divergencia teljes idSbeli valtozasara “
vonatkozo egyenletet!

IV.2.5. Adjuk meg nagyskalaji folyamatok esetén a divergencia-egyenletbdl levezetheté balansz-egyenletet,
gD

amikor is elhanyagoljuk a €7 -vel megegyez6 (10’11 s’z) nagysagrendii tagokat! Irjuk fel a diagnosztikai egyenlet

alakjat akkor is, ha a 10710572 nagysagrendii tagokat is elhagyjuk! Ez milyen kozelités?

IV.2.6. A nyomasi gradiens és a siiriiségi gradiens egymassal 60°-os szdget zar be a [V.2.1. abra szerint.
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gradp
Fa
+Ap .
pHAp . ‘ j
_ /
T /
2 'L(I_____..
' : gradp
P pPTApP

1IV.2.1. abra. A horizontalis nyomasi és stiriiségi gradiens egymashoz viszonyitott helyzete.
Adjuk meg a divergencia és az 6rvényesség generalddasanak az aranyat! Melyik a nagyobb?

IV.2.7. Hogyan hat a nyirasi csavarasi tag az Orvényességi és a divergencia egyenletben? Milyen helyzetii a
vertikalis sebesség horizontalis gradiense és a horizontalis sebesség vertikalis valtozasat (sz€lnyirast) leiro vektor
egymashoz képest, ha a) a divergencia, b) az 6rvényesség generalddasa maximalis, ¢) az 6rvényesség €s a divergencia
generalodasa megegyezik?

IV.2.8. A divergencia pozitiv, az 6rvényesség negativ értékii. Mit mondhatunk az 6rvényesség és a divergencia
generalodasarol?

1V.2.9. Hogy miikodik a B hatast leiro tag? Jellemezziik az drvényesség €s a divergencia valtozasat nyugatias és
északias aramlas esetén!

IV.2.10. A surlodasi erd nyugatias iranyt és észak felé haladva csokken a nagysaga. Mit mondhatunk az drvényesség
¢és a divergencia keletkezésérol?

IV:2.11. [rjuk fel az 6rvényességi egyenletet az (x, z) sikban! Az egyszeriiség kedvéért hanyagoljuk el a surlodasi
er6t és a Coriolis-erd vertikalis komponensét! Adjuk meg az egyenlet kvazi-geosztrofikus kozelitését is!

IV.2.12. Vezessiik le a potencialis drvényesség id6beli valtozasat leird altalanos egyenletet! A 3 kiindulasi egyenlet:

i) a rotaci6 idébeli valtozasa (lasd a IV.2.3. feladatot), ii) a kontinuitasi egyenlet és iii) a + skaldr megmaradéasat
&

leiro df osszefiiggés, ahol ¥ a vizsgalt 4 mennyiségre vonatkozé forras- és nyeld tagok dsszege. E harom

egyenletbdl kombinaljunk 6ssze egy skalarinvarianst!

I’.
PV = rot T .
IV.2.13. Milyen egyszertsitések utan kapjuk a potencialis 6rvényesség * o #id6beli megvaltozasat
leird egyenlet altalanos alakjabol (1asd a IV.2.12. feladat megoldasat is)
4PV _rotVe gy | YEX YR, VA T E
dr o Loe e e
)
a potencialis 6rvényesség, mint konzervativ tulajdonsdg megmaradasi tételét dr 42

IV.2.14. Hogyan értelmezziik a IV.2.2. abrdt a potencialis 6rvényesség megmaradasa alapjan?

93

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

A cirkuléci6 és az 6rvényesség

n B

oh

OA

1V.2.2. abra. Egy légtest mozgasa két koordinata-feliilet kozott.

IV.2.15. Milyen kapcsolat van a statikus stabilitas és az abszolut 6rvényesség kozott, ha a 1égtest szaraz adiabatikusan
(két izentrop feliilet kozott) mozog (IV.2.3. dbra)?

i
4

8+ 50 C,f
3 ..f’- f

Fr 4 -
ﬂ u--'—'l-n.“
Q—/\\x ‘I
e et B =

1IV.2.3. abra. Szaraz adiabatikusan elmozdulo légtest két izentrop feliilet kozott.

IV.2.16. Adiabatikus sekély viz kozegben forgo drvénytestre vonatkozdan a potencialis 6rvényesség megmaradasi
tétele:

a’ ;’+f": —0

dr\ h—h, |

ahol 7 és % a folyadék teteje és alja egy adott referencia szinttél szamolva.
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1V.2.4. abra. A kezdetben nyugalomban levd orvénytest a 30° szélességi koron. Az elmozdulas soran sugara
kétszeresére no.

a) A 30° szélességi koron levo 100 km-es sugart % vastagsagu orvénytest sugara kétszeresére né. Hogy valtozik

a légtest sebessége, ha kezdetben nem végzett forgd mozgast? Mi a helyzet a déli féltekén?
b) A felszin és a 10 km-es tropopauza kozotti 1égtest az északi félteke 60°-os szélességi korén mozog. Kezdetben

nincs relativ 6rvényessége (; =0 ). A zonalisan mozgo légtest egy 2,5 km-es platon kel at (IV.2.5. dabra). Hogy
valtozik a relativ 6rvényessége?

tropopauza

1V.2.5. abra. Egy plato felé mozgo légtest a 60° szélességi koron.

¢) A kezdetben a 60° szélességi koron levo 1égtest dél felé mozog, s a 45° szélességig jut el. Az egyszerliség
kedvéért ne valtozzék a vastagsaga. Mit mondhatunk a relativ 6rvényességérol? Tekintsiink el a stirliség valtozasatol!

Iv.2.17.

a) A Karpat-medence térségébe kelet feldl hideg levegotomeg hatol be. A hegykoszorin athaladva milyen iranyba
tériil el? Ciklonalis vagy anticiklonalis gorbiiletre szamithatunk?

b) A déli féltekén az Andokon atkel6 nyugatias dramlassal mozgé ciklondlis 6rvény milyen irdnyban téril ki?
Ciklonalis, vagy anticiklonaris fejlédést tapasztalunk?
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V. fejezet - A légkordinamikai
egyenletek felallitasa, vizsgalata és
megoldasa

Weidinger Tamas
Bordas Arpad
Gyuré Gyorgy
Tasnadi Péter

V.1. Kétdimenzids folyadékaramlas

=, ) =(

A kétdimenzios folyadékaramlas leirasara a stiriiséget, (5 3.1) &5 az dramlasi mez0t, ) hasznaljuk.

Az alap-0sszefiiggések a Navier—Stokes-egyenlet:

dv v 1 ) .
& Cﬂ—1+ (v-gradw =——grad p—202=v+UuV-v+Ugraddivy
dr &r 2

¢és a kontinuitasi egyenlet:

L 4 div(py) =0
cr

>

ahol p a nyomas, U kinematikai viszkozitasi tényez6, ami a viszkozitasi tényezé (X) stirtiséggel normalt alakja
v=pfp

Gyakran alkalmazhato kozelités, hogy az araml6 kdzeg homogén és 6sszenyombhatatlan (inkompresszibilis), tovabba
tobbnyire elegendd a stacionarius (idében allando) aramlasi kép vizsgalata. Ekkor a mozgasegyenletek Iényegesen
egyszeriisddnek, hiszen nem szerepelnek lokalis id6beli derivaltak, s a siirliség térben és idében allando.
Megjegyezziik, hogy inhomogén, 6sszenyomhatatlan kézegben (pl. két kiilonboz6 stirtiségl folyadék) a stiriség
térben ¢és id6ben is valtozik, de az egyes folyadékelemek dsszenyomhatatlanok. Ilyen feltételek mellett a kontinuitasi
egyenlet a

o E‘»

ke S S

dive=0 jlletve ¥

i

mig a Navier—Stokes-egyenlet a:

1 "
(v-grad)y = ——grad p — 2(xv + LV w
2

alakra egyszertisodik.

Lokalis aramlési folyamatok leirasaban a Coriolis-er6t is elhanyagolhatjuk. Ekkor a mozgasegyenlet tovabb
egyszerisodik:

1 .
(v-gradiv =— —grad p+ vV
el

>
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ami komponensenként felirva:

¢ c cp c ¢ |
Vp — VY, — (W= ——— U, 3+ = %
(= o = 2 ex CcX cy”
b
Foe ¢ | cp I g
v, —+v, — v, =———+U —=+—= |V
o ox cv ) ooy cxt o ocyT

Divergenciamentes aramlis esetén a sebességmez6 megadhaté a * @+ ¥) kétdimenziés dramfiiggvénnyel, ami
automatikusan teljesiti a divergenciamentesség feltételét:

. E-?Ex: V) Voo d¥ix, v)

v ¥ &

A sebességvektor mindeniitt érinti az sramvonalakat, hiszen *'~ grad¥ =0 A sramlasi mezé meghataroz6 jellemzoje

az drvényesség: g

Az 6sszenyombhatatlan kozegre felirt kétdimenzids kontinuitasi egyenlet és a Coriolis-erd elhanyagolasaval megadott
mozgasegyenlet (1asd fentebb) azonos atalakitasa utan az aramfiiggvény, az drvényesség €s a nyomas Laplace-
operatorara a kdvetkezd egyenleteket kapjuk:

e Lies o ¥ A vipmapl o — | |
V=7 vhdx vy ox o) L& ey

> E}

A kezdeti és peremfeltételek ismeretében ezek megoldasaval megadhato az aramlési tér szerkezete. A nyomas
_ew ey
‘_S _

| ox

Laplace-operatorara kapott egyenlet jobb oldala nem mas, mint a €Y/ Jacobi-matrix determinénsa.

A 1égkori folyamatok matematikai targyalasa soran gyakran sziikséges kiilonb6z6 skalarszorzatok illetve normak
bevezetése. Gondoljunk csak az energetikai vizsgalatokra, a kinetikus energia kiszamitasara. A skalarszorzat tipusa
els6sorban a megoldand6 feladattol fiigg és gyakran sziikségiink van a skalarszorzatok egymasba torténd

crer

Legyen =:7 ¢s (=) ket skalarszorzata ¥ vektortérben Ekkor létezik egy

M =T ,
leképezés, ahol M linearis operator és teljesiil, hogy
a) ey =<eMy> igen %V EV , tovabba

b.) létezik az M™ inverz opertor.

Az aramlasi mez6 leirasanal gyakran alkalmazott mennyiség az ensztrofia (£ ), ami nem mas mint az drvényesség
négyzetének integralja. Integral elallitasa miatt invarians mennyiség.
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ahol F az =) sikban vizsgalt nyilt feliilet. Az ensztrofia a kinetikus energia disszipacidjaval kapcsolatos, igy
a surlodasi erd (a turbulens diffuzid) erdsségére utal.

V.1.1. A legegyszeriibb, mar meteoroldgiai jelentéssel bird egyenlet a

dv 1 1.
Ez_;grﬂdpE_;vp “ZEVT:VIJZ(&: Vj

kétdimenziés, folyadékra vonatkozé mozgasegyenlet. {rjuk fel a fenti egyenletet a) Descartes—féle és b) gombi
koordinata-rendszerben a horizontalis sikban!

V.1.2. Mutassuk meg, hogy a sebességi mez6 tetszéleges { zart gorbére vonatkozé cirkulacidja allandé, ha

eltekintiink a siirtiség horizontalis véltozasatol, és feltételezziik, hogy a sebességi mezét leird * = -0 figgvény
sima abban az értelemben, hogy a ra vonatkozé térbeli és idébeli parcialis derivaltak felcserélhetdk!

V.1.3. A dinamikus meteoroldgiaban hasznalatos konvencionalis jeloléseknek megfeleléen az Orvényesség
definicidja:

L=k-(Vxv)

frjuk fel a < lokalis idsbeli megvaltozasara vonatkozé egyenletet!

V.1.4. Az V.1.2. feladat részletszamitasai soran megmutattuk, hogy

ami nyilvan nem azonos az el6z6 feladatban eléallitott

==V
ct

eredménnyel. Ez azt jelenti, hogy a két feladat megoldasa latszolag ellentmondasban all egymassal. Mi a latszolagos
ellentmondas oka?

V.1.5. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt aramlasra teljesiil a hidrosztatikai egyenlet, azaz

1ép
Pz

g=-

Ekkor a fiiggéleges koordinata szerepét a £ nyomas is betltheti, s a kétdimenzios feltételezés azt jelenti, hogy a
folyamatok adott nyomasi szinten zajlanak. Mutassuk meg az V.1.3. feladat eredményeit felhasznalva, hogy ebben
az esetben a kétdimenzids mozgasegyenlet a

H — "‘ *1_-““‘
—=—Lkxy-V d+—
&t \ 2 )

alakban is felirhat6!
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V.1.6. Hogyan modosul az V.1.3. feladatban felirt mozgasegyenlet és az V.1.5. feladat megoldasaként kapott
mozgasegyenlet, ha a Coriolis-erd hatasat is figyelembe vessziik?

V.1.7. Hogyan médosul az V.1.4. feladat megoldasa, ha figyelembe vessziik a Coriolis-er6t?

V.1.8. Mutassuk meg, hogy az V.1.6. feladatban szerepld mozgasegyenlet felhasznalasaval a D kétdimenzios
divergencia idéderivaltjara

D ok Vx(+ -V e+
ol ! 2 )

adodik!
V.1.9. Ertelmezziik a V1.7. feladat eredményét az abszolit 6rvényesség megmaradasa szempontjabol!

V.1.10. Mutassuk meg, hogy az 6sszenyomhatatlan folyadék kétdimenzids aramlasara az 6rvényességi egyenlet
a

&g
dr

alakban irhato fel, ahol ¥ =k*V¥ g (e 1.0 5 keétdimenzios aramfiiggvény, tovabba SE+-F] 5 ket
horizontalis koordinataval felirt Jacobi-determinans!

V.1.11. frjuk fel a horizontalis koordinatak részletes kiirdsaval a sebességvektort az aramfiiggvény segitségével a
kovetkez6 koordinatak alkalmazasaval: a) Descartes—féle koordinata-rendszer, b) szférikus koordinata-rendszer.

V.1.12. Mutassuk meg, hogy geosztrofikus egyensuly esetén az aramfliggvény és az adott nyomadsi szint
geopotencialja kozott fennall a kdvetkezd dsszefliggés:

Px 1v)= %@(."{: v) + allando

V.1.13. Mutassuk meg, hogy a kétdimenzids divergenciamentes aramlas kinetikus energiaja, ha a stiriséget a
koordinatakhoz igazitott mértékrendszerben egységnyinek valasztjuk:

E:%]‘]‘ (VE)Ydd dy'
= F

b

ahol *' és ¥ a tetszbleges horizontalis koordinatakat jeloli, mig # a vizsgalt feliilet nagysagat!

V.1.14. Mutassuk meg, hogy a kétdimenzids rotaciomentes aramlads kinetikus energidja, ha a stiriséget a
koordinatakhoz igazitott mértékrendszerben egységnyinek valasztjuk:

1-

E=—[[v &
F

>

(]|

ahol X 2"z~ "4 Osszefliggéssel értelmezett sebességpotencial (A sebességpotencial hasznalataval automatikusan
teljesiil az aramlas rotaciomentessége) !

V.1.15. Mutassuk meg, hogy a kétdimenzids aramlas kinetikus energiaja:
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Ezéﬂ (V2 + (V) Jax'ay
~F !

V.1.16. Mutassuk meg, hogy ha a

[[502. #)de dv =0
F

feltétel teljesiil, akkor az 6sszenyombhatatlan kétdimenzids aramlasi mez6 6rvényessége allando!

V.1.17. Mutassuk meg, hogy ha a

[[£-3c.%)dx'ay'=0

F

feltétel teljesiil, akkor az 6sszenyombhatatlan kétdimenzids aramlasi mez6 ensztrofidja allando!

V.1.18. Mutassuk meg, hogy ha az

[[#-32.%)dx'dy'=0
'f

feltétel teljesiil, és a peremfeltételek konzervativak (periodikusak), akkor az Osszenyomhatatlan kétdimenzids
aramlasi mez6 kinetikus energidja allando!

V.1.19. A Jacobi-determinans véges differencia kozelitésének altalanos alakja:

[1

C.—_J:_:_-__- AP 2

ML T RE 0T fem R

3,0 9)=Y

£

-

ahol az alsé indexek az ¥ és ¥ iranyban adott ricspontok sorszamat jelolik. Hogyan kell megvalasztania —+:#4ms
egylitthatokat, hogy a kozelités biztositsa az ensztréfia megmaradasat? Megjegyezziik, hogy az attekinthetOség
miatt az indexek k6zé vessz6t irtunk.

V.1.20. Hogyan kell meghatarozni az el6zé V.1.19. feladatban szerepld egyiitthatokat ahhoz, hogy a kozelités
biztositsa az energia megmaradasat?

V.1.21. Mutassuk meg, hogy az Arakawa-féle kilenc pontli séma mind az energia, mind az ensztrofia megmaradasat
biztositja!

V.1.22. frjuk fel a kétdimenzios folyadékaramlasra vonatkozo lokalis mozgasegyenletet, az aramlasi mezd jellemzéit
ameteorologiai gyakorlatnak megfelelden atlagos értékekre és kicsiny perturbaciokra bontval!! (Vegyiik figyelembe,
hogy a stiriiségperturbacié elhanyagolhatd!)

V.1.23. Mutassuk meg, hogy inkompresszibilis esetben a £i=k(Vxw) mennyiség idobeli valtozasat leird egyenlet
azonos az V.1.3. feladat megoldasaként kapott 6rvényességi egyenlet linearizalt alakjaval! (A vesszd a fluktuacio
jelolésére szolgal.)

V.1.24. Mutassuk meg, hogy kvazisztatikus kozelitést alkalmazva a D'=V-v' (a horizontalis divergencia
fluktuécidja) idébeli valtozasat leird egyenlet azonos az V.1.8. feladat megoldasaként kapott divergencia-egyenlet
linearizalt alakjaval!

V.1.25. Tegyiik fel, hogy egy divergenciamentes kétdimenzids aramlas vizsgalata egy norma bevezetését teszi
szlikségessé. Az ugynevezett ensztrofia normat a
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A légkordinamikai egyenletek felallitasa, vizsgalata és megoldasa

h=(c.0)= ([ cara
F

kifejezéssel definialjuk. Hatdrozzuk meg azt az M linedris operatort, amely a fenti normat a

I =2 2)=[[verace
F

orvényes kinetikus energiava transzformalja. A feladat megolddsdhoz tanulmanyozzuk a feladatgyiijtemény
I1.2. fejezetében Osszefoglalt elméleti ismereteket is.

V.1.26. Tegyiik fel, hogy az dramlés roticiomentes. Hatarozzuk meg azt az M linedris operatort, amely a
Pl =(7. )= ria'ay
F

euklideszi normat a
Ipl =7 7y=[[ (v ar'ay’
F

divergens kinetikus energia normava transzformalja.

V.1.27. Vizsgaljunk egy kétdimenzios dramlast! Hatarozzuk meg azt az M linearis operatort, amely az euklideszi
normat az

I = ) =797+ Jov
F

kinetikus energianormava transzformalja, ha * = &. 2

V.1.28. Ha feltessziik, hogy a kétdimenzios egységnyi stirtiségii kozeg aramlasa 6sszenyomhatatlan, de figyelembe
vessziik a strlodas hatasat, akkor a kétdimenzios Navier—Stokes-egyenlet inkompresszibilis alakjahoz jutunk:

Y v Vi —Vp+ W
ct (Vv=0),
Ha a fenti parcialis differencialegyenletet a
v(ix+2me t)=v(x.f) ;=12

>

mindkét iranyban ciklikus peremfeltétel mellett oldjuk meg (ahol € a J -edik iranyba mutato egységvektor, * a
helyvektor — tavolsag), akkor a legcélszeriibb az un. Galerkin-féle spektralis technikat alkalmazni. Mas szdval a
megoldast a kovetkezd helyettesitéssel allithatjuk elo:

v(x, )= u () exp[i(k-x)]

>

plx.1)= Z P () expli(k-x)]

E
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ahol |k| a hullamszam, i az imaginarius egység. Mutassuk meg, hogy ilyen feltételek mellett a spektralis
egylitthatokra vonatkozd egyenlet a kovetkezo:

ahol

V.1.29. Az el6z6 V.1.28. feladat megoldasa alapjan irjuk fel az energia spektralis eloszlasanak a valtozasat megado
egyenletet!

V.1.30. Amint a Navier—Stokes-egyenlet spektralis reprezentaciojabol lathato , a két nemlinearis tag a nyomasi
gradiens erébdl és az advekciods tagbdl szdrmazik. Mi az energetikai szerepe ennek a két tagnak? A rovid — egy
mondatos — valaszadashoz hasznaljuk fel az el6z6 V.1.30. feladat megoldasat!

V.1.31. Mi a surlodasi erd (dltalaban nem a molekularis viszkozitds) szerepe az energia spektralis viselkedésében?

V.1.32. Az ¢l6z6, V.1.31. feladat megoldasa alapjan lathatd, hogy a [¥=0 hullamszammal jellemezhetd

mozgasformak esetén nem hat a surlédas. Mi a jelentése az #, Fourier-egyiitthatonak? Mit jelent az el6z6
V.1.31. feladat megoldésa ebben az esetben?

V.1.33. A Navier—Stokes-egyenletben a stirlodast leird tag (ti. a molekuléris viszkozitas) alakja: WV V. A numerikus
prognosztikaban a kiilonb6z6 frekvenciaju zavarok kontrolalasara kiilonboz6 disszipativ tagokat vezetnek be. Ezek
altalanos alakja:

,F__ :_I._f(_])%—l',;;b:'I1 " =1:

B

[

Mi lehet az oka a strlodas ilyen specialis alaki megvalasztasanak?

V.2. A sekély viz tipusu aramlasok

A ,sekély viz” aramlast leird egyenletek vékony rétegi, allando stirliségli (6sszenyombhatatlan) és hidrosztatikai
egyensulyban 1év6 kozeg aramlasat irjak le. A sekélység (vékony réteg) azt jelenti, hogy az araml6 kdzeg horizontalis
mérete sokkal nagyobb mint a vertikalis. A mozgas egyértelmiien leirhaté a mozgasegyenletekkel és a kontinuitasi
egyenlettel. Termodinamikai egyenletre nincsen sziikség. Az egyenletekben a kovetkez6 jeloléseket hasznaljuk.

A kozeg allando siirtisége © . A réteg also hatarat az egyszeriiség kedvéért siknak tekintjiik, amelynek egyenlete
z=0 3 fels§ szabad felszin magassaga a ' ¥+ 7 fiiggvény szerint valtozik. A felsd hataron a nyomas allandé
2=0
A ,,sekély” dsszenyomhatatlan kdzegben a sztatika alapegyenlete:
o
oz

=—pg

Az alapegyenletet a Z ésa I szint kozott integralva azt kapjuk, hogy:
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o= p(xy.2)=—pg(h(xy)-z)

vagyis

p(x.y.2)=pg(h(ey)=2)+p;

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a nyomads horizontalis gradiense fliggetlen a magassagtol:

i .’JH—pH: = i"dﬂ__p“' = — E(pgj =
gs\dz) &zl és) cis (s=x¥)
és
c c
; Vi=i—+j—
VaP=PEVA apol éx "éy

Ennek megfelelden a horizontalis mozgasegyenlet:

d“i‘
& — gV o fxw

A kontinuitasi egyenlet pedig a

dh |
—+hiV v =0
at

alakot 6lti. Természetesen érvényben marad az dsszenyomhatatlansdgot harom dimenzioban kifejez6

Vo= L g

&x &z &y

u  ov
+_

egyenlet is.

Az dsszenyomhatatlan (ti. barotrop) kdzegben a geosztrofikus sz¢l (g v nem valtozik a magassaggal, vagyis:

Kvazigeosztrofikus aramlas esetén a szélsebességekre (a sz¢él a geosztrofikushoz kozeli) fennall, hogy:

du v
——=—=0

oz &z
A mozgésegyenletek a geopotencial segitségével p-rendszerben a

cit i cit &b
_ ﬁ

—tu_—t+tv—=——
ct éx oy cx
v dv  ov ¢d
H—+HH—+VH— =_ﬂ—_ﬁ1
ot dx Oy gy
b
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gp @
alakban irhatok fel, ahol €x és €V derivaltak fiiggetlenek a Z magassagtol.

A kontinuitasi egyenlet Z=0 ¢és 7 kozotti integralasaval a ,sekély viz” felsé hatarara vonatkozo vertikalis

szélsebességre (w) kapunk diagnosztikai egyenletet. Természetesen a folyadék aljan a vertikalis szélsebesség nulla

(w(z: )] =0).

A Pu ev)
W,_, =N +— |
Lcx  Cy )

Osszevetve ezt a vertikalis sebességnek a felsé hataron a’ = 7% 3: 9 figovény segitségével felirt értékével:

dh ¢h ch,  ch

W,_,=—=—=u +v—
Codr ot ox av
Z. W
0 "
g
¥ L
-+ Ll
i
r'y
2 =alilanda
24=0 hlx, y.t) o
+
v
v Xy
, ¥ v
X, +
V2.1 dabra. A, sekély viz” modell altalanos alakja. hxy.g folyadékoszlop magassaga, A (x, ) a felszin

v

LW - ’ .- 7 ’ ’ o ’ . , r . .
@.v. %) 4, x, ¥ és z irdnyi sebesség, € nehézségi gyorsulas, D és L a karakterisztikus

egyenlete,

horizontalis és vertikalis méret ( D <<L ). A molekuldaris viszkozitds hatdsat elhanyagoljuk ( #=0 )
A geopotencialnak (® =gh ) a kozeg fels6 hataran vett megvaltozasara a

£+a£+v£+®. E-ﬁ-? :=0

ct cx cy Ldx Cu )

egyenletet kapjuk, ami a kdvetkez6 formara hozhaté:

¢d  ud oHvd
—F—t—=
ct co cv

0

V.2.1. Egy légkdri réteget, mind alul, mind feliil athatolhatatlan hatarfeliilet valaszt el kdrnyezetétol. Tegyiik fel,
hogy a vizsgalt réteg a kovetkezo értelemben homogén:

g =alandd v(x, v, z,t)=v(x, 1.7)
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A két hatarfeliilet tavolsagat jellemezziik a A(x, y, f) fliggvénnyel! Az igy eldallitott légkori modell a ,,sekély viz”
tipust aramlasok leirasara szolgal. Az ezt leir6 mozgasegyenletet az V. 1.6. feladatban vezettik le:

v

—=—(:+f)k><v—?;ri:+

Y-y

|
2 2 |

T

a M5 Y-0 paraméter idébeli fejlodését pedig a

]|n_1

2V ()
T

[}

kontinuitasi egyenlet adja meg. Igazoljuk ez utobbi egyenlet helyességét!

V.2.2. A geopotencialt bontsuk fel a kovetkezé modon:

D(x, v.£) =P+ D(x. 1. 1)

ahol © a geopotencidl idé-fiiggetlen térbeli atlaga! Mutassuk meg, hogy £ = allando felstel mellett a kontinuitasi
egyenlet a

£=—'\7-(®"—)—5D

alakot 6lti, ahol £ a horizontélis divergencia (D =Vy-v )

V.2.3. Irjuk fel azt a ,;sekély viz” tipusti egyenletrendszert amelyben a mozgasegyenletet a divergencia és az
orvényességi egyenlet helyettesiti, mig a kontinuitasi egyenlet szerepét az eldz6 V.2.2. feladat megoldasa tolti be!

V.2.4. Milyen kifejezés definidlja az egységnyi alapu 1égoszlop kinetikus energidjat?
V.2.5. irjuk fel az egységnyi alapi 1égoszlop kinetikus energiavaltozasat leiré egyenletet!
V.2.6. Milyen kifejezés definialja az egységnyi alapu 1égoszlop potencialis energiajat?
V.2.7. Irjuk fel az egységnyi alapt 1égoszlop potencialis energiavaltozasat leird egyenletet!

V.2.8. Mutassuk meg, hogy az egységnyi alapu 1égoszlop teljes energidjanak megvaltozasa:

BK+D,)

=V -(%I*'I:v B=Y-(@vi)

V.2.9. Mutassuk meg, hogy konzervativ peremfeltételek mellett a ,,sekély viz” folyadék energidja allando!

V.2.10. Mutassuk meg, hogy a ,,sekély viz,, tipusu aramlasok esetén az 6rvényességi egyenlet:

cha) +V-(vhg)=0

>

ahol
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az abszolut potencialis 6rvényesség (altalaban egyszeriien potencialis drvényesség).

V.2.11. Déntsiik el, hogy a ,,sekély viz,, tipusi aramlasok esetén konzervativ peremfeltételek mellett invarians

mennyiség-e az (F+2) abszolit orvényesség!

V.2.12. Mutassuk meg, hogy a potencialis 6rvényesség idobeli megvaltozasat a

3

.—+Y-'\7g=0
T

i)

(%]

egyenlet irja le!

V.2.13. Ertelmezziik az el6z6 feladat megoldésat!

V.2.14. Mutassuk meg, hogy az V.2.1. feladatban definilt ,,sekély viz” tipust aramléas esetén az £ feliiletre
vonatkozo

[a—y

Q=[] ha'd4
= F

kifejezéssel definialt teljes potencialis ensztréfia integral invaridns mennyiség, vagyis a koordinata-rendszer
valasztasatol fliggetleniil, integral alakban is megadhato!

V.3. Elorejelzési légkormodellek

IdGjarasi elérejelzés készitésére a tragikus sorst Robert FitzRoy admiralis, a brit meteoroldgiai szolgalat (mai
nevén UK MetOffice) alapitoja vallalkozott el6szor 1854-ben, empirikus modszerekkel. A modellezés gondolatat
a geofizikai folyadékdinamika, azazaz elméleti meteorologia atyja, a norvég Vilhelm Bjerknes fogalmazta meg
1904-ben:

A legkori folyamatok egyszerre mechanikai és fizikai természetiiek. A mechanika ésa fizika
alapelvei segitségével minden egyes folyamat leirhato egy vagy tobb matematikai egyenlet
felhasznalasaval ... A léegkor allapota akkor nevezhetd ismertnek egy tetszéleges idépontban, ha
ebben az idépontban minden pontra ki tudjuk szamolni a sebesség, a siriiség, a nyomads, a
homerséklet és a nedvesség értéket. A sebességvektort harom skalaris mennyiség, a harom
sebességkomponens segitségével adjuk meg, ezért a szamitasok sordan 7 ismeretlen mennyiség
értéket kell meghatarozni ... A felsorolt mennyiségek kiszamitasahoz a kévetkezé egyenleteket
irhatjuk fel:

1. A harom hidrodinamikai mozgasegyenlet.
2. A kontinuitdsi egyenlet, ami a tomegmegmaradas elvét fejezi ki a mozgds sordn.

3. A légkor allapotegyenlete, ami egy tetszoleges légtomeg stiriisége, nyomdsa,homérséklete és
nedvessége kozétti kapcsolatot leird egyenlet.

4. A mechanikus hoelmélet két fotétele, amelyek segitségével megadhatjuk, hogyanvaltozik egy
tetszoleges légtomeg energidja és entropidja az esetlegesallapotvaltozasok soran.”

Bjerknes professzor megallapitasai mind a mai napig érvényesek, valamennyi id6jarasi elérejelzé modell a Bjerknes-
féle alapelveken nyugszik. A Lipcsei Egyetem Meteorologiai Tanszékének alapitojaként 1913-ban elmondott
székfoglalo beszédének szavait ma is sokszor emlegetjiik:
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wFeladatunk a jévendd iddjaras kiszamitasa ... A szamitasok elvégzéséhez rengeteg idore van
sziikség. Tudosok megfelel6 koriilmenyek kozétt nagyjabol harom honap alatt szamoljak ki az
iddjaras haromoranyi valtozasat ... Hatartalanul boldog lennék, ha munkank nyoman sikeriilne
megadni a masnapi iddjaras kiszamitasanak modszerét ... Ezzel valhatna a meteorologia egzakt
tudomdnnyd, és valhatna a légkér fizikajava ... Evekbe telhet, amig alagutat fitrunk a hegyen dt.
Egyes munkatarsaink nem fogjik megérni az attérés napjat. Ez viszont senkit nem gatol
munkajaban, mert az alaguton majd gyorsvonati sebességgel utazhatunk.”

Bjerknes 1904-es gondolatainak gyakorlati megvalositasara Lewis Richardson brit meteorologus vallalkozott
el6szor 1910 és 1914 kozott. Addigi munkassaga predesztinalta a feladatra, mivel olyan differencidlegyenletek
megoldasara dolgozott ki véges kiilonbséges sémakat, amelyeknek bizonyithatéan létezik egyértelmi megoldasa
(matematikai szakkifejezéssel élve bizonyitottak az egzisztencia- és unicitas-tételek), de a megoldas nem irhato
fel zart alakban az elemi fliggvények segitségével. Hivatali munkéja mellett Richardson évekig szamolta a Bjerknes
altal leirt hét egyenlet megoldasat, de szamitasai sem matematikai, sem fizikai szempontbol nem vezettek sikerre.
Sir William Napier Shaw, a UK MetOffice akkori igazgatdjanak 6sztonzésére 1922-ben konyv formajaban szamolt
be munkdjarol (Richadson, 1922). Gyakran idézziik Richardson kdvetkezdé gondolatat:

wEgyszer, talan, a tavoli kédos jovoben képesek lesziink gyorsabban szamolni, mint amilyen
gvorsan az idojaras valtozik, és az emberiség altal befektetett koltségeknél magasabb lesz az a
haszon, amit a kapott informdciokbol nyeriink. De ez csak dlom.”

Az elmult évtizedekben tobben elemezték, vajon mi vezetett Richarson sziszifuszi munkajanak sikertelenségéhez.
A valasz ma mar vilagos: hianyoztak olyan ismeretek, amiket a matematika, a fizika és az elméleti meteorologia
az 1920-as, *30-as és *40-es években mutatott fel és hianyzott egy olyan eszk6z is, ami a numerikus szamitasokat
sokkal gyorsabban képes elvégezni, mint az ember, azaz hianyzott az elektronikus szamitogép.

A matematikusok 1928-ban ismerték fel, hogy a folytonos differencialegyenletekre kimondott egzisztencia- és
unicitas-tételek nem alkalmazhatok valtozatlan formaban a véges kiilonbséges egyenletekre. A Richard Courant,
Kurt Friedrichs és Hans Lewy altal publikalt eredményeket azota is a harom szerzé nevének roviditésével CFL-
kritériumként emlegetika légkormodellezéssel foglalkozok. A kritérium szerint a Iégkdrmodell racsfelbontasanak
racstavolsaga (As) és az alkalmazott id61épcsd (Af) hanyadosa nem lehet kisebb, minta modellben leirt 1égkdri
hullamok terjedési sebességének maximuma (v). Matematikai formulakkal:(As/Af) > v. A szerzok tiszteletére
bevezetett Courant-szam alkalmazasaval C = (vA#/As) < 1.

Az elméleti meteorologia legfontosabb eredménye ebbdl a korbol az volt, hogy a svéd Carl-Gustav Rossby és az
amerikai Jule Charney a Reynolds-féle hasonlosagi elmélet és a kis perturbaciok modszerének alkalmazasaval
linearizalta a 1égkori mozgasok kormanyzo egyenletrendszerét, és megadta az egyenletrendszer egyszeriisitésének
modszertanat.

Az elméleti eredmények els6 gyakorlati alkalmazasara akkor kertilt sor, amikor Neumann Janos 1946-ban javaslatot
tett az akkor megépitett elsé elektronikus szamitogép, az ENIAC (Electronic Numerical Integrator and Computer)
meteorologiai alkalmazasara. A Jule Charney, a norvég Ragnar Fjertoft és Neumann Janos vezetésével megalakult
40 f6s kutatdcsoport 1950-ben publikalta eredményeit, azaz ekkor valosult meg Richardson alma, és lathatdva valt
— az akkor 88 éves — Bjerknes szamara, hogyan lehet ,, gyorsvonati sebességgel utazni” a tudosok altal évtizedek
munkdjaval készitett alaguton at. Charney, Fjertoft és Neumann munkdja nem egyszeriien azért mérfoldko a
meteorologia torténetében, mert az 6 vezetésiikkel késziilt az elsd sikeres szamitogépes meteoroldgiai eldrejelzés,
hanem azért is, mert verifikaltdk munkajukat, és ezzel kijel6lték a numerikus id6jaras-elérejelzés tovabbi fejlodésének
utjat, amit napjainkban is kovetnek a modellezék. A kutatdcsoport a szamitdgépes kapacitdsok sziikossége miatt
a lehetd legegyszertibb mozgasegyenlettel, a barotrop drvényességi egyenlettel dolgozott, és vertikalis integralatlagok
bevezetésével ekvivalenciat hozott 1étre a 1égkdr haromdimenzids aramlésa, és a kvazi-nemdivergens 1égkori
kozEépszint, azaz az 500 hPa-os féizobarszint sikdramldsa kozott. Az utdkor ezért emlegeti modelljiiket ekvivalens
barotrop modell néven. Verifikaciojuk eredménye és a javitsra tett javaslatuk négy pontban foglalhatd 6ssze:

1. a barotrop kdzelités hibaja (javitasi lehetdség: baroklin modellek alkalmazasa, majd a hidrosztatikai kozelités
helyett nem-hidrosztatikus modellek hasznalata);

2. az egyenlet véges kiilonbséges kozelitésének pontossaga (javitasi lehetéség: magasabbrendli numerikus sémakat,
vagy mas kozelité modszereket, példaul az ugynevezett Galjorkin-modszereket kell alkalmazni;
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3. aracs felbontasanak korlatozo tényezoje (javitasi lehetdség: a racstavolsag, azaz As értékének csokkentése;

4. a kozepes szint €s az integralatlagok inkonzisztenciaja (javitasi lehetdség: tobbszintes légkdrmodelleket kell
épiteni.

A kovetkezé években sorra alakultak Svédorszagban, az Egyesiilt Allamokbanés Japanban operativ szamitogépes
elorejelzéssel foglalkozo részlegek a nemzeti meteorologiai szolgalatoknal. A Svéd Meteoroldgiai és Hidrologiai
Intézet 1954 decembere, az amerikai kézpont 1955 majusa, a japan szolgalat 1959 6ta ad ki napi rendszerességgel
szamitogépes elorejelzéseket. A modellek fejlodése pontosan a Charney, Fjertoft és Neumann altal 1950-ben
kijelolt Gton tortént. Az egyszerii barotrop modelleket kdvették a baroklin modellek, majd az 6rvényességi egyenlet
helyett attértek a teljes (alapvetd, angolul primitive) egyenletrendszeren nyugvo modellezésre. A szamitdogépes
kapacitas novekedtével folyamatosan fejlédtek az alkalmazott matematikai modszerek és paraméterezési eljarasok,
mig végiil eljutottunk a nem-hidrosztatikus operativ modellekig.

Egyes tudomanytorténészek szerint a XX. szdzadban harom nagy felfedezés tortént a fizika teriiletén: a
relativitaselmélet Einstein munkassaga nyoman, a kvantumfizika Heisenbergnek és Schrodingernek kdszonhet6en,
¢s a kaoszelmélet. Edward Lorenz, a Massachusetts-i Mszaki Egyetem (MIT) Meteorologiai Tanszékének
matematikus és fizikus végzettségli professzora 1963-ban publikalta gondolatait és szamitasi eredményeit egy
determinisztikus nem-periodikus aramléssal kapcsolatban (Lorenz, 1963). Késébb egy ijsagird a kovetkezo néven
emlegette Lorenz eredményeit: kaoszelmélet. Ez vezetett a napjainkban oly népszerti sokasagi elorejelzési rendszerek
(angolul: ensemble prediction system, EPS) kifejlédéséhez.

FELADATOK

V.3.1. Vezesse le az drvényességi egyenletet (az aramlas horizontalis és a surlodés elhanyagolhato)!
V.3.2. Mutasson ra az 6rvényességi egyenlet barotrop és baroklin 1égallapotot leird tagjaira!

V.3.3. Irja fel a divergenciamentes sikdramlas barotrop orvényességi egyenletét!

V.3.4. Milyen lépései vannak a szamitdgépes id6jaras-elorejelzésnek?

V.3.5. Mutassa be a szamitogépes iddjaras-elorejelzés szakaszait az ekvivalens barotrop modell példajan!

V.3.6. Mekkora id6lépcsot engedélyez a CFL-kritérium az ekvivalens barotrop modellben,ha a mérési adatok
750 km-es felbontasu racson allnak rendelkezésre?

V.3.7. A Taylor-sor alkalmazéasaval dolgozzon ki elsérendben pontos véges kiilonbséges kozelitd sémat egy
tetsz6leges f{x) fliggvény derivaltjanak meghatarozasara az x, helyen!

V.3.8. Mi a kiilonbség a hidrosztatikus és a nem-hidrosztatikus 1égkérmodellek k6zott?

V.3.9. Differencidlegyenletek megoldasara Borisz Galjorkin orosz matematikus 1915-ben azt javasolta, hogy a
megoldast fiiggvénysor formajaban keressiik. Véges elem modszerrdl beszéliink, ha a fliggvénysor alapfiiggvényei
(bazisfiiggvényei) a triangularis fiiggvényekbdl allnak. Amennyiben az alapfiiggvény-rendszert periodikus
figgvényekbdl all, spektralis modszerrdl beszélink. Ha az alapfiiggvény-rendszert a megoldando
differencialegyenletben szerepld operator sajatfliggvényei képezik, akkor a feladat a fiiggvényegyiitthatok
meghatarozasa. A spektralis fliggvénysorok triangularis csonkitasa soran a globalis, azaz a teljes foldi légkorre
kiterjedé modellben a hullamszam mind észak-déli, mind kelet-nyugati iranyban M. Mekkora lesz M értéke, ha a
modell racsfelbontasa As = 10 km?

V.3.10. Soroljon fel minél tobbet az EPS rendszer megjelenitési lehetdségei kozil!
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VI. fejezet - Diszkontinuitasi feluletek a
légkorben

Leeléssy Adam
Gyuré Gyorgy
Mészaros Robert
Weidinger Tamas
Tasnadi Péter

VI.1. Légkori frontok

A légkdrben kialakulhatnak olyan feliiletek, amelyek mentén a levegd valamely allapotjelzdje szakadast szenved,
pontosabban nagy gradienssel rendelkezik. Az ilyen feliileteket frontfeliileteknek, valamely mas feliilettel (pl. a
talajjal, vagy az AT-térképen egy adott izobar feliilettel) képzett metszésvonalat fronmak nevezziik. Frontokat
csak a szinoptikus talajtérképeken rajzolunk be, a magassagi térképeken nem jeloljik a meleg és a hideg
leveg6tomegek valasztofeliileteit.

A légkorben matematikai szigorusaggal vett szakadasi (illetve hatarfeliiletek) nincsenek, nagy gradiensek azonban
fellépnek, s helyénvalo ezek szakaddsi feliiletekkel torténd modellezése.

A hatarfeliiletekkel kapcsolatban altalanosan is igaz, hogy két egymassal nem keveredo kozeg valasztofeliiletének
két oldalan egyrészt a nyomasok megegyeznek, masrészt az egyes kdzegek aramlasi sebességének a kozos hatarfeliilet
normalisa iranyaba es6 komponensei egyenldk (e sebességek megegyeznek a hatarfeliilet haladasanak normalis
iranyu osszetevojével). Mas szavakkal azt is mondhatjuk, hogy a feliilet ,,két oldala” nem tavolodik el egymastal,
nem alakulhat ki vakuum.

Két kiilonbozo tulajdonsagu (1 — hideg; 2 — meleg) légtomeget elvalaszto frontfeliiletet vizsgalunk (V1.1.1. abra).
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VI 1.1. abra. Az x tengellyel parhuzamos front. 1 —hideg levegd, 2 — meleg levegd.

A frontfeliilet két oldalan, a frontfeliileten egyiitt mozgd, egymas melletti (egymassal dsszekotott) két idealizalt
pont nyomasvaltozasara vonatkozo
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feltételt nevezziik dinamikai hatarfeltételnek, ami tetszéleges idopontban teljesiil.

dip(xy.z.)-p(x v .210)
dt B

0

Frontfeliilet hajlata. Tekintsiink, az egyszerliség kedvéért, egy x tengellyel parhuzamos, stacionarius frontfeliiletet!
A frontfeliilet & hajlasszogét a dinamikus hatarfeltétel tulajdonsagai alapjan hatarozzuk meg. Teljesiil, hogy:

(e T
ar L&) \av i
tgo= T =—pe L - g
oy (8o |[é&p)
E‘Zz'l gz )
- )
illetve
a8
—= ]
&x

. {ép
V,=(u.v , . |2, P8 :
Geosztrofikus szél Ve = (e:ve)] kozelitéssel — s hidrosztatikus 1égkor - © 4 feltételezésével — kapjuk az y
iranya (nyugat-keleti) frontfeliilet Margules-féle egyenstlyi hajlatat:
o Tu -1,
gt =C_7=£—1&5‘ 21
& g L-T
= 1, : _
o T )t ae Kb (T (@-B)) o
Bevezetve a frontalzona - atlaghémérsékletét és kihasznalva, hogy * : ! a kovetkez6

munkaformula adddik:

A nyomas természetesen valtozhat a front vonala mentén. A front vonalara meréleges iranyu sebességek aranya,—
geosztrofikus sz¢l kozelitéssel:

A front vonalaval parhuzamos sebességek természetesen kiilonboznek a frontfeliilet két oldalan. A front feliiletén
a dinamikai hatarfeltételen t0l a kinematikai hatarfeltételnek is teljesiilniec kell. A vertikalis sebesség ennek
ismeretében szamithato:

ahol aj index jelzi a hideg, illetve a meleg levegét, mig ' a front vonalara merodleges sebességet a hideg, illetve

ameleg leveg6ben. Geosztrofikus szél feltételezésével =Y , s a Margules-féle egyensulyi hajlat alkalmazaséaval:
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Felirhatjuk a frontfeliilet hajlatat gradiens sz¢l, illetve ageosztrofikus aramlas feltételezésével is a nyomasi gradiens
alakjanak kifejezésével. A Navier—Stokes-egyenletek felhasznalasaval pedig a kvazistacionarius hatarfeliileten
kialakul¢ fel- és leszallo mozgésok is tanulmanyozhatok.

A frontfeliilet dinamikai hatarfeltételébdl meghatarozhatjuk a front horizontalis haladési sebességét (vp):

OED

&
ahol & a front haladési iranyéba es6 parcidlis nyomasvaltozas.

VI.1.1. A VIL1.2. abra 6t kiilonbozd tipust szakasasi feliiletet abrazol. Melyik szimbolizéalja a tropopauzat, a
sztratopauzat, a mezopauzat, a hémérsékleti inverzids rétegzddést, a felhotetd kozeli inverzidt, a konvektiv hatarréteg
fels6 hataran megjelend hémérsékleti ugrast, illetve a tipikus hideg- vagy melegfronti hdmérsékleti rétegz6dést?

[

x a) b) c) d) 2)

Tiz)

VI 1.2. abra. Kiilonbozo tipusu légkéri szakadasi feliiletek.

VI.1.2. Mutassuk meg, hogy frontok mindig nyomasi teknében helyezkednek el! Rajzoljuk fel ezek lehetséges
alakjat!

VI.1.3. Irjuk fel az y tengellyel parhuzamos front hajlatat, adjuk meg ebben az esetben a Margules-féle egyensulyi
hajlatot! rjuk fel a front hajlatat az ageosztrofikus szél feltételezésével is!

VI.1.4. Irjuk fel a front egyensulyi hajlatat gradiens szél esetén! A front parhuzamos az izobarokkal. A meleg és
a hideg légtomeg kozotti homersékletkiilonbség 10 °C, a szélsebesség kiilonbség 6 m s Az atlagos hémérséklet
20 °C, az atlagos sz¢él 6 m s 1. A4S szélességi koron vagyunk.

Adjuk meg a frontfeliilet hajlatat a ciklonalis rendszer centrumétol 800 km-re, abban az esetben, ha a) a hideg
levegd rendelkezik a nagyobb, mig a meleg levegd a kisebb forgasi sebességgel, b) a meleg levegd a nagyobb, a
hideg leveg6 a kisebb forgési sebességii. (Egy kétszer rétegzett kozeg aramlasi rendszerét vizsgaljuk, VI.1.3. abra.)
Melyik részabra irja le e két frontfeliiletet?
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MELEG

HIDEG

a) Va2 = Wy b) Va2 Wy

MELEG

c) V< V4 d) V=V

VI 1.3. dbra. A ciklondlis és az anticiklonalis 6rvénylés négy fo tipusa kétszer rétegzett kozegben. Hol lesz ciklonalis
és anticiklonalis forgas? Az abran 1 — hideg; 2 — meleg levego.

VI.1.5. Adjuk meg a frontfeliiletek elhelyezkedését a VI. 1.4. feladat szerinti meteoroldgiai allapotjelzék ismeretében,
ha anticiklonalis rendszert vizsgalunk. (Egy kétszer rétegzett kozeg aramlasi rendszerét vizsgaljuk, lasd a
VI1.3. abrat.) A centrumtdl 800 km-re vagyunk. Tekintsiik ismét azt a két esetet, amikor a) a hideg levegd
rendelkezik a nagyobb, mig a meleg levegd a kisebb forgasi sebességgel, b) a meleg levegd a nagyobb, a hideg
levegd a kisebb forgési sebességli!

VI.1.6. Hatarozzuk meg a 45. szélességi fokon a stacionarius front hajlasszogét, ha a meleg és a hideg leveg6tomeg
kozotti hdmérsékletkiilonbség 12 °C, a hideg leveg6tomeg homérséklete —8 °C és a fronttal parhuzamosan a hideg
levegében 8 m s, mig a meleg leveg6ben 3 m s déli szél fuj.

VI.1.7. Hatarozzuk meg a 48. szélességi fokon a stacionarius front hajlasszogét, ha a meleg és a hideg leveg6tomeg
kozotti hdmérsekletkiilonbség 8 °C, a hideg levegétomeg homérséklete 20 °C, s fronttal parhuzamosan a hideg
levegében 5 m s ! keleti szél, mig a meleg levegdben 3 m §! nyugati sz¢él ;.

VI.1.8. Hatarozzuk meg a frontok elhelyezkedését és haladasi sebességét a front két oldalan levé geosztrofikus
sz¢l ismeretében a VI.1.4a—b. abra alapjan.

~—_ 9ms’ 9 ms?
e I
II.- 2':'0 '--._..___\_ - S e _'I'[_]o .:|
My a) K
10 ms™!
| 7,1 ms"
/907 | 45°
! ¥ \ -
b)

VI.1.4a-b. abra. Geosztrofikus szél a front két oldalan.

VI.1.9. Hatarozzuk meg a frontok elhelyezkedését, hajlasszogét és haladéasi sebességét geosztrofikus szél
feltételezésével a VI1.1.5a—b. abra alapjan.

112

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render

Diszkontinuitasi feliiletek a 1égkorben

4°C % + 10°C
8ms' | 16 ms!
< 40 < BO®
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25°C 18°C
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/ 60° ~3p°
1 L] _ 1
My b) K 80°

VI 1.5. abra. A szél és a homerséklet a front két oldalan.

VIL.1.10. Ismert a frontalzonaban a termikus sz¢l (V1.1.5. dbra). Hogy valtozik a frontfeliilet egyensulyi hajlata a
termikus sz¢l valtozasaval?

T,
g <L >
2
7 K.
2 AZN 1
_|_}.
AX,

VI 1.6. abra. Homérsékleti rétegzodés a frontalzonaban. A horizontdlis homersékleti gradiens szélnyirdst general.

tgor =——
Fik

& a frontfeliilet hajlata.

VI.1.11. A frontok, amennyiben idedlis geometriai feliileteknek képzeljiik 6ket, a fizikai mennyiségek szakadasi
helyei. A tdmeg-, energia- és impulzusmegmaradas tdrvényének azonban ilyen szakadasi feliileteket tartalmazo

aramlas esetén is teljesiilni kell. Iranyitsuk a koordinata-rendszer =4 tengelyét a geometriai siknak tekintheto
frontfeliilet normalisanak iranyaba, és irjuk fel a tdmeg-, energia- és impulzusaramra vonatkozo szakadasi feltételeket.

VI.1.12. A szakadasi feliiletek két csoportba sorolhatok aszerint, hogy van-e tomegaram a feliiletén keresztiil, vagy
nincsen. A meteoroldgiai frontok az utobbi osztalyba, az tgynevezett gyenge szakadasok kdzé tartoznak. Mutassuk
meg, hogy a VI.1.11. feladatban targyalt tomeg- €s impulzusaramra vonatkozo feltételekbdl ebben az esetben
adodik, hogy a nyomas nem szenved ugrast a feliileten!

VI.1.13. Bizonyitsuk be, hogy ha a VI.1.12. feladat terminoldgiaja szerint a front nem gyenge szakadas, akkor a
front menti sebességkomponenseknek nem lehet ugrasa!

VI.2. A tropopauza

A 1égkor vertikalis szondazasanak fejlédésével fokozatosan sikeriilt felismerni, hogyan valtozik az egyes
allapothatarozok értéke a magassaggal. Az els6 ilyen megallapitas a francia Blaise Pascal nevéhez fliz6dik, aki
sogora, Florin Périer mérései alapjan 1648-ban kimutatta, hogy a 1égnyomas a magassaggal csokken. A Mont
Blanc meghoditasara inditott harmadik sikeres expedicio tagjaként, sajat méréseire tamaszkodva Horace Saussure
genfi természettudos 1787-ben megmérte, hogy a levegd hémérséklete 100 méterenként atlagosan 0,64 °C-kal
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csokken a magassaggal. Sajat fejlesztésii cianométerével kimutatta, hogy nagyobb magassagokban az ég a kék
egyre sOtétebb arnyalatait mutatja. Higrométerével azt is kimérte, hogy a 1égkor telitettsége a magassaggal ndvekszik.

A légkor fiiggdleges iranyu tanulmanyozasahoz €és emellett a hdtan alaptoérvényeinek felismeréséhez a repiilés
eredményei is hozzajarultak, igy példaul a francia fivérek, Joseph-Michel és Jacques-Etienne Montgolfier altal
1782 ¢épitett elsé holégballon, a szintén francia Jacques Charles altal 1783-ban konstrualt elsé gazballon
(hidrogénballon), valamint az ausztral feltalalo, Lawrence Hargrave dobozos sarkanyrepiildje 1882-bol.

A WMO c¢lédje, az International Meteorological Organization (IMO) mar alapitasanak 1873-as évében javasolta
aerologiai obszervatoriumok Iétesitését. Apja anyagi tamogatasaval az amerikai Abbott Rotch hozta 1étre az els6
ilyet 1885-ben a Boston melletti Blue Hill csticson. Ezt kdvette 1886-ban a francia hasonl6 intézet alapitasa Léon
Teisserenc de Bort vezetésével Trappes-ban, a Périzs kornyéki Ile-de-France megyében. A Kiraly Porosz
Aecronautikai Obszervatorium 1905-ben jott 1étre Lindenbergben. Elsé vezetdje a szellGztetett aspiracios
pszichrométer feltalaloja, Richard Assmann volt. (Az obszervatorium alapitasanak 100. évforduldjan a német
koztarsasagi elndk jelenlétében vette fel az obszervatorium az alapitoja nevét.) Mindharom intézmény az alapitas
ota folyamatosan miikodik. A korai magaslégkori mérések és az egyes obszervatériumokban felhalmozott
megfigyelési adatok elemzése alapjan megsziiletett a meteorologia egyik 6nallo aga, az aerologia.

A természettudomanyok mar az okori csillagaszok tanulmanyai ota a kovetkezd 1épcsdfokokon fejlédnek:
megfigyelés — adatok rendszerezése — Osszefiiggések felismerése — 1j tudomanyos eredmények. Ezen az titon
haladva ismerte fel 1902-ben Teisserenc de Bort, és tdle fliggetleniil, sajat mérései alapjan Assmann azt a tényt,
hogy a hémérséklet novekedése nem monoton a foldfelszintdl tavolodva, hanem adott szinten izotermia 1ép fel,
amit inverz fliggéleges homérsékleti menet kdvet. Ezt a réteget nevezziik termikus tropopauzanak, vagy roviden
tropopauzanak. A tropopauza helyének definicidja valdjaban mérési utasitas, amit a WMO Aerologiai Bizottsaga
adott meg 1957-ben. A definicié harom pontbdl all:

1) tropopauza az a legalacsonyabb szint az 500 hPa-os féizobarszint f616tt, ahol a fiiggéleges hdmérsékleti gradiens

(y) értéke kisebb, vagy egyenld, mint 2°C/km ;

¥=2°C/ km . . . Lo
2) a feltétel egy legalabb 2 km vastag rétegben teljestil;
3) ahomérsékletmérés (radidszondas felszallas) a tropopauza felsé szintje f616tt is
folytatodik legalabb 2 km-en keresztiil.

Erdekes jelenség a masodlagos tropusi tropopauza kialakulasa, ami az elsd tropopauza folott jon létre a tropusi és
a szubtropusi 1égtomegek egymasra rétegzddése miatt a 100 hPa-os nyomasi szint térségében.

Az elmult évtizedekben a homérsékleten kivill a légkdr nedvesség- és 6zon-tartalmanak, valamint kinetikus
energidjanak is sikeriilt azonositani a valasztofeliileteit. Ennek megfeleléen a termikus tropopauza mellett
beszélhetiink higro- és 6zonopauzardl, valamint dinamikus tropopauzaroél is.

ey

hogy a troposzféraban a vizg6z koncentracidja (keverési aranya)a felszin kozelében eléri az 1000 ppmv értéket,
mig a sztratoszféraban 5 ppmv-nél is kisebb.

A termikus tropopauza természetes hatara a troposzférikus és a sztratoszférikus 6zonnak is. A mérések szerint a

i3
troposzférikus 6zonkoncentracié alacsonyabb, mint 10% m , ¢s nem figyelhetd meg jelentds fliggdleges gradiens.

Ezzel szemben — ahogyan ez varhatd —, a sztratoszférikus 6zonkoncentraciéo a termikus tropopauza folott
L
folyamatosan emelkedik, amig a nagyjabol 22 km-es magassagban eléri az = 107 m™

A higropauza és az 6zonopauza j6 kozelitéssel egybeesik a termikus tropopauzaval. A dinamikus tropopauza esetén
mas a helyzet.

A tropopauzan athaladva sem a 1égnyomas, sem a nyomasi gradiens nem szenved ugrast, hiszen a stirliségi mez6
folytonosan valtozik. A tropopauzat atszelve viszont a hdmérsékleti gradiens ugrast szenved.
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A tropopauza egyensulyi hajlata a troposzférikus i hémérséklet, valamint a tropopauzaban mérhetd T hémeérséklet
alapjan a kovetkez6képpen irhato fel:

1 il i}
gv & gv &
tgf, =————==
AL
gz &z ,
L __¢h L __¢h
nET— Lo , ET AT ,
ahol £z atroposzféra homérsékleti gradiense, mig CZ atropopauza hémérsékleti gradiense. Tudjuk,
hogy BN g 2B O. A hémérséklet-eloszlas a tropopauza kozelében analdg a frontkézeli nyomaseloszlassal.

A tropopauza a magassaggal egyre hidegebb troposzférat valasztja el a magassaggal egyre melegebb sztratoszfératol.
A fenti felirasbol kovetkezik az is, hogy a tropopauzan athaladva a geosztrofikus szélnyiras, vagyis a termikus szél
is ugrast szenved. Nyomasi rendszerben a tropopauza egyensulyi hajlata:

I]-. |
vev ), ey,
iz '9 = %-th 8‘.‘2

Ty

Adott nyomasi szinten a troposzféraban kicsi, mig a tropopauza felett jelent6s a horizontalis hémérsékleti gradiens.
Ha horizontélisan elmozdulva ndvekvd tropopauza magassagot tapasztalunk, akkor a tropopauza felett (horizontalisan
elmozdulva) csokken a hdmérséklet. Ez azt jelenti, hogy a tropopauza hajlata a Z -rendszerben nagyobb, mint a

P _rendszerben.

vagyis a nyomasi vonalak a tropopauzahoz hajlanak.

VI1.2.1. Mi okozza a termikus tropopauza kialakulasat?

VI1.2.2. Miért egyenetlen a termikus tropopauza magassaga?

VI1.2.3. A kozepes foldrajzi szélességeken hol figyelhetd meg a legalacsonyabb tropopauza?
VI1.2.4. Mi a termikus tropopauza szerepe a légkori fiiggbleges mozgasok szempontjabol?
VI1.2.5. Milyen kortilmények fennallasa esetén figyelheté meg a termikus tropopauza szakadéasa?
VI1.2.6. Milyen kovetkezményekkel jar, ha a termikus tropopauza atszakad?

VI1.2.7. Milyen jelenségeket okoz a termikus tropopauza szakadéasa?

VI1.2.8. Létezik-e a termikus tropopauzahoz hasonl6 képzédmény mas bolygok 1égkdrében?

VI1.2.9. A VI.2.1. tablazat adatai alapjan elemezze, milyen kiilonbség van a tropopauza tulajdonsadgaiban a harom
alapvet6 légtomeg folott! Hasonlitsa dssze a téli €s a nyari félévet!

VI1.2.10. Ritkan megfigyelhetd id6jarasi helyzet uralkodott Eurépaban 2013. méjus 31-én. Lappfold finnorszagi
részén a napi maximum megkozelitette, Kevo telepiilésen meg is haladta a 30 °C-ot. Ugyanakkor az Alpokban
60—-80 cm ho esett, és junius 1-jén ismét kinyitottak a sipalyak. Az Alpoktol nyugatra a napi maximum mindenitt
20 °C alatt maradt. A V1.2.2. tablazat adatai alapjan hasonlitsa 0ssze egy lappfoldi, egy kdzép-franciaorszagi és
egy korzikai allomas homérsékleti adatait a 850 hPa-os fdizobarszinten! Vizsgalja meg, hogyan viszonyulnak a
tropopauza mért adatai a sokévi atlaghoz! A TEMP-tavirat szdmcsoportjainak jelentését — tobbek kozott — A
szinoptikus iddjarasi analizis eszkdzei cimii munkafiizetben (Gyurd, 2007), vagy pl. a Meteorologiai Vilagszervezet
(WMO) honlapjan lehet megtalalni a kdvetkez6 cimen: www.wmo.int/pages/prog/www/WMOCodes.html.
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VIL2.1. tablazat. A tropopauza atlagos légnyomdsa (p), magassaga, homérséklete és homérsékletingasa a polaris
legtomeg (PA), a kézepes foldrajzi szélességek legtomege (MLA) és a tropusi legtomeg folott a sokevi atlag alapjan
(TAl. az elsé, TA2. a masodlagos tropopauza)

Tél Nyar
p (hPa) z (km) t(°C) p (hPa) z (km) t(°C)
PA 320 8,7 -56,0 + 5,0 280 9,7 —48,0+3,1
MLA 230 11,0 -58,0£ 5,1 225 11,1 -53,0+4,5
1. 160 13,3 —63,0+3,9 160 13,3 -60,0 +3,9
A 2. 92 16,8 -80,5+4,7 105 15,9 —66,5+43

VI2.2. tablazat. Néhany allomas foldrajzi adatai, valamint TEMP-tavirata ,,A” részének 2. és 3. szakasza 2013.
mdjus 31-én

Sodankyla Finnorszag ‘Lappféld E. sz 67°22’ K. h. 8°48’

00 UTC 99998 08226 13502 00161 ///// ///// 92829 18070 18011 85543 11467 15006 70123 00985
15007 50573 17573 16010 40735 31362 15011 30933 46565 19008 25052 54162 17009
20194 53179 17505 15382 49388 27001 10648 50388 04510 88224 56365 12504

12UTC 99997 26680 08003 00151 ///// //1// 92826 18272 11007 85540 11667 04004 70123 00081
17505 50573 17964 14013 40736 31165 16017 30933 46564 16021 25052 53563 16512
20195 53779 13007 15383 48988 18003 10649 51387 04006 88237 55763 17511

Trappes Franciaorszag fle-de-France E. sz. 48° 46 K.h.2°1’

00 UTC 99992 10408 33005 00102 ///// ////1 92749 07415 00519 85441 04025 01519 70993 05158
04020 50555 22366 09019 40716 33558 12042 30912 479// 12059 25030 475// 05519
20179 469// 03030 15370 461// 03522 10636 501// 03508 88276 521// 10545

12UTC 99996 13028 33008 00135 /////////1 92784 07619 35019 85480 05015 01028 70045 01956
02024 50565 16542 02033 40729 29349 02530 30927 463// 05530 25046 539// 07526
20186 555// 05021 15373 495// 01519 10637 505// 33507 88219 595// 02527

Ajaccio Franciaorszag Korzika E.sz. 41°55° K. h. 26° 39’

00 UTC 99009 15440 26017 00077 14836 26017 92730 08817 27521 85425 04435 28521 70971
07150 28530 50552 23958 31535 40710 36725 30043 30904 437// 27536 25026 441/
2905020177 395// 26543 15371 485// 25533 10639 513// 20015 88327 477// 28543

12 UTC 99008 18858 24015 00068 15657 24015 92722 09442 25512 85417 04021 27009 70973
03961 28026 50555 22370 26015 40714 34767 00000 30910 455// 30510 25031 449//
28027 20181 441// 26035 15372 467// 28024 10638 519// 30019 88309 455// 32507

VI.2.11. A troposzféra fels6 hataran a hdémérséklet —55 °C, a vertikalis homérsékleti gradiens
}‘:—C;—T =0.65°C/100m

cz . A homérséklet észak felé haladva 100 km-enként 1 °C-ot hiil. Feltéve, hogy a tropopauza
hémérséklete —50 °C, horizontalis és vertikalis hdmérsékleti gradiense pedig egyarant nulla, mekkora a tropopauza
hajlata?

VI.2.12. A troposzféra fels6 hataran a homérséklet —60 ©°C, a vertikalis homérsékleti gradiens

eT
F=——=0,3C/100m

¢z . A hémérséklet észak felé haladva 100 km-enként 3 °C-ot hiil. A tropopauza magassaga
11 800 m. Feltéve, hogy a tropopauza homérséklete —50 °C, horizontalis és vertikalis hOmérsékleti gradiense pedig

egyarant nulla, mekkora a tropopauza magassaga 100 km-rel északabbra?

VI.2.13. A troposzféra magassaga az E.sz. 47°-an 10 500 m, az E.sz. 50°-an 9 800 m. A troposzféra felsd részén
a homérséklet a 47. szélességen —55 °C, az 50. szélességen —59 °C. A vertikdlis homérsékleti gradiens
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;:—f—r=1°c 100m

¢z . Feltéve, hogy a tropopauza vertikalis hémérsékleti gradiense nulla, mekkora a
hémeérsékletkiilonbség a tropopauzaban a két szélességi kor kozott?

VI1.2.14. A tropopauza megkdozelitleg a 130 hPa-os nyomasi szinten helyezkedik el. A 150 hPa-os nyomasi szint

homérséklete adott pontban —58 °C, 500 km-rel északabbra —65°C A vertikalis hémérsékleti gradiens
,}':—C;—Tzl *C/100m

¢z . A tropopauzaban a hdmérséklet izobar feliilletek mentén vett horizontalis, illetve vertikalis
gradiense egyarant nulla. Mekkora a z- és p-rendszerben felirt tropopauza-meredekség kozotti kiilonbség?

VI1.2.15. Egy ciklon k6zéppontjaban a tropopauza magassaga 8 500 m, a ciklon peremén 10 000 m. A ciklon sugara
1 000 km. Feltéve, hogy a tropopauzaban a vertikalis homérsékleti gradiens nulla, a troposzféra mentén pedig a
potencialis hdmérséklet alland6, mekkora a troposzféra tetején mérheté homérsékletkiilonbség a ciklon kézéppontja
és pereme kozott? A troposzféra vertikalis homérsékletvaltozasat kozelitsiik a szaraz adiabatikus hémérsékleti
gradienssel.

VL.3. A sugararam (jet stream)

ey

Bizottsaga adta meg 1957-ben: erds, keskeny aramlas egy kozel horizontalis tengely mentén a felso troposzféraban,
vagy az also sztratoszféeraban, amit a szelsebesség erds vertikalis és horizontalis nyirodasa jellemez, és egy vagy
tobb szél-maximumot mutat. A definicié egyes szavainak értelmezése a kovetkezo:

25 ms™
erds aramlas, azaz a sz¢élsebesség <

, vagy annal nagyobb;

* keskeny aramlas, azaz legfeljebb néhany szaz kilométer széles;
. g o 3msT g < Sms km™
a vertikalis szélnyiras legalabb 1 kilométeren beliil ( );

= -1
a horizontalis szélnyirds legalabb = ™5 100 kilométeren beliil.

A definiciobdl kovetkezik, hogy ott figyelheté meg a sugararam, ahol erds a vertikalis szélnyiras. Az allanddsult
frontok, azaz a polarfront és a szubtropusi front kdzelében mindig megfigyelhet6 a sugararam. Ennek megfeleléen
a sugararam két fajtajat kiilonboztetjiik meg: polarfronti sugararam (polar front jet, PFJ) és szubtropusi sugararam
(subtropical jet, STJ).

A sugararam felfedezésének torténete a XIX. szazad végén kezd6dott, amikor tobbszor is nagy szélsebességeket
mértek a 1égkor magasabb rétegeiben. Az 1920-as években Wasaburo Ooishi japan meteorologus kimutatta, hogy
az erds nyugati &ramlas minden évszakban jelen van az also sztratoszféraban. Szintén ebben az idében Wiley Prost
amerikai pilota széles leveg6folyamrol szamolt be sztratoszféra-repiilései alkalmaval. Az 1930-as években német
meteorologusok a ciklonok ¢€s az iddjarasi frontok tulajdonsagait vizsgaltdk magaslégkdri mérések alapjan, és
magas szélsebességi értékeket mértek frontok kdzelében. Ekkor javasolta Heinrich Seilkopf a sugararam (németiil
Strahlstromung) kifejezés hasznalatat. A US Army Air Force B-29-es bombazodinak pilotai 1944-ben 140 csomod
erdsségii sz¢Elrél szamoltak be a 10 km folotti 1égrétegekben végzett repiiléseik alkalmaval. Az abban az idoben
az Egyesiilt Allamokban dolgoz6 svéd meteorologus, Carl-Gustav Rossby ,.jet stream”-nek nevezte el a jelenséget.

A Jakob Bjerknes és munkatérsai altal megalkotott polarfront-elmélet alapjan tudjuk, hogy kifejlett, progressziv
(nyugat-keleti iranyban mozg6) id6jarasi frontok okkluzids pontja f616tt minden esetben megtalalhaté a polarfronti
jet.

A Kitaibel Pal utcaban végzett magaslégkori mérések soran 1933-ban a legendas magyar aerologus és szomora
sorsu igazgato, Toth Géza is mért ,,szokatlanul magas szélsebességeket Budapest folott”.
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Az ¢éjszakai hatarréteg felett, illetve hidegfrontok eldterében az alacsony légrétegekben is kialakulhatnak a
kornyezetiiknél nagyobb sebességii, jol koriilhatarolhatd sugararamlasok. Ezeket nevezziik alacsonyszintii
sugararamnak (low level jet, LLJ).

VIL.3.1. A sugardramnak a definicioban megallapitott sebességét az abszolut vagy a lokalis koordinata-rendszerben
értelmezziik?

-1
VIL.3.2. A szilard Fold atlagos forgési sebessége 465 ms

minimalis sebessége ebben a koordinata-rendszerben?

az abszolut koordinata-rendszerben. Mennyi a sugararam

V1.3.3. A Vilagirbdl szemlélve mi forog gyorsabban? A szilard Fo6ld, vagy a 1égkore?
V1.3.4. Mi a sugararam kialakulasanak oka?

VI1.3.5. Az izlandi Eyjafjallajékull vulkan kitorése 2010 tavaszan jelentds fennakadasokat okozott Eurdpa
1égkikozlekedésében Norvégiatol egészen Spanyolorszagig és frorszagtol Romaniig. Vajon miért csak Europat
érintette az esemény? Izlandon igen er6s a szeizmikus aktivitas. Miért éppen az Eyjafjallajokull okozott gondokat?

V1.3.6. Maig sokat emlegetett atomerémii-baleset tortént 1986. aprilis 26-an Csernobilban. Miért gondolhattak a
politikai vezetdk, hogy a katasztréfa hirét el lehet titkolni?

VI1.3.7. A sugéraram felfedezése nyoman a japan hadvezetés arra a dontésre jutott, hogy a II. vilaghaboru alatt
gazballonokra rogzitett bombakat juttat at Amerikaba. Szamolja ki, mennyi id6be telhetett egy ballon utja!

VI1.3.8. A XI1.3.1. és a XII.3.2. tablazat a polarfronti és a szubtropusi jet atlagos helyzetét mutatja a nyar és a tél
kozepén. Elemezze a két sugararam egymashoz viszonyitott helyzete kozotti és a két honap kozotti kiilonbséget!
Mit lehet megallapitani az egyes meridianok alapjan?

XII.3.1. tablazat. A polarfronti jet (PFJ) és a szubtropusi jet (STJ) datlagos elhelyezkedése janudrban az északi
félgombaon.

o AZSIA AMERIKA ATLANTL
EUROPA , OCEAN
CSENDES-OCEAN

0 | 20 | 40 | &0 | 8O | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 160 | 140 | 20 | 100 | B0 | &0 | 40 | 20

A ()

KELETI HOSSZUSAG NYUGATI HDSSZUSAG
@(°) g | & ¢
(PETy | 54| 51|51 52(50| 45| 40|39 (42|48 51| 52|51 |46 45| 46|53 |56

{%’E‘?} 2627|2827 |26|27|27|129|30|29|28|29|30|31|31|31|30|2

|

XII.3.2. tablazat. A polarfronti jet (PFJ) és a szubtropusi jet (STJ) atlagos elhelyezkedése juliusban az északi
félgombon.
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Diszkontinuitasi feliiletek a 1égkorben

AZSIA

AMERIKA

ATLANTI-
EUROPA .
CSENDES-OCEAN OCEAN
0 | 20 [ 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 160 | 140 | 120 | 100 | 80 | 60 | 40 | 20
AC)
KELETI HOSSEUSAG WYUGATI HOSSZUSAG
(;;‘}"J)] G2 (T |76 |78 |77 | 75|73 |74 |74 |71 |68|69|69|65(59| 586261
e () 42141 (45|46 |46 | 45|46 |47 |44 | 40| 35|40 | 45|46 |42 | 44 | 46| 45
(STI)
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VII. fejezet - A légkori turbulencia

Tasnadi Peter
Bordas Arpad
Weidinger Tamas

VIL.1. Térbeli és id6beli atlagok

A Reynolds-féle atlagolas

A turbulenciat, mint az atlagos mozgastol, pontosabban, mint a varhat6 értéktdl vett eltérést értelmezhetjiik. Az X

Plx, v, z)

allapotjelzo tetszdleges pontban ¢és ¢ idépillanatban két mennyiség az atlagérték (E) és az ettdl vett

eltérés az Gn. fluktudcio (X') dsszegeként irhato fel:
X=X+X"

A kiilonboz6 allapotjelzok fluktuacidinak az id6sorait, azok kapcsolatat vizsgaljuk (lasd az 1.5 fejezetet is a
Reynolds-féle atlagolas 4 posztulatumaroél).

Sulyozott atlagok

Vannak olyan esetek, amikor nem alkalmazhatunk egyszer(i atlagolast (pl. az impulzusatlag). Legyen b'e az X
allapothatarozo sulyozott atlaga a D négydimenzios térrészben (térbeli és idobeli atlagolas), mig a sulyfiiggvény

5=z § =1

E >

alakja FG) apol =123 4 ¢g 51=% 5=V
X:J-X(.-:..jf(s_.)ds_.
D

A stlyfiiggvényre teljestil, hogy

[ fls)ds =1
D .

Definicid szerint:

7.<
ol

A korabban megadott sulyfiiggvény ebben az esetben: f=pip A pillanatnyi érték most a sulyozott atlag és a
sulyozott atlagtdl vett eltérés (a fluktudcid) dsszege

X=X+X"¢g X' =0

A Boussinesq-féle kozelités

;tO:

g |
/ leirasaban —

A meteorologiai gyakorlatban a stirliség fluktuaciét nem hanyagolhatjuk el a felhajtoerd
ez az un. Boussinesq-féle kozelités.

o[
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A 1égkéri turbulencia

VIIL.1.1. Legyen X és Y allapothatarozok. Mutassuk meg, hogy

d) pX'T"=pX"Y =pXT"
VII.1.2. Mutassuk meg, hogy

0 PX =P

by PXT = PXT+pX'Y

c) a Reynolds-féle atlagolas alkalmazéasaval — a stilyozott atlagolassal sszevetve — alabecsiiljiik a variancidt, vagyis
X'X"z2X"'X'=0

VII.1.3. Mutassuk meg a fluktuaciok definicios egyenlete alapjan, hogy
(pX) = pX"+p'X

VII.1.4. Mutassuk meg, hogy a harmadik momentumra teljesiil, hogy

pXIZ =pXYZ+pX 'Y ' Z+pX ZV+pl "2 X+pX'T'Z"

VIL.1.5.

a) Mutassuk meg, hogy a sulyozott atlagolas alkalmazasaval a kontinuitasi egyenlet a kovetkezo alakba irhato:

C;—’G+a":'v5 V= 0

ct

b) Mutassuk meg hogy a kinetikus energia tér és id6beli atlagértéke a kdvetkezd alakba hozhato a stilyozott atlagolas
alkalmazasaval:

1—=_1- 50 1—=—7s
Eﬁ'l —EPU') +EPU' )

>

ahol 7 a sebesség nagysaga.

VII.1.6. Mutassuk meg, hogy

(pX) = pX"+p'X

Mi a feltétele a stirliségfluktuaciok elhanyagolasanak, s mikor kell azt figyelembe venni? Mikor alkalmazzuk a
Boussinesq-féle kozelitést?
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A 1égkéri turbulencia

VIL.1.7. Adjuk meg a hdmérséklet, a horizontalis sebesség és a nyomanyag koncentracio (illetve a specifikus
nedvesség stlyozott atlagat (Lasd Kowalski (2002) cikkét is). A hémérséklet stlyozott atlaganal az entalpia

s

VIL1.8. Legyen a kovetkezd egyszerii hémérsékleti adatsor: © 1= 10°C 1.=11"Cr,=10°C " A légnyomas

1000 hPa. Hatarozzuk meg az atlaghdmérsékletet és a hdmérséklet stilyozott atlagat. Mekkora kiilonbség van a
két érték kozott? Mi a fizikai jelentése a stlyozott atlagnak?

VIIL.1.9. Legyen a nyomds 1000 hPa, adott a hdmérséklet és a vertikalis sebesség idésor (VI 1.1. tabldzat).

VIIL.1.1. tdblazat. Homérséklet és vertikalis sebesség iddsor. (A mérések kozott eltelt id6 kisebb mint 1 s.)

Iddpont | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T [°C] 10 10,2 10,4 10,2 10 9,8 9,6 9,5 9,7 10
wlms ]| 0,02 0,07 0,12 0,05 -0,03 | 0,09 | —0,11 -0,15 | -0,07 | 0,01

Hatarozzuk meg a hémérséklet és a vertikalis sebesség atlagat és sulyozott atlagat. A nyomas legyen 980 hPa.
Szamitsuk ki W'T " és W'T" hémérséklet dramot is.

A kovariancia szamitasnal — a kis elemszam miatt — a torzitatlan becslés formulajat hasznaljuk:

N 4 N
w' T = — i_vu'_'f"
N-llng )

VIL1.10. A horizontalis és a vertikalis sebesség pillanatnyi értékeinek ismeretében (VII.1.2. tablazat) szamitsuk
ki a kovariancia matrix egyes elemeit.

VII.1.2. tablazat. A sebesség komponensek mért értékei. (A mérések kozott eltelt id6 kisebb mint 1 s.)

Idépont 1 2 3 4 5 6 7 8

ulms'] 1,34 1,43 1,65 1,55 1,43 1,35 1,42 1,58
vms ] 2,31 2,37 2,48 2,49 231 2,23 2,29 2,37
wms ] 0,15 0,05 0,11 -0,17 -0,03 0,04 0,09 0,05

A kovariancia szamitasnal — a kis elemszam miatt — a torzitatlan becslés formulajat hasznaljuk.

VII.2 Atlagolt egyenletek, fébb egyszeriisitések,
lezarasi hipotézisek

A légkorben lejatszodo turbulens folyamatok leirasa a fluidumok (folyadékok és gézok) mechanikdjabol és a
termodinamikabdl ismert egyenletek, a kormanyzoegyenletek segitségével torténik. A turbulencia alapvetéen
nemlinedris jelenség. Statisztikus leirasat alkalmazva, a szemlélt fizikai mennyiségeket atlagértékekre és fluktuaciokra
bontva, a felirhato egyenletek szama mindig kisebb lesz az ismeretlenek szamanal. Az egyenletrendszert ,,le kell
zarni”, vagyis az ismeretlenek szdmanak meg kell egyeznie a megoldasra vard egyenletek szamaval. Ehhez
parametrizacios eljarasok sziikségesek. Az ismeretlen mennyiségeket ismert mennyiségek segitségével adjuk meg.

A Boussinesq-féle kozelitést alkalmazva (lasd a VIL 1. fejezetet is) a Navier—Stokes-egyenletek a kovetkezo alakban
irhat6ak fel:
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A 1égkéri turbulencia

—+v T&:ﬁ:—:cﬂp+l.l&
&t Jaliss

1 s
— +4 T»——f&—=i—p+1',l\»
cr fale

8“" 1 -

C_l-i-v-\?u:—g 1 :;—:£+1-ﬂ11
ct . 8,) pé&z

Itt és a tovabbiakban a feliilvonas az atlagolas, a vesszos jel6lés a fluktuaciokat adja meg. Boussinesq-féle kozelités
szerint a stiriség fluktuaciok hatasat csak a felhajto erd szamitasanal vessziik figyelembe a mozgasegyenleteknél,

ahol V' a molekularis diffuzios egyiitthato.

A mozgasegyenletek atlagértékekre és fluktudciokra torténd felbontasat, valamint az atlagolas elvégzését az
*-iranyt mozgasegyenlet példajan mutatjuk be. Nézziik az atlagokra felirt egyenletet:

) Harw ) (a4 ) (w )+ (ww) Sa+e) =
cr S Dt S rept Lo - :
18— o .- . 7=
=—=—|p+p' |+ flutu'|+v|Aut+iu')].
Az atlagokra vonatkoz6 egyenletek felirasakor kihasznaljuk a Reynolds-féle atlagolas szabalyait pl. (az atlag atlaga

maga az atlag, tovabba, a fluktuaciok atlaga nulla, illetve az atlagolas és a derivalas sorrendje felcserélhetd
egymassal), tovabba alkalmazzuk a

, Cu Cu' cu' & ,, Gu' ¢ eV C oW’
u—+v—+w'—=—u'u'"—u +—u'v-u'—+—u'w-u'—-=
e cy cz  ox cx v €y ¢z cz
Jeu' v ew' | 6—=— = 6= = &= &——
- Tt St |trst_—u vt _—uws_—uut_—uv+_—uw.
Lox ey oz’ ) ox eV ez cx ey ez

Osszefliggést, ahol kihasznaltuk a fluktuacios sebességkomponensekre felirt kontinuitasi egyenletet

Ezek felhasznalasaval az x-iranyu atlagos sebesség iddbeli valtozasat leiré egyenlet:

fu —fu -fu —éu é—— &é—— Eé—— 1ép .- .-
—tu— +»—+11—+ we'+—u'v+t—u'w=—= ﬂp +fv+viu
ct ox C:L' cz oo cy cz 0 cx
A fenti egyenlet az alabbi alakban is felirhato:
du &u 1¢c fe— & & — -
———+1‘ T&-—:—p f»— u'u +—£¢ v +—£¢ w +1-‘;‘J.£¢

dr & P ex | Cx cv &z

la'a'za'v'

aho és ¥ W masodrendii momentumok az *-irdnyu sebesség turbulens fluxusai — az egységnyi feliileten

idéegységenként athaladd turbulens impulzusaramok. Az - és Z iranyra vonatkozé egyenleteket a kovetkezd
alakban kapjuk:
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A 1égkéri turbulencia

dv &v - _- 1ép f— & — &—) -
—=H—+$‘-V‘v‘=—=ﬁ—p—ﬁi— — v +—vv+—v'w I-H-'.-'l‘v':
dr ¢t fel=t | &x cv oz !

dw éw - _— 18p ([8——— &—— &—).  .—
—=H—+1'-'\?1r=—g—:_—p— —wWut—wv+—ww |+1-‘;'J.11'.
dr cr 2ozl x cv &z

Itt elhanyagoltuk a Coriolis-eré vertikalis sebességtdl fliggd komponenseit. A turbulens fesziiltség matrixa
szimmetrikus, igy a fluxusokra érvényes, hogy

pv=ve ww=wu' ggvw=w
A fenti egyenletek az atlagértékekre vonatkoznak. A fluktudaciokra vonatkozo egyenleteket ugy kapjuk meg, hogy
a pillanatnyi értékekre vonatkoz6 egyenletekbdl kivonjuk a kozépértékekre vonatkozé egyenleteket:

_ _ 1 o s
A Vu'+v' Vu+v' Vu'=—2 2 + '+ ©

-, ¢ ==, & == |
v t—uv+—uw |+vriu,

&t Q0 cx | o e &z

o 1ép' L e==, 8=, 8 =] \
—+v- Vvt Vv+v' Vy =—=_i—ﬁ¢ + —vu+t—vv+—vw [ +AY,

ct 2oy | Cx cy ¢z -

W = oma oGPl [ &= & =] :
— -Vt Ve V' = g=—=—+ —w'a'+ —w'v'+ —w'w' | +uduw'.
ct & poz \ox cv az !

A Boussinesq-féle kozelités alkalmazasaval a kontinuitdsi egyenlet a kovetkezd alakban irhat6 fel:

cu Cv ow
—+—+—=0

&x oy oz

Az atlagértékekre és fluktudciokra torténd felbontas, valamint az atlagolas elvégzése utan:

Z — . 8- . & - .
—|utu' |+ —[v+v'|+—|w+w'|=0
cx cooy Sz ’

E

Az atlagértékekre vonatkozd egyenlet a kovetkez6 alakban irhato fel:

fu 8v éw
+—+—=0

ox v oz

mig a fluktuaciokra vonatkozo kontinuitas egyenlet:

A termodinamika egyenlet

Oy VO=1.00+0

ct
]

ahol *¢ a hére vonatkozé molekuldris diffizios egylitthatd, mig Q jeloli a nem-adiabatikus h6ko6zlést, mint pl. a

sugarzasi folyamatok, vagy a fazisatalakulast. Az atlagértékekre és fluktuaciokra valo felbontasa és az atlagolas
elvégzése utan:
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A 1égkéri turbulencia

L(@+0)+(v+v |- V(O+0'|=v.A(@+O'|+0+ 0O
C-E A3 L LY L A3 s A3 L

E

Az atlagértékekre és a fluktuaciokra rendre a kovetkez6 egyenletek adodnak:

d©_20 S ve-- < PO+ e+EWE | +1,08+0
dr & | & cv oz |

E

co' - — (6 — 66— &—x)
Y VO+v VO+r' VO =+ — O +— VO +—wB +1,A0'+0'
o cy cZ !

T

cit

[a ]

Az egyenletekben megjelens % €+ V'O &5 w'@ masodrendii momentumok a turbulens haramot jeldlik.

Passziv nyomanyag (ide tartozik a vizgdz is) esetében a kontinuitdsi egyenlet alakja:

cc
—+v-Ve=vAc+ F
ct

B

ahol F jeloli a forrasok és a nyelok egyiittes intenzitasat, Ye az adott nyomanyagra vonatkozo6 molekularis diffuzios
egyiitthato. Leveg6kémiai modellekben természetesen ezt a tagok részletesem kifejtik, gondoljunk csak a kiilonb6z6
kémiai atalakulasokra.

R e T et TR Tt ==
—let+e'|H|v+v'|-V|c+c' |=v.dlct+ec' |+ F+F' .

Az atlagértékekre és a fluktuaciokra vonatkozo egyenletek a kovetkezo alakban irhatoak fel:

cc  — o~ 8 =, &8——,8 == o
—+v-Ve=— —u'c'+—v'e'+ —w'c' |+ Ac+F,
ot | ox cy cz J
b
cc' - P v ! ' € =, ¢ =, ¢ — ' '
—+v-Ve'+ o' " Ve+v' ' Ve'=+—u'c'+—v'e'+—w'e + 1 Ac + F
ct cx cy £z

Az eddigiek alapjan itt is igaz, hogy #'¢', v'¢' és W'c" masodrendii momentumok a passziv nyomanyag turbulens
aramainak felelnek meg.

A most felirt egyenleteket az Einstein-féle indexes jeloléssel is megadhatjuk. (Lasd a IL.3. fejezetet is). Ezt a felirasi
moddot elterjedten alkalmazzak a turbulencia-elméletben, ezért itt is bemutatjuk. Nézziik az atlagokra és a
fluktuacidkra vonatkozo6 egyenleteket!

fu, — &u 1¢ c g

— —=—=H—p+f£‘_:=& —fg——uu ) v —

ct T ox £ Cx CX cx "
cu, —ciu' | G, ct, ! 1cp' , g & — R
oy, —tu Ly, L =—=—F fEau. tOg =+ —u U,V —,
ct = Y oox, Y ox; £ cx; o e ex, cx;”

Ci,
—=0
Cx
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A 1égkéri turbulencia

il
o,
: s
86 —2@ & ——= &0 =
—tu,—=——u. ' @'+1v.—+0,
ct e cx. * cx,”
ce' —a@' el Relch ¢ — cg' .
—+ iy, —tu —tu, —=+—u. 'O+, —+0
ct © e, cx, 7 ox cr. o’
éc — éc & — ‘¢
- =——U; C +1r, — -.+.IF,
ct e X T ox
cc' — o' ,CE Cc c — ' ,
— -ty —tu —tu, —=+—u, '+, —+ F
a7 Ex Gy o ex, ¢ £,
ahol
1 i=;
8. =+ i
Tl i=g

a Kronecker-delta,

[1 hai,j. kazl 2,3 permutdcioi
£ = J —lhai, j. kazl 2,3 forditott sorrendi permutaciot

|0 halegaldbb ket index értéke azanos

a Levi—Civitta-szimbolum.

A turbulencia nemlinedris jellegének koOszonhetéen az atlagértékekre vonatkozo hidro-termodinamikai
egyenletrendszer tobb ismeretlent tartalmaz, mint ahdny egyenletbdl all. Az egyenletrendszer ,,nincs lezarva”.

Horizontalisan homogén és izotrop turbulenciat feltételezve, elhanyagolva a rendezett felaramlast (W=0), a
molekularis diffuzid hatasat, a nem-adiabatikus héfelvételt €s hdleadast, s nem térédve a passziv nyomanyagokkal

(szennyezOanyag szallitasi egyenlet elhagyasaval) a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

cit - —y & —
—=flv—v_|——u'w',
" R -4

cv - —y 8 —
—=—flu—u_|——v'w',
" R -4

.-,
ct cZ
ahol
PR N .
pfée o - Af
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A 1égkéri turbulencia

rendre az * és - iranyn geosztrofikus szélosszetev. A fenti egyenletrendszerben a turbulens dramok

(UL YW ES O doeretlenek. Elsd rendii lezarast alkalmazva ezeket a turbulens dramokat a meteorologiai
allapothatarozok atlagértékeivel, illetve gradienseivel kozelitjiik. Ez az elsérendii lezaras. Az els6 momentumokat

(atlagok) alkalmazzuk a parametrizaciokban:

ahol 4 a? meteorologiai allapothatarozé vertikalis turbulens arama, X, a turbulens diffuzios egyiitthatoja.
A turbulens diffuzids egyiitthato értékét kiilonbozoé parametrizacios eljarasok segitségével tudjuk meghatarozni
(Stull, 1988). Az egyik leggyakrabban alkalmazott mddszer a keveredési ithossz elmélete, amely szerint az

impulzusszallitasra vonatkoz6 turbulens diffuzids egytitthatd (K'”- ) jol kozelithetd pl. a kdvetkezd egyenlettel:

r - _.q7V2
2 oAl Bul | dv
K.=xz'|| — | +| —|
(Lée ) &)

A képletben & a Karman-féle allandé * = 0.% A mérések azt mutatjak, hogy a momentumra (K*- ) és a hére (KH)

vonatkoz6 turbulens diffiizids egyiitthato értéke eltérd. Neutralis rétegzddés esetén példaul Ky=L35K, .

1,5-es (masfeles) rendli lezards esetén a turbulens dramokat (masodik momentumok) részben parametrizaljuk,
részben modellezziik (megoldjuk a mésodik momentumok idébeli valtozasat leiré egyenletet) Leggyakrabban a

turbulens kinetikus energia idébeli valtozasara, illetve a potencidlis hdmérsékleti fluktudcidok variancidjara
(szorasnégyzet) felirt egyenleteket oldjuk meg (Yamada ésMellor, 1975). Az egyszerusitett kormanyzo6 egyenletek:

i~ £ —
—=flv-ve|-—u'w',
. ocz

ct
&v - = &=
—=—flu—ug|-—v'w'.
ct ; oz
86 & ——
—=-—w'e
ot cz
e ——éu_——&v g—=_¢&| [p
—=—u'w——VW—F=w'e'—-—|u L iell-¢
ct &z cz ezl P
¢ =7 = 0
ﬂ-@‘:—:h'@—ﬁ—'l @‘_23&
ct oz
Ir. 2 2 m17|
e:;l(&) + (v w) |
ahol - - a  turbulens  kinetikus  energia  pillanatnyi  értéke, mig
L - e B4 SR Y 5
e—:[a +v 4 |—E(a') =Ea__ -

a turbulens kinetikus energia atlagértéke, @ a potencialis hémérséklet

varianciaja (szorasnégyzete, vagy masodik momentuma), € és “¢ disszipacios tagok. A fenti egyenletrendszerben

a masodrendii momentumokon (¥ W:VW.&OW.PWI Ly iyl a2 harmadrendii  momentumokat

(MeE=Ew (&) wer ) és a disszipécios tagok (£ és @) is ismeretlenek.

Az egyik lehetséges parametrizacios eljaras, amely segitségével meghatarozhatoak az ismeretlenek az un. K—e

hipotézis, ahol a turbulens diffuzios egyiitthatot a turbulens kinetikus energia e ¢s a keveredésiut / (lasd a VII1.2.
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A 1égkéri turbulencia

1 1%
KZl-(ef' vagy KI(ef |
és VIIL3. fejezet) ismeretében valamilyen modszerrel parametrizaljuk - 7, migaturbulens
kinetikus energia idébeli megvaltozasat szamitjuk. A kovetkezékben egy lehetséges parametrizacios eljarast
mutatunk be. Nézziik meg az ismeretlen mennyiségek meghatarozasat ismert valtozokkal.

— CE(
ww'=-K, —.
¢z
cv
VW =_K=r.,.._=
cZ
2@
we'=—K,——¥
cZ
I ) 12 de
" "';+EI='11 .
2 | ¢z
— B =E‘€':
W 8 =Ad.e 1"_‘—
¢z
b
£E=
11—
g
£, =
Ay

ahol 7 a potencidlis hdmérséklet vertikalis &ramanak parametrizacios eljarasaban hasznalt adaléktag, ami megadja
ée 0

neutralis rétegzdés, = esetén jellemzod aramot. A turbulens diffiizios egyiitthatot a turbulens kinetikus energia

1 1

Ky=4,|e]. Ky=dy|ef 4. Ay A, A, A, 4,

négyzetgyokével parametrizaljuk . A fenti egyenletekben - a

stabilitastol fiiggd konstansok.

Hasznalhatunk ennél bonyolultabb parametrizacidkat is. Sok esetben a kinetikus energia disszipacidjara vonatkozo
egyenletet is megoldjak. Végezetiil ennek az alakjat mutatjuk be. A levezetést lasd pl. Stull (1988) konyvében.

£ definicios egyenlete:

Fu. | &'e
E=V|| —| |+¥=
I\ cx; | Cx
e E c& c» :
T:BIT —u'w——v'w'— +B L& +B4TIK—|—B —
ct el &z cz | e @ e

>

e) o .
B,. By, B;, B, E ! és a turbulens kinetikus energia

ahol a stabilitastol fliggd allandok. A turbulens kinetikus energia

disszipaciod &) ismeretében modosul a turbulens diffuziés egyiitthatd parametrizalasa is:

[e] le]

=B, ——. Kz=B:p
£ £
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A 1égkéri turbulencia

ahol Bs, , By a stabilitastol fliggd allanddk. Minél magasabb rendii lezarast alkalmazunk, annal tobb egyenlettel

¢s magasabb rendli momentumokkal szdmolhatunk. A masod- és annal magasabb rendi lezarasokkal itt nem
foglalkozunk. A meteoroldgiai modellezésben az elsérendd, illetve az 1,5-es rendii lezarési hipotézisek terjedtek
el.

VIIL.2.1. A potencialis hdmérséklet vertikalis fluxusa linearisan csdkken a magassaggal.

G'u":a—bz’

_ -1 4 -1
ahol 9= 0. 3Kms , b=310"Ks . a) Horizontalisan homogén és izotrop turbulencia feltételezésével, az advekcio,
a konvekcio és a sugarzasi folyamatok elhanyagolasaval adjuk meg a potencialis hdmérséklet lokalis megvaltozasat
1 6rara. b) Ha feltételezziik, hogy a potencialis hdmérséklet idében nem valtozik, s a fluxus divergenciat a horizontalis
= -1
advekci6 okozza, akkor = ™% _os szélsebesség esetén mekkora az 1 km-re esé potencialis hémérsékletkiilsnbség?
Hogyan jutunk el az alkalmazott egyenletekhez? (Stull (1988) 95. oldal 3.5.4.2. feladat alapjan)

. -1
VIL2.2. Erés szélben =105 pedyes levegd advektalodik az alsd6 500 m-es rétegben. mintateriiletre

4 o 5gke/100km

i . Az atlagos specifikus nedvesség nem valtozik. Adjuk meg a specifikus nedvesség aram

divergenciat! Tekintsiink egy liom-liam-0,5km légrészt. Mennyi vizgdz aramlott be az advekcio révén, illetve
mennyi tdvozott a magasabb légrétegbe 1 oOra alatt? A nedves levegd slirlisége az egyszeriiség kedvéért legyen

Lke ™ ((Stull (1988) 95. oldal 3.5.4.3. feladat alapjan)

VII.2.3. Vezessiik le az atlagértékekre vonatkozd kinetikus energia egyenletet! Legyen

|
- (=]

E =

2

VII.2.4. Vezessiik le a turbulens kinetikus energia egyenletét!

VII.2.5. Vezessiik le a potencialis hdmérséklet masodik momentumara vonatkozo egyenletet!

VIIL.3. A turbulencia Kolmogorov-féle spektralis
elmélete

A Kolmogorov-féle spektralis elmélet az aramlas energiaspektrumat ,,josolja meg” néhany egyszeri, kézenfekvo
feltevés alapjan. Az egyszerliség kedvéért foglalkozzunk 6sszenyomhatatlan folyadék surlodasos aramlasaval, a

folyadék stirliségét vegyiik egységnyinek és a Reynolds-szam legyen nagy (e > 10° ). A Reynolds-szam alakja:

. -1
ahol ¥ a karakterisztikus aramlasi sebesség ™ > -ban, ami a sebesség nagysagrendjét jellemzi, L a karakterisztikus
méret méterben, ami a folyadékban keletkez6 mozgas kiterjedésének nagysagrendjét, pl. a 1étrejové hullamok

2 -1
hulldmhosszat, vagy az 6rvények atméréjét jellemzi, ¥ pedig a kinematikai viszkozitas, ™ 5 -ban.) A folyadékot

F kiils§ erdvel kényszeritjiik mozgasra, amellyel jellegzetes nagysigrendii mozgast keltiink. Az 4ramlas
mozgasegyenlete:
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A 1égkéri turbulencia

?+['1'-'\71"I =-Vp+F +\W 'y
et '

A kontinuitasi egyenlet:
V=0 )

A mozgasegyenletet ¥ -vel beszorozva és a teljes térre integralva a mozgasi energia tendencidjara a

dE, d 1, [ 1
—E = | dV = || F-v—ve |dV
dr  dep 2 T

osszefliggés adodik, ahol @ =V *¥ az grvényvektor, és a teljes tér (a tartomany) hataran a sebesség zérus. Mivel
a Reynolds-szam a mozgasegyenlet baloldali inercialis tagjanak és a jobboldali viszkozus erd hanyadosanak

nagysagrendjét is kifejezi, megéllapithatd, hogy nagy Reynolds-szamok (Re> 10° Jesetén a viszkozus erd
elhanyagolhat6. Ekkor a kiils6 kényszer folyamatosan ndvelné a folyadék kinetikus energiajat, hiszen a disszipalo
hatds nem jatszana szerepet. A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy a mozgas ilyen feltételek mellett is
stacionariussa valik, azaz a kinetikus energia allandé marad. A folyadékba bevitt energianak tehat disszipalodnia
kell. A paradoxont azzal oldhatjuk fel, ha figyelembe vessziik, hogy a kényszer hatasara létrej6vé mozgasforman
kisebb skaldji (nagysagrendii) instabilitasok jonnek létre, az instabilitdsok megerdsddnek, majd rajtuk is kisebb
skalaju instabilitasok keletkeznek és igy tovabb, amig a megjelend egyre kisebb karakterisztikus méreti 6rvények
olyan kicsinny¢ valnak, hogy a hozzajuk rendelhet Reynolds-szam egységnyi nagysagrendi lesz. Ekkor azonban
a viszkézus er6 mar nem hanyagolhato el, igy a bevitt energia disszipaloédik. A folyamatot energia kaszkadnak
nevezziik. Megjegyezziik, hogy az egyre kisebb és kisebb nagysagrendii mozgasokat azért képzelhetjiik egyre
kisebb és kisebb atméréjii orvényeknek, mert a kinetikus energia tendencia egyenlete mutatja, hogy az
Osszenyombhatatlan folyadékban csak akkor Iéphet fel viszkozus erd, ha a mozgas drvényes.

Kolmogorov a fenti kép alapjan adott eljarast az energia spektralis eloszldsdnak meghatarozasara. Az energia
spektralis eloszlasat a sebesség Fourier-sorral torténd eldallitdsanak segitségével definialhatjuk.

Legyena ¢ sebesség 0sszetevok Fourier-sora:

. [ N p— - j:J r
v .t —Zy-e .
k,

ahol ™ a helyvektor, V== v,w) a sebességvektor k; pedig a sebesség Fourier-soraban fellépd hullamszam

vektorokon fut végig. Belathato, hogy az atlagos kinetikus energia siiriiség a Fourier-sorok segitségével az alabbi
alakban allithato el6:

E=ilgar=—[s dfr’:% [+ 4w |V == 3 ([af + 5] +:] )
. -; E ’

v 0 2 2

[

Homogén és izotrop turbulencia, valamint elegendéen nagy aramlasi tartomany esetén (ahol a sebességek a
tartomany hataran eltinnek, vagy periodikus hatarfeltétel érvényes) a hullamszam-térbeli 6sszegezés a hullamszam

o= |K|=fk = fid 15 o
g & 7 abszolut értéke szerinti integrallal helyettesithetd, azaz
S NPT B
E=_|EdV =—|vdl = | 3(k)dk
Yy 7y N
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A 1égkéri turbulencia

ahola ~ (k) spektralis energiasiiriiség, a kicsiny (< és & + 6% kozotti) 9% hullamszam tartoméanyba esd, egységnyi
térfogatra jutd energiat jelenti.

Legyen a folyadékot a k hulldmszam nagysagrendjének megfeleld mozgasra kényszeritd ¥ er6 altal az egységnyi

m's”

térfogatba bevitt teljesitmény ¢ (mértékegysége: ). Ennek a teljesitménynek a stacionarius allapot

fennmaradasa esetén a kisebb skalak felé kell atfolynia egészen addig, mig a mozgas nagysagrendje eléri a k
nagysagrendet, amelynek megfeleld Reynolds-szam mar egységnyi, s ahol bekapcsolodik a viszkozus erd. A
viszkozus erd a nagy skalan bevitt és az energia kaszkaddal a kisebb skalakig lejuto teljesitményt disszipalja. (A
Navier—Stokes-egyenletnek a megoldasa a viszkozitassal zérushoz tartd hataresetben nem adja vissza az Euler-
egyenlet megoldasat.)

A fentiek alapjan kézenfekvonek latszik, hogy a k €s k hullamszam ko6zott, ahol a mozgast kozvetleniil nem
befolyasolja sem a kényszeritd, sem a viszkozus erd, az energiaspektrumot az

I(k)=fle k. ko k)

fiiggvénnyel irhatjuk le, azaz az energiaspektrum a bevitt teljesitmény és az adott hullamszam mellett, tovabbi két
karakterisztikus hullamszamtol fligg, az energiabevitel valamint a disszipacio skalajat jellemz6 hullamszamtol.

Kolmogorov lokalitdsi tétele tovabbi egyszertsitést mond ki. A tétel szerint a folyadék az energiakaszkad folyamat
soran ,.elfelejti” az energiabevitelt jellemz6 mozgasforma nagysagrendjét és nem érzékeli a viszkozitas belépésére

jellemzd nagysagrendet sem. Ennek megfelelden az energiaspektrum k és k, kozott csak € és £ fiiggvénye.

J(k)=fle. k).

A lokalitasi tétel alapjan Kolmogorov egyszerli dimenzidanalizissel meghatarozta az energiaspektrumot:

3(k) =Kk

]

ahol K dimenzionélkiili allandd, amelynek nagysagara az elmélet nem ad becslést, a mérések szerint K=15 5
Kolmogorov-féle ,,minusz 6tharmados spektrum” a tapasztalat szerint a homogén izotrop turbulencia esetén teljesen
altalanosan érvényes.

A kétdimenzios turbulencia. A kétdimenzios turbulencia tulajdonsagai gydkeresen eltérnek a fentiekben targyalt
haromdimenzids turbulenciaéitol. Az eltérés oka dontéen az, hogy a kétdimenzids aramlasban, ha a viszkozitas
elhanyagolhato, akkor a kinetikus energia mellett az 6rvényesség négyzetének teljes térre vett integralja, az ensztrofia
is megmarad6 mennyiség. (Haromdimenzios esetben az ensztrofia megmaradas nem érvényes. Két dimenzidban
az ensztrofia azért marad meg, mert az drvényességi egyenlet nemlinearis tagjabol hianyzik az orvény-nyujtas
(vortex stretching)). Kétdimenzids aramlas esetén megmutathatd, hogy a tehetetlenségi tartomanyban az ensztrofia
kisebb mérettartomanyok (a nagyobb hullamszamok) felé, mig az energia a kisebb hullamszamok felé aramlik.

Dimenzidanalizissel igazolhatd, hogy ha folyadékot a k hullamszam nagysagrendjének megfelel6 mozgasra
kényszerité F er6 az egységnyi térfogatba 7 ensztrofiat visz be egységnyi idStartamonként (itt az ensztrofia-

bevitel dimenzidja = ), akkor a stacionarius energia spektrum:

R=K n’k”

VIL.3.1. Bizonyitsuk be, hogy dsszenyomhatatlan folyadék aramlasara vonatkozdan
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A 1égkéri turbulencia

[v-Vvar=—[w®ar

>

ahol @=V*v a7 Grvényvektor, és az integralast a teljes térre kell kiterjeszteni, amelynek hatéran a sebesség
zérussa valik.

10cms™ 1000 kkm

VIL3.2. A tengerek jellegzetes aramlasi sebessége

10° m*s?

, a mozgas térbeli nagysagrendje , a Viz

kinematikai viszkozitasa . Mekkora a Reynolds-szam? Elhanyagolhatoak-e ezen a skalan a viszkézus
er6k? Mekkora méretek esetén kell a viszkozus hatasokat is figyelembe venni?
VIL.3.3. Vezessiik le a Kolmogorov-féle ,,minusz 6tharmados” spektrumot dimenzidanalizissel. Tételezziik fel

Kolmogorov-nyoman, hogy az energiaspektrum csak az € energiaaram és a  hullamszam hatvanyénak szorzata.

VIL.3.4. Definialjuk a T+ atfordulasi idét, azzal az idével, amellyel az Kt tavolsag Vi sebességgel megtehetd!

Tegyiik fel, hogy a Vi sebesség csak a hullamszam és az energiaspektrum fliggvénye. Vezessiik le ez alapjan a
stacionarius energiaspektrumot megado Osszefiiggést!

¥
VIL.3.5. Az aramlas energiaspektrumat jol jellemzi, hogy adott viszkozitas és hullamszam mellett mennyi id6 ( I )
alatt csokkentené zérusra a viszkdzus erd a sebességet. Ezt az id6t disszipacios idének nevezziik. Hatarozzuk meg,
hogy milyen hullamszam, illetve hullamhossz esetén egyezik meg az atfordulasi id6 és a disszipacios id6. Az

atfordulasi id6t fejezziik ki € €5 £ fiiggvényeként! (Az ugynevezett Kolmogorov-féle skalat a hullamhossz és a
hullamszam definialja.)

VI1.3.6. Bizonyitsuk be, hogy amennyiben a viszkozitas elhanyagolhato, akkor a

[

Z==[¢ a4
A

ensztrofia megmarad6 mennyiség!

VIL3.7. Mutassuk meg, hogy haromdimenziés esetben az orvényvektor (@(0:0: <) €5 ¥(x. 20y elnanyagolhato
viszkozitasu és 0sszenyomhatatlannak tekinthetd dramlas esetén sem megmarad6 mennyiség! Miért kiilonbozik a
haromdimenzios eset a kétdimenzidstol?

VIL.3.8. Bizonyitsuk be, hogy
11 , -
Z=__| dd=|Rdk
42- s

Iy
>

k térbeli eldallitasa és az energia egységnyi térfogatra jutd részének

I11,, [
E=—_|v dd=|3dk.
42- -

ey

k térbeli kifejezése kozott fennall az
L1;.,, ¢ o
Z=__| dd=|Rdk=|kTdk
12°

Iy

Osszefiiggés!
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A 1égkéri turbulencia

VIL.3.9. Fjortoft egyszerii példat konstrualt a kétdimenzids turbulencia vizsgalatara. Feltételezte, hogy az aramlasi

fiiggvény a k térben minddssze harom modusbal all, amelyek hullamszama rendre ko By = 2. I =3k . Vizsgaljuk
meg, hogy amennyiben az aramlo folyadék 6sszenyomhatatlan, és a viszkozitas elhanyagolhatd, akkor amennyiben
a ky =2k, hullamszamnak megfeleld energia csdkken, akkor mi torténik a tobbi hullimszamokhoz tartozo energiaval
és ensztrofiaval!

VIL.3.10. Tételezziik fel, hogy a kétdimenzios aramlasban az ensztrofidra vonatkozoan a harom-dimenzios
aramlasban tapasztalt energia kaszkadhoz hasonl6 folyamat megy végbe. Az ensztrofia spektrum stacionariussa

valik, és ennek megfeleléen a kiilsd hatds miatt a k hullamszamon idéegység alatt betaplalt 7 ensztrofia

(mértékegysége S ) a kisebb hullamszamok felé aramlik mindaddig, mig valamilyen kicsiny hullamhosszon a
viszkozitas fel nem emészti. A kozbiilsé hullamhosszakon, ahol sem a kiils6 kényszer, sem a viszkozitas hatasa
nem jatszik szerepet (ez a tehetetlenségi tartomany), az ensztrofia-aramra teljesiil a Kolmogorov-féle lokalitasi
tétel, azaz

H=R(nk)

Hatarozzuk meg dimenzidanalizissel az ensztrofia-spektrum alakjat!
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VIIl. fejezet - A felszinkozeli réteg és a
planetaris hatarréteg

Weidinger Tamas
Baranka Gyorgyi
Bordas Arpad
Leeléssy Adam

A planetaris hatarréteg (PHR) a 1égkor alsé 0,1-3 km-es rétege, ahol a felszin, mint termikus és mechanikus
kényszer fejti ki hatasat. A PHR folyamatai kiilonboz6 tér- és idéskalan vesznek részt a szabad 1égkor aramlasi
rendszerének alakitasaban.

A hatarréteg két részre bonthato, a felszinkozeli vagy allando fluxusu rétegre, ahol eltekintiink a turbulens aramok
(vagy fluxusok) magassag szerinti valtozasatol. A felszin kdzelében ez az egyszeriisités megkonnyiti a turbulens
aramok kiszamitasat (1asd pl. a Monin—Obukhov-féle hasonlosagi elméletet).

A felszinkdzeli réteg a teljes hatarréteg alsé 5—10%-a. Itt a szélsebesség kozel logaritmikusan né a magassaggal.
A Coriolis-er6 hatasa elhanyagolhato a kis szélsebesség, valamint az 6rvények rovid élettartalma miatt. A nyomasi
gradiens erd mellett a viszkozus €s a turbulens nyird erdk hatarozzak meg az dramlas képét. A felszin feletti néhany
cm vastag rétegben a molekularis viszkozitasi erd, mig e felett a turbulens nyiréer6k dominalnak. Az eldbbit
laminaris alrétegnek, az utobbit allandé fluxust rétegnek nevezziik.

A felszinkozeli réteg felett helyezkedik el a szélfordulasi réteg (vagy Ekman-réteg), ahol harom eré — a nyomasi
gradiens erd, a Coriolis-eré és a vertikalis szélnyiras magassag szerinti valtozasaval aranyos turbulens sturlodasi
eré — alakitja az aramlast. A nappali konvektiv PHR-ben a termikus és a mechanikus kényszer, mig az éjszakai
hatarrétegben a mechanikus turbulencia alakitja a meteorologiai allapotjelzok profiljait (VI 1. dbra).

Szabad |égkor
Fdsdinverao ,f'
Besavas Z0na~y,

Atmendti réteg

MNapkedte

VIIL. 1. abra. A planetaris hatarréteg szerkezete és napi menete (Stull, 1988 alapjan).
A felszini energiamérleg komponensek, turbulens aramok

A felszin-bioszféra-légkor kozotti nyomanyag, impulzus, szenzibilis és latens ho szallitasat a turbulens 6rvények
végzik. Horizontalisan homogén és izotrop turbulencia feltételezésével éliink. A felszin energiahaztartasa:

RJ’:=H+£E+G+A,
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

ahol &7 a sugarzasegyenleg,  a szenzibilis, LE a latens héaram, G a talajba juté héaram, & az egyéb mérleg
komponensek (pl. a fotoszintézis hatdsa, az advekcid, vagy a tarolasi tag, ha a vizsgalt felszin nem a talaj) amit
gyakran elhanyagolnak. Tovabbi fontos tényezd a rendelkezésre 4ll6 energia (A), valamint a szenzibilis héaram

és a latens hdaram hanyadosa, az in. Bowen-arany (£ ):

_H

B=
A=Rn-G = IE.

A turbulens aram ( F, ) az adott tulajdonsag (<) feliiletegységen idoegység alatt 4tdramlé mennyisége.
Matematikailag a vertikalis sebesség (™ ) és az ¢ tulajdonsag kovarianciaja:

Fo=w's

A felillvonas a Reynolds-féle atlagolas jele (£ = s+s’ ), ahogy az L5. és a VIL 1. fejezetben lattuk. Szamitasaink

soran — els6 kozelitésként — feltételezzitk, hogy az atlagos vertikalis sebesség nulla (W=0). Az 4ltalanosan

alkalmazott jelolések szerint az impulzus (7 ), a szenzibilis (£ ) és a latens hdaram (LE ), valamint a nyomanyagaram

(E ) alakja:
_ ) fu Bu . _ _ Ku,z
r=—pwu'=pul = p,Ky— —=—0,) Ku= 5.(0)
'z S cZ Kz s M= S
— é6 @6 T. _ Rz
H= CD P W e =—,0,,,_f.p,,,_aJ'. = _J'gw.c_xw.KH - o= g}H(;j Ky= @ (&)
cZ S cZ Kz s HA= ,

LE=Lp,w'q =—Lp,ug.=-Lp,K;=>

Fo=pow'e =—pue.==pK. — —=—0() & =703

ahol #==# a nedves levegd atlagos siirtisége, “7 az allandd nyomason vett fajhdje, L a fazisatalakuldsi ho, &

a Karman-féle konstans, z a magassag (a kiszoritasi rétegvastagsag (d) felett), @- 9= &% €W rendre a potencialis

hémérséklet, a specifikus nedvesség (a vizgdz-siirtiség és a nedves levegd stiriségének a hanyadosa), a nyomanyag-

w T, q
b

P , . s1e , o1 rqc e e ' . . ,
koncentracio, illetve a a sebesség vektor horizontalis és a vertikalis sszetevdje. ", , * adinamikus sebesség,

hémérséklet, specifikus nedvesség és koncentracio. Az egyes ° < (M.H.E.c) tulajdonsagokra (impulzus, szenzibilis
¢és latens h6, nyomanyag) vonatkoz6 turbulens diffuzids egyiitthatok és a stabilitastol fliggd univerzalis fiiggvények

rendre: %= és 8. ), ahol © =7/ Lue 3 dimenzionélkiili magassag, ahol a Monin—Obukhov-féle hossz alakja:
L, =%
s =BT,

Az adott (¢) tulajdonsag atlagos profiljanak az ismeretében, a hasonlosagi elmélet alapjan:
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A5 =32 -3) = 2 e(Ddin £ =2, - 8.2
K _‘_ K

b

ahol 2.9 az univerzalis fliggvények integral alakja. Gyakorlati szamitasokban a szélsebesség és a potencialis
hémérséklet kiilonbség ismeretében a gradiens Richardson-szam felhasznalasaval hatarozzuk meg a
Monin—Obukhov-féle hossz értékét iteracios eljarassal

Ri— £AG Az = A" Py (L) —Px(L)

()’ TP (L) =Py (O]

majd az univerzalis fliggvények integralt alakjanak ismeretében a fenti dsszefiiggések felhasznalasaval szamitjuk

ki az egyes turbulens aramokat. Itt =20 stabilitasi paraméter, € anehézségi gyorsulas. Tobb szinten végzett
mérések alapjan profil illesztés segitségével, illetve az egyes alrétegekbdl kapott aramok atlagolasaval szamithatjuk
a fluxusokat.

VIIL.1. A felszinkozeli réteg szélprofiljai

A felszinkdzeli réteg profiljai kozott kiemelt szerepe van a szél magassagszerinti valtozasanak, s ,,a mogotte levo”
impulzus szallitasnak, gondoljunk csak a szennyezbanyag terjedés modellezésére, vagy a szélenergetikai
vizsgalatokra. A szélprofil alakja a stabilitas fiiggvénye, amit a hdmérséklet magassagszerinti valtozasa

T AT 80 AO
- -
¢z Az jlletve £z Az

B

a Richardson-szam

Ri=p L& 5 AT,
(Cu ! Cz) (Aw)”
. Z
vagy a dimenzionélkiili magassag T L , hataroz meg.

C;—E)—>0=R:'—>0= =0
Indifferens rétegzddés esetén * = / a szélprofil alakjat a felszin feletti magassag és az
impulzusaram hatarozza meg. A dimenzidanalizis alapjan:

cu i

& z

Az aranyossagi tényez6 a Kdrman-konstans (¥ ), amelynek az értéke 0,4 koriili. A turbulens d&ramok allandosagaval

(T =adllando u, = dllando ) szamolva a felszin felett K érdességi magassagban valik nullava az elméleti sebességprofil.
Magas vegetaciok (erdok, gyliimdlcsosok, gabona foldek), illetve beépitett teriiletek (varosok) esetén az aramlas
,.nem lat el” a felszinig. Ekkor az idedlis szélsebességi profil a kiszoritasi rétegvastagsag (emelt felszin — d) feletti

¢ szintben lesz nulla

;(z) _u In(z —d)

z In:z,
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

A kiszoritasi rétegvastagsag a vegetacio, illetve az épiiletek atlagos magassaganak (k) hozzavetdlegesen 60-80%-a
(VIIIL1.1. abra). Az érdességi magassag fiigg a felszinboritottsagtol (pl. vegetacio, és az épiiletek szerkezete) és a
szélsebesseégtol is. Vizfelszinek felett tized mm-es nagysagrend, alacsony vegetaciok (pl. gabona) felett 1-10 cm-
es mig nagyvarosi teriiletek felett 1,5-2 m koriili.

Z{m}

ufzZ)

In z-{d+z;)

Bowps ismpozEn i ¥

%

VIIIL.1.1. abra. A névényallomany feletti mért és logaritmikus szélprofil. A két gorbe a z-d)>>2z, szinten lesz

kozel azonos. @ a kiszoritasi rétegvastagsag, %0 az érdességi magassag (Huzsvai et al., 2005).

Stabilis 1égrétegzddés esetén ('5@ cz>0 Rix0 g > I3) az indifferens rétegz6déshez képesti kisebb turbulens
diffuzios egyiitthaté miatt a szélsebesség jobban nd a magassaggal. Ezt jellemzi a logaritmikus lineéris profil.

Erdsen stabilis egyensulyi helyzetben (R’- =0, 25) a turbulens difftizid6 mar elhanyagolhatd, a magassaggal kozel
linearisan novekvo szélprofilokkal talalkozunk. A logaritmikus-linearis profil alakja:

_u, In(z—d)

+8[(z-d)/ z,]

>

u(z)

ahol b, értékét az alkalmazott univerzalis fliggvény adja meg.
Labilis légrétegzodés esetén ( §0/éz<0 , Ri<0, g < 0) az indifferens rétegzddéshez képest nagyobb turbulens

diffuzios egylitthato miatt a szélsebesség kevésbé n6 a magassaggal (VIII.1.2. abra). Hasonldo mddon az érdesség
ndvekedésével csokken a szélsebesség magassagszerinti ndvekedése, vagyis vastagabb lesz a felszinkozeli réteg.

Lahilis Indifferens Stabilis

uiz)
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VIII.1.2. abra. A felszinkdzeli sz€lprofil eltérése a logaritmikustol. Stabilis 1égrétegzddés esetén a szél gyorsabban
ndvekszik a magassaggal, kisebb a felszinkdzeli réteg vastagsaga.

Szélenergetikai vizsgalatokban legtobbszor hatvanykitevds profilokkal dolgozunk:

~E

.
ef )

z

aﬁzj = aﬁz:_e__.j |
"\

>

ahol ™ a referencia szint magassaga, ami altalaban 10 m, 30 m, vagy a szélgenerator szintje, ahol a sz&élmérés

folyik, 7 a hatvanykitevd. Indifferens rétegzddés esetén a hatvanykitevo értéke 1/7 koriili. Stabilis rétegzodés
esetén ennél nagyobb, akar 0,4-0,45-0s értékkel szamolhatunk, mig labilis rétegzddés esetén 1/7-es értéknél kisebb
0,07-0,1 koriili kitevokkel szamolhatunk. A hatvanykitevo és az érdesség kdzotti kapcesolat attol fiigg, hogy milyen
vastag a felszinkozeli réteg, s hol van a referencia szint, s milyen magassagra kivanjuk megadni a szélsebességet.
Vizfelszin felett (kozel indifferens rétegzddés, s a felszin kozelében gyorsan ndvekvo szélsebesség) altalaban egy
hatvanykitevot alkalmaznak.

Indifferens rétegz0dés esetén a potencialis hémérséklet nem valtozik a magassaggal, mig a specifikus nedvesség
¢és a nyomanyag koncentracio els6 kozelitésként szintén logaritmikusan valtozik a magassaggal. Stabilis és labilis
rétegzddés esetén a szélprofilhoz hasonld alaku profilokkal szamolhatunk mind a potencialis hémérséklet, mind
a specifikus nedvesség, mind a kiillonb6z6 nyomanyagok esetén.

VIII.1.1. Mikor szamithatunk nagyobb szélre egy vizparti méréhelyen (10 m-es szinten), ha a viz feldl, vagy a viz
felé fuj a sz¢1?

Eu
rT=pK,—
VIII.1.2. Az impulzusaram megadhato6 a turbulens diffuziés egyiitthato alapjan: ¢z . Adjuk meg a
turbulens diffuzios egyiitthatdé magassagszerinti valtozasat indifferens rétegzddés esetén! Adjuk meg a keveredési

Ky

. r= Jow_'rj_f - I
at (“¥) magassagszerinti valtozasat is! Tudjuk, hogy '

VIII.1.3. Karman Todor feltételezése szerint nagy Reynolds-szamok esetén a turbulens keveredés geometriailag
mindeniitt azonos médon zajlik le, Gigy, hogy csupan a hossz- és id6léptékben 1épnek fel kiilonbségek. Mutassuk
meg, hogy a geometriai hasonlésagi elv alapjan az

x>0

alaku keveredési uthossz (‘: ) feltételezésével is a logaritmikus szélprofil egyenlethez jutunk!

VIIL.1.4. Adjuk meg az érdességi magassag értékét, indifferens rétegzddés feltételezésével, ha két szintben ismert
a szélsebesség, s a kiszoritasi rétegvastagsag elhanyagolhato (alacsony vegetacio)!

Adjuk meg az érdességi magassag meghatarozasanak a hibajat is, ha a felszin felett 0,5 m-es magassagban a

2(05m)=1ms" m)=1.6ms"

1 ey 1
szélsebesség ,s2 m-es magassagban “ (2 , aszélsebesség méres pontossaga mindkét

+0,1ms™

szinten ! Milyen hatarok kozott lehet az érdességi magassag? Hogy csokkenthetjiik a bizonytalansagot?

VIIL.1.5. Egy 8 m-es mérétornyon, alacsony vegetacid felett logaritmikusan azonos tavolsagokban mériink
szélsebességet. Indifferens rétegzddés esetén a 20 perces atlagértékeket a VIIl.1.1. tabldzat szemlélteti.

VIII.1.1. tablazat. Szélsebesség profil alacsony vegetacio felett indifferens rétegzédés mellett.

z[m] 0,5 1 2 4 8
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u[ms] 1,5 1,9 2,4 2,8 3.4

Adjuk meg az érdességi magassag, a dinamikus sebesség és a 4 m-es szintre vonatkozd turbulens diffuzids egyiitthatd
értékét logaritmikus profilkozelités alkalmazasaval!

VIIL.1.6. Adott a dinamikus sebesség (u“ ) a szonikus anemométer méréseibdl, s k szintben az atlagos szélsebesség

wi=u(z) i=1,2,..

értékei ( -'k). Adjunk modszert indifferens rétegz0dés esetén a kiszoritasi rétegvastagsag

becslésére!

VIIL.1.7. Adjuk meg hatvanykitevés szélprofil esetén a keveredési ut és a turbulens diffGzios egyiitthatd
magassagszerinti valtozasat!

VIII.1.8. Hogyan fiigg indifferens rétegz6dés esetén a hatvanykitevé a magassaggal? Hogy jott ki hatvanykitevore
az 1/7-es becslés? Altalanositsuk eredményiinket a Monin—Obukhov-féle elméleti szélprofil alapjan:

cu u

=—a,()
cZ K ,
illetve

Au=u—m= ;(:'u:) _;(:'uﬂ = % | @y (dlnl =%[¢’_'._r(::) —@, ()]

VIIL.1.9. 10 m-es szinten a szélsebesség 4 m s Adjuk meg a szélsebesség értékét 30 m, 50 m és 100 m-es
magassagban a) logaritmikus profil kozelitéssel, ha az érdességi magassag 10 cm, illetve 50 cm; b) az érdességi
magassag 50 cm, a kiszoritasi rétegvastagsag 3 m, c¢) a hatvanykitevés sz€élprofil kozelitéssel, ha az egyenlet kitevoje

rendre 0,08; 1/7; 0,2 és 0,4; d) 1/7-es profilkitevovel és d=3m kiszoritasi rétegvastagsaggal!.

VIII.1.10. A hatvanykitevés profil alakja fiigg a felszin tipusatol, (pl. varosi (beépitett), vagy beépitetlen természetes,
vagy mezdgazdasagi kornyezet), illetve fligg a Iégkori stabilitastol (besugarzas, szélsebesség stb.) (VIII.1.2. tablazat).
A stabilitasi viszonyokat gyakran a Pasquill-Gifford-féle stabilitasi kategoriak alapjan adjuk meg (VIII.1.3. tabldzat).
Ez a kozel fél évszazados kategorizalas egyszeriiségével és konnyii alkalmazhatésagaval maig hasznalatos.

VIIL1.2. tdbldzat. A P hatvanykitevé karakterisztikus értékei varosi és vidéki teriileteken a Pasquill-Gifford-féle
stabilitasi osztalyok szerint. Az A osztaly az erdsen labilis rétegzédést jeloli D osztaly az indifferens rétegzédést,
mig az F osztaly az erdsen stabilis légrétegzddest jelenti.

Stabilitasi osztaly Varosi teriilet Vidéki teriilet
A 0,15 0,07
B 0,15 0,07
C 0,20 0,10
D 0,25 0,15
E 0,30 0,35
F 0,30 0,45

VIIL1.3. tablazat. A a Pasquill-Gifford stabilitdsi osztdly meghatarozdsa a szélsebesség, a besugarzds (nappal)
és a felhdzet (éjszaka) alapjan.

Szélsebesség Nappali besugarzas (G = 0) Felhézet - éjszaka (G =0)
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u(10m)
Erds Meérsékelt Gyenge N=z4/8 N<4/8

[ms]
u<l A A-B B - .
2zu<3 A-B B C E F
JZu<s B B-C C D E
SZu<6 C C-D D D D
6<u C D D D D

A szélsebesség 10 m-es szinten 4 m s Hatarozzuk meg a szélsebességet nappal kozepes besugarzas esetén 30 m,
50 m, 100 m és 150 m-es szinten varosi €s vidéki teriiletek felett! Adjuk meg a két sebességprofilt az éjszakai
ordkban is! A felhdzet 5 okta.

VIIL1.11. A modell racsnégyzetében kiilonbozd felszintipusok vannak. A vizfeliilet aranya 20% (70~ 107 )

b

_ -2 _ 1 _ 1n° _ 1
mezégazdasigi teriilet 40% (2o =+ 107 m d=6-100"m o 45300, (Zo=12-10"m d=10-10"m) 0100165 10%

(0= 0.6-10"m , d=310 ™ Dolgozzunk ki modszert az atlagos kiszoritasi rétegvastagsag és az atlagos érdességi
magassag meghatarozasara! A logaritmikus profilegyenletbdl induljunk ki, ahol a sebesség logaritmikus skalan
linearisan valtozik. Megjegyezziik, hogy masképpen kell atlagolni az érdességi magassagot (Z" ) és a kiszoritasi

rétegvastagsagot (2 ). Gondoljunk csak a logaritmikus szélprofil-egyenletre.

VIil.2. Monin—Obukhov-féle hasonlésagi elmélet
és alkalmazasai

A felszinkdzeli réteg turbulens dramainak meghatarozasaban maig a legelterjedtebb elmélet a Monin—Obukhov-
féle hasonlosagi elmélet, ami a fluxusok és a profilok kdzotti kapcsolat leirdsan alapul a stabilitastol fiiggd univerzalis
fiiggvényeket felhasznalva (Foken, 2006). Az elmélet horizontalisan homogén turbulencia feltételezésével él.

A terepi mérések eredményeként szamos kiilonboz6é univerzalis fliggvényt alkalmaznak. Mod van érzékenységi
vizsgalatok elvégzésére is (Weidinger et al., 2000, Foken, 2008). E fejezetben Hogstrom (1988) altal javasolt
univerzalis fliggvényeket alkalmazzuk, aki a klasszikus Businger et al. (1971) fiiggvények allandoéit igazitotta az
ujabb mérési eredményekhez. Kiindulasi egyenleteink:

(8]
Tl
b

fu_ms0 Lol
9 K-Z .

cZ Kz

o
i

Az univerzdlis fiiggvények alakja:

(D) =01-19.307" 22720

5

g (=146 0=/7=1

El

¢.(2)=095(1-11,6)"" 227 =0

>

4(£)=095(1+820) 0=/ <1
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A K Karmén-konstans értéke 0,4. (Gyakran a potencialis hdmérsékleti gradiens helyett a hdmérsékleti gradienst
alkalmazzak.)

T =2 . . 1 , . I3 . ”w . rqe
Erdsen labilis helyzetben (= ™ <) nem kovetiink el nagy hibat, ha tovabbra is a hatvanykitevGs univerzalis

figgvényeket hasznaljuk. Erésen stabilis rétegzdés esetén (: = 1) gyakran egy allando értékkel helyettesitik az
univerzalis fliggvényeket. A mi esetiinkben:

B (0)=7 =1

>

64(£)=095.9,2=8,75 1

>

A specifikus nedvesség és a nyomanyag gradiensekre felirt egyenletekben a hoszallitasra alkalmazott univerzalis
fiiggvényeket hasznaljuk. Ezek a turbulencia passziv karakterisztikai, s a hdszallitashoz hasonloan viselkednek,
ugyanazok az orvények szallitjak oket. (Természetesen a részletesebb vizsgalatoknal a kémiai reakciokrdl sem
szabad megfeledkezni — ezzel a kérdéskarrel itt mar nem foglalkozunk.)

A gradiensekre felirt egyenletek integralasaval kapjuk a szélsebesség €s a potencidlis hdmérsékleti profilt:

u="2[Inz—ln 2, — (¥, ()~ ¥, ()]
K

>

6 =B(zy)+ 22 0.95[(In 2 —In 2,) — (W ()~ 5 (2]
K

>

ahol =0 = %' % Az univerzalis fiiggvények integralasaval War (£ és Ve (2) alakja labilis rétegzodés esetén:
@, (£) = —2arctan(X) + 21n | Hf/ +1n, ltX‘ l+Z

2104
, ahol Xz(l_lgg;j ,

M+X
Yy(d)=2In | 12
L2 /. ahol X=(1-11L6) )

Stabilis rétegz6dés esetén (logaritmikus-linearis profilkodzelités):

Pi(D=6 FalD=82

Erdsen stabilis (5 * 1) rétegzédés esetén: Yu()=-6-0+hs) ¥y()=-82-(+l7)

Megjegyezziik, hogy részletesebb vizsgalatoknal mas-mas érdességi magassagot hasznalhatunk a szélsebesség és
a homérsékleti (s igy a nedvesség és a nyomanyag) profiloknal (Z': us £or ).

VIIL.2.1. A felszinkdzeli réteg profiljai a kovetkezd mennyiségektdl fiiggnek: a felszin (illetve a kiszoritési

rétegvastagsag) feletti magassagtol (Z), az impulzusaramtol ( L= Pulls ), a szenzibilis héaramtol (H = Pulprit 1.

mopme '-)
és a stabilitasi paramétertdl ('8 =g/ ). Adjuk meg a stabilitastol fiiggé magassag dimenzioji mennyiség (a

Monin—Obukhov-féle hossz ‘E-'--'S"-) alakjat! A dimenzionélkiili univerzalis fiiggvényeket a c=zlL

szamoljuk.

f# jsmeretében
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VIII.2.2. Milyen pontossaggal adhaté meg a Monin—Obukhov-féle hossz, ha a momentum aram meghatarozasanak
a pontossaga 5%, a szenzibilis héaramé 15%?

VIII.2.3. Adjuk meg az univerzalis fliggvények értékét erdsen stabilis egyensulyi helyzetben, amikor a hdmérsékleti
rétegz8dés (inverzid) akadalyozza a turbulens mozgasok kifejlédését! Ilyenkor a turbulencia mechanikus eredetii
és fejletlen.

VIIL2.4. Ertelmezziik a stabilis rétegzédést jellemzé logaritmikus linearis profilokat! Hogyan kapjuk ket?
VIIL.2.5. Adjuk meg a dimenzidanalizis alkalmazasaval a jol fejlett labilis rétegzodésre jellemz6 univerzalis
figgvények alakjat! Adjuk meg a dimenzionélkiili magassag és a Richardson-szam kozotti kapesolatot is! Mennyiben

kiilonbozik az altalanosan hasznalt Hogstom (1988) alakt univerzalis fiiggvényekkel kapott 6sszefiiggéstol?

VIIIL.2.6. Milyen megfontolasokkal kapjuk az

w="2[lnz—In z, — (W, ()= ¥, ()]
K

du i -

profil egyenleteta ¢z Kz T kiindulasi egyenletbdl?

VIIL.2.7. A meteorologiai allapotjelzok (3) kiilonbségét leird egyenletet megadhatjuk a

AT =32 -3 =2 [ a(Oding =2 [0,(2) -, ()]
K _‘_ K

alakban is. Adjuk meg ®.(5)
VIII.2.1. tablazat szemléltet!

alakjat a leggyakrabban hasznalt univerzalis fiiggvényekre, amelyeket a

VIIIL.2.1. tablazat. A hasonlosdagi elméletben alkalmazott f6bb univerzalis fiiggvények paraméteres alakja (a, b és

¢ allandok).

Stabilis rétegzédés (= = 9), D (S ), ¢:(S) Labilis rétegz6dés (= = 7Y G (G ), ¢r(S)
al +b al +hb

e ral+b a(=C)" ahol €0

1+;"X‘1’ ahol X =5 +D s X0 X7 ghol £=a5+0 ¢ X0

i y-13

x4 X

co i

VIIL.2.8. Milyen kapcsolat vana €2 ésa €2 derivalt kozott?

VIIL.2.9. Adjuk meg a Hogstrom-féle univerzalis fliggvények alkalmazasaval a Richardson-szam, illetve a
momentumra és a hére vonatkozé turbulens diffiizios egyiitthatd magassagszerinti valtozasat stabilis, indifferens
és labilis rétegzddés esetén!
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=721

VIIL.2.10. Adjuk meg a Hogstrom-féle univerzalis fiiggvények (-@-'--r () és '-E}H(D) menetét a =
tartomanyban!
1

, a kiszoritasi rétegvastagsag d=10 M az

O(z,+d)=295K

Egy kukoricatabla felett a mért dinamikus sebesség ©.=03ms"

z,=005m

érdességi magassag . A referencia szint potencialis hdmérséklete . Rajzoljuk fel az

allomany ( k=13m ) felett a 2—10 m-es rétegben a szélsebesség €s a potencialis hdmérséklet profiljat a) indifferens

Lygon =:~Om’ Lot =b00m; ¢) labilis esetben, ha

L =12kgm”

esetben; b) stabilis esetben, ha Lot =—30m’ Ly =—200m,

Adjuk meg a szenzibilis hdaram becsiilt értékeit is! A levegd siiriisége legyen P
L =1010Tkeg K™

, a nedves levegd

fajhéje pedig *

VIIL.2.11. Szamitsuk ki * és L. értékét, ha fufelszin felett < = 0.5m -es szinten

z=2 T=10,63°C %=205ms™,

= _ o T -1
T =10.02 C’&—L::ms , mig

=MW _es szinten

T=2711°C u=204ms’ _, z=4m

VIIL2.12. Szamitsuk ki 2 és 1= értéket, ha Z =™ _es szinten , mig -es szinten

T=2643°C u=25Tms™,

E}

VIIIL.2.13. Egy vidéki teriileten 2 m-es és a 8 m-es szinten a szélsebesség és a hdmérseklet értékei a VIIL2.2. tablazat
mutatja.

VIIIL.2.2. tablazat. A szélsebesség és a homeérséklet értékei alacsony vegetdcio felett.

z[m] 2 8
T[°C] 29,05 28,21
u[ms™] 3,31 4,04

Adjuk meg a hdmérséklet és a sebesség gradiens értékét a 4 m-es szintre! Szamitsuk ki a gradiens Richardson-

szam és a Monin—Obukhov-féle hossz érékét is erre a szintre! Adjuk meg g L. értékét is! Becsiiljiik meg az

impulzus dramot és a szenzibilis héaramot is, ha a nyomas 1010 hPa és a levegd relativ nedvessége (ez a siirtiség
¢és a nedves leveg6 allando nyomason vett fajhdjének meghatarozasahoz kell) 65%! (Arya (2001) nyoman.)

VIII.2.14. A kovetkez6 atlagos szélsebesség (;) ¢és potencialis hdmérsékleti adatokat (é) az 1968-as legendas
Kansas (USA) mérési expedicio soran rogzitették. A VIII.2.3. tablazat adatai egy dél koriili labilis rétegzddést
jellemeznek (Arya (2001) nyoman).

VIIL.2.3. tablazat. Déli szélsebesség és homersékleti profil az 1968-as Kansas (USA) mérési expedicio adataibol
alacsony vegetacio felett (préri).

z[m] 2 4 8 16 32
w[ms] 5,81 6,70 7,49 8,14 8,66
O[K] 307,20 306,65 306,28 305,88 305,62

a) Hatarozzuk meg a Richardson-szam magassagszerinti valtozasat! b) Becsiiljiik meg a Monin—Obukhov-féle

21 gl
hosszat a %% =% =(1-152) Businger et al. (1971) és Hogstrom (1988) univerzalis fliggvényei alapjan!
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¢) Szamitsuk ki a 2 m-es és a 4 m-es szint mérései alapjan (gradiens modszerrel) az impulzus és a szenzibilis
-1 2ke m~ —1015 Tke ' K
hédram értékét! A levegd sirfisége legyen £ =L2KgmM™ €, =1013Tkg " K

VIIIL.2.15. A Kansas mérési expedicio (1968 USA) egyik esti profilmérését a VIII.2.4. tablizat mutatja (Arya,
2001). A nyomas 1000 hPa.

VIIL.2 4. tablazat. Esti szélsebesség és hémeérsékleti profil az 1968-as Kansas (USA) mérési expedicio adataibol
alacsony vegetacio felett (préri).

z[m] 2 4 8 16
- -1 2,84 3,39 4,01 4,85
#[ms™]

T[°C] 33,09 33,31 33,57 33,82

a) Szamitsuk ki a profilmddszer segitségével Y gs L értékét! b) Hatarozzuk meg ezeket a paramétereket a gradiens

moddszer alapjan is a 2 m-es és a 4 m-es szint mérései alapjan!c) Hasonlitsuk Ossze az eredményeket a direkt

T I oyt — -1 -1
érammérésekkel(& W —0044111 5 , Q'w'= 00231115 K )'

A profilmodszer alkalmazasakor az egyes alrétegek adataibol szamitott Monin—Obukhov-féle hosszak kozotti

Az), =z,—z,.2,>z

eltérést minimalizaljuk. Szamolhatunk az sszes lehetséges alréteggel ( ( 1), vagy csak az egymas

felett elhelyezkedékkel (A2 = 21 =% 2 > 21y
Els6 1épésként meghatarozzuk az egyes alrétegekre jellemz6 Richardson-szamot, majd az &7 és a < kozotti

kapcsolat ismeretében (adott univerzalis fliggvényrendszer esetén) meghatarozzuk az egyes alrétegekre jellemz6
Monin—Obukhov-féle hosszat.

A kivetkez6 1épésben elkészitjitk az ©~ 102 =1 (2)

grafikonokat, majd a linearis gorbeillesztés paramétereibdl
K

. H, Inz . .
meghatdrozzuk a “= ésaz = “¢ paramétert, hiszen

(lnz,—W, () =2u +laz,
&u

Ezt koveten elkészitjiik a O—(lnz-¥, () grafikonokat, majd a linearis gorbeillesztés paramétereibdl
= - iG-_ +lnz, |
meghatarozzuk a L ésa - * - mennyiségeket, hiszen:

(laz-¥,(C)=28.-X8. +nz,
i, i,

A feladat megoldasanal Hogstrom (1988) univerzalis fiiggvényeit alkalmazzuk!

VIII.2.16. Bugacpusztan eddy kovariancids mérések alapjan a szenzibilis hdéaram és az impulzusaram féloras

AE T el _ -z I R
atlaga H=125Wm , 0= 0.1875kgm™ s . A nyomas 997 hPa, a hdmérséklet 31 °C, a relativ nedvesség 35%.

Az 6zon koncentraci6 értéke a 0,4 m-es szinten 37,2 ppb; a 3,6 m-es szinten 38,4 ppb. Adjuk meg az 6zon fluxust

2 -1
(Fm) [ugm 5 ] egységben!
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VIIL.3. A felszinkozeli réteg turbulencia
karakterisztikainak szamitasa

A felszinkézeli réteg turbulens folyamatait (i) az energiamérleg komponensek [a sugarzasegyenleg (£77), a
szenzibilis- () és a latens héaram (LE ), valamint a talajba juté héaram (7 )], (ii) a felszini karakterisztikék [az
érdességi magassag (Z': ) és a kiszoritasi rétegvastagsag ( € )], (iii) az impulzus dram ( T), (iv) a kiilsnb6z6 nyomanyag
aramok ('FE ) hatarozzak meg.

A felszinkozeli réteg leirasaban fontos szerepet kapnak a turbulens leszarmaztatott mennyiségek, mint:

a Monin—Obukhov-féle hossz (I-'--“"’:),

- . . P . Iy e M T g,
a dinamikus- sebesség, homérséklet, specifikus nedvesség és koncentracio (7= = 4= =)

B

» az egyes tulajdonsagokra (impulzus, szenzibilis és latens hé (illetve vizgdz) és a nyomanyagok) vonatkozo

turbulens diffiizids egyiitthatok (K_.._, Ky Ks K, ),

g, =@u)? a,=0'"" o,=ww)"? o,
2 2 b

_ v 12
a turbulens diszperzios egytitthatdk (pl.: =T'T) )

E}

» a konvektiv felszinkdzeli réteget és a hatarréteget jellemzO konvektiv sebesség, vagy Deardoff-sebesség:
w = (BhuT)" w =06 )

A turbulens aramok meghatarozasara szamos modszer kinalkozik. Foglalkoztunk a direkt arammérésekkel
(kovariancia szamitas) a Monin—Obukhov-féle hasonlosagi elmélettel, a gradiens és a profilmodszer alkalmazasaval
(VIIL2. fejezet).

,ahol ”* a PHR magassag. (Els6 kozelitésként teljesiil, hogy o

Elterjedten alkalmazzak az ellenallas modszert is. Itt a referencia szint illetve a felszini adatok kdzotti kiilonbség
ismeretében az Un. ellenallasi tag segitségével adjuk meg a turbulens aramokat, amit az impulzus és a szenzibilis
héaram meghatarozasan keresztiil mutatunk be:

t=pul = p,Cottr H=PuCpittT. = P pnCay (0 —00)

Hasonl6 egyenleteket irhatunk fel mas tulajdonsagszallitasra is, pl. a latens hore. A mddszert alkalmazzak nagy

vizfelszinek felett, de egyszeriisége miatt hasznaljak mas felszinek feletti modellszamitasokban is. Vizfelszin felett
Cp és Cy tipikus érteke 1= 2-107 Az #r O 3 referencia szint (Z-' altalaban 10 m) szélsebesség €s potencialis

hémérsékleti értéke, mig ¢ a potencialis hémérséklet a felszinen (Z-" >4 ).

Kiemelt szerepet kap a mikrometeorologidban a parolgasszamitas. Erre is tobb modszer ismert. Alkalmazhatjuk
a Monin—Obukhov-féle hasonldsagi elméletet (gradiens, vagy profil modszer).

A legegyszertibb a logaritmikus sz¢l és specifikus nedvesség profil feltételezésével torténd szamitas. Nagy

vizfelszinek felett a 1égrétegz6dés elsd kozelitésben kvazi-indifferensnek tekinthetd. A %272 gzintek kozott:

;:—;1=&(1n z,-1nz) gz—glzﬁ(lnz:—ln z)
K és K

Hasznalhatjuk az ellenallas modszert is:
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LE=-Lp,ug.==p,Cstir(g, —a5)

Altalaban a Cu=Cy=C feltételezéssel €liink. Nem kovetiink el nagy hibat, ha a felszinen (ez lehet vizfelszin,

vagy novényzet) telitett levegdvel szamolunk.

Gyakran alkalmazzak a szamitasokban a Bowen-arany modszert is. A Bowen-arany a szenzibilis és a latens héaram
hanyadosa:

Azzal a feltételezéssel éliink, hogy a hére és a nedvességre vonatkozod turbulens diffazios egylitthaté megegyezik,
ugyanaz az Orvény szallitja mindkét skalar tulajdonsagot.

Ha ismert a rendelkezésre 4llo energia (a sugarzasi egyenleg és a talajba juté hdéaram kiilonbsége)
H

A=Rn-G=H+LE ¢ 3 Bowen-arany LE | vagyis a két héaram osszege és hanyadosa, akkor specialis

eseteket leszamitva  ¢és LE kiszamithato.
Az energiahaztartasi modszer és a gradiens modszer 6tvozése a Penman-modszer.

A szenzibilis hdaram alakja:

8 Rn-G+—_IE,
+¥ A +7

>

LE=
A

ahol

LE,=~Lp,Cs(z) (2, ~4y)

9: telitési keverési arany a légnyomas és a vizhémérséklet (illetve a felszin hdmérséklet) fiiggvénye, - a referencia
szint telitési specifikus nedvessége, ami a referencia hdmérséklet és a nyomas fiiggvénye.

Co(p—0.378)  ¢,.p

= =(.66 hPa K™
0.622L 0.622L

a pszichrométeres allandd. A telitési géznyomds hémérséklet szerinti valtozasat leiro & kifejezés a
Clausius—Clapeyron-egyenletbdl szamithato:

A= B8 _onoe de: L e:
® -0, I.-T: 4T R.T
A szamitasokban a Cu=Ck feltételezéssel éliink. Vizfelszin felett néhany méteres magassagban — ahol a Bowen-
L Rn-G)>»—_IE,
A+y A+y

arany modszert is alkalmazzuk, a levegd kozel van a telitettséghez, teljesiil, hogy
Ennek alkalmazésaval:

A

IE= Rn—G)

w
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Ebben az esetben teljesiil, hogy

LE-IE,
Masképpen fogalmazva: ekkor ~ LE

A Penman-moédszerbdl kiindulva az Gn. ellenallasok bevezetésével kapjuk a Penman—Monteith-egyenletet, a
Bowen-arany allomanyfliggdé parametrizacidjaval pedig a Priestley—Taylor-egyenletet. E modszerekkel itt mar
nem foglalkozunk.

G,[Wm™]

VIIL3.1. A magyarorszagi gyakorlatban a sugarzasi egyenleget a globalsugarzas (nappali 6rakban),

az ¥ [ovolead] goihgzet és a £ K] allomasi hémérséklet alapjan a kovetkezd egyszerii (Holtslag és Van Ulden,

1983, Mészaros, 2002) parametrizacios eljarassal modellezziik:

(1-@)-G.+aT —oT +e,N
I+,

Rwn

ahol =330 WmTKT 4 =60WmT =012

G=536710° Wm? K~

a  Stefan—Boltzmann 4llandé  pedig

. Egy gyengén felhds (2 okta) juliusi napon 12 UTC-kor a globalsugarzas értéke

G =880W m™ a=0,08

- . A vizfelszin albedoja , a vizhémérséklet 23 °C. Becsiiljiikk meg a sugarzasegyenleget!
Mennyit valtozna a sugdrzasi egyenleg, ha a hdmérséklet 1, 2, vagy 4 °C-kal alacsonyabb, vagy magasabb lenne?

VIIL3.2. A szenzibilis hddram értéke 100 W m 2, A Monin—Obukhov-féle hossz —50 m. Rajzoljuk fel a Ky és
Ky turbulens diffuzios egyiitthato profiljat az alsé 20 m-es rétegben. Az érdességi magassag 1 cm. Businger et al.

(1971) univerzalis fiiggvényeit hasznaljuk!

Gy =0y =(1-150" L, <0

'?}H = ¢}_'.! =1+ {:F I’.'-!O’: =0

Hatarozzuk meg az atlagos turbulens diffiizios egyiitthatot az 1-4 m-es rétegben a kovetkezd véges kiilonbséges
formula alkalmazasaval:

I N Sy L
Az Az

o, =12kgm” =1015JKg K™

A levego stirisége , allando nyomason vett fajhdje Eom , a hémérséklet 17 °C.

Mutassuk meg, hogy:

By = 1 = 1 dz ry=

Ku 5 K M ()

1 1
Kx Ky

t’Zl = Z: :]

ahol " és '# az impulzusra €s a szenzibilis hére vonatkoz6 aerodinamikai ellenallas az adott rétegben.
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VIIL.3.3. A sebességkomponensek, illetve a hémérséklet normalizalt szorasa indifferens rétegzédeés esetén a
felszinkdzeli rétegben jo kozelitéssel:

L

Su_1oy
» .

ahol ¥ az atlagos szélirdnyba esd sebességkomponens. (Megjegyezziik, hogy tobb hasonlo kozelités van a
szakirodalomban, az eltérés az egyes modszerekben alkalmazott szorzotényezdk kozott 10-25% is lehet.)

Stabilis és labilis esetben a fenti hanyadosok valtoznak. Tobb kozelité formula ismert. Ezek koziil az egyik az

Q

-
]

univerzélis fiiggvények (felszin feletti magassag és stabilitas) alapjan adja meg = és I hanyados értékét:

a,

=)

Zx =145 [, (O]

i

‘;5 =16-[g, (T

E

—0N3is -1
Adjuk meg Fu, O e 9T griekét indifferens egyensilyi helyzetben, ha a dinamikus sebesség “* = 035ms !

Hatarozzuk meg ezeket a mennyiségeket stabilis és labilis egyensulyi helyzetben is (H =—0Wm™

H=120Wm™ k=04 p,=119kgm™

>

)! Businger et al. (1971) univerzalis fliggvényeit hasznaljuk (

_ -2 -1 — oK -
BF=0033ms” K™ ¢ ,=1010Tke" K , 2=10my A dinamikus sebesség most is “*

=035ms”"

_ = 412

VIIL3.4. Becsiiljik meg a hatarréteg vastagsagot a konvektiv sebességen keresztiil, ha r=0.150kgm™ s ,
_ S, _11&= -3 _ -2 -1

H=80Wm™ p=1155kem™ oo f=0033ms™ K™ A \onvektiv felszinkzeli rétegben a vertikalis szélsebesség

szorasanal az 50 m-es referencia szintet hasznaljuk. (Els6é kozelitésként a szaraz levegd fajhdjével szamoljunk —

ezt az elhanyagolast gyakran alkalmazzak).

VIIL3.5. Adjuk meg Cu és Cr ellenallasi paraméterek alakjat az univerzalis fliggvények és az érdességi magassag
figgvényében!

Mekkora Ce és Ce indifferens esetben, ha az érdességi magassag 0,1 mm, 1 mm, 1 cm, illetve 10 cm? (A referencia
szint 10 m-re van a kiszoritasi rétegvastagsag felett.)

VIIL.3.6. A 10 m-es szinten a szélsebesség 4,7 m s_l, az ide interpolalt hdmérséklet 27 °C, a relativ nedvesség
70%. Becsiiljiik meg a vizfelszin latens héaramat az ellenallas modszer segitségével (indifferenshez kozeli rétegzddés

feltételezésével, ha a vizhémérséklet a) 26 °C, b) 27 °C, ¢) 28 °C! Cur =Ce =L1.3-107 p=1Tke m™ ', 140 omas
1000 hPa. Milyen eredmény adodna a Cr =€ =1107 g Cor=Cr =2-107 o oi alkalmazasaval? (Milyen
értékeket kapnank a hasonlosagi elmélet alkalmazasaval? Probaljunk ki t6bb univerzalis fiiggvenyt, elemezziik az
eredmeényeket, vizsgaljuk a parolgasszamitads bizonytalansagat! — Szorgalmi feladat!)

1

Sm)=425ms™,
03m)=42%ms és

VIIL3.7. Két szinten (0,5 m és 2 m) mériink a vizfelszin felett a szélsebességet ( u

u2m)=531ms>\ px sz . , . . o 2 o a1
: ), homérsékletet és a relativ nedvességet. A homérséklet 15 °C, ¢és a hémérsékletkiilonbség a

két szint kozott 0,1 °C-nal is kisebb. A 0,5 m-es szinten a relativ nedvesség 92%, a 2 m-es szinten 75%. Adjuk
meg az impulzus aramot és a latens hédramot! Hany mm a parolgas 1 6ra alatt? (¥ = 1000 hPa )

VIIL.3.8. A 10 m-es szinten a szélsebesség 7,66 m 57!, ahémérséklet 27,44 °C, a specifikus nedvesség 16,6 g kg’l.

A vizfelszin hdmérséklete 28,41 °C, a légnyomas az egyszeriliség kedvéért 1000 hPa. Most Cu=Cy=Cp=13107 .
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A levego stirisége legyen 1,2 kg m . Szédmitsuk ki az impulzus-, a szenzibilis- és a latens hdéaramot, illetve az
1 ora alatt elparolgott vizmennyiséget!

Hatarozzuk meg a virtualis hdmérsékleti fluktuaciok alapjan szamitott virtudlis szenzibilis hdéaramot is

( )! Itt azt hasznaljuk ki, hogy a virtualis homérséklet fluktuacioja a hdmérsékletfluktuacié mellett
fiigg a specifikus hémérséklet fluktuaciojatol is, hiszen

H. = EEE*T w'

T.=T+0.608g T,'=T'+0.608¢
illetve
©. =B(1+0,6087) ©,'=0©'+0.6080g"

(A szaraz levegb allandé nyomason vett fajhdjével szamoljunk.)

VIIL.3.9. Vezessiik le a Penman-formulat az

LE=-Lp,Crur(g,. —q,0)+IE,

‘E‘E" Z_LJE»;CE; E&: _Q::j

V4

egyenletet!

Mit jelent és mekkora az értéke az & ésa / paraméternek, ha Z = 1000hPa I 20°C

50%, b) 75%, ¢) 100%?

, s a relativ nedvesség a)

=1000hPa r=5°C

Adjuk meg & ésa 7 paraméter értékét, ha ¥ , és a relativ nedvesség 50%! Hogy fiigg & és

Vorar pooro 1 . ’ r ¥ r r S
a / értéke a hdmérséklett6l? Mennyire ,,érzékeny” + a nyomads valtozasara?

VIIL.3.10. A sugarzasi egyenleg egy meleg nyari nap kora délutanjan 560 W mZ A talajba jutdé héaram — a gyakran
hasznalt parametrizacios eljaras szerint a sugarzasi egyenleg 10%-a. A ndvényzettel boritott felszin hdmérséklete
20 °C. A 10 m-es szintre (kiszoritasi réteg felett) extrapolalt szélsebesség 4 m s !, a relativ nedvesség 74%, mig
a homérséklet 18,8 °C.

A nyomas 990 hPa. Becsiiljiikk meg a szenzibilis és a latens héaramot a Penman-moddszer alapjan! Hasonlitsuk
Ossze a formulaban szerepl6 két tag nagysagat is! Az ellenallasi paraméter legyen Ce=8-10" !

VIIL3.11. Milyen esetekben nem lehet megbizhatéan alkalmazni a Bowen-arany médszert? Mi torténik, ha £ = =19

A 0,5-2 m-es rétegben a hémérséklet kiilonbség —1,5 °C, a géznyomas kiilonbség —0,8 hPa a hémérséklet mérés

0.1 CC, a specifikus nedvességé +0.1hPa Adjuk meg a Bowen-arany mérés bizonytalansagat!

VIIl.4. Az Ekman-spiral

Stacionarius esetben egy horizontalisan homogén vizszintes aljzat folott indifferens rétegzédést feltételezve és
elhanyagolva a horizontalis szélnyirast az északi féltekén a szélsebességekre vonatkozo egyenleteket a kovetkezo
alakban irhatjuk fel:

bizonytalansaga
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

K, "2 fiv-v,) =0,
— .

Y fluu)=0.
cz” =

Kw.

ahol u, és v, az x €s y irany geosztrofikus szélkomponens:

1 ép
prey,

e
&

1 ép

fopféx

Feltételezve azt, hogy a turbulens diffiizios egyiitthato (K,,) értéke nem valtozik a magassaggal, levezethetjiik a
légkorben kialakulo, ugynevezett also Ekman-spiral egyenletét. A masodik mozgasegyenletet az imaginarius
egységgel (i) szorozva és dsszeadva az elsdegyenlettel a kovetkezot kapjuk:

2
— (w+ )+ fv—v, —iu+iu)=0.
cz B B

K"’.

A fenti differencialegyenlet megoldasa:

a+:’v=;‘1exp| (:’+1)1E |+Bexp| —(i+1)1E | +tg +iv,
h h

B

1

o (2K,

h= :
ahol 4 ¢és B allandok, és a hatarréteg vastagsaga - F /. Azalsé hatarfeltételek (2=0 u=0 v=0)¢sfelss
peremfeltételek (£ =, U , VY ) segitségével azt kapjuk, hogy 4 =0 és B =-u, v, , vagyis:

. . ) z .
utiv=_—u, —iv.) expl—(:+1)7 |Tug +ivg
h

A redlis és imagindrius részek szétvalasztasaval arra az eredményre jutunk, hogy:

A fenti egyenletek alapjan egyértelmt, hogy a geosztrofikustol valo eltérés jelentds és iranybeli valtozasban is

kifejez6dik. Nyugati geosztrofikus dramlas esetén (Vg - 0) az Ekman-spiral gyakran hasznalt alakjat kapjuk:

| [z z
a:agll—exp ——|cos—|.
R h
[ z\, =z
v=u_exp —— sin—.
% 4 4
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

A fenti egyenletek a magassaggal felfelé haladva er6sddo6 szélmez6t mutatnak. A szélirany pedig jobbra fordul.
Az Ekman-spiral szemléltetésére a hodografot hasznaljak (VIII.4.1. abra), amelyen a szélkomponenseket egymas
fliggvényében abrazoljak. A hodografon abrazolt fliggvény minden pontja egy adott magassagban mérhetd értéknek
felel meg. A VIII.4.1. abran lathatd, hogy a felszinen a szélsebesség nulla, a magasban pedig megegyezik a
geosztrofikus széllel. A kettd kozotti atmenet soran a szélnek a geosztrofikus szélre meréleges komponense is van,
azaz egy spiralisan fordul6 ageosztrofikus szélmezot kapunk (VII1.4.2-3. abra).

0.4 4

v

0.3 4

. : : : - .
0 02 04 06 08 10 12
73

VIIL4.1. abra. az Ekman-spirdl hodografja relativ egységekben (a geosztrofikus szél x iranyba mutat és egységnyi
nagysagu).

Hfi'fg

VIIL.4.2. abra. A szélkomponensek valtozdsa a magassaggal az Ekman-rétegben (a geosztrofikus szél egységnyi
erdsségi, és x iranyba fiij).

A hatarrétegben jelentés a geosztrofikustdl eltérdé anyagtranszport, ezt hivjuk Ekman-transzportnak. Az Ekman-
traszport értékét a kovetkezO egyenletek alapjan szdmolhatjuk ki, ahol az integral fels6 hatarat kényelmi okokbol
vessziik végtelennek:

U=[(u-u)de= —%[’_ug +7).

¥V =_!‘ [..‘v'— ‘v'gl.l dr = % ['.&g _‘p'gl.l
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

Az Ekman-traszport kovetkeztében a kétdimenzids divergencia nem egyenld nullaval. Ennek koszonhet6en fel-
vagy learamlas, ugynevezett Ekman-pumpalas jon létre. A kontinuitasi egyenletbdl kiindulva és kihasznalva a

w(z=0)=0 és wlz @)=, peremfeltételeket, a kovetkezo6t kapjuk:

f v, Su_ ) A

Lex  dv | 2pf

Ap .

, , =00 . 1 . . =0 . .
A felaramlashoz (ug ) ciklonalis, a ledramlashoz (ug ) anticiklonalis aramlasra van sziikség.

Nézziik a folyadékaramlast! Vizszintes folyadékszint felett fujo, a folyadékra T nyirofesziiltséggel hatd szél
kovetkeztében alakul ki az igynevezett felsé hatarréteg. Ebben a hatarrétegben kialakulé Ekman-spiral egyenletét

cu cv
z—xszW.ﬁ_ z—:'szW.ﬁ_
a nyirasi peremfeltétel (2 =0, cz £Z ), valamint annak tudataban vezetjiik le, hogy a folyadék

belsejében a geosztrofikus dramlast kell visszakapnunk (£ = =%, “rUg , VTV ).

Itt *° * amomentum &ram x és y iranyu osszetevdje, mig K, az impulzus szallitasra vonatkozo turbulens diffizios
egylitthato.

A folyadékokban kialakulo Ekman-spiral (gondoljunk a nagy tavak, tengerek, 6ceanok aramlasi képére) leirasara
a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

N2 (2| T z a)
u= gXp, — | [,C08 ——— —T .50 ——— |+z¢=
pfh '?‘,-ll_ \ A 4,| ..k' |
V= EXp| — || LS| ——— |+, c08 ——— ||+,
prh R R 4 e 4]
- \ 1
(2K 2
h= - |
ahol L hatarréteg karakterisztikus vastagsaga. A kapott egyenletek azt mutatjak, hogy a geosztrofikustol

eltér6 aramlas a nyirasnak koszonhetd. A folyadék aramlasi sebessége 45°-0s szoget zar be a nyirasi fesziiltséggel,
ugy, hogy az északi féltekén a nyirasi fesziiltségtol jobbra mutat.

w-u, 1.00 -

— .
0,50 -025 .’r_u' 025 050 o075 1,00

ﬂ__-i {
0.254 ﬁ\
1\‘ 0,50 4
-0.50 0.25
— 0
0,754 0 5 b

VIIL4.3. dbra. Az ,, ageosztrofikus folyadékaramlas” az Ekman-rétegben hodografon (balra), illetve komponensenként
jelélve (jobbra)
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A geosztrofikustol eltérd tomegtranszport alakja:

U= [ (u—uy)dz =2,
S £, ,Gf

0 . r
V=[(v-v,)dz=——=
[tz

Az Ekman-transzport merdleges a szélnyirasi vektorra, az északi féltekén a sz€lnyirashoz viszonyitva jobbra mutat.
Az Ekman-pumpalasra a fels6 hatarrétegben azt kapjuk, hogy:

e av) 1 "JE'E_- ar. |
W, =| —+ﬂ— dz =— —_—

L éx v priéx &y )

VIIL4.1. Bizonyitsuk be, hogy a hatarréteg aljan (2 = U) az x és y irdnyt szélsebességek megkozelitéleg egyenlSk

e
&

Z
Ert —_—
és értékiik " 71!
VIIL4.2. Bizonyitsuk be, hogy a modellbeli neutralis hatarréteg aljan a szélsebesség a geosztrofikushoz képest
45°-0s szoget zar be!

I=—11"n
VII1.4.3. Az Ekman-spiral egyenlete alapjan bizonyitsuk be, hogy az x iranyu szélsebesség a 4 magassagon

a legnagyobb és értéke u=107-x, !

h )
_ 1 P=—{uy,—v,.|
VIIL4.4. Bizonyitsuk be, hogy a 1égkdrben az Ekman-transzport értéke f=10"s és 277

VIIL4.5. Hatarozzuk meg a vertikalis sebességet a hatarréteg felso hataran, amennyiben a geosztrofikus 6rvényesség

A= -l _ _1 _ 1 -
értéke ¢ =107 , a Coriolis-féle paraméter f=10"s K, =10m"s
hogy az y iranyu geosztrofikus sebesség nullaval egyenlo.

1
és a diffazids allando . Feltételezziik,

VIIL4.6. Bizonyitsuk be, hogy a geosztrofikustol eltérd tomegtranszport, vagyis az ageosztrofikus komponensek
fels6 hatarrétegre vonatkozo integralja:

T,
U=_1 po_tx

;és af

VIIL4.7. Viharhulldmnak a part fel¢ iranyul6 dramlas miatt kialakult vizszintemelkedést nevezziik. A viharhullam
kialakulasanak az a feltétele, hogy erds szelek fiijjanak a partvonal mentén huzamosabb ideig ugy, hogy az Ekman-
transzport a part felé iranyuljon (VII1.4.4.). Az északi félgdmbon ez akkor kovetkezik be, amikor a partvonal a
sz€Itdl jobbra, a déli félgdmbdn a sz€Itdl balra talalhato. A jelenség egyszeriien leirhato a sz€Inyirassal gerjesztett
sekélyfolyadék egyenletetekkel. Az aramlasi sebességek kicsik, igy a nemlinearis tagok elhanyagolhatéak. Az

egyszeriiség kedvéért a viharhullamot egy végtelen kiterjedésti 4 mélységii medencében modellezziik, a partvonal
az y — tengellyel parhuzamos. A kormanyzé egyenletek:

i

&
E

—fv=—g

5]

T

[a}]

I
>
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és

c en T
et fu=g -
&t f S &y pH
Tog Ee2 o0
ct LCx 0

ahol T a konstans nyirasi fesziiltség, fa Coriolis-paraméter, 7 a szintemekledés.

Az egyszeriiség kedvéért a viharhullamokat egy végtelen kiterjedésti ¥ mélységii kadban modellezziik! A partvonal

mentén az aktualis mélység 7. %V

parhuzamos.
Hogy valtozik a viharhullam sebessége és a vizoszlop magassaga az iddben? Adjuk meg a Rossby-sugarat is!

A viharhullam kialakulasat és a szintemelkedés valtozasat a VIII1.4.1. videon is kovethetjiik. Azt feltételezziik, hogy
a partfal (x =0) magassaga elegendéen nagy, vagyis nem csap at rajta a hullim, nem folyik ki a viz a ,,medencébdl”

)

o
Qly
™o

o —

Ty

VIII.4.4. abra. A Viharhullam keletkezése.
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p S
\

Oceani felaramlas

VIIL4.5. abra. A parttol tavolodé Ekman-transzport felaramlast generdl, példaul Dél-Amerika partjaindl.

Amikor a partvonal mentén olyan szél fuj, hogy az Ekman-transzport a partvonalra merélegesen kifelé mutat,
akkor part menti felaramlas indul meg (VII1.4.5. dbra). A kontinuitasi egyenlet értelmében a part mellett a hianyzo
viztomeget a mélyrdl jovo felaramlas potolja.

Upwelling Currents

VIIL4.1. video. Az Ekman-transzport jelensége Dél-Amerika partjainal.

Storm Surge

st dapd [

Wik dueruy fegm 31
a0 :

* ombore wind e =] New'

* angular velcity of the Eart's roestion Chmegar=T 297107 |/sec
» graanonsd scodeanos =9 £ m e’

Rosaty rasws L1MEHSm T 43 % boay

Spievion) fdex pear>

VIII.4.2. interaktiv video. A Viharhullam keletkezése
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

VIIL.4.8. Feltételezve, hogy a levegd stirtisége allando, hatarozzuk meg, idében hogyan csokken az 6rvényesség
a hatarréteg folotti rétegben. Mennyi idére van sziikség, hogy az 6rvényesség a kezdeti érték e-ad részére csokkenjen,

10km E =10ms™

ha a l1égoszlop magassaga , a turbulens diffuzios egyiitthato értéke ~ és a Coriolis-paraméter

f = 10_‘ S_Ir)
Legyen a kiindulasi egyenletiink az drvényesség idobeli megvaltozasat leird

ds cw
= = f —
cZ

dr

egyenlet, ahol csak a horizontalis divergencia hatiasat modellezziikk. Az egyenlet felirasanal kihasznaltuk az
Osszenyombhatatlan kdzegre vonatkozé kontinuitasi egyenletet is.

VIIL.5. A stabil és az instabil keveredési réteg
vastagsaganak szamitasa

A keveredési réteg a foldfelszin felett 1évo 1égréteg, ahol a felszin kdzelében kibocsatott 1égszennyez6 anyagok a
turbulens mozgasok kdvetkeztében vertikalisan atkeverednek. A réteg vastagsaga iddben folytonosan és szakadasosan
is valtozhat. A keveredési réteg kialakulasaban a mechanikai és a termikus turbulencia jatszik szerepet. A mechanikai
turbulencia a felszin érdessége (fak, bokrok, épiiletek, domborzat) altal el6idézett vertikalis szélnyiras kovetkeztében
1étrejovo orvényes légmozgas. Mértékét az érdességi elemek magassaga, elhelyezkedése, egymastdl valo tavolsaga,
valamint a szélsebesség hatarozza meg. A termikus turbulencia a vertikalis hdmérsékleti gradiens bizonyos értékei
mellett kialakulé 6rvényld 1égmozgas a foldfelszin feletti Iégtérben. Kifejlédésében a meleg felszin feletti labilis
hémeérsékleti rétegzodés jatszik fontos szerepet. A fiiggdleges hémérsékleti gradiens iranyatol és nagysagatol
fiiggden kiilonbozd intenzitasu tulajdonsag-kicseréld mozgasok alakulnak ki a légkorben. A VIILS.1. abran a
mechanikai és a termikus turbulencia altal 1étrehozott keveredési rétegvastagsag (vagy rétegmagassag) 2 napos
iddtartam alatti valtozasa figyelheté meg.

4000

Budapest, 1996. 07. 15-16. & Radioszonda
K111 R e e

1000

Keveredesi réteg magassag
(m)
I
[==]
[}
L=}

0
uTC

VIIL5.1. abra. Keveredési rétegvastagsag szamitott értékeinek valtozasa 1996. 07. 15-16. kézott a budapesti
(12843) radioszondas felszallasok és modellszamitasok (magyarorszagi szabvany) alapjan.

A fejezet célja, hogy a megismerkedjiink a keveredési rétegvastagsag (vagy masképpen hatarréteg magassag)
szamitasara szolgalod szabvanyszerli modszerrel, amit a magyarorszagi gyakorlatban is hasznalnak. Az eurdpai
gyakorlat irant érdekléddé olvasoknak a COST Action 710 (1998) program kiadvanyat javasoljuk, ami az
internetré6l kénnyen letélthet6.

Az alabb részletezett szamitasi modszerek akkor alkalmazhatok, ha:

* avizsgalt 6rdkban rendelkezésre allnak a felszin kozeli réteg dinamikai paraméterei;
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« rendelkezésre allnak a 00 és 12 UTC-kor mért standard magas 1égkori adatok;
* avizsgalt teriilet kdzel sik;

* avizsgalt teriilet nem siirlin beépitett.

VIIL.5.1. A keveredési rétegvastagsag meghatarozasa
kilonb0z6 napszakokra

A keveredési rétegvastagsag meghatarozasara a 1égkori turbulencia két f6 fajtaja — azaz a mechanikus- és a termikus
turbulencia — szerint eltéré modszereket kell alkalmazni. A mechanikus turbulencia altal 1étrehozott keveredési
rétegvastagsagot (h) — az éjjeli és a nappali orakra — a VIILS.2. szakasz szerint kell kiszamitani. A termikus

L.<0

turbulencia altal 1étrehozott keveredési rétegvastagsagot a nappali idészakban labilis 1égrétegzédés ( ) esetén

a VIIL.5.3. szakasz szerint kell kiszamitani. (Itt L jeldli a Monin—Obukhov-féle hosszt. Meghatarozasat lasd a
VIIL.2. és a VIIIL 3. fejezetben.) Ezekben az orakban a kétféleképpen kiszamitott / érték koziil a nagyobbikat kell
venni. (A kétféle szamitasi modszer, amit dsszevetiink: i) az éjszakai keveredési réteg vastagsag szamité algoritmus
(mechanikus turbulencia), illetve ii) a nappali szamitasi mddszer, vagyis a termikus és a mechanikus turbulencia
egyiittes hatasat figyelembe vevo eljaras.) Nappali 6rak azok, amikor a globalsugarzas értéke pozitiv. A keveredési
rétegvastagsagnak legalabb 100 méternek kell lenni, ha a szamitott érték ezt nem éri el, akkor a rétegvastagsagot
100 m-re kell modositani.

Altalianos modszer

A keveredési rétegvastagsagot (/) stabilis 1égallapot esetén a kovetkezd egyenlettel kell kiszamitani:

p— ~ - _I _1 . . r
ahol &= 0,35 szamitasi allando, * a dinamikus (vagy surlodaési sebesség), f=10"s a Coriolis-paraméter a

45° sz¢lességi koron.

A szabvanymodszer szerint a 1égallapot akkor stabilis, ha a Monin—Obukhov-féle hossz reciproka (1/ J1:“) és az

érdességi magassag ( %o ) ,,koordinata-rendszerében” a mért értékek a VII1.5.2. dbra szerinti E vagy F tartomdnyaba
esnek. (Megjegyezziik, hogy az A-td1 F-ig terjedd tartomanyok a levegdkornyezet-védelemben elterjedten hasznalt

z, =50cm

Pasquill-indexet jelolik, ami a 1égkori stabilitas jelzészama (lasd pl. Pasquill, 1974). Ha (ez mar egy

falusi, vagy jobban beépitett teriilet, illetve erdd példaul), akkor, a Z, >30cm -es érdességi magassagra jellemzd

kategoridkat kell alkalmazni. A jellemzo érdességi magassag kategoriakat, ami a vizfelszin mm-es nagysagrend
alatti értékeitdl a szantofoldi teriiletek 1-10 cm-es adatain at a varosi teriiletek 0,5-2 m-es értékéig terjed, lasd
példaul Arya (2001) tankdnyvében.
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=12 -10 -08  -06 -04  -02 0

1/L. (m™)

1
VIIL5.2. abra. A légallapot ésszefiiggése a Monin—Obukhov-féle hossz reciprokaval ( L ) és az érdességi
magassaggal ( “o ).
Moédszer rendszeres magaslégkori mérés esetén éjjel

Ha rendelkezésre allnak a 00 UTC-kor mért radidszondas magaslégkdri adatok, akkor a keveredési rétegvastagsagot
(h) a kovetkez0 egyenlet alapjan iteracioval hatarozhatjuk meg:

o (A
h=Ri —
FB-A@,

>

ahol A% a felszin és a # magassag kozotti szélsebesség kiilonbség, AB, a felszin (praktikusan a 2 m-es szint) és

a ' magassag kozotti virtualis potencialis hémérséklet kiilonbsége Ry, a felszin és a # magassag kozotti keveredési

e ") ¥
rétegre jellemzd kritikus gradiens Richardson-szam (R.r( =0,25 ). Azzal a feltételezéssel éliink, hogy ekkor a *
magassag felett mar nem fejlédik ki mechanikus turbulencia, tehat szennyezdanyag terjedési feladatokban ezt a

-£

It réteget tekinthetjitk keveredési rétegnek. Tovabba ©: a stabilitasi paraméter, ahol & a vizsgalt rétegre

jellemz6 atlagos virtualis potencialis hémérséklet, € a nehézségi gyorsulas. Els6 kozelitésként

1 _1 -1
=—ms Kk
o 30

Emlékeztet6iil megadjuk a virtudlis potencialis hdmérséklet alakjat is:

N

5]

Il
.l‘H -
|l
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=1000hPa

ahol L a virtualis hémérséklet, ¥ a légnyomas, P a referencia szint nyomasa, & a levegd specifikus

gazallandoja, ‘2 az allando nyomason vett fajhdje. A L virtualis hdmérséklet alakja:

T, =T(1+0,608r)

ahol T a hdmérséklet, * a keverési arany.

Az iteraciot az alabbiak szerint kell elvégezni:

1. 1épés: A h magassag fokozatos (10 m-enkénti) novelésével szintenként interpolacioval meg kell hatarozni a B ,

AQ, és A% mennyiségek értékeit, valamint a szélsebességet és a hdmérsékleti profilt.

2. 1épés: Meg kell vizsgalni, hogy az aktualis / esetén a

Ri= J‘BAG
(Az)
Ri =025

kifejezés értéke eléri-e a kritikus Richardson-szam ( ) értékét. Ha &I értéke eléri a 0,25-6t, akkor az

ehhez tartozo 7 értéket fogadjuk el keveredési rétegvastagsagként.

A mechanikai turbulencia altal 1étrehozott keveredési rétegvastagsag meghatarozasa nem stabilis 1égallapot
esetén

A keveredési rétegvastagsagot nem stabilis 1égallapot esetén a kovetkezd egyenlettel kell kiszamitani:

h=

[
c-—
f
s

= 2 < s , r B H . : 4
ahol €=%2 szamitasi allando. A l1égallapot akkor nem stabilis, ha a Monin—Obukhov hossz reciproka ¢és az
érdességi magassag ,.koordinata-rendszerében” a mért értékek a VIIL.5.2. abra szerinti A, B, C vagy D tartomanyaba

. .y z, =50cm
esnek. Hasonloan az el6z6ekhez, ha ~*

alkalmazni.

, akkor, a erre az érdességi magassagra jellemz6 kategoriakat kell

VIIL.5.2. A termikus turbulencia altal létrehozott
keveredési rétegvastagsag meghatarozasa

A termikus turbulencia altal 1étrehozott keveredési rétegvastagsag idébeli valtozasanak meghatirozasa

Nappal, termikus konvekcio idején a keveredési rétegvastagsag fejlodését leird egyszerisitett egydimenzios modellt
harom valtozo hatarozza meg. Ezek maga a keveredési rétegvastagsag a

i
idopontban, a keveredési réteg atlagos potencialis hémérséklete (vagy virtualis potencialis hémérséklete) és a
keveredési réteget €s a szabad légkort lezard potencialis (vagy virtualis potencialis) homérsékleti ugras. A keveredési
el

rétegben a potencialis homérsékleti gradiens nulla, mig felette a szabad 1égkorre jellemz6 érték 'Y éz Itta

potencialis hémérséklet né a magassaggal. A keveredési réteg idSbeli fejlédését (% t+ar

VIIL.5.3. dbra szemlélteti.

) iddintervallumban a
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) /
p
Vi |
A.@"f /--' @
et e
@
—
. it 35 1 3
\‘\

£ i+ AL

VIIL5.3. dbra. A konvektiv keveredési réteg (vagy hatdarréteg) fejlédése a ( ) idGintervallumban. " a

keveredési rétegvastagsig, @ a keveredési rétegre jellemzé dtlagos potencidlis hémérséklet, A0, 4 potencialis

homeérsékleti ugrads a réteg tetején, " q szabad légkorre jellemzo potencidlis homérsékleti gradiens.

A harom valtozo fejlodését egy-egy differencialegyenlet irja le. A keveredési réteg potencialis hémérséklet valtozasa
a felszini

[ @'w), =—uwu-1.|

Tﬁ

(@)

¢és a réteg tetején levd " potencialis hdmérsékleti dramtol fiigg. Itt ** a dinamikus hémérséklet, amit a

szenzibilis h6aram meghatarozésa kapcsan mar ismeriink ( pegt ). A masodik egyenlet a keveredési réteg

tetején levo potencidlis hdmérsékleti aram megadasara szolgal. Ez negativ eldjeldi, és a potencialis hdmérsékleti
ugrastol, illetve a keveredési réteg vastagsaganak a valtozasatol fligg, hogy mennyi levegdt olvaszt magéaba a
vastagodo hatarréteg:

Taj
ra

(@w),=-A0,-

bl

Ty
=+

A harmadik egyenlet a keveredési réteg tetején kialakulo potencialis homérséklet ugras idébeli valtozasat adja
meg:

cAB,

&t Tt &t

ami a keveredési rétegvastagsag és a keveredési réteg potencialis hdmérsékletének iddbeli valtozasatol fiigg, ahogy
azta VIIL.5.3. dabra is szemléletesen mutatja.

E harom egyenlet kombinalasaval kapjuk a keveredési rétegvastagsag id6beli valtozasara vonatkozo kzonséges
differencial egyenletet, aminek a munkaformulaja:
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?1? I t'I-t ::
R a4 24y 1j+23 e
e Vo - R -

i@ &

B=12

Lh

4 — ¥
e 4=0-2 ¢

S szamitasi allandok. A differencialegyenlet analitikus megoldasa szerint a 7; idoponttol, a

7, id6pontig a keveredési rétegvastagsag ( = ”1) valtozasa a kovetkez6 egyenlettel adhato meg:

- —

%t’_c h+DJf -2D-(C-h+D)+D* ‘In(C-h+D))

Ry
s

ahol a szogletes zardjel mogott a két integralasi hatar a kezdeti és a befejezd idépontbeli keveredési rétegvastagsag.
A fenti egyenletben

¢ (1424 Cu )

valamint 7; a kiindulasi id6pont 7, a vizsgalt id6pont, 4, a keveredési rétegvastagsag a r; idopontban, 4, a keveredési
rétegvastagsag a 1, idépontban.

A keveredési rétegvastagsag feletti (;1‘5‘) potencialis hémérsékleti gradienst a radidoszondas mérésekbol eldallitott
e felhasznalasaval kell megadni, figyelembe véve a keveredési réteg felsd hatdrara szamitott potencialis

hémérsékleti ugras (’59*-) kritikus értékeit. A keveredési réteg felsé hatarara szamitott potencialis hdmérsékleti
ugrast a kovetkez6 egyenlettel kell kiszamitani:

o - A-h—x-B-L, 5
* (1+24)-h-x-B-L, '°

T
11

e =044 Karman-konstans, 78 az adott nap 00 UTC-s magaslégkori mérésébdl a 925 hPa és a 850 hPa-os

szint k6zott meghatarozott potencialis hémérsékleti gradiens. Ha a nap folyaman a keveredési réteg magassaga
nem ¢éri el a 925 hPa-os szintet, akkor a potencialis homérsékleti gradienst a 12 UTC-kor mért radioszonda adatokbol
925 hPa és 850 hPa-os szint kdzott kell meghatarozni. A potencidlis hdmérsékleti ugras kritikus értékeivel korrigalt
Uj értékek a kovetkezok:

ABF =46, . 05°C<AQ,£2,0°C
A@Y =0,5-(0,5°C+AB,) na A8, £0.5°C
AGY =05.(2.0°C+A8,) . 20°C<AQ, £30°C

AGF =235°C . AO,>30°C

B
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A@, =A0

Az igy kiszamitott = potencialis hdmérsékleti ugras alkalmazasaval kiszamithat6 a modellbeli modositott

1 i Cqe v ., . .
fem £ 8 potencialis hdmérsékleti gradiens:

(1+24)-h—x-B-L,
== — A@
AW —x-B-L,-h

W
f @

"

A termikus turbulencia altal létrehozott keveredési rétegvastagsag idobeli valtozasat leird differencidlegyenlet

megoldasa iteracioval torténik. Megfelelden kicsi magassaglépcsot (”’3 - ”1) valasztva a keveredési rétegvastagsag
fokozatos novelésével ellendrizhetd az egyenlet teljestilése.

A napi maximalis keveredési rétegvastagsag becslése

A nappali keveredési rétegvastagsag novekedésére szolgalo differencialegyenlet megoldasan kiviil egy egyszerii
becslo eljarassal is megadhatjuk a varhaté maximalis keveredési rétegvastagsagot.

A napi maximum hémeérséklethez tartozo varhato legnagyobb keveredési rétegvastagsagot a 00 UTC-kor végzett
magaslégkdri radioszondas mérésbol meghatarozott virtualis potencialis homérsékleti profil azon pontjanak talajszint
feletti magassaga adja meg, ahol a virtualis potencialis hdmérséklet értéke megegyezik a maximalis foldfelszini
hémérsékletbol szamitott virtualis potencialis homérséklettel (egyszerli részecske modszer).

Korrekcio homérsékleti inverzio esetén

Ha 00 ¢és 12 UTC-kor a magaslégkdri radidszondas mérések alapjan a hatarrétegben hémérsékleti inverzié van
jelen, és a két felszallas kozotti idépontokban, valamint a felszallast megeldzo, illetve azt koveté harom éraban a
VIIL5.1. szakasz szerint szamitott keveredési rétegvastagsag az inverzios réteg kozépso szintjének (a két mérésbol
szamitott) atlagos magassaganal nagyobb, akkor a keveredési rétegvastagsagot az inverzios réteg kdzépso szintjének
atlagos magassagara kell modositani. Ha csak az egyik magaslégkdri mérés mutat hdmérsékleti inverziot, akkor
a korrekciot csak a mérés idépontjatol szamitott + 3 6ras id6szakra kell alkalmazni.

=15

VIIL.5.1. Hatarozzuk meg a keveredési rétegvastagsagot éjjel 2-kor! Az érdességi magassag % cm, Legyen

-1
. =26 0cms & L.=102m,

VIIL.5.2. Hatarozzuk meg a virtualis potencialis hémérsékleti gradiens értékét a 00 UTC-s radidszondas felszallas
alapjan a gyenge inverzio6 felett a 2. és a 3. markanspont adatai alapjan a VIIL5.1.—VIIL5.5. tabldzat adataira
tdmaszkodva!

VIIL5.1. tablazat A vizsgalat ideje és helye.

A vizsgalat ideje és helye
Jel Megnevezés Erték
ho, nap Februar 15.
TyTC adott nap oraja (UTC szerint) 00 UTC
Orad a hely foldrajzi szélessége 47,43° = 0,827 radian
Mad a hely foldrajzi hosszlisaga 19,18° = 0,334 radian

VIIL5.2. tablazat. A foldfelszini meteorologiai adatok.

A 00 UTC-kor mért foldfelszini meteorologiai adatok
Jel Megnevezés Szamérték, mértékegység
Po Foldfelszini légnyomas 1004,5 hPa =100 450 Pa
Tom Léghémérséklet 2 m magassagban 279,1 K
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t 6,0 °C
Tg2m Harmatpont 2 m magassagban 2739 K
ty 0,8 °C

VIIL5.3. tablazat. A maximalis homérséklet idején mért felszini meteorologiai adatok.

A maximalis hdmérséklet idépontjaban mért foldfelszini meteorolégiai adatok

Jel Megnevezés Szamérték, mértékegység
1004,0 hPa = 100 400 Pa

T m max Léghomeérséklet 2 m magassagban 2840 K

PO max Foldfelszini légnyomads

render

t2 m, max 10,9 °C
T4 2m, max |Harmatpont 2 m magassigban 279,1 K
td, 2 m, max 6’0 °C

VIIIL.5.4. tablazat. A 00 UTC-kor mért markans ponti adatok.

A 00 UTC-kor a markans pontokban mért magaslégkori adatok

Jel Megnevezés Erték, mértékegység
z A markéns pont tengerszint feletti magassaga 380 m
T(z)) A z; markéns pont hémérséklete 278,4 K
Hzy) 53°C
TAz1) A z; markans pont harmatpontja 273,1K
tz1) 0°C
p(zy) A z; markans pont légnyomasa 97500 Pa
z A markans pont tengerszint feletti magassaga 600 m
T(z5) A z, markéans pont hémérséklete 278,6 K
1z,) 5.5°C
TAz,) A z, markéns pont harmatpontja 2723K
tz5) -0,8 °C
P(27) A z, markéns pont 1égnyomasa 94900 Pa
z3 A markans pont tengerszint feletti magassaga 2670 m
1(z3) A z3 markans pont hdmérséklete 269,0 K
H(z3) —4,1°C
TAz3) A z3 markéns pont harmatpontja 265,0K
tiz3) -8,1°C
p(z3) A z3 markans pont légnyomasa 73700 Pa

VIIL5.5. tablazat. A géznyomas kiszamitasahoz (Magnus-formula) felhasznalt allandok és a referencia nyomas a

potencialis homérséklet szamitasahoz.
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Allandék
Jel Megnevezés Erték, mértékegység
a Magnus-formula allanddja 7,45
b Magnus-formula allandoéja 235°C
Poo Referencia nyomas a potencialis 100 000 Pa
hémérséklet kiszamitasahoz

VIILS.3. Adjuk meg a keveredési rétegvastagsag napi maximalis értékét a VIIL.5.2. feladat adataira timaszkodva!

VIILS.4. Hatdrozzuk meg a keveredési réteg fejlodését labilis 1égallapot esetén 12 UTC-ig a VIIL5.2. feladat
adataibol kiindulva! (4 keveredési réteg feletti potencialis homérsékleti gradiens 1 = 0,005 K m™ a markans
ponti adatok alapjan.)

A mért 6ras meteorologiai adatokat a VIII.5.6. tablazat tartalmazza, mig a hazai szabvany alapjan meghatarozott
dinamikus sebesség, homérséklet és Monin—Obukhov-hossz adatait a VIIL5.7. tablazat mutatja. (A felszini
energiamérleg komponensek szamitasaval itt kiilon nem foglalkozunk.)

VIIL5.6. tablazat. A szinoptikus dllomdson mért ords meteoroldgiai adatok (lasd a VIIL. 5.2 feladatot is).

Bemené adatok
Tyre Hm Uym N 14,2 m
[°C] [ms] [okta] [°C]
6 4,1 1,0 4 0,3
7 4,8 1,0 3 1,3
8 5,5 2,0 3 2,5
9 6,8 1,0 2 4,0
10 7,3 2,0 2 6,0
11 9,4 3,0 2 7,5
12 10,5 2,0 2 6,3
VIIL5.7. tabldzat. Az ™, L. és L. paraméterek értékei az oras meteorologiai adatok alapjan a magyarorszagi

szabvanymdodszer felhasznaldasaval.

tyrc i, T. I,
[ms] [K] [m]
6 0,05 0,04 4.4
7 0,07 0,05 6,1
8 0,17 -0,18 -11,2
9 0,10 -0,54 -3,0
10 0,18 -0,38 —-6,1
11 0,24 -0,27 -15,6
12 0,18 -0,32 -73

A szamitas elvégzéséhez a kovetkezd adatok szitkségesek:

* alabilis keveredési réteg fejlodésének kezdeti idopontja (¢1);
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u_, T, 65 I_),

B

az egyes oOrak standard meteorologiai méréseibdl kiszamitott dinamikai paraméter (
+ akeveredési réteg feletti atlagos potencialis hdmérsékleti gradiens ([1).

A 12 UTC-s radioszonda felszallasbol (ha van) a foldfelszinen, illetve a féizobar szinteken mért 1éghémérsékleti
adatok.

VIIL.6. A turbulens keveredés, a szennyez6anyag diszperzidja

A fejezet célja a hazai szabvanymodszerek alapjan a szennyezbanyag-terjedés leirasaban hasznalt turbulens
keveredési folyamatokat leird paraméterek meghatarozasa és alkalmazas-orientalt szamitasa. Ezzel is szeretnénk
kihangstlyozni a hatarréteg-meteorologia fontossagat, s ramutatni a gyakorlati alkalmazas lehetdségeire.

VIIL.6.1. A fustfaklya k6zépvonalanak kiszamitasa

A pontforrasbdl kilovellt flistgaz kilépési sebességgel €s a kornyezetnél magasabb hdmérséklettel rendelkezik. Ez
a két hatds okozza a fiistfaklya felemelkedését, amelyet a VIIL6.1. dbrdn 8% -val jelsltiink. Az abra tovabbi jeldlései
akovetkezé mennyiségeket jelentik: /2, a kémény magassag, & az effektiv kéménymagassag, I a fiistgaz kilépési

hémérséklete és L a kornyezeti levegd homérséklete.

VIIL6.1. abra. Fiistfaklya emelkedés sematikus képe ( g kéménymagassdg, M a fiistfiklya emelkedése H az
effektiv kéménymagassag, T, a fiistgaz kilépési homérséklete és T, a kornyezeti levegé homérséklete, a szaggatott
vonal jeloli a fiistfiklya kézépvonalat).

A fistfaklya kozépvonalanak magassaga a forrastol vett tavolsag (x) fiiggvényében az alabbi alapdsszefiiggéssel
hatarozhat6 meg:

H(x) =k +Mi(x)

A fustfaklya kdzépvonalanak magassaga a leveg6ben torténd terjedés soran valtozik, mely érték fligg a légkdri
stabilitastol, a forrastol vett tavolsagtol, a fiistfaklya emelkedés mértékétdl és a keveredési rétegvastagsagtol.

A kornyezeti levegdbe kibocsatott flistgaz a 1égkori viszonyok fliggvényében mas és més folyamatok hatdsa ala
kertiilhet. Egy ilyen hatast szemléltet a VIII.6.2. dbra, ahol a szél hatdsara a kornyezeti levegd bekeveredik a
fiistfaklya belsejébe, amelynek eredményeképpen a fiistfaklya gyorsan elveszti felhajtd erejét és nem képes a
kéménymagassagnal magasabb rétegekbe emelkedni.
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VIIL.6.2. abra. Szélsebesség hatdsdra létrejovo kornyezeti levego bedramlas (higulas) a fiistfaklyaba.

s = :'\.,-‘. )
- ,m..l y

1) Kémény tetején torténo , kimosodas™

2)Talajszintre térténd lekeveredés (mechamkus hatas)

VIIIL.6.3. abra. Keét példa a fiistfaklya lecsapodasara: a kémény tetején torténd kimosodas (1) és a kérnyezé épiilet
altal eldideézett talajszintre torténd lekeveredés (2).

A kémény tetején torténo fiistfaklya lemosodas (VIII.6.3. abra (1) rész) akkor jon 1étre, ha a kilépési sebesség és
a sz€lsebesség aranya nagyon kis érték. Ebben az esetben az alacsony nyomas miatt a kémény sodorvonalaban a
fiistfaklya lejjebb hizodhat a kémény mogotti teriileten. Ilyenkor a 1égszennyez6 anyagok atkeveredése és szorodasa
csokken, ami kdzvetleniil a kémény mogotti szélarnyékban magas koncentraciokat okoz.

A légaramlast az épiiletek hatasara kialakulo orvények (mechanikus turbulencia) perturbalhatjak. Az Srvények
hatédsara a kibocsato forras magassagatol fiiggéen a fiistfaklya lecsapodhat a talajfelszinre. (V1I1.6.3. abra (2) rész).
Ezt aerodinamikai vagy épiilet altal okozott kimosddasnak nevezziik, amely a forras szélarnyékos teriiletén, a
talajszinten szintén magas szennyezéanyag koncentraciot okoz.
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

A fiistfaklya kézépvonalanak kiszamitasa stabilis 1égrétegzodés esetén

Stabilis 1égrétegzddés esetén a fiistfaklya emelkedését ("Mﬁ("')) a forrastdl vett tavolsag fliggvényében az alabbi
egyenlettel kell kiszamitani:

/ NVE T - 5 . ]

F | IN- (0,77 x| (0.7¥ x|

Ah(x)=12,66 _',F: | 0.7 F’"‘-sin 0.7N-x |+1—cos 0 -
N, || £, | | |

. | i, |

>

ahol az u, haladasi sebesség (sz€lsebesség) ¢s az N (Brunt-Viisild ferekvencia) kezdeti értéke a kéménymagassagban

(hy). (Az emelkedd fiistfaklya kézépvonalaban a forrastol < tavolsagra a forrds kézépvonalanak magassaga ",

.) A képletben szerepld F,. E, akéménybdl kiaramlo flist sebességével, illetve a felhajtoerdvel és a kéménymérettel

kapcsolatos modositd faktorok. Képlettel kifejezve:

AT,
Fo=g-w -»r  —
T
T(h ]
E, = ) Wi -,
AT, =T,~T(h)
- -~
N= £ 2
| ©z) éz |

Ah(x,)

A fiistfaklya emelkedés (2709 szamitott értékét korrigalni kell a maximalis fiistfaklya emelkedés ( ), a

semlegeshez kozeli 1égrétegzddés esetén szamitott maximalis flistfaklya emelkedés (‘Ml’-) és a stabilis [égrétegzodés
esetén a kis szélsebességek mellett fellépd maximalis flistfaklya emelkedés (‘mﬂf ) figyelembevételével.

A fustfaklya maximalis emelkedési helyének a forrastol vett horizontalis tdvolsagat ('T—f) altalanos esetben a
kovetkezo Osszefiiggés hatarozza meg:

* A fiistfaklya maximalis emelkedése:

513
Fo
|

u,-N* |

Ah(x,) =166

» Kozel semleges légrétegzddés mellett, amikor N értéke nulldhoz kozeli, a flistfaklya maximalis emelkedése:

- j.-_: ‘.::3-_,'1’ 1.7:
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

Itt * a dinamikus (vagy surlodasi sebesség).

Stabilis 1égrétegzddés esetén kis szélsebességek mellett a flistfaklya maximalis emelkedését a kovetkezd egyenlettel
kell kiszamitani:

) 4 F:,l 4
Ak =?

Ah(x). Ah(x,), Al Ak

A fentiek alapjan kiszamitott négy érték: ¢, valamint a keveredési rétegvastagsag és a

kéménymagassag kiilonbségének ( A= ) figyelembevételével stabilis 1égrétegzodés esetén a fiistfaklya emelkedést

az alabbi kifejezés adja meg a forrastol vett x tavolsagban:

Ah(x) =min [.-'la'i (x), Ah (1) Ak AR (h— I:-__)}

A fiistfaklya kozépvonaldnak kiszamitasa labilis 1égrétegzodés esetén

Labilis 1égrétegz6dés esetén 270 t a kovetkez egyenlet hatarozza meg:

RNE
Ah(x) = 3}:_"‘-l+ 3 Fx |

Gul 28 u |

ﬁ=05f‘_,,.}‘_,

ahol most pedig a kordbban mar megadott paraméterek.

u(h)

Labilis 1égrétegz6dés esetén “= , ahol u(h,) a sz€lsebesség a fiistfaklya kozépvonalaban.

A korlatozott keveredés miatt a forrashoz kozel ('T <X )a fustfaklya tomegkozéppontja lesz a fiistfaklya magassaga
H (xX)=h +Ahix

(HD=h+ B0

A forrastol tavol (""} """-) — ahol a szennyezOanyag mar jol atkeveredett a rétegben — a keveredési réteg felezo

H (xy=h!2 . e . .. .
g ). A fiistfaklya emelkedés (vagy siillyedés)

H,()

magassaga ("' 2) adja meg a fiistfaklya kozépvonalat(

utolso6 szakaszaban ( Yy SXS X ) a fiistfaklya kdzépvonala ("~ # ) ) linearisan valtozik ezen hatarok kozott.
értéke a fiistfaklya emelkedése soran nem haladhatja meg a keveredési réteg magassagat.

A fustfaklya kozépvonalanak magassagat a forrastol vett x tavolsag fiiggvényében — a fentiek alapjan — a kdvetkez6
Osszefiiggés adja meg:

min {(f:-__+~_1.a'i(:r)) . f:-} . ha XEx,;

J (6 =)

H,(x)=1H,()+

|

[ =]
-
=
=)

e

A fiistfaklya stabilizaciojanak tavolsaga, *7 az alabbiak szerint hatarozhaté meg:
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

hy B 255 x, =119F"
VIII.6.2. A keveredési réteg paraméterek vertikalis atlagai

A diszperzids egyiitthatok meghatarozasahoz sziikkség van az u(z). (2). 7.(2) és W @ keveredési réteg
paraméterck vertikalis atlagainak eldallitasara (szélsebesség, szorodas, Lagrange-féle karakterisztikus idd). Az

h, =HP(J.jF) , h,

X=X, Z
e €S a

atlagolast a receptor pont felett (" ) a flistfaklya tomegkozéppontjanak a magassaga,
magassag kozotti rétegben kell elvégezni. A vertikalis atlagokat altalanosan € -nal jeloljik:

A

e= [EGLE

(h,—h,)

>

ahol

hy =max (H (x,)-2.15-0.(3). z,|

E)

= Hp (x,)

(x) u(z2) és & (2)

Az integralas felsé hataranak megadasakor szerepel T
o, (H,) . ulH,)

, amely fiigg értékétol. Elso 1épésben a

és az értéket kell hasznalni a 7= (x) kijelolésére, majd a "% Kiszamitasara. Mésodik 1épésben az

elsd 1épésben kiszamitott o.(x) b
értéket.

ismeretében Gjra meg kell hatarozni "% értékét, majd ujra ki kell szamitani €

Az integralast, vagyis € értékének meghatirozasat az allapotjelzék linearis profiljainak feltételezésével kell
elvégezni.

VIII.6.3. A szennyezbanyagok turbulens diszperzidja

A pontforrasbdl eredd szennyezdanyagok terjedését Gauss-modellel irjuk le, amibdl a felszini szennyezéanyag

koncentraciora £ Z) a kovetkezd Gsszefiiggés adodik:

0 foaf . 1 z—H©V (1 z+mE Y]
Hlx z)= expl —— [ |3 — 2 ltexpl —= ||}
me@amua | 2@ T e ) T 2 e@ )

5

G?: (.T).. " 5‘_ l:_\')

ahol Q a kibocsatott szennyez6anyag mennyisége, a szennyezOanyag koncentracio standard szorasa

horizontalis és vertikalis iranyban a forrastol * tavolsagra, uz) 5 sz¢lsebesség Z magassagban, H ) 7 effektiv
kéménymagassag. A képletben szereplé horizontalis és vertikalis diszperzios egyiitthatok szamitasara eltérd
eljarasok alkalmazandok stabilis és labilis légrétegzodések esetén. A kdvetkezokben ezzel foglalkozunk.

A horizontalis diszperzios egyiitthaté meghatarozasa stabilis 1égrétegzodés esetén

A horizontalis diszperzios egyiitthatot a kovetkezo Osszefiiggés adja meg:
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h-z,

- 156()

A Lagrange-féle id6skalat ( Ty ) a kdvetkezdképpen szamitjuk:

..q
I

Lol

—max |
ahol Tree =B (2.7}
A horizontalis diszperzios egyiitthatéo meghatarozasa labilis 1égrétegzédés esetén

A definicios egyenlet:
—=y 12
oy | -=x

G‘.'I:I)_— o B
i u-(l+a-X)

ahol a hatvanykitevs 2 = %3 tovabba:
o) -x

Kovetkez6 1épésben a vertikalis diszperzios egyiitthatd meghatarozasaval foglalkozunk stabilis és labilis rétegz6dés

esetén.
A vertikalis diszperzids egyiitthato meghatirozasa stabilis 1égrétegz6dés esetén
A vertikalis diszperzids egyiitthato a keveredési rétegben levo forras esetén egy emelt szintii és egy felszini

B

29 oo+ 22 o

részbol all:

o= 1-

— 12

A vertikalis diszperzios egyiitthatd emelt szintli komponense:
o) -t

O (x)=-
{ I

-

==

ahol %, A vertikalis atlagos Lagrange-féle idoskalat ( I ) a kovetkez6 Osszefiiggés hatarozza meg
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ahol

n

az neutralis skélahossz,F =0.36-H,0) ,

~ 7,11
F.=0=2?-&

és az ‘» stabilis skalahossz, N

Az Gsszetett skalahossz (/) erésen stabilis feltételek mellett vagy nagy kibocsatasi magassagok esetén megkozeliti
a stabilis érteket (/).

A vertikdlis diszperzios egylitthato felszini dsszetevdjét a kdvetkezd egyenlettel kell kiszdmitani:
- 5 -13

H X407 E
=

=

o, ()=
- x %

ahol ¥ a vizsgalt rétegre jellemz0 atlagos szélsebesség, % a strlodasi sebesség, mig L. a Monin—Obukhov-féle
hossz.

A vertikalis diszperzids egyiitthaté meghatarozasa labilis légrétegzodés esetén

A vertikalis diszperzios egylitthato is egy emelt szintli és egy felszini részbdl all, és a kovetkezd egyenlettel
hatarozhat6 meg:

o (x)= 1,'63 () + o (x)?

A vertikalis diszperzios egyiitthatd emelt szintii része:

- ".1 2
20,00 ]

G, (9 =

k2| =

>

ahol

Wy - X

Gze_:(x) = ajl IE;I: B

>

"= a konvektiv (vagy tiszteletbdl a Deardoff) sebesség. Ez a konvektiv keveredési réteg (vagy hatarréteg) egyik

skala paramétere:

W, = [—ﬁf’:&.f. ]1 :
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ahol A=2'Tv o vastagsagu keveredési rétegre jellemzé atlagos stabilitasi paraméter (v az atlagos virtualis

hémérséklet), “* a dinamikus homérséklet. A képletben j=1 szerepel, ha a fiistfaklya felfelé és j=2 ,haa
fiistfaklya lefelé iranyul.

, <01k

H , akkor
."H )l
o, =0.6+0.4| 222 |
’ L01k |
mig abban az esetben, ha HP('T) 20, lr", akkor
o, =1
Nézziik meg b megadasat:
ha /=1, akkor =R @ pa /=2 axkor 2=R @
ahol £=20, Végezetiil nézziik meg % eldallitasat is:
=2, .
|_ oy | [ a-5 1 r. o 4 Hfl 1
a =— o e ST =
21 W 2 2 )
ha ¥~ °, akkor ,
—T1? . .
(@) (as 1 4 2 4)
a, = - O:S—l o -8 4—=
s w, 2 2 I
ha ¥ ~ =, akkor ; <
A fenti egyenletekben szerepld paraméterek:
-5 S = - “_‘31 11:: ]
1+R? (V2. )
g=—- 2 | | Oy | W
1+3R°  F=1+R° 0 J |
ahol teljesiil
'I.i.j
, _=0.125
ha 509> Uzln, akkor , és
o W g5
ha H,(=0, lr", akkor "
A vertikalis diszperzids egyiitthato felszini része pedig
o.(x=5|1-10- ﬁ;p = - 1
L SLAVIRS'Y. |L|’ha H (%)< 0:1;»_.’
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

oL (0=0  H,(9201h

e % =03,

A fustfaklya terjedésének megismerése és egyszerti modellezése segit a valosagban lejatszodo terjedési folyamatok
megértésében €s a komplex 3D modellszamitasok kiértékelésében. Erre mutatunk példat a VIIL6.1. videon, ahol
egy szazhalombattai szennyezdanyag forrds hatasat modellezziik az USA HYSPLIT szabadon let6lthetd terjedési
modellel és az ELTE Meteoroldgiai Tanszékén fejlesztett terjedési modellel (PyTREX). A videokat Leel6ssy Adam
doktorandusz és Ludanyi Erika meteorologus hallgato készitette.

NOAA HYSPLIT MODEL
Caoncentration (mass/m3) averaged between Omand 100m
Integrated from 0200 23 Feb to 0300 23 Feb 13 (UTC)
Release started at 0200 23 Feb 13 (UTC)

i " = |
E his : =1.0E-11 mass/'m3
Ll k/' 1.0E-12 mass/m3
o 3 1.0E-13 mass/m3
= Y 4
E 3 5o =1.0E-14 mass/m3
L=N =) io . E\. Maximum: 1.7E-11 mass/m3
! 14 h 18 8 20 22 Minimum: 3.5E-16 mass/m3
5
<
L
=
—
a
(2]
— |
=
[+3]
(47}
o} —
ok & - i
=+ \i\ g
—_ -
r P et
: oUW ez Y
=] Loy ] Sl
&L= " > ) { <
GDAS METEOROLOGICAL DATA
This is not a NOMgmduc‘t. It was produced by a web user,
geliaat:at: lat.: 473291 lon.: 169175 Hgt:0to 50m
ollutant:
Release Quantity: 1 mass Start: 1302232  Duration: 24 hrs, D min
Pollutant Averaging/Integration Period: 1 hrs and O min
Dry Deposition rate: 0 cmis Wet Removal: Mone #Part: 10200
Meteoralogy: 0000Z 22 Feb 2013 - GDAS1
Job ID: 22B327 Job Start: Mon Apr 1 19:50:20 UTGC 2012

VIIL6.1. video. Szennyezéanyag terjedés modellezése a HYSPLIT modell alapjan Szazhalombattara. (Készitette
Leeldssy Adam doktorandusz és Ludanyi Erika meteorologus hallgato.)

oogle:

84,36 km
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VIIL6.2. video. Szennyezdanyag terjedés modellezése a PyTREX modell alapjan Szazhalombattara. (Készitette
Leeléssy Adam doktorandusz.)

VIIIL.6.1. Hatdrozzuk meg a fiistfaklya kdzépvonalanak elhelyezkedését a forrastol tavolodva a VIIL.6.1.—4. tabldzat
adatai alapjan labilis rétegz6dés esetén!

VIIL6.1. tablazat. A mérchely és a mérés fobb adatai.

A vizsgilat ideje és helye
Jel Megnevezés Szamérték, mértékegység

Ho, nap Februar 15.

e Az adott nap oraja (UTC szerint) 12 UTC

B A hely foldrajzi szélessége 47,43°= 0,827 radian

1. A hely foldrajzi hossziisaga 19,18°= 0,334 radian

B A hely tengerszint feletti magassaga 140 m

z, A receptor pont foldfelszin feletti magassaga (a|l m
kéményalap magassaga: Z=0)

VIIL6.2. tablazat. Mért és szamitott meteorologiai adatok.

Meért és szamitott meteorologiai adatok

Jel Megnevezés Szamérték, mértékegység
D Légnyomas az allomason 100 400 Pa
' Léghémeérseklet 2 m magasan 10,5 °C
T 283,6 K
U —u Szélsebesség a 10 m-es magassagban 2ms’!
fo) Potencialis hdmérséklet a 2 m-es magassagban  |283,3 K

VIIL.6.3. tablazat. A felszinkozeli réteg dinamikai paraméterei.

A felszinkozeli réteg dinamikai paraméterei

Jel Megnevezés Szamérték, mértékegység
L Monin—Obukhov hossz -7,3m
T. Dinamikus hémérséklet -0,32 K
" Surlodasi sebesség 0,18ms"

Tudjuk tovabba, hogy a kéménymagassag szintjében a szélsebesség értéke:

u,=u(h)=u(100m)=32ms"
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

Megjegyezziik, hogy a hazai szabvany foglalkozik u(2). 0, (2). 7.(2) profilok megadasaval is mind stabilis, mind
labilis rétegzddés esetén a felszinkdzeli réteg paramétereinek az ismeretében. Mi ebben a feladatban nem
foglalkozunk ezek eldallitasaval a sziikséges adatokat kozoljiik.

A keveredési réteg szélprofiljanak és a vertikalis diszperzios egyiitthatd profiljanak ismeretében az atlagos

I | — -1
=5/ I3 e =
u=5Tms" . Ou 0.619ms -

szélsebesség és az atlagos vertikalis diffuzios egyiitthato értéke legyen rendre:

VIII.6.4. tablazat. A kémény ¢és a kibocsatott fiistgdz paraméterei.

A kibocsatott fiistgdz paraméterei

Jel Megnevezés Szamérték, mértékegység

B Kéménymagassag (megadasakor figyelembe kell | 100 m
) venni a kémény tetején jelentkezd fiistfaklya
learamlast)

” A kémény tetején a fiistfaklya learamlasaval|2,5 m
’ korrigalt kéménysugar

1

w, Fiistgaz kilépési sebesség IS5ms”

T Fiistgaz homérséklete 433K

() A kornyezeti hdmérséklet a ledramlassal korrigalt|281,9 K
) kéménymagassagban

VIIL6.2. Adjuk meg — az el6z6 VIII.6.1. feladat adataira tdimaszkodva — a horizontalis diszperzids egyiitthatot a
forras 5 km-es korzetében labilis 1égrétegzédés esetén!

A forrastol vett x tdvolsag fiiggvényében a VIIL 6.1. feladatbdl ismert a flistfaklya kdozépvonalanak a magassaga,

2, s mar ismertnek tekintjiik %) értékeit, amit a VIIL6.5. tablazatban kdzliink.
(—114
VIIL6.5. tablazat. A fiistfaklya kézépvonalanak a magassdga, |' G"'-l és © értékei a forrastol vett * tdavolsag
fliggvényében.
* H,(x) (o |1 : u
[m] ’ [m s'l]
[ms™]

100 m 178,4 0,704 43

200 m 221,2 0,704 4,7

300 m 2574 0,704 5,1

400 m 289,7 0,704 5,5

500 m 319,5 0,704 5,8

600 m 3474 0,705 6,0

700 m 373,8 0,706 6,3

800 m 398,9 0,708 6,5

900 m 423.0 0,710 6,7

1000 m 446,3 0,713 6,9

2000 m 445,1 0,708 5,8

3000 m 389,1 0,696 4,6
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4000 m 333,1 0,693 4,3
5000 m 277,1 0,691 3,9

VIII.6.3. Adjuk meg a vertikalis diszperzios egyiitthatot — a VIIL 6. 1. feladat adatait felhasznalva — a forras 5 km-
es korzetében labilis 1égrétegzodés esetén! A forrastdl vett * tavolsag fiiggvényében ismert a flistfaklya

—.12

kozépvonalanak a magassaga H,( , s mar ismertnek tekintjiik \7 és “ értékeit is, amita VII1.6.6. tablazatban
kozliink.
=12
VIII.6.6. tablazat. A fiistfaklya kézépvonalanak a magassdga, %) bs U brtdkei a forrastol vett x tavolsag
fliggvényében.
* H,(x) (o |1 : u
[m] [m s'l]
[m s7]
100 m 178,4 0,639 4,3
200 m 221,2 0,637 4,7
300 m 2574 0,635 5,1
400 m 289,7 0,634 5,5
500 m 319,5 0,633 5,8
600 m 3474 0,633 6,0
700 m 373,8 0,632 6,3
800 m 398,9 0,632 6,5
900 m 423,0 0,632 6,7
1000 m 446,3 0,633 6,9
2000 m 445,1 0,635 5,8
3000 m 389,1 0,618 4,6
4000 m 333,1 0,615 4,3
5000 m 277,1 0,612 3,9
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IX. fejezet - Légkori hullamok

Tasnadi Péter

IX.1. Fellleti és térbeli hullamok, a kis
perturbacidok modszere

A légkorben, a tengerekben illetve a viz felszinén és a 1égkori hatarfeliileteken bonyolult, hulldmszerti zavarok
terjedhetnek. Az sszetett hullamformak azonban Fourier-sorok, illetve Fourier-integralok segitségével harmonikus
hullamok 6sszegeként adhatok meg. Ezért tobbnyire elegend6 az egyszeri harmonikus hullamokkal foglalkozni.

A vonal mentén terjedd egyetlen harmonikus hullam az

v =Asin(loc—or)

@
gy
osszefiiggéssel adhatd meg. Ez a hullam a pozitiv * tengely irdnyaban & sebességgel terjed. A formulaban
hiia T
= — JEL = - -
4 g hullam amplitadoéja T ahulldm kérfrekvenciaja A pedig a hullaimszam, ahol T a periodusidé +

pedig a hullamhossz (IX.1.1. abra).

E fejezetben a folyadékdinamikdiban szokdsos modon a kétdimenzios folyadékban az y irany jelenti a folyadék
magassagat. Ha hullammegolddst néziink, akkor — a fenti egyenletben * = O kil vegez hullammozgast a folyadék

A gmplitudéval, vagyis a folyadék magassdga a referencia szinthez képest = és +4 kozétt valtozik.

¥ y >
|
A
' v \"_ o X
“, -11“ i
p— - L — e

IX.1.1. abra. Hullam sematikus képe az (x, y) sikon.

Az ¥ iranyban terjedd tetszOleges zavar az

yix )= ]. A(k) g et g1

Fourier-integralallal (hullamcsomag) adhatdé meg. A zavart természetesen az integral valos része reprezentalja, a
komplex irasmodot a szamitasok egyszerlisitésére hasznaljuk. A tapasztalat azt mutatja, hogy az 6sszetevd hullamok

@ korfrekvencidja a & hullamszam fiiggvénye lehet. Az © = wik) Osszefiiggést diszperzios relacionak nevezziik.

Amennyiben a hullamcsomag a k hullamszam koré csoportosul és |48 a k hullamszam koérnyezetétdl eltekintve

elhanyagolhatdan kicsiny, akkor a diszperzids relacio a k hely kdrnyezetében sorba fejtheto:
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m(ﬁc)m(k.)ﬂk—kgg

A IX.1.2. dbra a feltételezett <) amplitidé eloszlast mutatja. A hullamcsomag ekkor az

dk

alakban irhato fel.

i
Ak) |

Ay [~ 77T TN

IX.1.2. dbra. Az 4 amplitidé eloszlisaa & hullamszim kériil

Lathato, hogy a formula két tényezore esik szét, az els6 tényezo a K hullamszamu klasszikus hullam, a masodik

de
xX— E t
csak az & kifejezést6l fiigg. Ez mutatja, hogy a hullimcsomag burkoldja, azaz a hullimcsomag, mint egész

a

sebességgel mozog. Ezt a sebességet csoportsebességnek nevezziik. A csoportsebesség altalaban kiilonbozik a
csomagot alkoto hullamok fazissebességétol, ezért a hullamcsomag az idé mulasaval ,,szétfolyik”.

A hullamszam vektor és a hullam terjedési iranya

Egydimenzids hullamok esetén a hullamterjedés a terjedés vonala mentén pozitiv, vagy negativ iranyban térténhet.
A hullamszam vektort is ennek megfelelden latjuk el el6jellel. Sikbeli, illetve térbeli terjedés esetén a hullamszam
vektort a hullamterjedés iranyaba mutaté vektornak tekintjik.

Sikban terjed6 egyenes hullamok esetén (a hullamfrontok, azaz az azonos fazisti pontok egyenesek) a hullamszam
T

nagysaga a IX.1.3. dbra jeloléseivel a # hullamhossz segitségével a szokasos A formulaval adhaté meg. A

k hullamszam vektor pedig a terjedési sebesség iranyaba mutat
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IX.1.3. abra. Sikban terjedd egyenes hullamok, (a hullamfrontok, azaz az azonos fazisu pontok egyenesek) és a
hullamszam nagysdga.

Ha nem a terjedés irdnyaba es6 egyenes mentén haladunk, akkor az azonos fazist pontokat hosszabb uton érjiik
el. Ennek megfeleléen bejeldltik az abran az * és - irdnyba esé "= és “+ hullamhosszakat. A IX.1.3. dbrdrél

leolvashato az is, hogy a terjedés iranyanak az * tengelytsl mért ¢ szdgével kifejezve

. A A
sSin @ =— Cos@ =—
A, A
T és x,
Ily médon
1
A=A +a7)1
Bevezetve a
. -1
I=i1, m=J

jelolést, a hullamszam vektor:

hiia T2
=" +m"

k=le +me, [k|= P)

A hullam fazissebessége a fazisvonalak allasara mer6leges iranyba mutat, és nagysaga

c=

=58

A
T

vektorialisan pedig:

Vegylik észre, hogy a fazissebesség komponensei nem egyeznek meg a megfeleld tengelyek mentén mért
fazissebességgel.

A csoportsebességet a
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egyenlettel definialjuk. Itt a Vi jelolés azt jelenti, hogy a derivalast a k-térben kell elvégezni.

Vizfeliileti hullamok

Belathato, hogy a végtelen mélynek tekinthetd viz feliiletén terjedd X hullimszamu hullamcsomag diszperzis
relacidja

ahol @ a folyadék feliileti fesziiltsége, # a siiriisége, € a nehézségi gyorsulés.

A hanghullamok terjedési sebessége a levegdben

K =—
G =VERT ahol &

a leveg6 alland6 nyomason és térfogaton vett fajhdjének hanyadosa.
A folyadékok hatdrfeliiletén terjedd hullimok

Két kiilsnboz6, rendre £1 és £2 stirGiségti folyadék hatarfeliiletén terjedd hullam diszperzios relacidja, ha mindkét
kozeg végtelen mély és a feliileti fesziiltség elhanyagolhato:

a = gkpl_p:

a0,

A hatérfeliileten terjedd hullamok targyalasakor a hullam kovetkez6 tulajdonsagait hasznaljuk fel. Feltételezziik,
hogy a folyadék Osszenyomhatatlan ¢és surloddsmentes. A hullam sebességmezeje kétdimenzios

#[ue v 0.v(x .9.0] és feltételezziik, hogy a mozgas rotaciomentes, azaz

(A feltétel biztosan teljesiil, ha a folyadék eredetileg nyugalomban volt, mert ez azt jelenti, hogy ¢ =9 -ban a feltétel
teljesiilt, a kétdimenzids surlddasmentes drvényességi egyenlet pedig biztositja az 6rvényesség megmaradasat.)

Az drvénymentesség miatt 1étezik sebességpotencial, azaz

i

o CV

Az dsszenyomhatatlansag miatt ¥ -V =0 azaz a sebességpotencialra teljesiil a Laplace egyenlet:
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Megjegyezziik, hogy a sebességpotencialra itt alkalmazott — az elméleti hidrodinamikaban elterjedten hasznalt
jelolés — elter a meteorologiai gyakorlatban megszokottol. Ismét hangsulyozzuk, hogy a kétdimenzios

folyadékaramlasban az (x, y) sikban dolgozunk, a sebesség-komponensek ™=V, s az y tengely a helyi fiiggéleges
iranyaba mutat. E jeléléssel a folyadékaramlas kétdimenziossagat hangsulyozzuk.

v

A folyadék mozgasa a hatarfelilet ¥ =707 perturbaciojabél szarmazik. A fenti feltételek mellett a Laplace

egyenlet megoldasaval meghatarozhatjuk a ox. 3.7) sebességpotencialt és abbol a V(% ¥, 1)

V4

sebességmezot. A
kicsiny tagok elhanyagolasaval az egyenleteket linearizaljuk.

A Laplace egyenlet megoldésai koziil olyat kell kivalasztanunk, amely eleget tesz a kovetkezdknek:

a) kinematikai feltétel a felszinen, vagyis a felszini folyadékrészek a mozgas soran mindig a felszinen maradnak;

b.) dinamikai feltétel, vagyis érvényes a Bernoulli-egyenlet nem stacionarius alakja:

§E+£+1

& p 3V r=00

ahol (@) tetszoleges, csak az id6to] fiiggd fiiggvény, és £ = £V

(Emlékeztetiink, hogy y-tengely iranyaba mérjiik a folyadék vastagsagat, igy egy referencia szinthez (* = 0 ) képest
a tomegegységnyi folyadékelem potencidlis energidgja: % =~ &Y )

c.) nyomasi feltétel a felszinen, vagyis a folyadék felszinén a nyomasnak meg kell egyeznie a kiils6 nyomassal.
A hullamok leirdsa komplex fiiggvényekkel

A hullamok kezelése gyakran egyszeriibbé, valik, ha az
v =Acos(foc— ot + )
fiiggvény helyett az

y=Ae"™

komplex fliggvényt hasznaljuk. Az * = A komplex fiiggvénynek az Re

Moivre-formula szerint

v e¥ = coso+ising

" valds része az

Rey = Acos(foc— o+ &)

megegyezik a hullimok leirdsara hasznalt harmonikus fliggvénnyel. Ennek megfeleléen a hullamegyenletek
megoldasait kereshetjiik komplex alakban, majd a szamitasok elvégzése utan a megoldas valds része adja a fizikai
probléma megoldasat.

A komplex szamitasmodnak tobb elénye is van.

a) A fazisallandok a komplex amplitddok részeként kezelhetok, hiszen

v= J"J.Q: —aied ) - J_i-e: -t}
b

ahol 4 =de”
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b) A k" =k +ik, komplex hulldmszam és 0 =+, komplex korfrekvencia bevezetésével a hullamfiiggvény

K X—a [+&

y=de

=de e

alakra hozhato. Az € ¢és € faktorok valos fiiggvények, amelyek az amplitadét térben illetve idében

exponencialisan valtoztatjak. A hullamszam k, és a korfrekvencia 2 Osszetevojének megfeleld valasztasaval ily
modon a hullamok csillapodasa, vagy instabilitasa is jellemezhetové valik.

¢) A hullamfiliggvény derivaltjai egyszert szorzasokkal fejezhetdk ki:

= = ikde" T =il
cx
i =—iwde" ™ =—ian
cr
Feladatok
IX.1.1. Vezessiik le aBernoulli-egyenlet
i—¢}+£+lv2 +7=G(1)
g o 2

nem stacionarius alakjat.

IX.1.2. Bizonyitsuk be, hogy a gravitacios feliileti hullamok (a feliileti fesziiltség elhanyagolhat6) diszperzios
relacidja

o= ek

Hatarozzuk meg, a csoportsebességet!

IX.1.3. Bizonyitsuk be, hogy a szabad vizfelszinen keltett gravitaciés hullamokban a részecskék korpalyan
mozognak!

IX.1.4. Bizonyitsuk be, hogy a feliileti hullamok diszperzios relacidja

foy'
J(_?

w=_|ghk+

>

ha a feliileti fesziiltséget is figyelembe vessziik. Hatarozzuk meg a csoportsebességet!

crer

IX.1.6. Bizonyitsuk be, hogy két végtelen mély, a felsé térfélben P az alsoban #2 stirliségli kozeg hataran

("[j 2> JDl) keltett gravitacios hullamok diszperzios relacioja

A
+
T
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IX.1.7. A sztatikus légkorben egy eredetileg egyensulyi helyzetben 1évo 1égrészt kissé kimozditunk a helyérdl és
magara hagyjuk. Tegyiik fel, hogy a kimozditott 1égrész mind siirtiségét, mind térfogatat megérzi! frjuk fel a légrész
mozgasegyenletét és adjuk meg mozgasat!

IX.1.8. A homogén gravitacios mezoben nyugvo végtelen kiterjedésii kozegben a siirliség a magassaggal ismert

modon csokken. Nyugalmi allapotban a folyadék FEpLY nyomasat a hidrosztatika alapegyenlete szabja meg.

A kozegben kicsiny zavart keltiink, a mozgés azonban kétdimenzidsnak tekinthetd, azaz horizontalisan csak az *
koordinatatdl fligg. A zavar hatasara létrejové mozgasban minden részecske megorzi tomegét is és térfogatat
(6sszenyomhatatlansag) is.

Irjuk fel a mozgasegyenleteket!

I1X.1.9. Az el6z6 IX.1.8. feladafban a folyadék perturbalt allapotarol tételezziik fel, hogy

p=p,(0)+ e, p=p(¥)+ayD) p=pge F

b

valamint
u=ulxpyr), v=ywlxpn  w=0

Az 1 indexek a kicsiny perturbaciokat jelolik. Linearizaljuk a mozgasegyenleteket és oldjuk meg 6ket, feltételezve,
hogy a kicsiny perturbaciokat harmonikus fiiggvények irjak le, s a mozgasegyenletek valtozoi

U= E,cl(_\': }':I) — &1.. [._:L'.-I E: i
v=yulxy.=v [..,'L'_'I gt
P =po(¥)+ ey = po(¥)+ 07 (¥)e ™

p=p, ()40 3.0 = by (¥)+ oy ()5

alakban vehetdk fel. Tételezziik fel tovabba, hogy nyugalmi allapotban a sliriség a magassaggal a

Py = P

fiiggvény szerint csdkken! Hatarozzuk meg a diszperzios relaciot!

IX.1.10. Hatarozzuk meg a IX. 1.9. feladatban keresett perturbaciok fazis és csoportsebességét!

1
IX.1.11. A IX.1.10. feladatban a siiriségeloszlast meghatirozod  magassag altaldban nagy érték, ezért az 45 :

tag elhanyagolhat6 a légkdri hullamok hullimszaméanak % +1° négyzetéhez képest. Ekkor a csoportsebesség és
a fazissebesség kifejezése is egyszerlisodik. Mutassuk meg, hogy ebben a kozelitésben a IX.1.9. és a
IX.1.10. feladatban targyalt zavar fazissebessége merdleges a csoportsebességre, valamint hogy a részecskék
mozgasi sebessége a hullimfrontba esik!

IX.2. Hanghullamok

A hanghullamok jellegzetesen a folyadék 6sszenyomhatdsadganak kovetkeztében johetnek 1étre, €s a hanghullamok
esetén a nehézségi erd hatasa is elhanyagolhatd. A hulldmok frekvenciéja altalaban nagy, a hullamterjedés folyamata
adiabatikusnak tekinthetd. A Iégrészek egyensulyi helyzett6l mért kitérése, valamint a nyomas- és
stiriségingadozasok a hanghullimokban a megfeleld egyensulyi értékekhez képest nagyon kicsik, ezért a
hanghulldmok terjedését leirod egyenletek a kis perturbaciok modszerével linearizalhatok. Megjegyezziik tovabba,
hogy a hanghullamoknak az iddjarast iranyitd 1égkori folyamatokban nincsen jelentdségiik.
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A hanghullamokra vonatkozé mozgasegyenlet:

$+ T-'ﬁ':—l?p
ct o

érvényes tovabba a

l d—’o +V.r=0
o dt
kontinuitasi egyenlet, valamint a
pp~ =allando
adiabata egyenlet.
A hanghullamok terjedési sebessége gazokban:
— R.
Vo

Cp

ahol ' agaz 4llandd nyomason és allando térfogaton vett fajhdjének hanyadosa, R az univerzalis gazallando,

M a gaz méltémege, T az abszolut hdmérséklet.

IX.2.1. Mutassuk meg, hogy adiabatikus folyamat esetén a kicsiny nyomas- és strliség perturbaciok aranyosak
egymassal!

IX.2.2. Bizonyitsuk be, hogy a hanghullamok terjedési sebessége

Mutassuk meg, hogy a hanghullamok esetén a fazis- és csoportsebesség megegyezik.

IX.2.3. Mutassuk meg, hogy a pontszeri forrasbol gdmbszimmetrikusan terjedé hanghullamok amplitiddja a
forrastol mért tavolsaggal forditott aranyban csokken!

IX.2.4. Bizonyitsuk be, hogy amennyiben a hanghulldmok terjedése izotermikus folyamat lenne, akkor a hullamok

R
c=,[—T

M sebességgel terjednének!

IX.2.5. Milyen kozelitések mellett nem szerepelnek a 1égkdri hullamok leirasara szolgalo egyenletek megoldasaban
a hanghullamok?

IX.3. Tehetetlenségi és gravitacios hullamok

A forg6 Foldon a légkor és a tenger hulliammozgésait is a hidro-termodinamikai egyenletrendszer irja le. Az
egyenletrendszer nemlinearis tagokat is tartalmaz. Az egyszertibb matematikai leiras kedvéért hulliammozgésokra
a kis perturbaciok maddszerét alkalmazzuk, amelynek segitségével az egyenletek linearizalhatok. A nem linearis
tagok elhanyagolasa ellenére ez a modszer jol hasznalhatd a 1égkori és 6ceani hullimmozgasok fizikai természetének
mélyebb megértésére.
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r=v(u, v, w)

A légkori folyamatokban hasznalt véltozokat, a h sebességet, a ' siirliséget és a I hémérsékletet

cbben az esetben a® =* T¥- A =P AT =T+ o1pan fejezziik ki, ahol a feliilvonassal jelzett mennyiségek

az alapallapotnak megfelel6 érékeket jelentik, amelyhez képest az 1 indexszel jel6ltek a hullammozgashoz vezetd
zavart 1étrehozo kicsiny perturbaciokat jelentik. A stiriséggel egyenértékii valtozoként gyakran a fajlagos, (vagy

o=

specifikus) térfogatot ( P ) hasznaljuk. A 1égkdri folyamatokra vonatkozdan fennall tovabba, hogy a nyomas,
a fajlagos térfogat (slirliség) és a homérséklet atlagos (egyensulyi) értéke csak a magassag fiiggvénye:

p=plz). @=a(z). T=T(z)
tovabba, hogy a 1égkdr idealis gaz és egyensulyi allapotban hidrosztatikus, azaz

b =aRT, és EE=—g
dz

&

Emellett a hullamszer(i zavarok vizsgalatakor feltételezziik, hogy a 1égkdri folyamatok adiabatikusak és a disszipativ
er6k (surlodas) is elhanyagolhato. Ezekkel a feltevésekkel a hidro-termodinamikai egyenletrendszernek a kicsiny
perturbaciokat leir6 linearizalt alakjat Prager (1981) nyoman a kdvetkez6 alakban irhatjuk fel.

A mozgasegyenlet vektorialis alakban:

v, . . . . co
T‘+[1‘-'\7|1‘1+53'\7’p1+f[e‘_x1'1|+alﬂﬁe‘_ =0,
v . . %

cr
ahol % a vertikalis iranyba mutat6 egységvektor, ! pedig a Coriolis-paraméter, amit a Fold gorbiiltségének
elhanyagolasa miatt els6 kozelitésben allandonak tekintiink (fs sik kozelités), s ahogy korabban mar emlitettiik,

! a hullammozgashoz vezetd zavar (perturbacio) a sebességi mezoben.

Amennyiben a Fold gorbiiletét is figyelembe kivanjuk venni, akkor legegyszertibb kdzelitésként az
f=r+By
kozelitéssel éliink ("8 sik kdzelités). A béta sik kozelités a 1égkori folyamatokban fontos nagy hullamhosszusagu,

lasstt Rossby-hullamok magyarazataban jatszik fontos szerepet.

A kontinuitasi egyenlet:

80 | o ci
—L+(7 V) +w——aV-», =0

cr cz
A termodinamikai egyenlet:
e oo N 8 _ & 6 [l _ . | [ _ég _ &a&)
7§ $+[v Vo |+O_'1u'”—p+au'lﬂﬁ+;p — U +—= pw—+pw— =0
ot ) cz cz ¢, \ct ' B AN cz cz J

Itt eltekintettiink a nem-adiabatikus hatasoktol, mert a légkdri folyamatok nagy része elegendéen gyors ahhoz,
hogy adiabatikus legyen.

Az egyenletrendszer alkalmazasakor vegyiik figyelembe, hogy a termodinamikai egyenlet a fenti formajaban csak
idealis gazra érvényes, azaz csak a l1égkorre alkalmazhato!
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A kiilonboz6 hullammozgasok vizsgalatakor a fenti egyenleteket még tovabb egyszerisitjiik, attol fliggden, hogy
a mozgasegyenletben melyik er6 dominal. Amennyiben a nehézségi erd elhanyagolhaté a Coriolis-eréhoz képest,
akkor tehetetlenségi, a forditott esetben gravitacios hullamokrol beszéliink.

A hullamot leiré megoldasfiiggvényt tobbnyire egyetlen sikhullim-modus alakjaban vessziik fel, mert az 6sszetett
hulldmok (hulldamcsomag) midig megadhatdk ilyen hullamok 6sszegeként, vagy integraljaként.

A pontos megoldashoz ismerniink kell a peremfeltételeket. Tobbnyire azt tételezziik fel, hogy a folyadékot alul a

z =0 merev feliilet, feliil pedig a kdzeg végtelen kiterjedésii, vagy szabad felszin hatérolja, amely felett a nyomés
& 0

(w=0) 4 felsén pedig -

alland6. Ebbol kovetkezik, hogy az also hataron a vertikalis sebesség zérus
Az 6ceanra vonatkozo egyenletek felirasakor gyakran alkalmazzuk a IV. fejezefben leirt sekélyviz kozelitést,
kihasznalva, hogy a vizsgalt folyadék mélysége sokkal kisebb, mint horizontalis mérete. Bar a 1égkornek nincsen
fels6 hatéra, a sekélyviz modell mégis gyakran alkalmazhat6 annak figyelembe vételével, hogy a homogén (4llandd
stirliségli és allandd hémérsékletit) légkor mintegy 9 km magas lenne, igy a 1égkdr magassaga is sokkal kisebb,
mint horizontalis mérete. Ebben a kdzelitésben, ha egyensulyi allapotban a folyadékot hidrosztatikusnak tekintjiik

és feltételezziik, hogy horizontalisan allando L sebességgel aramlik * iranyban, a kicsiny perturbaciékra vonatkozd
egyenletek az alabbi alakban irhatok fel:

cuy, oy 1 éh
—+ .l +=—=0
&x o H &t

>

ahol H a folyadék egyensulyi magassaga, az 1 indexes mennyiségek pedig kicsiny perturbaciok.

IX.3.1. Hatarozzuk meg az allando stiriségiinek tekinthet6, eredetileg a forgd Foldhoz képest nyugvo folyadékban
(levegdben, tengerben) keltett kicsiny zavar hatasara kialakulé mozgast. Keressiik a megoldast sikhullam alakban

és tételezziik fel, hogy a hullam nem fiigg az " koordinatatol! Hatdrozzuk meg a hullam diszperzids relaciojat és
a csoportsebességét is!

1X.3.2. Az el6z0 IX.3.1. feladat megoldéasaként talalt hullam esetén hatarozzuk meg a mozgas sebességét! Mutassuk
meg, hogy a hullam tranzverzalis! Mutassuk meg tovabba, hogy a sebesség-hodograf a hullamterjedés iranyara
merdleges sikban egy kor!

IX.3.3. Mutassuk meg, hogy hogyan befolyasolja a kezdetben nyugvo, allando stirtiségti folyadék felszinén keletkezd
perturbacios hullam mozgasat a Fold forgasa, valamint a folyadék mélysége. Tegyiik fel, hogy a kozeget alul a

z =0 merev feliilet hatérolja, és a folyadék atlagos magasséga H, . Hatarozzuk meg a diszperzios relaciot! (Keressiik
a perturbacios egyenletek megoldédsat adott hulldmhosszusagl harmonikus zavar formajaban, amely az egyszeriiség

kedvéért horizontalisan csak az * koordinatatol fiigg!)

csoportsebességét, sekély folyadék kozelitésben, azaz ha a hullamhossz sokkal nagyobb- mint a folyadék H,
mélysége. Mutassuk meg, hogy amennyiben a forgas elhanyagolhato, akkor a hullimoknak nincs diszperzidja!

IX.3.5. Keressiik meg, hogy a IX.3.2. feladatban targyalt hullam terjedésében milyen hullamhosszak esetén valik
dominanssa a forgas hatasa a gravitacios hatashoz képest. Hatarozzuk meg, hogy foldi koriilmények kozott mekkora
ennek a hullamhossznak az értéke, ha a folyadék (tenger) mélységét 1 km-el, a gravitacios gyorsulast 9,81 m s 2 tel,
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Légkori hullamok

a Coriolis-paramétert 10*s ' -mal kozelitjiik! (Ezt a hosszusagot nevezziik kiilsd Rossby-sugarnak. Mekkora ebben
az esetben a fazis és a csoportsebesség?

IX.3.6. Hatarozzuk meg az Osszenyomhatatlan sekély folyadékban terjedd kicsiny harmonikus zavar fazis és
csoportsebességét! Tételezziik fel tovabba, hogy a horizontalis divergencia zérus és a sebesség fliggetlen a =2

flyl=Ff+8y

koordinatatol, a Coriolis-paraméterre azonban fennall az Osszefiiggés!

IX.3.7. Mutassuk meg, hogy a IX.3.6. feladafban kapott sebességhullam transzverzalis!

IX.3.8. Diszkutaljuk a IX.3.6. feladat megoldasaként kapott hullamot!

a) Hatarozzuk meg, hogy milyen sebességgel terjed a hullam az * irdnyban. Bizonyitsuk be, hogy a hullamok
csoportsebessége specidlis esetben nagyobb lehet mint a fazissebesség!

b) Hatarozzuk meg, hogy mi a feltétele annak, hogy a hullam az *tengely mentén stacionarius legyen! Bizonyitsuk
be, hogy ilyen esetben tisztan * irany hullamterjedés mellett a csoportsebesség kétszerese a szélsebességnek!

¢) Mutassuk meg, hogy horizontélis alaparamlds hidnyaban az adott “ Kkorfrekvenciahoz tartozé hullamok
hulldmszam vektorai a hullamszam térben koron helyezkednek el. Hatarozzuk meg a kor egyenletét abrazoljuk a
kort és rajzoljuk be a csoportsebesség vektort néhany hullamszam esetén.

1X.3.9. A IX.3.6. feladatban szerepl6 hullamok tulajdonsagai, igy diszperzios relacidja megfelel a barotroép Rossby-
hullamokénak. Hatarozzuk meg a fazissebességét azoknak a Rossby-hullamoknak, amelyeknek hulldmhossza az
északi szélesség 60 fokan észak déli iranyban 2500 km, kelet nyugati iranyban pedig 10 000 km! Az atlagos
szélsebesség keleti irdnyban 10 m s

IX.3.10. Hatarozzuk meg a stacionarius barotrop Rossby-hullamok hullamhosszat a 45° szélességi koron, ha a

10ms™

hulldm csak az * koordinatatol fiigg és az atlagos keleti iranya aramlas sebessége ! Hany hulldmhossznyi

hullam fér el az adott szélességi koron?

IX.3.11. A tolengés (seiche) jelenségét a gravitacios hullamok elmélete alapjan értelmezhetjiik. A jelenséget el6szor
Francois—Alphonse Forel irta le a Genfi-toban kialakuld alléhullamokat vizsgalva. Téle szarmazik a seiche kihejezés
is, ami a francia nyelv svajci nyelvjarasaban azt jelenti, hogy “hinta-palinta” (to sway back and forth). A oszcillaciok
periddusideje a to, vagy tartaly alakjatol és dimenzioitdl fiigg. Az egyszerlsitett modell kiindulasi egyenletei:

i)
i)

7

ahol u a horizontélis sebesség, H a vizmélység, 7 a vizmélység megvaltozasa a lengés kovetkeztében. A fenti két
egyenlet alapjan hatarozzuk meg a gravitacios hullam terjedési sebességét és a tolengés periodusidejét. A tdlengés
dinamikajat a IX.3.1. interaktiv videon szemléltetjiik.
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Seiche

Lk bissegth i)
walsr dinpiIh i)
# praviatiosal acceleration g=2 81 m's”

oidar of one
{man &

“previons mdex vt

MIX.3.1. interaktiv video. A tolengés
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X. fejezet - Légkori energetika

Tasnadi Péter
Weidinger Tamas

X.1 Légkori energiafajtak

A légkori energetika a teljes 1égkdrben illetve a 1égkor meghatarozott részében talalhatd energia kiszamitasaval
illetve az energiak egymasba alakulasaval foglalkozik. Az energiaatalakulési folyamatok ismerete fontos része a
globalis és lokalis 1égkori folyamatok értelmezésének.

A légkor anyaga idedlis gaznak tekinthetd, amit a gravitacios vonzas tart meg a Fold koriil. Ennek megfeleléen a
1égkor belso (termikus), gravitacios potencialis (helyzeti) és kinetikus energiaval rendelkezik.

A vizsgalt légrész energidjat az energiastiriség integralasaval hatarozhatjuk meg. A meteorologiaban az
energiastriiséget egységnyi tomegre illetve egységnyi térfogatra szokds megadni.

A bels6 energia stirlisége egységnyi térfogatra illetve egységnyi tomegre vonatkoztatva:

e, =c, pT e, =cT
b

illetve

ahol & a levegd (tdmegegységnyi) allandé térfogaton vett fajhdje, £ a stiriisége, I pedig a hémérséklete.

A gravitacios potencialis energia stiriisége egységnyi térfogatra illetve egységnyi tomegre vonatkoztatva:

e, =pgz gz

L]
. e, =g
illetve # ,

ahol £~ %.81ms™ nehézségi gyorsulas, Z pedig a tengerszinttél mért magassag. A nehézségi gyorsulas a teljes

légkorre azért tekinthetd allandonak, mert a f6ldi 1égkor dssztomege jo kozelitéssel a tengerszinttél mért 10 km
sugarti gdmbhéjban helyezkedik el. Ebben a kozelitésben a tomegegységre jutd helyzeti energia megegyezik a
geopotenciallal, £=&.

A kinetikus energia strlisége egységnyi térfogatra illetve egységnyi tdmegre vonatkoztatva:

e g lp

. =— M g, =—v

ahol ¥ a levegd aramlasi sebessége.

A légkor ¥ tartomanyaban talalhaté belsé, potencialis és kinetikus energia rendre:

. . 1,
E =|cpldV, E,=|pgdV. E, =[5pv'dr

Az energiafajtak teljes 1égkorre vett integralasakor eltekinthetiink a F6ld gomb alakjatol és az 6sszegezést a sikba
kiteritett foldfelszin felett végezhetjiik el (1asd a X.1.4. feladatot is). Emiatt gyakran hasznaljuk az egységnyi
alapteriiletli Iégoszlopban talalhato atlagos energiat, mint energetikai jellemzot.

A 1égkori energetikaban, a nagy térségben talalhato energiak meghatarozasakor altalaban hidrosztatikus
kozelitést alkalmazunk és ebben az esetben alkalmas koordinata-rendszer a nyomasi és potencialis hdmérsékleti
rendszer is.
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Légkori energetika

Az idgjarasi folyamatokat dontden a 1égkdr kinetikus energidja szabja meg. A kinetikus energia azonban
csak kicsiny hanyada a légkor 0sszenergiajanak, amelynek donto részét a potencialis és termikus energia képezi.
Belathato, hogy hidrosztatikus rétegzodés esetén a potencialis és belsd energia aranyos egymassal. A meteorologiaban

gyakran e két energia dsszegét nevezziik potencidlis vagy teljes potencialis energianak (E-”CE ). Kimutathato, hogy

E,.=E,+E, =[c,pTdV

X.1.1. Mekkora a T hémérsékletii izoterm 1égkorben a P nyoméasu (talaj) és £ nyomasi szint kozott elhelyezkedd
egységnyi alapteriiletli szaraz 1égoszlop helyzeti és belsd energidja? Milyen nyomdson és milyen magassagban
van a légoszlop stlypontja?

X.1.2. Hatarozzuk meg a P nyomasu (talaj) és £ nyomasu szint kozott elhelyezkedé egységnyi alapteriiletii
szaraz 1égoszlop helyzeti és bels6 energijat, ha a levegd homérséklete a talajon mért L hémérsékletrol a IT=L-yz
Osszefiiggés szerint linedrisan csokken a magassaggal! Mekkora ennek a 1égoszlopnak az atlagos homérséklete?
Milyen nyomason ¢és magassagban helyezkedik el a 1égoszlop stilypontja?

X.1.3. Hatarozzuk meg a B s P2 jzobar szintek kozott elhelyezkedd egységnyi keresztmetszetii Iégoszlop helyzeti

és belsO energidja kozotti dsszefiiggést, ha tudjuk, hogy a P gs P2 izobarok rendre 7 és 2 magassagban
helyezkednek el!

X.1.4. Hatarozzuk meg az ICAO standard 1égkdrben a troposzféra levegdjének teljes helyzeti és bels6 energiajat!

=1013,25hPa , a tengerszinti hémérséklet L,=28K

11000 m

(Az ICAO légkorben a tengerszinti nyomas 2
=9 806ms~ +9.81ms™

, anehézségi

a homérséklet a tengerszinttol a
-217.5K

magasban kezd6do tropopauzaig
234 hPa

, o
gyorsulas <

Y= 5 - 3 _1 r” I r 4 .
linearisan csokken, © — 6.5-107 Km™ A tropopauza homérséklete , nyomasa pedig

X.1.5. Mekkora kinetikus energiaval rendelkezik a talajtol a P izobar szintig tartd egységnyi keresztmetszetii
1égoszlop, ha a horizontalis sebesség a talaj szintjétdl a magassaggal linedrisan nd, a vertikalis sebesség 0sszetevd

pedig elhanyagolhat6? A talaj szintjén a horizontalis sebesség is elhanyagolhato, a P szinten pedig ¥z . Mekkora
az atlagos szélsebesség ebben a rétegben? Milyen nyomason veszi fel a sz€l ezt a sebességet? Tegyiik fel tovabba,

hogy

a) a 1égkor izoterm \I'=%) ,

I'=T—-vyz. L T .
o /% 5sszefiiggés szerint linearisan csokken!

b) a homérséklet a talaj szintjétdl a
X.1.6. Hatarozzuk meg annak a vertikalisan statikus 1égoszlopnak az egységnyi feliiletére jutd
a) kinetikus energiajat,

b) az atlagos aramlas kinetikus energiajat,

¢) a vertikalis nyiras energiajat, amelyben a ¥ sebesség a kovetkezd dsszefliggés szerint valtozik:

P
V() = Vg —
Py 0<P<R

és
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Légkori energetika

o,-p
p;_pl’haﬁﬂp{:p:!

V() = Ve

X.1.7. Hatarozzuk meg a hdmérséklet és a nyomas kozotti kapesolatot, ha a sztatikus stabilitasi paraméterre fennall
.7
o = SoP

2 s 4 1 -1 —
a P ssszefiiggés, ahol =107 m" " kg™ o 5y =100hPa

! Hatarozzuk meg az egységnyi teriilet(i Iégoszlop

potencialis és belsd energiajat a Pogs P nyomasszintek kozott!

X.1.8. Bizonyitsuk be, hogy a hidrosztatikus egyenstlyban 1év6 1égkorben mindig van olyan p21CY és P2 ()
szint, amelyek koz¢é es6 egységnyi teriiletli 1égoszlop potencialis és belsd energidjanak aranya megegyezik a teljes
légkdrre szamitott hasonld 1égoszlop potencidlis és belsd energidjanak aranyaval!

X.1.9. Hatarozzuk meg az ' = # fliggvény maximumat kiilonbozé 1égkori rétegzédés esetén:.
a) izoterm légkorben,

b) politrop légkorben,

c) adiabatikus 1égkorben,

d) alland¢ strtiségt 1égkorben!

X.2. A légkori energiak kozotti atalakulasok

A 1égkor hosszabb id6tavon energetikai szempontbol dinamikus egyensulyban van, azaz a Napbol a Foldre érkez6
rovidhullamu sugarzasi energia megegyezik a Fold altal kibocsatott hosszihullamu sugérzasi energiaval. Amig
azonban Fold altal kisugarzott energia foldrajzi hely szerint egyenletesen oszlik el, a Naprol érkezé sugarzasi
energia egyenetleniil éri a Foldet, Ovezetes szerkezetii. A rendszer entropidja nem maximalis. Emiatt a légkor
mozgasba jon, kinetikus energiaja lesz. A sugarzasi energia a 1égkor termikus energiajat valtoztatja, s ez alakul at

cres

meghatarozasa.

Belathato, hogy

F

dr

= pgwdr

>

dE, [
— = |0 pdV—| pV-vdV
dr  ; v

>

dE. [ ( [
d_'- =—|pgwdl +| pV-vdl +| pv- F dV
' . T 5

>

ahol az integral a teljes 1égkorre vonatkozik, e, légkor egységnyi térfogataban egységnyi id6 alatt elnyelt
teljesitmény, ~* F pedig az egységnyi térfogatban disszipalt munka. Az energiaatalakulas szemléltethetd ugynevezett

C(E,.E,).C(E,.E,
doboz diagramokkal, ha bevezetjiik a \E,-E).ClEE) kifejezéseket, amelyek rendre a potencialis energia

egységnyi ido6 alatt kinetikus energiava transzformalodo részét, valamint a bels6 energia egységnyi id6 alatt kinetikus
G(E,)

energiava transzformalodo részét jelentik. Tovabba legyen az egységnyi id6 alatt a 1égkorbe ho formajaban
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bevitt energia (ami nyilvanvaldan a bels6 energidt noveli), valamint DIE;) az egységnyi ido alatt disszipalt energia
(ami nyilvanvaldan a kinetikus energiat csokkenti). Az energiadtalakulast leird egyenletek:

ﬂz_c[ss:g:_ |

>

E:-C['Eéz E, )+G(E,)
= B £ )T O &y

% ~C(E,.E,)+C(E,.E)-D(E,)

Az energiaatalakulasokat a X.2.1. dbra szemlélteti:

£, C(E,,E,)
B [
C|\E,, E, F
G(E)Y E, [ (£ 1) Y
. S <-D(E, )t

X.2.1. abra. Légkori energiaatalakulasok.

Az energiaatalakulasi egyenleteket a most bevezetett szimbolumokkal kifejezett egyenletekkel dsszehasonlitva
nyilvanvaléan adodik, hogy:

C(E,. E ) ==[ pgwdV

>

C(E,.E)=[pV-vaV

E

G(E,)=[Q'pdV

>

D(E,)=[pv Far

X.2.1. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges * stirfiségii skaldrmennyiség / ~*¥ aramadra teljesiil,

hogy, hogy divergenciajat a teljes 1égkorre integralva zérust kapunk:

[v-jar=0
¥ |
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X.2.2. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges < skaldrmennyiség esetén:

. S0 08
o8 ap 2 12005
dr 5

S

.

= pgwar

X.2.3. Bizonyitsuk be, hogy !

d.Ea [ i
—=|Qpdl+|pV-vdV

X.2.4. Bizonyitsuk be, hogy 7 !

dE; =—|pgwdl" +| pV -vdlV+|v-FdV
X.2.5. Mutassuk meg, hogy ! v v ¥ !
X.2.6. A légkori folyamatokban a horizontalis sebesség altalaban nagysagrendekkel nagyobbak a vertikalisnal.
Ezért valaszthatjuk szét a horizontalis és vertikalis sebességbdl szarmazo kinetikus energiat €s rajzolhatjuk meg
az energiadtalakulasok doboz diagramjat. Térbeli polar-koordinata rendszer hasznalataval valasszuk szét a kinetikus
energidt a horizontalis és a vertikalis mozgasbol adodo részre, hatarozzuk meg az energiaatalakulasokat leird

tendencidkat és rajzoljuk meg a megfelelé doboz diagramot!

X.2.7. Hidrosztatikus kozelitésben a vertikalis sebesség mar nem fliggetlen valtozo. Ha megkoveteljiik, hogy a
légkdr minden pillanatban és minden helyen hidrosztatikus egyenstulyban legyen, akkor a vertikalis sebesség
meghatarozhat6. A hidrosztatikus egyensuly feltételezésével, kontinuitasi egyenlet €s a termodinamikai egyenlet
felhaszndlasaval Richardson a vertikalis sebességre a

oW 1% o . R . R )
Pcﬁ—z— |g'\ﬂ_-[pf}_ldz—v;_-[pf}_|——_p'\7'}_-[‘-‘}_|+—,0Q |
cz K R N e e, )

WE

osszefliggést kapta, ahol a vertikalis sebességre azért hasznalunk nagybetiit (7" ), hogy megkiilsnbdztessiik az
altalanosan érvényes egyenletrendszer * fliggetlen valtozojatol. A 4 alsé index a kétdimenzios horizontalis

)3

K==
mennyiségre utal, ©r, a tobbi valtozok jelentése a szokéasos. Bizonyitsuk be a Richardson-egyenletet!

X.2.8. Hogyan egyszeriisodik a X.2.6. feladat diagramja, ha hidrosztatikus kozelitést hasznalunk?

X.3. A felhasznalhato potencialis energia

Edward Lorenz kimutatta, hogy a teljes potencialis energianak hidrosztatikus légkorben csak egy része alakithato
at kinetikus energiava, mert a 1égkor barotrop allapotban is rendelkezik potencialis, pontosabban fogalmazva teljes
potencialis energiaval, ami tovabb mar nem csokkentheté. A teljes potencidlis energidnak a felhasznalhato
(hozzaférhet6) hanyada (available potential energy, APE) az

E-lPE = E_ssz _E_mz::':’_}

ahol Ep a légkor adott allapotaban a teljes potencialis energia (a bels6 energia és a nehézségi erd keltette potencialis

energia 0sszege), E ey pedig a teljes potencialis energia minimuma, amivel a 1égkor akkor rendelkezik, amikor
az adott allapotbdl adiabatikusan Gigy rendezziik at, hogy az izobar és izentrop feliiletek egybe essenek. Az atrendezés
az eredetileg is hidrosztatikus rétegzddésii 1égkdrt ugy alakitja at, hogy az izentrop feliiletek valtozatlanok maradnak,
és rajtuk a nyomas az eredetileg az izentrop feliileten mért nyomaseloszlas atlaga lesz.
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Lorenz a felhasznalhato potencialis energiat a

= ||lp t-pdade

gp([k-l-ll

formulaval fejezte ki, ahol Puo g referenciaallapotban 1 at. A formulaban a betiik jelentése a szokasos. Az 6sszefliggés
a gyakorlatban nehezen hasznalhato, mert az adatok tobbnyire nyomasi koordinatakban allnak rendelkezésre. A
felhasznalhato potencialis energiara Wiin Nielsen a

s

Eﬁl'—*

‘G"
([ as
I3

kozelitést adta, ahol & = —& 4 fajlagos (vagy specifikus) térfogatnak az adott nyomasi szinten vett atlagatol vett

. 220
eltérése, O D 4 atlagos adatokbol képzett statikus stabilitasi paraméter. Ez megegyezik a Lorentz altal
B, 1 [V
E=|IT — = dd
! l _J; r.-r\r) ¥

alakban megadott kozelitéssel. Itt Iy a szaraz adiabatikus hémérsékleti gradiens, mig I a légkor atlagos
hémérsékleti gradiense.

A feliilvonas itt is az atlagolas jele. Megjegyezziik, hogy a fluktuaciok négyzetatlaga itt is egy hosszabb id6szakra
vonatkozik, de kiilon nem jeloljiik az atlagolast, vagyis az itteni €s a turbulens aramlasban (VIL. és a VIIL. fejezet)

alkalmazott jelolések szerint: T =T7 g a"=a” )

X.3.1. Az ,,<1” alapteriiletii edényben Pe stirliségli 0sszenyomhatatlan folyadék helyezkedik el. A folyadék
magassaga "= -9 Hatirozzuk meg, hogy milyen = -2 fiigovény esetén minimalis az edényben elhelyezkedd

hx, a

folyadék helyzeti energidja. Ha adott pillanatban a folyadék magassageloszlasa a o) akkor mennyi helyzeti

energia nyerhet6 ki a rendszerbdl (Wiin Nielsen nyoman)?.

X.3.2. Margules az 1900-as évek elején a ciklonok kinetikus energidjanak keletkezésével foglalkozott. Ennek
kapcsan a folyadék atrendez6désébdl felszabadithato potencialis energiat is vizsgalta. Egyik példaja az alabbi volt.

Két, rendre g b alapteriiletti & magassagu dsszenyomhatatlan folyadékoszlopot fiiggbleges fal valasztott el.

A folyadékoszlopok siiriisége rendre Prgshr Mennyivel csokken a folyadék potencialis energidja, ha a falat
kivessziik és a folyadék minimalis energiaju egyensulyi allapotba jut.?

X.3.3. Fogadjuk el az ¢l6z6 X.3.2. feladatban add6do eredményt, mely szerint

o AT
o T

Tegyiik fel tovabba, hogy ¢és a felszabaduld potencialis energiabodl kinetikus energia lesz. Becsiiljiik

meg ennek alapjan, az dramlas 4tlagos sebességét a AT =15 K,T=288 K, g=10ms™ o fo=2km 3km
Skm ¢ri¢kek mellett!
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Légkori energetika

X.3.4. V. H. Reyd 1923-ban hengerszimmetrikusan 6rvényld aramlast vizsgalt, amelyben érvényesiil a gradiens
\' = —
sz¢l egyensuly és az aramld kozeg 6sszenyomhatatlansaga. Feltételezte tovabba, hogy a szélsebesség csak az

=vyxe ™

dimenzio6tlan sugar () alaku fliggvénye.

eo1 0= =%,

. . . . 7 I
a.) Mutassuk meg, hogy a sebesség maximuma ebben az aramlasban az ) helyen van, és értéke ==

b.) Hatarozzuk meg az draml6 kdzeg atlagos magassagat, ha az aramlas maximalis kiterjedését o _g7a] kozelitjiik!

¢.) Hatarozzuk meg az aramlas kinetikus és potencialis energiajat, valamint a felhasznalhato potencialis energia
értékét!

L -1 _ -l oo -1 —2.10° - = . .
d)A v, =20ms R f_10_1 5 , © =10ms s % =2-10"m &g 10 értékek mellett hatarozzuk meg a kinetikus,

potencialis és felhasznalhato potencidlis energia értékét, valamint a kinetikus és potencidlis illetve kinetikus és
felhaszndlhato potencialis energia atlagat!

X.3.5. Mutassuk meg, a felhasznalhat6 potencialis energia

E=—t—[[(r"-7"")dado
4

kifejezésébdl kiindulva az

kozelités érvényességét! (Bontsuk fel a nyomast a teriileti atlag és az attdl vett perturbacio osszegére és csak a
harmadrendben kicsiny tagokat hanyagoljuk el!)

X.3.6. A felhasznalhato potencialis energia

kozelités érvényességét! Itt Iy a szaraz adiabatikus hdmérsékleti gradiens, mig I a 1égkor atlagos hdmérsékleti
gradiense.

X.3.7. Edward Lorenz a 1égkor stabilitasat vizsgalva bevezette az

F:,

gzL
Tk

m|“

mennyiséget. Tételezziik fel, hogy a Fold felszinén az 4tlagos nyomdas megegyezik a potencialis hdmérsékletben
hasznalt referencia nyomassal! Bizonyitsuk be, hogy ekkor
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Légkori energetika

E,—E,=-E,
ahol
B [ i ‘\::_1_-— -
1 -p:C:-":' : [ @)
L2l (2] |_20),
1+JEL g ‘3.}’0 po __| N cp 4

e AR !

X.3.8. A lokalis sztatikus stabilitds tobbféle kissé eltérd paraméterrel jellemezhetd. Hasznalhaté példaul a
1 | éo
O=— —7 _F
2 C'T:C ) C[._p -

*/ dimenzidtlan mennyiség is, ahol Too a légkorre jellemz6 standard homérséklet. (Figyelem ez
amennyiség nem azonos az el6z6 feladatokban hasznalt sztatikus paraméterrel.) Mutassuk meg, hogy hidrosztatikus

1égkorben

oL L=l Fo_dr
a) Iy 1y ahol I a szaraz adiabatikus homérsékleti gradiens és dz |
EﬂzLT_|£I ~1|odp
f 1wk |\ 2 )
b) L - !

X.3.9. Edward Lorenz az E; kifejezést a 1égkor teljes statikus stabilitasara jellemzé mennyiségnek tekintette,
,»2ross static stability” paraméternek nevezte. Mutassuk meg, hogy a teljes stabilitdsi paraméter megvaltozasa
adiabatikus koriilmények kozott megegyezik a kinetikus energia megvaltozasaval!
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XI. fejezet - A szinoptikus skalaju
légkori folyamatok dinamikaja

Havasi Agnes
Tasnadi Péter

X1.1. A szinoptikus mozgasrendszerek fobb
sajatossagai, matematikai leirasuk

A szinoptikus skalaji mozgasrendszerek leirasakor nyomasi koordinata-rendszerben dolgozunk. A hidro-
termodinamikai egyenletrendszert a kovetkezé feltevések figyelembevételével egyszerisitjik.

Az egyenletek a szabad légkérre vonatkoznak, ezért a strlodasi erdt elhanyagoljuk.

Kvazigeosztrofikus kozelités: a mozgasegyenletek egyes tagjaiban a teljes szelet kicseréljiik a geosztrofikus szélre.

alakja helyett az

alakkal dolgozunk, ahol f, alland6 (a vizsgalt térség kozepes foldrajzi szélességének megfeleld érték). A
kvazigeosztrofikus kozelités soran azt hasznaljuk fel, hogy szinoptikus skalan a szél geosztrofikus komponense
sokkal nagyobb az ageosztréfikusnal. Ennek figyelembevételével a nyomasi rendszerben felirt horizontalis
mozgasegyenletek a

— +u —+V, —=——+ fi
ct s sy e

b
cv, v, v, &b
— iy, —+v, —=———fu
ct 5 Cox c oy ey

alakra egyszer(isodnek.

Tovabbi fontos egyszertsités, hogy a Coriolis-eré komponenseit leird fu és fv tagokban a fS-sik kozelitést
alkalmazzuk. Ez azt jelenti, hogy az f Coriolis-paraméter y koordinatatol valo fiiggését figyelembe vessziik, de
csak a linearis tag erejéig. Ebbdl az

f=F+pRy

kozelités adodik, ahol S az f y-szerinti derivaltja a vizsgalt tartomany y, kozepes foldrajzi szélességén, és f; a
Coriolis-paraméter értéke az y szélességen. Ebben a kdzelitésben:
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

df
d}'_'g.

A mozgasegyenletek helyett gyakran az orvénmyességi egyenletet hasznaljuk, amelynek kvazigeosztrofikus
kozelitésben felirt alakja

ac _ 2
— =V -V({ + )+ fh—
crt = - cp

A szinoptikus skalaju mozgasrendszerekben a fiiggSleges gyorsulasoktol eltekinthetiink. fgy a harmadik
mozgasegyenlet a sztatika alapegyenletére egyszertisodik, amelynek nyomasi rendszerbeli alakja:

Gled
—_— =i
cp

ahol a a specifikus térfogat.

A termodinamikai egyenletben adiabatikus kozelitéssel éliink, és gyakran alkalmazzuk a hémérsékleti profil
standardizalasat. Ez utobbi azt jelenti, hogy a

crer

XI.1.2. Mutassuk meg, hogy szinoptikus skalan a PP derivalta p nyomasi szinten a hémérséklettel aranyos!

XI.1.3. a) Fejezziik ki a geosztrofikus szél 6rvényességét a € geopotencial segitségével!

b) Tegyiik fel, hogy a geopotencial térbeli eloszlasat a

D(x. y. p) = Py(p) — Ky + D" sin(fox)

fiiggvény adja meg, ahol @ csak a nyomas fiiggvénye, K, £ és @” pedig allandok. Adjuk meg a geosztrofikus

szélmez6t, valamint a geosztrofikus Srvényességet az = és # fliggvényében!

XI.1.4. Mutassuk meg, hogy szinoptikus skalan, adott nyomasi szinten a @ sztatikai stabilitasi paraméter csak a
geopotencial térbeli eloszlasanak a fiiggvénye!

XI.1.5. Mutassuk meg, hogy szinoptikus skalan, izoterm légkorben a @ sztatikai stabilitasi paraméter a nyomas
négyzetével forditottan aranyos!

& -1
XI.1.6. Az 500 hPa-os szinten, a 45. északi szélességen a geosztrofikus orvényesség harom oranként 3-107 s

20ms™

értékkel valtozik. Délnyugati sz¢l i) sebességgel, és a geosztrofikus 6rvényesség gradiense délnyugat

§ o1
10757 o5 értékkel valtozik. Szamitsuk ki a horizontalis divergenciat!

a4 -1 _ 11, -1_-1
fo=107s7 f=16107"m7s" g eliel.

felé mutat, nagysaga pedig 100 km-en

Dolgozzunk f-sik kozelitésben, és szamoljunk az

XI.1.7. Legyen a geopotencial a térvaltozok és az id6 fliggvényében
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

-

D(x, 1. p.1) =D p) +eft Jip—}[cos(rrp 2s) +1]+£ sin(k(x—cr))

4
E

P, =1000hPa

ahol ¢ >0 konstans sebesség, X a zondlis hullimszam, és . A kvazigeosztrofikus Srvényességi

af

Vr(2 2. 29 figovényt! A € derivaltat

egyenletbdl szamitsuk ki a horizontalis divergencia mezejét, vagyis a
vegyiik nulldnak.

Xl.2. A tendencia- és az omegaegyenlet

A szinoptikus skalaji mozgasrendszerek leirasaban kozponti szerepe van a € geopotencidlnak, ugyanis ezen
skalarfliggvény térbeli eloszlasa hatarozza meg az aramlas fobb jellemz6it. Célszeri ezért mind a kvdzigeosztrofikus

orvényességi egyenletet, mind a termodinamikai egyenletet @ -vel kifejezett alakban felirni:

(V) = fir, V(=0 4 1722
E f cp

>

A fenti két egyenlet zart prognosztikai egyenletrendszert alkot a € geopotencialra és az @ (nyomasi rendszerbeli)
fiiggbleges sebességre nézve. Ezt a rendszert a tovabbiakban kvdzigeosztrofikus egyenletrendszernek nevezziik.

Bel6le tovabbi fontos egyenletek szarmaztathatok. Az & kikiiszobolésével kapjuk a
vy fT I|ﬂ_(pi=f Ti'quwrf
| LT ép )| e S .

Jln]

@]l 30
(%)

tendenciaegyenletet. Egyhullim-kozelitésben a bal oldal a € P/ €7 tendencia (~1)-szeresével ardnyos. A jobb oldali
elsé tag az abszolit drvényesség geosztrofikus széllel torténd advekcidjaval aranyos, a masodik tag pedig a
hémeérsékleti advekcié nyomas szerinti derivaltjat tartalmazza (differencialis hdmérsékleti advekcio). Mivel a jobb
oldalon csak a geopotencial térvaltozok szerinti derivaltjai szerepelnek, és minden egyéb valtozo vagy ismert (pl.

! ), vagy szintén kifejezhet6 a geopotencial fliggvényében (pl. Ve ), igy a tendenciaegyenlet segitségével a
geopotencial térbeli eloszlasabol meghatarozhato a geopotencial id0 szerinti derivaltja, azaz a geopotencial késdbbi
eloszlasa.

A kvézigeosztrofikus egyenletrendszerbdl a €%/ €7 tendencia kikiiszobolésével az

1, ' I
YV =V@+ =V v,V — ||
‘f I a | = !

omega-egyenletet nyerjik. A bal oldal — szintén egyhullam-kozelitésben — ~%-val aranyosnak vehetd. A jobb
oldalon az elsd tag a differencialis 6rvényességi advekcioval aranyos, a masodik tag pedig a hdmérsékleti advekeio
Laplace-kifejezését tartalmazza. A jobb oldalt ezuttal is egyértelmiien meghatarozza a geopotencial térbeli eloszlasa.
Igy az omega-egyenlet segitségével a geopotencidl térbeli eloszldsdbol kivetkeztethetiink a fiiggdleges sebességre.

XI.2.1. Mutassuk meg, hogy egyhullam-kozelitésben a tendenciaegyenlet bal oldala —¢ @' €% _vel aranyos! Az
egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy < allando.
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

XI.2.2. Mutassuk meg, hogy egyhullam-kozelitésben az omega-egyenlet bal oldala —% -val aranyos!

X1.2.3. Legyen adott iddpillanatban a geopotencial térbeli eloszlasa

D(x. y. p) =Py(p) — Ky + @7 sin (/)

ahol @ csak a nyomas fiiggvénye, Kke o pedig allandok. A tendenciaegyenlet alapjan hatarozzuk meg, hogy
a geopotencial idében csokkeni vagy néni fog-e az *=0 koordinatajii pontokban! Dolgozzunk egyhulldm-

kozelitésben, és tekintsiink el az f Coriolis-paraméter foldrajzi szélességtol valo fliggésétol!

XI1.3. A vertikalis sebesség becslése, a Q-vektor
szerepe

A vertikalis sebesség fontos a felhd- és csapadékképzodésben, igy pontos meghatarozasa igen 1ényeges az id6jaras
elorejelzése soran. Kiszamitasara szamos lehetdség kinalkozik.

A kinematikai modszer a fiiggdleges sebességet a

elo)
'\7"}_-1‘+Cﬂ—=0
oo

kontinuitasi egyenletbdl szarmaztatja. Minthogy az egyenletben az @ Fszerinti derivaltja szerepel, igy

meghatarozasédhoz ¥ szerinti integralas sziikséges:

o) -o(p) == | V, v

.

Ha #° a foldfelszini nyomads, akkor @(po) nulldnak vehet6. A mddszer hatranya, hogy meglehetdsen érzékeny a
szélsebesség-komponensek mérési hibdira.

Az o fliggbleges sebességet a

]ln:'

VO)=—fov_ V(L ViD+ 1+ 1222
RS cp

[}
L=y

kvazigeosztrofikus orvényességi egyenletbdl is meg lehet hatarozni, ehhez azonban szintén p szerinti integralas
sziikséges, €s tovabbi hatranyt jelent, hogy a tendenciat is ismerniink kell. A geopotencialt tobbnyire csak bizonyos
iddlépésenként ismerjiik, igy a tendenciat véges kiilonbségekbdl becsiilhetjiik, ami pontatlansagot eredményez.

A termodinamikai egyenlet

alakjaban szintén szerepel az & vertikalis sebesség, és integralas nélkiil kifejezhetd, de a tendencia ismerete ebben
az esetben is sziikséges a meghatarozasahoz.

Végiil rendelkezésiinkre all még az omega-egyenlet is.
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Sl N 1, Vo1 (
fo—ﬂ=é VeV VO =V v,V ——
G cp” ) G| - L1 Jle | f L |

vis

Q’| o

Nagy el6nye, hogy nem tartalmaz id6 szerinti derivaltakat, hatranya azonban a magasabbrendii derivaltak jelenléte,
tovabba az, hogy a jobb oldalon all6 két tag gyakran egyszerre azonos nagysagrendii és ellentétes eldjeli. Ez akkor
okozhat problémat, ha ezeket a tagokat csak kozeliteni tudjuk, ilyenkor ugyanis kis hiba elkdvetése is minéségileg
mas eredményre vezethet. Ezt a hatranyt kikiiszobdli, ha az omega-egyenletet az

- L&
Vo+ 2 l=2v.Q
ep”

alakban irjuk fel, ahol

az un. Q-vektor. A Q-vektorral felirt omega-egyenlet bal oldalat —% -val aranyosnak véve konnyen lathato, hogy
0 VO =0 ogeten @ >0 (W =<0, azaz a z-rendszerben learamlés van);

0 VQ <0 eseten @ <0 (w=>0 azaz a z-rendszerben felaramlas van).

XI.3.1. Legyen a geopotencial a térvaltozok és az id6 fiiggvényében

B(x. 1. p. 1) =D, (p)+cf; Jip—}[cos(rrp ) +1]+£ sin(ﬁc(x—cr))x}

4
E

ahol © > 0 konstans sebesség, % a zonalis hullamszam, és p, =10000Pa ! Feltéve, hogy a foldfelszinen a vertikalis
sebesség eltiinik, fejezziik ki a vertikalis sebességet V> # és 7 fiiggvényében a kinematikai modszer alapjan,

vagyis a horizontalis divergencia £ szerinti integralasaval!

XI1.3.2. Tegyiik fel, hogy a geopotencial térbeli eloszlasat a

P(x.y. p) = Py(p) — f;U cos E+%sin@fa~)
>

fiiggvény irja le, ahol Uie sk allandok, és £2 = 1000hPa 1Az f Coriolis-paramétert és a @ sztatikai stabilitasi

paramétert tekintsiik allandok! Adjuk meg a nyomasi rendszerbeli vertikalis sebességet a térvaltozok fliggvényében
az omega-egyenlet felhasznalasaval! Ehhez keressiik a megoldast

- T
@ =, sin Z2 cos(fx)
.

alakban.

XI.3.3. Legyenek az izotermak parhuzamosak az * tengellyel, és tegyiik fel, hogy délebbre helyezkedik el a
melegebb levegd! Mutassuk meg, hogy ekkor a @ yektor a kovetkezd alakra hozhato:
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

R

e

=3

cT

cv

5k |

| o o

Ertelmezziik ezt az eredményt! Mi hatarozza meg a @ yektor iranyat és nagysagat?

X1.3.4. Fejezziik ki a Q yektor komponenseit a I hémérséklet helyett a € geopotencial segitségével!

X1.3.5. Legyen a geopotencial a térvaltozok és az id6 fiiggvényében

-

B(x. 3. p.0)= By(p) +fy | Mcostrp / py) +11+% sin(k(x—ct))

El
E}

ahol ¢ >0 konstans sebesség, ¥ a zonalis hullamszam, és £, =1000hPa ! Irjuk fel a @ yektor divergenciajat a

=300 hPa

térvaltozok és az idd fiiggvényében! A ¥ -os szinten a ?=0 idépillanatban, az *=0 koordinataju

pontokban ledramlas vagy felaramlas van?

cd
- = I.-’JG
XI.3.6. Mutassuk meg, hogy a hidrosztatikai egyenlet £-rendszerben a ¥ alakban is felirhatd, ahol
_R ':_p: ;_
ol p) és fejezziik ki ennek alapjan a termikus szelet a potencialis hdmérséklet gradiensével!

XI1.3.7. Mutassuk meg, hogy adiabatikus esetben és geosztrofikus kozelitésben

v oy
v, fvo|
i hy |

friive-@ = @=-f7-
at , ahol L

c

XI.3.8. Bizonyitsuk be, hogy adiabatikus esetben a frontogenetikus fliggvény geosztrofikus kozelitése és a e
vektor k6zott egyértelmi kapcsolat all fenn!

202

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render

XIl. fejezet - Kulonbozo tipusu és
kulonbozo skalaju légkori instabilitasok
Gyuré Gyorgy

Tasnadi Péter

A 1égkori instabilitasok vizsgalatdhoz a Mechanika hagyomanyos modszereit hasznaljuk. Ezek szerint egy
képzeletbeli probatestet — esetiinkben 1égrészecskét — kimozditunk eredeti helyzetébdl, és megvizsgaljuk, milyen
erdk hatnak ra 0j helyzetében, azaz az eredeti helyzethez viszonyitva milyen iranyba mozdul el. Ha az er6k ereddje
az eredeti helyzet iranyaba mutat, akkor stabil, ha azzal ellentétes iranyba, akkor instabil, vagy mas szdval labilis
egyensulyi helyzetrdl beszéliink. Ha az 01j helyzetben a 1égrészecskére hato er6k ereddje nulla, akkor az egyensulyi
helyzet semleges, mas szoval indifferens. Ebben a fejezetben a probatestként megadott légrészecskére a hagyomanyos
definiciot hasznaljuk: a 1égkdrnek az a legkisebb darabja, amin az adott nagysagrendi skalan értelmezhetdk a levegd
alapvet6 allapothatarozoi (sebesség, nyomas, hdmérséklet, nedvességtartalom).

A nagysagrendi kiilonbségek miatt a f6ldi 1égkor esetében két alapvetd instabilitasi format kiilonboztetiink meg:
a hidrosztatikai és a hidrodinamikai instabilitdst. A hidrosztatikai instabilitas vizsgalatakor a probatestet
(1égrészecskét) vertikalis, mig a hidrodinamikai instabilitis vizsgalatakor a probatestet horizontalis irdnyban
mozditjuk ki. A hidrodinamikai instabilitasnak két fajtajat kiilonboztetjilk meg: a barotrdp és a baroklin instabilitas.
Talalkozunk az tn. ferde instabilitassal is, amikor a 1égrészecskét mind horizontalisan, mind vertikalisan elmozditjuk,
pl. egy frontfeliileten haladva. (Ez utobbi instabilitassal itt nem foglalkozunk részletesen, az érdeklddo hallgatoknak
javasoljuk pl. Holton Problems Solutions 3rd Ed., 2013:

http://www.scribd.com/doc/28565679/Holton-Problems-Solutions-3rd-Ed egyetemi tankonyvét.)

XIl.1. A hidrosztatikai instabilitas

A hidrosztatikai instabilitas jelenségeivel a mezometerorologia foglalkozik. A 1égkdri mozgasrendszerek besorolasara
— tobbek kozott — Orlanski (1975) tett javaslatot. A javaslat 6ta elfogadotta valt nagysagrendi kategorizalas szerint
a légkori mozgasrendszereket a makro, a mezo és a mikro elnevezésii csoportokba soroljuk be. A besorolas nyoman
nyolc kategoria figyelhetd meg a 1égkorben. A mozgasrendszerek karakterisztikus horizontalis kiterjedése és
karakterisztikus élettartama alapjan harom csoportba, makro, mezo és mikro csoportokba soroljuk (X11.1.1. dbra.).
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok
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XII.1.1. abra. A légkori mozgasrendszerek jellegzetes tér- (Ly) és idoskalai (Ty) Orlanski, 1975; Stull, 1988 és
Czelnai, 1995 alapjan.

A hidrosztatikai instabilitds meghatarozasa kulcskérdés a meteorologiai elérejelzések szempontjabol, hiszen nagyon
sok olyan jelenség van (pl. gomolyfelhé-képzddés, zapor, zivatar, jégesd, felhdszakadas, tornadd), ami kapcsolatban
van a légkori fiiggdleges mozgasokkal. A fiiggbleges iranyu mozgasegyenletekben két dominans eréhatés van, a
gravitacios erd és a fliggdleges nyomasi gradiens erd. Ezek ereddje a 1égkdr hidrosztatikus allapotaban zérus:

=R
vl

I
=

Az egyenlet atalakithato az elemi nyomasvaltozast kifejez6

dp = —pgdz =—pd®

(XIL1.1)

(XIL1.2)
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

alakra.

Halozatszert, operativ mérések hianyaban a hidrosztatikai instabilitds meghatarozasdhoz az ugynevezett index-
mddszert alkalmazzuk. Ennek lényege az, hogy a magaslégkdri (radiészondas) mérések alapjan a foizobarszintek
hémeérsékleti és 1égnedvességi adatai alapjan kiilonb6z6 indexeket szamolunk, és a foldfelszini megfigyelési adatok
alapjan megallapitjuk az egyes indexek instabilitast jelzé kritikus értékét. Az elsé indexeket az Egyesiilt Allamokban
dolgoztak ki az 1940-es évektdl kezdddden.

A kovetkez0 alfejezetekben szamos indexet talalunk. Az indexek nagy szama azt mutatja, hogy sem a hidrosztatikai
instabilitas altalanos jellemzésére, sem a heves konvekcidval jaro jelenségek elérejelzéséhez nincs univerzalis,
minden iddjarasi helyzetben, minden évszakban és minden f6ldrajzi helyen hasznalhat6 index. Minden szakembernek
megvannak a sajat kedvenc indexei, viszont az mindenképpen igaz, hogy érdemes tobb indexet is megvizsgalni,
miel6tt dontést hoznank az id6jarasi helyzettel kapcsolatban.

Xll.1.1. Néhany index a hidrosztatikai instabilitas
altalanos jellemzésére

A fiiggdleges h6mérsékleti gradiens

a7 (XII.1.3)
=
Az instabilitas vizsgalatahoz a
2 XII.1.4
o =& _pog_< ( )
g, 100m

szaraz adiabatikus hémérsékleti gradienst tekintjiik viszonyitasi alapnak. Ha a y fiiggdleges homérsékleti gradiens
megmeért értéke nagyobb, mint y,,, akkor a 1égkdr szuperadiabatikus allapotban van, és abszolut instabil a fliggéleges
mozgasokkal szemben. Mivel a nedves adiabatikus fliggéleges homérsékleti gradiens értéke altalaban 0,5 és
0,6 °C/ 100 m kozé esik, ezért y,,>y > 0,5 °C/ 100 m esetén feltételes instabilitasrol beszéliink. Hay <0,5 °C/ 100
m, a légkdr hidrosztatikailag stabil allapotban van.

A gomolyfelho6 alapjanak magassaga (Cumulus cloud base)

A nappali 6rdkban, deriilt idében, id6jarasi frontoktol tavol kizardlag a Nap sugarzasi energiaja gerjeszti a konvekciot.
Mivel a sugérzasi energia a foldfelszin felmelegedése itjan jut a légkorbe, ezért a konvekcid utjan keletkezd
gomolyfelhdk alapjanak a magassagat (h) viszonylag egyszertien ki lehet szdmolni, ha feltételezziik, hogy a
felhodalap alatt szaraz adiabatikus folyamat megy végbe. A felhdalap magassaga ilyenkor az un. Ferrel-formulaval
szamolhato a foldfelszin kozelében mért homérséklet (¢) és harmatpont (¢,) alapjan:

h=1200r—1,). (XII.1.5)
A Showalter-féle stabilitasi index
SST = Ligppe —1's01me - (XIL.1.6)

ahol 75 ,p,az 500 hPa-os féizobarszinten mért hémérséklet, #’so ,pa pedig az a hdmérséklet, amit akkor éme el a
légrészecske, ha a 850 hPa-os fdizobarszintrdl a szaraz adiabata mentén a kondenzacids szintig, majd onnan a
nedves adiabata mentén az 500 hPa-os féizobarszintig emelnénk. Az indexet Albert Showalter alkotta meg 1946-
ban. Kritikus értékei a kdvetkezok:

SSI > 10 esetén nem varhatd aktiv konvekcio;

SSI < 3 esetén zaporos csapadék varhatod;
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

SSI < 0 esetén zivatar valdszini,
SSI < -3 esetén heves zivatar / jéges6 valoszini;

SSI < —6 esetén igen heves zivatar / tornadé valédszint.

A nedvességi index (mas szoval a telitési index)
M = (0=t )gonm T =T o T =)o - (XILL7)

ahol (¢ — #7)g50 hpa» (! — 12)700 hPa» €S (£ — 22)500 hpas @ harmatpont-deficit értéke a megfeleld féizobarszinten. Az
indexet N. V. Lebegyeva alkotta meg 1955-ben. Csak Iégtdmegen beliil és csak a nappali iddszakban alkalmazhato.
Kritikus értékei a kovetkezok: NI > 25 esetén nem varhato aktiv konvekcio. Ha NI < 18, tovabba a varhaté maximum
és maximum homérséklet idején fellépd harmatpont kiilonbsége kisebb, mint 12 °C, akkor zaporos csapadék
varhat6. NI értékének csokkenésével novekszik a csapadékkeletkezés valdszintisége €s a varhato csapadék intenzitasa.

A modositott nedvességi index
NI =~ 1) 700um: + (2 )s00u: - (XIL1.8)

Az indexet szintén N. V. Lebegyeva alkotta meg 1955-ben. NI* értékének csokkenésével novekszik zivatarok
kialakulasanak valdszintisége.

Az emelési index (lifted index, LJ)

LI =t . —Egp 1. - (XIL.1.9)

ahol t*500 wpa @z a hémérséklet, amit akkor érne el a légrészecske, ha a foldfelszinrél, a varhatd napi
maximumhd&mérséklet pontjabdl a szaraz adiabata mentén a kondenzacios szintig, majd onnan, a nedves adiabata
mentén az 500 hPa-os féizobarszintig emelnénk. Az indexet Joshep Galway alkalmazta eldszor 1956-ban. Kritikus
értékei a kovetkezok:

LI > 2 esetén nem varhato aktiv konvekcio;
LI < 2 esetén zaporos csapadék varhato;

LI < 0 esetén zivatar valoszini;

LI < —4 esetén heves zivatar / jéges6 valoszinl,

LI < —6 esetén igen heves zivatar / tornadé valoszinti.
A K-index

K = (oo —Troonms ) lassonme — (0 =T )noims - (XIL1.10)

A vitorlazorepiilok kozott igen népszerti indexet Joseph George publikalta egy 1960-ban kiadott repiilésmeteorologiai
tankdnyvben. Kritikus értékei a kovetkezok:

K < 20 esetén nem varhat6 aktiv konvekcio;

K > 25 esetén gyenge konvektiv aktivitas Iéphet fel;
K > 30 esetén mérsékelt konvektiv aktivitas 1éphet fel;
K > 35 esetén er6s konvektiv aktivitas léphet fel;

K > 40 esetén igen konvektiv aktivitas (heves zivatar / jéges0) varhato.

A Thompson-index (77)
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

TI=KE-II. (XII.1.11)

Az Egyesiilt Allamokban készitett statisztikak szerint 7/ < 25 esetén nem kell szamitani zivatarok kialakulaséra.
Minél nagyobb 77 értéke, annal nagyobb a zivatarok kialakuldsanak valosziniisége, és annal nagyobb a varhato
zivatarok intenzitasa. Ha 77 > 40, akkor igen heves zivatarokra kell szamitani.

A Boyden-index (BI)
BI'=RTopg 1ps - 100nme ~Lso0 e —200 (XIL1.12)

Az RT5001pa— 1000 hpa relativ geopotencial értékét geopotencialis dekaméterben kell megadni. Kritikusan szemlélve
meglehetésen furcsa index, mégis tobb orszdg meteoroldgiai szolgalatanal alkalmazzak a napi gyakorlatban.
Erdekessége egyrészrol az, hogy nem tartalmaz nedvességi mérdszamot, méasrészrol az, hogy a 700 és az 1000
hPa-os féizobarszint kdzotti relativ geopotencial értékét hasonlitjuk dssze egy homérsékleti értékkel. Az indexnek
ily médon nem értelmezhetd a dimenzidja, bar tudjuk, hogy a relativ geopotencial egyenesen aranyos a 1égréteg
kozéphoémérsékletével. Ezt az allitast a hidrosztatika (XII.1.2) alakt alapegyenlete és az egyesitett gdzelmélet

AT . P (XII.1.13-
= . Vagyis =—

p=p gyis 2 2T 14)
alakulé egyenlete felhasznalasaval tudjuk igazolni. Az indexet C. J. Boyden alkalmazta el6szor 1963-ban. A
tapasztalatok szerint B/ > 94 esetén nagy valdsziniiséggel alakulnak ki zivatarok.

A Miller-féle 6sszegz6 indexek (totals)

- a vertikalis dsszeg (vertical totals):

VT =1ty50 1pa — 500 13s - (XILL.15)
- a keresztosszeg (cross totals):
CT =150 10 ~Isco 120 - (XIL.1.16)
- a teljes 0sszeg (total totals):
(XIL.1.17)

IT =VT +CT =ty yp +lanso nme — 2Ls00 1me -

Az indexeket Robert Miller alkotta meg 1972-ben. Az elemzések szerint a kovetkezo kritikus értékek allapithatok
meg: a vertikalis 6sszeget hasznalva V'T> 26 esetén kell zivatar kialakulasaval szamolni. A masik két index esetében
a kovetkez6 megfigyelések sziilettek:

CT < 18 esetén nem varhato aktiv konvekcio;
CT > 18 esetén gyenge vagy mérsékelt konvektiv aktivitas 1éphet fel;
CT > 20 esetén erds konvektiv aktivitas 1éphet fel;

CT > 29 esetén igen erds konvekeio / tornado kialakulasa valoszind.

IT < 42 esetén nem varhato6 aktiv konvekcio;
TT > 42 esetén gyenge vagy mérsékelt konvektiv aktivitas léphet fel;
TT > 48 esetén erés konvektiv aktivitas 1éphet fel;

TT > 55 esetén igen erds konvekcid / tornado kialakulasa valoszind.

A KO-index
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

KO=[(0 0 10 +O.ngg 1z )= (Ougro 10: + Olygeo e 1 2 (XIL1.18)

ahol @500 hpa> @700 hPa> @egs50 npa €5 @e1000 npa aZ €kvivalens potencialis hdmérséklet az egyes f6izobarszinteken.
Az indexet T. Andersson és munkatéarsai dolgoztak ki Svédorszagban, 1989-ben. Kritikus értékei a kdvetkezok:
ha KO értéke nagyobb 5-nél, akkor nem valoészinti zivatar kialakuldsa. A 2 és 5 kozé es6 KO értékek esetén gyenge
vagy mérsékelt, a 2 vagy annal kisebb KO értékek esetén erds, vagy igen erds zivatartevékenység varhato.

Az S-index

ST =TT —(Ey 30 L 1o )= - (XI1.1.19)

a

Az a paraméter értéke 0, ha a vertikalis 6sszeg (VT = tg50 hpa — 1500 hpa) NAZYObb 25-nél. a =2, ha VT 22 és 25 kozé
esik, végiil a = 6, ha VT kisebb 22-nél. Az index hasznalatait M. Reymann és munkatarsai javaslatara a Német
Katonai Geofizikai Hivatal meteorologusai szamara vezették be 1998-ban, és 1égtomegen beliili konvektiv
helyzetekben alkalmazzak a nyari félévben, azaz aprilis és szeptember kozott. A verifikacios eredmények szerint
az SI < 39 értékekre az esetek 89%-aban nem fordult eld zivatar. Ha ST értéke 39 és 46 kozé esik, akkor 42%, a
46-nal nagyobb értekekre 75% a zivatarok kialakuldsanak valosziniisége.

A Rackliff-index (RI)

RI= 9_—455( e _95(-: HBe : (XI1.1.20)

ahol Og,,5501pa @ pszeudonedves potencialis hdmérséklet a 850 hPa-os féizobarszinten, O sy p, pedig a potencialis
hémérséklet az 500 hPa-os féizobarszinten. Az indexet T. Rackliff dolgozta ki 1962-ben. Kritikus értékei:

RI < 25 esetén zaporos csapadék varhato;
RI > 25 esetén zapor és/vagy gyenge zivatar valdszin;

RI > 30 esetén mérsékelt vagy heves zivatar valoszinti.

A Bradbury-index (Brl)
Brl =0,.500 10 ~ Oy e - (XIL1.21)

ahol 0,500 npa @ pszeudonedves potencidlis hémérséklet az 500 hPa-os fdizobarszinten, @y,g50 nhp, pedig a
pszeudonedves potencialis hdmérséklet a 850 hPa-os féizobarszinten. Az indexet T. Bradbury dolgozta ki 1977-
ben. A szakirodalom potencialis instabilitasi index néven is emlegeti. A vizsgalatok szerint a nyari félévben a
Brl<-2, atéli félévben a Brl < 3 értékek mellett lehet zivatar kialakulasara szamitani.

A Van Delden-féle potencialis instabilitasi index (PII)

(XII.1.22)

s

verifikalasat az eurdpai térségre 2001-ben publikalta a holland szerz6. (Figyelem! A PII nem tévesztendd Ossze a
Bri-vel, amit szintén emlegetnek néha ugyanezen a néven.) A szerz6 szerint zivatar kialakulasanak a P//>—0,52- 103
esetben legalabb 84%-os esélye van.

A (médositott) Jefferson-index (MJI)

MIT =1.6055 12 + 500 12 — 0. 500 12 —Limo 1) = 8. (XIL1.23)
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

(A jelolések megegyenek a fentiekkel.) Az indexet G. Jefferson dolgozta ki 1963-ban, és 6 az, aki a jelenleg
hasznalt, modositott alakjat is a napi gyakorlatba hozta. A vizsgalatok szerint zivatar kialakulasara MJI> 27 esetén
lehet szamitani, és ez a valoszinliség MJI novekedtével novekszik. Ha MJI> 30, akkor heves zivatarok kialakulasara
kell szamitani.

A nullafokos izoterma magassaga (freezing level)

Latszolag egyszert fogalomrol van sz6, de a jégeso kialakulasa szempontjabol nem lehet kihagyni. Kritikus értéke
valtozhat az iddjarasi helyzet és a foldrajzi hely fliggvényében. A legtdbb szakirodalmi forrds a 650 hPa-os
(~3600 gpm) értéket adja meg, azaz a konvektiv csapadék keletkezése esetén nagy esély van jégeso keletkezésére,
ha a nulla-fokos izoterma az adott szint alatt van.

Xll.1.2. Néhany index a heves hidrosztatikai instabilitas
jellemzésére

A Miller-féle tornadéfenyegetettségi index (severe weather threat, SWEAT)

STWEAT =20(TT —49)+12f 520 soe T2 a0 1w + i vz +

+123[sin(ddd,y, 5, — dddsey 1z )+0.2] . (XIL.1.24)

ahol 7T a Miller-féle teljes 0sszeg; ffzso npar 111€tVe ff500 npa @ csomoban (knot-ban) mért szélsebesség a 850, illetve
az 500 hPa-os f6izobarszinten; dddsgg,p,, illetve dddgsg p, @ szElirany az 500, illetve a 850 hPa-os féizobarszinten.
Az indexet Robert Miller alkotta meg 1972-ben.

Az index kiszamitasakor a szerzg szerint a kovetkez0 kiegészitd szabalyt kell alkalmazni: egyetlen tag értéke sem
lehet negativ, igy ha (7T — 49), vagy t;550 npa illetve [sin(ddds g vp, —deidyso 1. )+0.2] negativ értékii, akkor nullat
helyettesitiink. Ez egy empirikus szabaly, igy az index kiértékelése meglehetdsen vitatott. Legtobbszor a kovetkezo
kritikus értékeket alkalmazzak: STVEAT 2250 egetén erds, SWEAT 2300 esetén pedig igen erds konvekcid varhato.
A tapasztalatok szerint tornadé akkor alakulhat ki, ha STFEAT =400

Hozzaférheté konvektiv instabilitasi energia (convective available potential energy, CAPE)

o en [T,-T.)
CAPE=|"(a,-a,)dp=]| "¢ Tildz

z

(XIL1.25)

ahol p,. , illetve z,, a szabad konvekcio szintje, p;, , illetve z;, a kiegyenlitett réteg magassaga az (x, y, p), illetve
az (x, y, z) lokalis descartes-i koordinata-rendszerben; a,., illetve a; a légrészecske, illetve kdrnyezetének specifikus
térfogata; T, ., illetve T,  a légrészecske, illetve kornyezetének a virtudlis hdmérséklete. Ennek az —igen népszerl
—indexnek a definiciojat Mitchell Moncrief és Martin Miller publikalta 1976-ban. A heves hidrosztatikai instabilitas
vizsgalatahoz azért valt nagyon elterjedtté, mert Osszefliggés van a CAPE értéke és a konvektiv képzédmény

kornyezetében varhato legerdsebb széllokések sebessége (f”- ) kozott:
1. =J2CAPE (X11.1.26)

A CAPE kritikus értékeirél megoszlanak a tapasztalatok. A leggyakrabban a kdvetkez6 értékeket hasznaljak:

CAPE < 200 esetén nem varhat6 aktiv konvekcio;
200 < CAPE < 500

] -1
esetén gyenge vagy mérsékelt konvekcid varhatd (f* >20ms );

500 < CAPE < 600 -1
esetén erds konvekcid varhatd (J‘; >30ms );

209

http://www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render
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600 < CAPE < 1000 g -l
esetén igen erds konvekcio varhato (f* >33ms );

>

1000 < CAPE < 2000 .
esetén nagyon erds konvekcié varhato (ff >40ms

);

2000 < CAPE -1
esetén extrém konvekcid varhato (f* > 60ms

).

A CAPE index alkalmazhatosagat az is jelzi, hogy kiilonb6z6 valtozatban hasznaljak, pl. NCAPE, SBCAPE,
MUCAPE és MLCAPE. Sét! A 1égzuhatagok (downburst és microburst) elorejelzéséhez hasznalhato valtozatat
(downdraft CAPE: DCAPE) is kidolgozték.

Normalt hozzaférheté konvektiv instabilitasi energia (normalized convective available potential energy,
NCAPE)

CAPE (XIL1.27)

NCAPE = .
P~ P

A jelolések megegyeznek a CAPE esetében hasznalt jelolésekkel. Csak gyenge konvekcioval talalkozhatunk, ha
NCAPE értéke kisebb, mint 0,1. NCAPE értékének novekedtével a varhatd konvekcid erfssége is novekszik.

NCAPE =0.4 1 6rii]l mar erds konvekciora kell szamitani.

A foldfelszint6l szamitott hozzaférheté konvektiv instabilitasi energia (surface based convective available
potential energy, SBCAPE)

o (T -1 (XI1.1.28)
SBCAPE=| "(a,~a;)dv=|"g Tiidz

Kritikus értékei megegyeznek a CAPE kritikus értékeivel. Az r index itt is a részecskére utal.
A leglabilisabb hozzaférheto konvektiv instabilitasi energia (most/maximum unstable CAPE, MUCAPE)

Az integralas also hatara ebben az esetben az a szint, amellyel a leginstabilabb (legnagyobb) konvektiv instabilitasi
energiat kapjuk. Kritikus értékei megegyeznek a CAPE kritikus értékeivel.

A rétegkozéppel szamitott hozzaférhet6 konvektiv instabilitasi energia (mixed layer CAPE, MLCAPE):

Szamitasakor a kdrnyezet specifikus térfogata (ay), illetve virtualis hdmérséklete (7),;) helyébe az als6 100 hPa
vastag réteg atlagos specifikus térfogatat, illetve virtualis hémérsékletét irjuk. Kritikus értékei megegyeznek a
CAPE kritikus értékeivel.

A learamlas hozzaférhet6 konvektiv instabilitasi energidja (downdraft CAPE, DCAPE)

TR (XIL.1.29)

Ds. illetve z, ezlttal azt a szintet jeloli, ahonnan a ledramlés, azaz a 1égzuhatag indul. Helyette altalaban a hibrid
légzuhatag indexet hasznaljak. Az r index itt is a részecskére utal.

Hibrid légzuhatag index (hybrid microburst index, HMI)

HMI=10-y+ (1 —13)g50 1z — (= Za )0 1me- (XIL1.30)

Itt 7 a hémérsékleti gradiens értéke °C / 100 m egységben a 850 hPa-os és a 670 hPa-os szint kozott. Az index

kritikus értékei és a 1égzuhatag altal generalt maximalis széllokés (f"- ) értékei a kovetkezok:

210

http://www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

HMI < 8 ms"l)

esetén nem varhato légzuhatag kialakulasa (f* <13
- 20ms™ ):

HMI > 8 ) . f =
esetén kis esély van légzuhatag kialakulasara (-'*

-1
ms
);

HMI > 16 . f. <25
esetén kozepes esély van légzuhatag kialakulasara (/= = =~

Zims'l)

HMI > 24 . i =
esetén nagy esély van légzuhatag kialakulasara (¥ + ~

Emelési munka, mas széval konvektiv gatlas (convective inhibition, CIN)

v = (e -a) & (XIL1.31)

A hidrodinamikai instabilitas kialakulasanak tanulmanyozasakor altaldban azt vizsgaljuk, hogy a konvektiv gatlas

lekiizdéséhez sziikséges emelési munkat biztositja-e a konvektiv instabilitasi energia. Ha CAPE = CIN | akkor
feltételes instabilitasrol beszéliink. Az emelési munka értéke azt is meghatarozza, hogy a keletkezé gomolyfelhdk
milyen fejlettséget érhetnek el. A kdvetkez6 kritikus értékeket szokas alkalmazni:

CIN <15 esetén Cu humilis, Cu mediocris keletkezhet;
15=CIV <50 esetén Cu humilis, Cu mediocris keletkezhet;
0= CIN < 200 esetén multicellas Cb keletkezhet;

200 = CIN esetén tobbnyire nem keletkezik gomolyfelhd, mert nincs elegendd energiaforras az emelési
munka biztositasahoz, azaz a konvektiv gatlas lekiizdéséhez.

Atfog() konvektiv Richardson-szam (bulk Richardson number, BRN)

. XI1.1.32
BRV - CAPE ( )

0.5(Vsm —¥a02)”

ahol *¥= a szélvektor 6 km, "3%= pedig 500 méter magasan. Hasznalatat M. Weisman és J. Klemp javasolta 1986-
ban. Nagyon hasznos indexnek bizonyult annak eldéntésében, hogy milyen esély van szupercellak kialakulasara.
A tapasztalatok szerint a kdvetkez6 kritikus értékek alkalmazhatok:

BRN < 10 esetén kicsi az esély zivatarok kialakulasara a nagy sz€élnyiras miatt;
10 < BRN < 45 esetén szupercellak kialakulasara kell szamitani;

45 < BRN egycellas és multicellas zivatarok kialakulasa valdszint.

Helicitas (csavarodas, helicity, H)

A hidrosztatikai instabilitdshoz kapcsolodo jelenségeket szokas vizszintes tengelyll 6rvényekként szemlélni. Az
igen heves konvektiv jelenségek, mint példaul a szupercelldk és a tornadok esetén viszont erdsen csavarodik
vertikalisan a szélmez6. Ezt a jelenséget a (XI1.1.36) egyenlet és a X1I. 1.2. abra mutatja be. Ennek a csavarodasnak
az erGsségét fejezi ki a helicitas:

= I'fv (Vxv)dh, (XII.1.33)

ahol ¥ a szélvektor ¥ = (.. 0) , mas szoval a hidrodinamikaban hasznalt &ramlési vektor hidrosztatikus kozelités
mellett. A nabla operator a hidrodinamikaban megismert alakot olti:
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(XIL1.34)

.‘L
o |m
:

[a )

-
=D’| o
Oy

I8 | R
\

A (XII.1.33) definicids egyenletbdl kiindulva a fiiggbleges tengelyii 6rvények megjelenését az alabbi levezetéssel
lehet igazolni. Az egyenletben az integrandus egyik tényezdje:

; ik (XII.1.35)
G |2 2 2| gt e

tx v oz iz &z ix &

i v 0

Ml _i 7 (XII.1.36)
&z
1'('\?><1']=.v i—& =—ag+vi—& :
[ | ; cz cz
[ v Cu
10l ==
il ge &

A fenti levezetés alapjan vilagos, miért fligg Ossze a helicitas jelensége a fiiggéleges szélnyirassal, azaz a

v cu (XI1.1.37)
- £a —

& cz

mennyiségekkel. A helicitds megjelenésére a XII.1.2. abran lathatunk példat.

EENY
ENY
NYENY

HNYDHY

\.\///

DY

DDHY

—‘-..._‘__H*

EDE
2o
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XII.1.2. abra. Vertikalis szélnyiras (a széliranyok feltiintetésével) heves hidrosztatikai instabilitas jelenléte mellett.

A kovetkezd, XII.1.3. abra pedig azt szemlélteti, hogyan csavarodik egy intenziv konvektiv képzédmény.

XII.1.3. abra. Sematikus példa a helicitas, azaz a csavarodas megjelenésére intenziv konvektiv rendszerben.
H kritikus értékei a kovetkezok:

H < 150 esetén nem varhato szupercella;
150 < H < 300 esetén alkalmas a helyzet szupercellak kialakulasara;
300 < H < 400 esetén igen alkalmas a helyzet szupercellak kialakulasara;

400 < H esetén igen heves szupercelldk, tornadok kialakuldsara kell szamitani.

A helicitas tovabbi alkalmazésara is van példa.

Az alaparamlashoz viszonyitott helicitas (storm relative helicity, SRH)

Pontosabb képet kapunk, ha az alaparamlas sebességébol (¥') kivonjuk az 6rvény mozgasanak sebességét (€ ).
Bevezetését R. Davies-Jones, D. Burgess és M. Foster javasolta 1990-ben.

SRE = [* (v=)(Vxv) dir . (XIL.1.38)

Az integralas helyettesitésére P. Markowski és Y. Richardson 2010-ben a kovetkez0 praktikus képletet hasznalta:
-1 (XII.1.39)

SRH =3 | (e —c, )-[ v, —c, )= (m, =, )-( Vi —c; ) |-
Pl -

ahol ¥ ¢és V a v szélvektor nyugat-keleti és dél-északi komponensei az i-edik szinten; ~* és ¥ az 6rvény mozgasi
sebessége nyugat-keleti és dél-északi iranyban.

A verifikacidk szerint:
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SRH < 150 esetén a konvekcios cella alig csavarodik;
SRH > 150 esetén a zivatarcellak csavarodnak, fiiggdleges tengelyii drvénylés varhato;
SRH > 300 esetén szupercellak képzddnek fiiggdleges tengelyt 6rvényléssel;

SRH > 450 esetén a szupercellak szamottevé Orvénylése varhato a fliggbleges tengely koriil, és tornadok is
képzddnek.

Helicitasi energia (energy helicity index, EHI)

CAPE (XI1.1.40)

EHI SRH .
160000

Az index egyesiti a vertikélis szélnyiras és az instabilitas hatasat. Altalaban az alsé 2 km-es rétegben szamitjak ki.
Az SRH index dimenzidja m? s, a CAPE indexé J kg*l. Az EHI index jol szolgalja a varhatd tornadok erésségének
meghatarozasat. Hasznalatat J. Hart és W. Korotky javasolta 1991-ben. A tapasztalatok szerint a korrigalt Fujita-
skalan (EF):

EHI < 1 esetén cellas konvekci6 varhato tornado nélkiil;
1 < EHI < 2 esetén gyenge (EFO0, EF1 erésségii) tornadok alakulhatnak ki;
2 < EHI < 4 esetén kozepes erésségti (EF2) tornadokra szamithatunk;

4 < EHI esetén erds (EF2-nél erdsebb) tornadok keletkezhetnek.

FELADATOK

XIIL.1.1. A XII.1.1. dbra szerint 1égkori mozgasrendszereket a karakterisztikus tér- és iddskalajuk alapjan nyolc
csoportba soroljuk. A nyolc csoport mindegyikét besoroltuk egy-egy ,,fécsoportba”. Miért? Miben kiilonboznek
egymastol az egyes ,,focsoportok” (makro-, mezo-, mikro-)?

XII.1.2. Milyen dimenzidja, azaz mértékegysége van az egyes indexeknek?

XII.1.3. A hidrosztatika alapegyenlete (dp =-pgdz ) és az egyesitett gazegyenlet (¥ =~ RT ) segitségével igazolja,

hogy a P& P2 jzobarfeliiletekkel hatérolt réteg relativ geopotencialja egyensen aranyos a réteg
kozéphémeérsekletével!

XII.1.4. A XI1.1.1. tablazat adatai alapjan hatdrozza meg a felh6fajtakat, mennyiségiiket, a legalacsonyabb szintti
felh6zet mennyiségét és a felhdalap magassagat nappali gomolyfelhdk esetén! Jellemezze szovegesen a felhdkép
valtozasat a nap soran! A SYNOP-tavirat szamcsoportjainak jelentését — tobbek kdzott — a Klasszikus dinamikus
meteorologiai példatar I. cimii kotetben (Weidinger és Tasnadi, 2007), 4 szinoptikus idéjardsi analizis eszkozei
cimi munkafiizetben (Gyuro, 2007a), vagy a Meteorologiai Vilagszervezet honlapjan lehet megtalalni a kovetkez6
cimen: www.wmo.int/ pages/ prog/ www/ WMOCodes.html.

XII.1.1. tablazat. Budapest-Pestszentlorinc allomas SYNOP-taviratanak 2., 3. és 5. szakasza 2013. majus 20-an.

GG igi hVV Nddff 1s,TTT 2s,T,T,T; 3P,PyPyP, 4PPPP Sappp 6RRRtz 7wwW W, 8N,C;CyCyy 333
(1s,T.T.T,) (2s,T,T,T,) (5555S) (6RRRtx) (7R,;R2,R>4R>,) (8NsChshg) (925T,T,) 555 10UUU
551/ 8n

00 11670 71901 10150 20147 39943 40109 55001 60021 71398 83272 333 83840=

01 41668 41701 10148 20148 39941 40107 50009 70111 81242 333 81840 555 10100=

02 41968 32303 10140 20131 39941 40107 52006 70100 81042 555 10094=

03 41970 22103 10126 20103 39947 40114 53004 70111 81042 555 10086=

04 41980 12202 10118 20099 39952 40120 52011 70100 80002 555 10088 /7464=

05 41982 12302 10130 20104 39958 40125 52017 70300 81042 555 10084=
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06 11982 12403 10144 20098 39965 40131 53018 60022 70211 81042 333 20117 55140 70024=

07 41684 22502 10160 20103 39970 40135 52018 70300 82100 333 82840 555 10069=

08 41686 42504 10174 20103 39974 40139 51016 70300 84200 333 84840 555 10063 55082=

09 41686 32404 10183 20102 39977 40141 51012 70100 83200 333 83840 555 10059 55091=

10 41686 42803 10188 20093 39980 40144 51010 70300 84200 333 84840 555 10054 55071=

11 41686 42203 10201 20097 39981 40144 51007 70300 84200 333 84843 555 10051 55071 /7486=
12 31686 52103 10206 20092 39980 40143 50003 70311 85200 333 85846=

13 41686 62203 10205 20085 39978 40141 58002 70322 85260 333 85846 555 10046 55071=

14 41686 42906 10195 20097 39977 40141 57004 72581 84960 333 81946 83846 555 10053 55124=
15 41786 32703 10210 20073 39973 40136 57007 70181 82263 333 82850 555 10041 55091=

16 41786 22403 10212 20085 39970 40133 57008 70100 81203 333 81850 555 10044 55073=

17 41784 22503 10207 20080 39968 40131 56009 70100 81202 333 81850 555 10044=

18 41784 22502 10192 20085 39969 40133 55004 70381 81263 333 10215 81850=

19 41783 30000 10163 20099 39974 40139 53004 70300 81283 333 81850 555 10066=

20 41982 50702 10153 20097 39977 40143 52009 70311 81083 555 10069=

21 41982 71002 10145 20103 39977 40143 51008 70311 83088 555 10076=

22 41782 70902 10145 20103 39977 40143 51003 70322 81288 333 81850 555 10076=

23 41981 51402 10134 20102 39976 40143 58001 71322 82082 555 10081=

XI1.1.5. A XII.1.2. tébldzat adatai alapjan hatarozza meg / értékét a 925 és a 850 hPa-os szint kozott, és jellemezze
a légkor hidrosztatikai stabilitasanak allapotat! A dekodoldshoz hasznélja a XI1.1.3. tablazatot!

XII.1.2. tablazat. Budapest-Pestszentlorinc dallomds TEMP-tavirata ,,A” részének 2., 3. és 5. szakasza, valamint
a, B rész 5. szakasza 2013. majus 20-an 00 UTC-kor.

TTAA

99P0P0P0T0T0T00D0D0d0d0d0f0f0 PnPnhnhnhnTnz—;1TanDnDnd0d0d0f0ﬁ) "'88PtPtPtTtTtTalDtDrdtdtd)fft

TTAA

99994 15203 17001 00090 /////' 1111/ 92754 16260 20506 85468 11830 22508 70060 00612 20016
50567 17167 19518 40731 29961 20016 30929 45545 14022 25049 52560 18516 20194 513// 16008
15382 507// 22505 10643 537// 08001 88243 53560 19015=

TTBB

o g1, P PP T\ T TunD,D, ..

TTBB

00994 15203 11971 15236 22956 17457 33914 15861 44864 12832 55801 07825 66779 06050 77734
03019 88696 00211 99672 01350 11609 07319 22579 10359 33557 12158 44548 12367 55437 24168
6637234558 77361 35350 88320 41734 99293 46749 11272 49358 22243 53560 33228 503// 44215

481// 55193 529// 66178 485// 77116 539// 88106 557// 99100 537//

XI1.1.6. A XII.1.2. tablazat adatai alapjan szamolja ki a kdvetkez6 indexek értékét: NI, NI*, K, BI, VT, CT és TT!
Adjon elérejelzést a konvekcidval kapcsolatban! A dekoddolashoz hasznalja a X71.1.3. és a XII.1.4. tabldzatokat!

XII1.3. tabldazat. A TEMP-tavirat ,,A” rész 2. és 3. szakaszanak kodolasa.

99 az allomas szintjének csoportjelz6 szama

PyPyP, |az allomas szintjén mért légnyomas tized hPa-ban

ToTyT,o |léghomérséklet tized °C-ban (pozitiv hdmérséklet esetén T, paros, negativ hdmérséklet esetén paratlan)
DyD, harmatpont deficit (5 °C alatt tized fokban, folotte egész fokban 50-nel névelve)

doydyd, sz¢lirany az allomas szintjén (6tfokonkénti 1épéskodzzel)

fofo szélsebesség az allomas szintjén
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PP, az egyes foizobarszintek csoportjelz6 szama (1000 hPa: 00, 925 hPa: 92, 850 hPa: 85, 700 hPa: 70,
500 hPa: 50, 400 hPa: 40, 300 hPa: 30, 250 hPa: 25,
200 hPa: 20, 150 hPa: 15, 100 hPa: 10)
h,h,h, az adott f6izobarszint standard geopotencialja (500 hPa alatt gpm-ben, 500 hPa-on és folotte az
ezreseket és tizezreseket elhagyva, gpdam-ben)
T,T,T,, |léghomérséklet az adott féizobarszinten tized °C-ban (pozitiv hdmérséklet esetén 7, paros, negativ
hémérséklet esetén paratlan)
D,D, harmatpont deficit az adott féizobarszinten (5 °C alatt tized fokban, f616tte egész fokban 50-nel névelve)
d,d,d, sz€lirany az adott foizobarszinten (6tfokonkénti 1épéskozzel)
ol sz¢lsebesség az adott féizobarszinten
88 a tropopauza szintjének csoportjelz6 szdma
hhh, a tropopauza szintjének standard geopotencialja (az ezreseket és tizezreseket elhagyva, gpdam-ben)
T,1,T, léghdmérséklet a tropopauza szintjén tized °C-ban (a paratlan 7, negativ hdmérsékletet jelent)
DD, harmatpont deficit a tropopauza szintjén (5°C alatt tized fokban, f616tte egész fokban 50-nel novelve)
ddd, sz¢lirany a tropopauza szintjén (6tfokonkénti 1épéskozzel)
fif: sz¢lsebesség a tropopauza szintjén
XII.1.4. tablazat. A TEMP-tavirat ,,B” rész 5. szakaszanak kodolasa (homérséklet és léegnedvesség a szignifikans
szinteken).
n,n, a szignifikans szint sorszama (az allomas szintjén 00, a tovabbiakban 11; 22; ... ; 99; 11; ...)
P,P,P, |alégnyomas értéke a szignifikans szinten egész hPa-ban
T,T,T,, |léghdmérséklet a szignifikdns szinten tized °C-ban (pozitiv hdmérséklet esetén T, paros, negativ
hémérséklet esetén paratlan)
D,D, harmatpont deficit a szignifikans szinten (5 °C alatt tized fokban, f616tte egész fokban 50-nel névelve)

XI1.1.7. Masodfaji hidegfront vonult at a Karpat-medence f616tt 2013. majus 22-én. A KO-index el6rejelzései
(XII.1.4.—7. abra) alapjan elemezze a hidrosztatikai instabilitasi viszonyokat a front atvonuldsa utan! Verifikalja
elemzéseit a megfigyelési adatok (X11.1.5., XI1.1.6. és XII.1.7. tablazatok) alapjan!

=L NN

'tq
i

o Vertikolbewegung [hF‘cl_,fh] (Farbakalo)
Mittwech, 22=-05-2013 09 UTC (GFS 0.5% {Mittwoch DE + 0OF) @mﬂr matierd de
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XII.1.4. abra. A KO-index és az 500 hPa-os foizobarszinten varhato fiiggdleges sebesség (szinskala) haromoras
elorejelzése 2013. majus 22. 09 UTC-re.

KO=Index [K] {tclinien) Extrema: L<—6. 5> +5 und
Mittwech, 22=05=2013 12 UTC (GFS 0.5%1 {Mitlwoch DB + D) @lnﬂr matierd de

XII.1.5. abra. A KO-index és az 500 hPa-os féizobadrszinten varhato fiiggdleges sebesség (szinskdla) hatoras
elorejelzése 2013. majus 22. 12 UTC-re.

u?'-.

A S e e

500 rPo Vertikolbewsgung [hPa/h] (Farbskalo)

KG=In
Mittwoch, 22=05%=2013 15 UTC (GFS 0.5% {Mittwoch DB =+ 03} @u“ matierd de

XII1.1.6. abra. A KO-index és az 500 hPa-os fdizobarszinten varhato fiiggdleges sebesség (szinskadla) kilencords
elorejelzése 2013. majus 22. 15 UTC-re.

3

H\M‘\ﬁ
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. TR0 e T = -
KO—Index [K] {k ign) Exbrema: L<—6, 5>+& und 500 rPo Vertikolbewsgung [h‘F‘cl_,Jrh] (Farbakala)
Mittwoch, 22=05=2013 18 UTC (GFS 4.5% {WMittwoch 06 + 12) @luu metierd de

XII.1.7. abra. A KO-index és az 500 hPa-os foizobarszinten varhato fiiggoleges sebesség (szinskdla) tizenkétords
elorejelzése 2013. majus 22. 18 UTC-re.

XII.1.5. tablazat. A SYNOP-tavirat 2., 3. és 5. szakasza 2013. mdjus 22-én 09 UTC-kor az észlelével miikédo
allomdasokon.

Miskolc 41575 81802 10142 20117 39805 40081 57005 72162 878// 333 84820 83626 555 10085=
Szombathely | 41583 73001 10142 20092 39845 40084 50001 72522 82272 333 82826 555 10072=

Budapest {41581 72003 10151 20105 39914 40079 52001 70122 878// 333 86823 85633 555 10074=
Keékestetd |41/01 92103 10072 20072 38923 42720 58002 74544 333 89/01 555 10100 55071=

Szolnok 41370 82203 10131 20123 39978 40085 50000 76166 887// 333 83708 83720 88640=

Eger 41470 81703 10135 20110 39814 40082 58005 70322 8617/ 333 86810 555 10085=

Debrecen {41256 82402 10133 20120 39956 40085 57004 78066 872// 333 87805=

Siofok  |41583 62204 10171 20088 39945 40073 58002 70322 84878 333 83826 81630 92519 555 10058=

Pécs /{41375 72004 10119 20108 39850 40090 52004 72166 8657/ 333 86608=
Pogény

Paks 41560 81802 10127 20114 39966 40083 57003 72582 8327/ 333 83820 555 10092=
Kecskemét {41356 82103 10129 20113 39956 40092 53001 76366 8682/ 333 82607 85812 88545=
Szeged |41270 82301 10130 20124 39990 40089 50000 76066 8412/ 333 84805 88530=
Békéscsaba 41225 82903 10135 20132 39981 40086 56003 76186 8457/ 333 84604=

Sarmellék |41586 60102 10170 20099 39936 40078 56002 70311 83202 333 83825 555 10063=

XII.1.6. tablazat. A SYNOP-tavirat 2., 3. és 5. szakasza 2013. majus 22-én 12 UTC-kor.

Szécsény |16/// /0601 10154 20112 39882 40063 57011 60041 555 10076 55081 6032/=

Josvafé  |16////1802 10127 20108 39707 40073 57007 60011 555 10088 6994/=

Miskolc |11580 81803 10132 20118 39799 40076 57006 60011 72186 8787/ 333 84820 83626=
Zahony |16////2302 10141 20123 39950 40075 56009 60061 555 10089 6020/=

Sopron  |36////2701 10176 20085 39930 40069 56010 555 10055=
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Szombathely | 31680 61602 10173 20084 39835 40071 57010 71581 85382 333 83933 83836 555 10056=
Msmpgada | 36/// /3103 10178 20081 39922 40064 57012 555 10053 55081=

Gyor 36/// /2702 10197 20090 39927 40063 58009=

Veszprém |36/// /0302 10177 20113 39736 40063 56004 555 10066 55081=

Tata 36/// /2902 10186 20094 39917 40062 58009 555 10055=

Budapest {31575 71803 10181 20107 39903 40066 57011 70122 85232 333 85830=

Agard 36/// /2403 10193 20089 39939 40063 57012 555 10051=

Kékestetd | 11/01 92004 10076 20076 38918 42715 57005 60021 74586 333 89/01 555 10100 55083=
Szolnok |11470 72203 10140 20127 39975 40081 55003 60051 72162 878// 333 85810 87657=
Poroszlo |16////2102 10141 20125 39971 40079 54000 60021 555 10090 6999/=

Eger 31470 81903 10142 20114 39808 40075 57006 70222 888// 333 85810 88620 555 10083=
Debrecen | 11358 82503 10138 20122 39951 40080 57005 60051 78086 872// 333 §7806=

Napkor |16////2403 10136 20131 39908 40077 57009 60041 555 10097 6015/=

Farkasfa |36////1202 10168 20077 39707 40071 57007 555 10055=

Zalaegerszeg | 36/// /0401 10178 20057 39791 40071 58007 555 10045=

Nagykanizsa |36/// /1802 10190 20074 39904 40068 57008=

Kaposvar [36/// /2502 10192 20102 39916 40068 58008 555 10056=

Siofok 31682 52506 10187 20098 39935 40062 58010 70122 84202 333 84833 92520 555 10056 55082=
Pécs /|11589 62003 10169 20110 39843 40079 57007 60051 70162 86200 333 86823=

Pogany
Paks 11575 52004 10167 20118 39960 40076 58006 60011 70182 83202 333 83826 555 10073 55072=
Baja 16/// /2102 10163 20130 39950 40082 58002 60051 555 10081=

Kecskemét| 11480 62102 10153 20121 39950 40085 56006 60061 72162 85842 333 83815 84643=
Szeged |11380 71502 10140 20126 39986 40085 58004 60041 76066 8682/ 333 82809 85630=
Békéscsaba | 11215 82706 10132 20127 39984 40090 52003 60041 78182 8327/ 333 83804=

Tat 36/// /2903 10198 20100 39932 40061 57011 555 10053 55071=

Sarmellék |31686 53601 10189 20105 39928 40069 58008 70211 84202 333 84840 555 10058=

XII.1.7. tablazat. A SYNOP-tavirat 2., 3. és 5. szakasza 2013. mdjus 22-én 15 UTC-kor az észlelével miikédo
allomasokon.

Miskolc {41560 72003 10148 20104 39787 40062 57012 70322 873// 333 83920 84823 555 10075=
Szombathely | 41682 22002 10174 20101 39825 40061 58010 70191 81963 333 81933 81836 555 10062=
Budapest {41575 32302 10180 20091 39891 40054 57012 72991 82963 333 81923 82826=

Kékestetd 41260 72406 10052 20052 38909 42709 57009 78098 872// 333 §7805=

Szolnok 42580 52004 10169 20110 39956 40061 57019 85200 333 85830=

Eger 41565 71902 10152 20100 39796 40062 57012 71792 87900 333 82820 86930 555 10071 55081=
Debrecen [41480 72303 10144 20108 39940 40068 57011 72186 8428/ 333 84813 555 10079=

Siofok  |41682 32405 10200 20099 39923 40049 58012 70111 82202 333 82833 92521 555 10052 55071=

Pécs /{41589 31601 10183 20111 39822 40056 58021 70111 83202 333 83826 555 10063=
Pogény

Paks 41575 42004 10189 20117 39942 40056 57018 70211 84200 333 84826 555 10063=
Kecskemét 42682 42102 10180 20093 39930 40063 56020 84203 333 81835 84840=
Szeged |41587 52503 10175 20113 39969 40066 58017 70162 85202 333 85823 555 10067=
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Békéscsaba

41472 71501 10153 20128 39968 40073 56016 72582 84270 333 84810 555 10085=

Sarmellék

41686 33504 10185 20082 39917 40058 58011 70111 82202 333 82840 555 10051 55103=

XII.1.8. A XI1.1.8. abran bemutatott szinoptikus analizis szerint egy nagy kiterjedésii ciklon peremén 6sszearamlasi

zbna alaku

It ki a Karpat-medence f616tt 2013. majus 26-an. Ennek kovetkeztében tobbfelé hullott esd, zaporeso.

Egyes helyeken felhdszakadassal kisért zivatar és jégeso is el6fordult. A jégverés jelentds mezégazdasagi karokat
okozott. Eszakkeleten a lehullott jégszemek vastagon boritottédk a felszint. A felhszakadasok és a jégszemekkel
boritott felszin miatt kozlekedési fennakadasok voltak, tobb baleset is tortént. Egyes hirportalok beszdmolodi szerint
Nograd, Heves, Borsod-Abatj-Zemplén, Bacs-Kiskun, Jasz-Nagykun-Szolnok, Hajdu-Bihar és Szabolcs-Szatmar-
Bereg megyék teriiletén tucatnal is tobb helyen figyeltek meg tornado keletkezésére utald felhdtolesért (tubat).
Elemezze az id6jarasi helyzetet a fentebb megismert indexek segitségével! Hasznalja a X71.1.8. tablazatban talalhatod
TEMP-taviratok adatait! Verifikalja elemzését a lehullott csapadék mennyiségének mért adatai (X11.1.9. tablazat)

alapjan!

3.
i
¥
i
8
i
I:

XII.1.8. abra. A Német Meteorologiai Szolgalat szinoptikus térképe (2013. majus 26. 12 UTC).

XII1.8. tab

lazat. Nehany allomds TEMP-tavirata ,,A” részének 2. szakasza 2013. mdjus 26-dn.

Poprad

00 UTC

99926 05811 04002 00065 ///// /1111 92715 05811 04002 85407 02815 31501 70950 07158 21008
5054924358 21511 40707 38357 20014 30899 47176 20017 25022 43186 18510 20173 42786 20009
15365 44985 00501 10634 49584 19503

Budapest

00 UTC

99993 10258 31004 00080 ///// ///// 92724 06056 30515 85412 02036 27010 70951 08139 27012
50549 24967 24505 40706 38758 21005 30898 45577 27003 25021 415// 23005 20173 419// 22004
15366 461// 20513 10634 507// 16505

Szeged

00 UTC

99000 09812 27005 00083 09812 27005 92733 08659 30016 85425 03258 30512 70965 07756 29012
5055025165 30011 40707 39161 28012 30899 44175 28506 25021 421// 25507 20173 409// 23006
15367 461// 20510 10634 519// 24505

Poprad

12UTC

99926 11656 36002 00057 ///// ////1 92708 11256 36002 85400 02427 03002 70942 07514 33003
5054824761 21509 40706 38560 18507 30898 44980 18513 25021 41586 17012 20172 42386 18014
15365 45585 21503 10633 49584 08002

XII.1.9. Ho

sszan elnyulo, hullamzo frontalzona hidegfrontja haladt at a Karpat-medence f616tt 2013. majus 12-én

(XI1.1.9.—-10. dbra). Tobb helyen mértek jelentds mennyiségii csapadékot. Helyenként jéges6 is volt. Vajan,
Szabolcs-Szatmar-Bereg megyében tornado keletkezett, ami jelentds karokat okozott. A XII.1.9. tabldazat alapjan
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szamolja ki a kovetkez6 indexeket: K, VT, CT, TT, BI, SI! Poprad allomasnak a XII.1.11. abran lathato TEMP-
analizise alapjan vizsgalja meg a kovetkez6 indexeket: K, 7T, LI, CAPE és SRH! A TEMP-analizis alapjan szamolja
ki a Thompson-index értékét! Elemezze a hidrosztatikai instabilitdsi viszonyokat! Verifikalja elemzését a

XI1.1.10. tablazatban talalhaté megfigyelési adatok alapjan!

/A S .
/’j&; -?fw%;
L 5¥\
e L

b

XI1.1.10. abra. A Német Meteorologiai Szolgalat szinoptikus térképe (2013. majus 12. 12 UTC).
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XII.1.11. abra. Poprad aerologiai diagrammja (2013. majus 12. 12 UTC).

XII.1.9. tablazat. Néhany dallomas TEMP-tavirata ,,A” részének 2. szakasza 2013. mdjus 12-én.

Poprad {99929 11211 32002 00071 ///// ///// 92736 11815 00505 85446 12459 14503 70033 00761 17506
50564 16379 16517 40728 30769 16016 30926 45566 16017 25045 55358 15020 20186 54572 19008

00 UTC {15373 50984 20510 10636 54982 27503

Budapest {99992 13613 31506 00072 ///// ///// 92727 13443 31510 85438 11058 18506 70024 00756 16514
50563 17558 16518 40726 30750 15512 30924 46945 13512 25042 52161 13513 20186 509// 20008

00 UTC {15374 497// 21509 10636 551// 25506

Szeged 99002 16656 16504 00101 17257 16505 92772 18466 18514 85488 12259 19507 70081 00413 16506
50571 15585 18511 40735 27576 17509 30935 43157 18510 25055 53938 17010 20197 563// 21505

00 UTC {15382 523//27503 10642 577// 29004

XI1.1.10. tablazat. A 06 és 12 UTC kozétt lehullott csapadék mennyisége (R;5) 2013. majus 26-an.

Ry R;;
Szécsény 4 Debrecen 0,1
Josvafd 10 Napkor 9
Miskolc 8 Farkasfa 1
Zahony 20 Zalaegerszeg 0
Sopron 0 Nagykanizsa 2
Szombathely 0,3 Kaposvar 3
Mosonmagyardvar 0 Siofok 0
Gyor 0 Pécs / Pogany 27
Veszprém 0 Paks 5
Tata 0 Baja 3
Budapest 0 Kecskemét 25
Agard 0 Szeged 5
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Keékestetd 10 Békéscsaba

Szolnok 10 Tat 0
Poroszlo 8 Sarmellék

Eger 20

XII.1.10. Az Egyesiilt Allamokban, Oklahoméban, a 15 ezer lakostii Moore varosaban kozel 400 személyi sériiléssel
jart, 24 halalos aldozatot kovetelt és 2 milliard $ anyagi kart okozott a 2013. majus 20-an, 39 perc alatt atvonult
EF5 erbsségli tornadd. Vonulasanak 27 km-es utvonalan a legerdsebb széllokések sebességét 300-340 km/ora
értékre becsiilik. Mekkora lehetett a CAPE értéke?

XIl.2. A barotrép instabilitas

A 1égkdr akkor van barotrép allapotban, ha az izobar és az izoszter feliiletek parhuzamosak. Mivel az izoszter
feliiletek parhuzamosak az izoterm feliiletekkel, ezért a barotropitas feltétele ugy is megfogalmazhato, hogy az
izobar és az izoterm feliiletek parhuzamosak, mas szoval nem keletkeznek szolenoidok. Matematikai alakban a
barotropitas a slirliség gradiense és a nyomasi gradiens segitségével irhato fel a kovetkezo alakban:

. (XI1.2.1)
c, R

A barotrdp instabilitas a 1égkori mozgasrendszerek besoroldsara Orlanski ltal javasolt nagysagrendi kategorizalas
szerint a makro-f, azaz a szinoptikus skalan megfigyelhetd jelenség.

Barotrop instabilitasrol akkor beszéliink, ha a 1égkér barotrop allapotban van, az aramlas divergenciamentes, és
horizontalis szélnyiras 1ép fel. Ebben az esetben az aramlast kétdimenzidsnak, azaz horizontalis sikaramlasnak
tekinthetjiik. Ezt az aramlasi tipust leggyakrabban az Gn. csatornamodell segitségével szemléltetjik (XI1.2.1. abra).

A modell sikaramlast ir le a kdzepes foldrajzi szélességeken. A csatorna fala északon (J =V ) és délen (J =X )
athatolhatatlan.

Va

y(] D —————— —— —  — —  —————/"3

N
£

_yg e e ——————

XIL.2.1. abra. A csatornamodell a lokalis Descartes-féle koordindta-rendszerben.

A csatornamodellben az aramlast az id6ben atlagolt alaparamlas jellemzi. Az instabilitas vizsgalatakor a szélmez6t
a kis perturbaciok modszere segitségével irjuk le. Ebben az esetben a vI# V2] elvektor zondlis (u) és meridionalis
(v) komponense U zonalis alaparamlas mellett a kvetkez6 alakban irhato fel:

wlx, 1.0 =0 +u(x v.6) és v 6)=v'(x v.1). (XI1.2.2-3)
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A csatornamodell segitségével bebizonyithato, hogy a barotrop instabilitas feltétele az, hogy az abszolut 6rvényesség

atlaganak, azaz az T -c+f mennyiségnek szélséértéke vagy inflexios pontja legyen:

s = 77 XI1.2.4-5)
C+7 a4z U (
= =0, azaz —+fF=—-+p5=0,
dv ) dv F dy- p
ahol /5 a Coriolis-paraméter meridionalis megvaltozasa:
af df (X11.2.6)

dv dy

A (XII.2.4-5) egyenletekkel leirt feltételbdl az kovetkezik, hogy barotrop instabilitds esetén az abszolut
orvényességnek szélsdértéke vagy inflexios pontja van. Ez a feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha horizontalis

szélnyiras 1ép fel. A barotrop instabilitds sordn az %' és V' perturbaciokbol eredd perturbacios kinetikus energia
forrasa az alaparamlas kinetikus energiaja. Ezzel a jelenséggel lehet a sugararam (jet stream) meanderezését
magyarazni.

A barotrop instabilitast Lord Rayleigh, a fizikai Nobel-dij 1904-es dijazottja irta le el6szor 1880-ban, nem forgd

aramlasi térre (ﬁ =0 ). Forgo aramlasi térre, azaz a valos foldi 1égkdrre a japan szarmazasu amerikai meteorologus,
Hsiao-lan Kuo adta meg az elso leirast 1949-ben.

FELADATOK
XI1.2.1. Igazoljuk, hogy a (XII.2.2-3) egyenletekkel leirt sikaramlas esetén az alaparamlas divergenciamentes!
XI1.2.2. Mi kovetkezik abbol, hogy az aramlas a barotrop instabilitas kialakulasa utan is divergenciamentes marad?

XI1.2.3. irjuk fel a relativ orvényességet a (XI1.2.2-3) egyenletekkel definialt dramlas esetén!

XI1.2.4. Igazoljuk, hogy az f-sikon, ahol f'alland6 és p=0 , a barotrop instabilitas kialakulasanak sziikséges és
elégséges feltétele a horizontalis sz&lnyiras!

XII.2.5. A (XII.2.2-3) egyenletekkel megadott feltételek mellett vezessiik le a barotrop drvényességi egyenletet!

srer

X11.2.7. A Fler.0 hullamfiiggvény segitségével irjuk fel a XI1.1.5. feladat megoldasaként levezetett barotrop
orvényességi egyenletet!

XI1.2.8. Igazoljuk, hogy a %0 amplitadoju és

W (x, 1, £) =W, (1)e (X11.2.7)

alaku komplex hullamfiiggvénnyel leirhaté aramlasban barotrdp instabilitas akkor és csak akkor johet 1étre, ha a

c=c, +ic; g . - s g 21 L et
» T fazissebesség imaginarius része nullatol kiilonbozo!

XI1.2.9. Igazoljuk, hogy teljesiil a barotrop instabilitas feltétele a X71.2.2. abran lathatod alaparamlas esetén az

f-sikon (fS =0 )! Az abrazolt linearis szélprofilt a kdvetkez6 egyenlettel adhatjuk meg:

) XI1.2.8
U =Up+U, 2 . -
]
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XI1.2.2. abra. Linearis szélprofil a kozepes foldrajzi szélességek modelljében.

XI1.2.10. Igazoljuk, hogy az * ~ 0 pontban teljesiil a barotrop instabilitas feltétele a X11.2.3. abran lathato alaparamlas

esetén a f-sikon (f allando)! Az abrazolt parabolikus szélprofilt a kovetkezd egyenlettel adhatjuk meg:

XII1.2.9
v =U+£y7 Ce29)
YA
Vi
. .
> E—

XII.2.3. abra. Parabolikus szélprofil a kozepes foldrajzi szélességek modelljében.

XII.2.11. A szélirany megvaltozasaval jaro szélnyirast (Id. XI1.2.4. abra) a tangens hiperbolikusz fiiggvénnyel
lehet modellezni:

(XI1.2.10)

UG)=Uth+ .
H

Igazoljuk, hogy az f-sikon az '~ 0 pontban teljesiil a barotrop instabilitas feltétele!
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V &
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G .
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XII.2.4. abra. A szélirany megvaltozasaval jaro horizontalis szélnyirdas modellje.

XI1.2.12. Igazoljuk, hogy a Bickley-féle szélprofil, azaz a sugararam (jet stream) matematikai modellje esetén a
[-sikon az y = 0 helyen teljesiil a barotrdp instabilitas feltétele! A fiiggvény alakja:

PR (XI1.2.11)
Uy =—pscn* L
2 1

-1

ahol scha szekans hiperbolikusz fiiggvény. A szélprofilt a XI1.2.5. dbra szemléleti.

V i
¥i
—
; .,
—
—V;

XII.2.5. abra. A Bickley-féle szélprofil. (Figyelem! A schzy fiiggvény hatdrértéke az y — +oo és az y — —o esetekben
0.)

XI1.3. A baroklin instabilitas

A 1égkor akkor van baroklin allapotban, ha az izobar és az izoszter feliiletek metszik egymast, vagyis szolenoidok
keletkeznek. A baroklin instabilitas a 1égkori mozgasrendszerek besoroldsara Orlanski altal javasolt nagysagrendi
kategorizalas szerint a makro-f, azaz a szinoptikus skalan megfigyelhet6 jelenség, és szoros dsszefliggésben van
a ciklonok és az anticiklonok, azaz a Rossby-hullamok keletkezésének mechanizmusaval.

Baroklin instabilitasrol akkor beszéliink, ha a 1égkdr baroklin allapotban van, és vertikalis sz€lnyirds 1ép fel. A
jelenséget Jule Charney amerikai és Eric Eady brit meteoroldgus irta le el6szor 1947-ben, illetve 1949-ben publikalt
iraséban.

A baroklin instabilitds szemléltetésére tobbféle modellt is alkalmazhatunk. Minden modell Iényeges eleme a
vertikalis szélnyiras. A kovetkezo feladatok egyrétegii és vertikalis szélnyirast tartalmazo modellre vonatkoznak.
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Ezt a modszert a szakirodalom Rayleigh-féle eljarasként emlegeti (Haltiner és Williams, 1980; Holton 2004).

Alaparamléasként a o==In(p/p) redukalt nyomasi koordinata-rendszerben felirt U(¥-9) horizontalis aramlést

valasztjuk. Ezzel a horizontélis szélmezd a kovetkez alakban irhat6 fel:
(X11.3.1)

vix,yv.a, O =1U( ) +iu'(x, v, c, )+ jvix v, g, b,

ahol -7 az ¥ ésaz V' iranyu egységvektor. A levezetéshez a g-val jeldlt kvazi-geosztrofikus potencialis Srvényesség
megmaradasanak tételébol indulunk ki. A ¢ kvazi-geosztrofikus potencialis drvényesség definicids egyenlete a

7 -koordinata-rendszerben a kovetkez6 alakban irhat6 fel (Haltiner és Williams, 1980; Holton 2004):

) o o flme A - (X11.3.2)
g‘(l’z}'szrj=V‘SU(_\’=_],'=G=IJ+}8_].'+€CHi /e -Clp(l:}:arj | .
ol I go i
ahol I~ a statikai stabilitasi paraméter:
. ( oF . 2 1—,-\': (X11.3.3)
- \ EG I'.'-_x ! ’

Légkormodelliinkben érvényes a kvazi-geosztrofikus potencidlis drvényesség megmaradasanak tétele. Ez a

kovetkez6 alakban irhaté fel (Haltiner és Williams, 1980; Holton 2004):
. o - XI1.3.4

8 .y, 8, (X1134)
ct cx oV

A kis perturbaciok modszerének alkalmazasaval a ¢ potencialis drvényesség a kovetkezd alakban irhato fel:
(X11.3.5)

q(x.y.0.0=7(y.0)+g(x.y.0.1) .
A XIIL.3.5 és a X1I1.2.2-3 egyenletek felhasznalasaval a megmaradasi tétel linearizalt formaja a kovetkez6 alakban
irhato fel:
2" %' aF XIL.3.6
AL L 0
ct cx cv

A kis perturbaciok modszerének alkalmazasanal megszokott moédon felhasznaltuk a kovetkezo Osszefiiggéseket:

cq g og’ &g’ X11.3.7-
Do Loy e & vEao 10
ot cx oo &y
Bevezetjiik a
(X11.3.11)

Wix 1, 0. ) =F () +¥ (x.1.0.1)

aramfliggvényt (hullimfiiggvényt), ahol ¥ixy.0.0=¥(0) . (Természetesen itt  az imaginarius egység.)
A (XI1.3.4) egyenletbe torténd behelyettesités és atrendezés utan a potencidlis 6rvényesség megmaradasanak tétele
a kovetkezd alakot olti:

[ a2 I I R XI1.3.12)

| e, ) Y. (

o 2w, e S L) Ey
| & ’ co\ I éo )] a -
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

A hidrodinamikai instabilitas kialakulasanak feltételét a barotrop instabilitas vizsgalatahoz hasonloan keressiik.
Elétte viszont elhanyagolasokat és egyszertsitéseket végziink a X71.3. 1. tablazatban 6sszefoglaltak szerint.

XII.3.1. tablazat. A potencidlis oOrvényesség megmaradasanak egyenletén végrehajtott elhanyagoldsok és
egyszertisitések

a) Boussinesq-kozelités

b) a [ statikai stabilitasi paramétert allandonak tekintjiik

c) az aramlasi kép meridionalisan homogén

d) a tartomany also és felsd hatara athatolhatatlan

e) az aramlast az f-sikon vizsgaljuk

f) az U alaparamlas egy k vertikalis szélnyirasi tényezdvel aranyosan (linearisan) valtozik a magassaggal
(pontosabban a ¢ vertikalis koordinataval)

Az egyszerisitések és elhanyagolasok utan a kvazi-geosztrofikus potencialis Orvényesség megmaradasanak
egyenlete (XI1.3.12) a kovetkezo alakban irhat6 fel:

(XIL3.13)

l'\:l

U -9 f?

Ty

—,u‘P =0.
= )

Matematikai zsebkdnyvek szerint az egyenlet altalanos megoldasa a kovetkezd:

XI1.3.14
¥, = Asinh L +Beosh L . ¢ )

NN

ahol 4 és B integralasi konstansok ( 4.Be® ), € pedig a Froude-szam, azaz a mozgasi energia ¢és a helyzeti energia

hanyadosa, esetiinkben a f6ldforgas energidjanak és a teljes potencidlis energia részét képezo belso energianak a
hanyadosa:

£, (XIL.3.15)
E=—— .
ur
Helyettesitsiik be az altalanos megoldast a X11.3.13 egyenletbe, és peremfeltételként alkalmazzuk az elhanyagolasok
és egyszertsitések d) pontjat! Ezzel megkapjuk az egyenlet partikularis megoldasat. A ¢ fazissebesség egyenlete
a kovetkezo alakban irhato fel:

X 1 (XI1.3.16)
c‘—kc—i—k‘_ ccoth——£ =0 .

JE )

A hidrodinamikai instabilitas kialakulasanak — a barotrép instabilitis kialakulasahoz hasonldan — ezittal is az a

c=c¢, +ic; c; =0 Vo

feltétele, hogy a ¢ fazissebesség komplex szam legyen, azaz a alakt fazissebességben
XII.2.8. feladat). A feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa negativ.
Ebbdl az kdvetkezik, hogy a fazissebesség imaginarius része a kovetkezd alakban irhato fel:

<7 = (XI1.3.17)
¢, = Af \/ L ta.nhi' coth —=

3 v G e o

Az egyenletbdl latszik, hogy € egyenesen aranyos a % vertikalis szélnyirasi tényezével. Mivel a megfigyelések
szerint ott a legjelentdsebb a vertikalis sz€éInyiras, ahol erGs a termikus sz¢€l, és a termikus szél erdssége a horizontalis
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

hémérsékleti gradienssel egyenesen aranyos, ezért a legmarkansabb baroklin instabilitassal id6jarasi frontok
kozelében talalkozunk.

Adrian Simmons ¢és Brian Hoskins brit meteorologusok 1978-ban bebizonyitottak, hogy a baroklin instabilitas a
néhany ezer kilométer horizontalis kiterjedésti 1égkori mozgasrendszerek esetén a leghatékonyabb, azaz abban az

esetben, ha a Froude-szam € =0 Ez a nagysagrendi kategoria éppen a makro-f5, azaz a szinoptikus skala
jelenségeinek felel meg. Jogosan mondhatjuk tehat, hogy a baroklin instabilitas Osszefiigg a ciklonok és az
anticiklonok keletkezésének mechanizmusaval.

FELADATOK

XI1.3.1. Milyen kapcsolat van a korabban bevezetett (1asd a X. és a XI. fejezetet is) statikus stabilitasi paraméter

T A0 (XI1.3.18)
i
és a most bevezetett
g A (XI1.3.19)
[=R a + £ T I
| c |

statikai stabilitasi paraméter kozott?

XI1.3.2. Vezesse le a XI1.3.6 egyenletet!

XI1.3.3. Igazolja, hogy a feni légkdrmodellben teljesiil a baroklin instabilitas feltétele, ha a Froude-szam € =11

XI1.3.4. Mit jelent a francia Joseph Boussinesq altal 1897-ben javasolt kozelités a baroklin instabilitas vizsgalatakor?
Milyen kdvetkezménye lesz ennek a XI1.3.12 egyenlet egyszeriisitésekor?

XI1.3.5. Mit jelent a XII1.3.12 egyenlet szempontjabol, ha a I” stabilitasi paramétert allandonak tekintjiik?
XI1.3.6. Mit jelent a XII.3.12 egyenlet szempontjabol, ha az dramlasi kép meridionalisan homogén?
XI1.3.7. Mit jelent a XII.3.12 egyenlet szempontjabol, ha a tartomany alsé és fels6 hatara athatolhatatlan?
XI1.3.8. Mit jelent a XII.3.12 egyenlet szempontjabol, ha az aramlast az f~sikon vizsgaljuk?

XI1.3.9. A XII.3.1. tablazatban felsorolt elhanyagoldsok és egyszerlsitések felhasznalasaval vezesse le a
XI1.3.12 egyenletbdl a XI1.3.13 egyenletet!
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XIll. fejezet - Feladatok a numerikus
prognosztika témakoréebol

Szépszd Gabriella

XIll.1. Bevezetés

Az id6jaras alakitasaban a legfontosabb szerepet a 1égkdrben fellépd hidro- és termodinamikai folyamatok jatsszak,
igy az id6jaras-elorejelzési modellek is foként ezeket a folyamatokat és kolcsonhatasokat veszik figyelembe. Ha
ismerjiik a 1égkor allapotat adott idépillanatban, akkor mivel a rendszer determinisztikus, a fizikai torvények alapjan
felallitott matematikai egyenletek segitségével elméletileg egyértelmiien meghatarozhat6 az idébeli fejlodése. (A
gyakorlati megvalositasnal korlatot jelent a 1égkdri folyamatok kaotikus jellege, példaul a kiindulasi feltételek
bizonytalansagara mutatott rendkiviili érzékenység.) A Newton-féle mozgasegyenletek, a tdmeg- €s energia-
megmaradasi egyenlet az univerzalis gaztérvénnyel kiegészitve alkotja azt a folytonos nem-linearis parcialis
differencialegyenlet-rendszert, melynek megoldasara — analitikus megoldas hianyaban — numerikus modszereket
alkalmazunk (Horanyi et al., 1998). A kezdeti- és hatarfeltételeket igényl6 egyenletrendszert a numerikus megoldas
soran egy haromdimenzids térbeli racs racspontjaiban értelmezziik és az elérejelzés folyaman diszkrét idébeli
Iépésekben oldjuk meg. Az elsé numerikus modellt az 1910-es években alkottak meg, de a numerikus szamitasok
aranykora a szamitogépek, majd a szuperszamitogépek megjelenésével vette kezdetét.

Xlll.2. A vizsgalt parcialis differencialegyenletek

Az alabbiakban a linedris masodrendil parcialis differencidlegyenletek tipusait és tulajdonsagait tekintjiik at. Ugyan
az elorejelzési feladat alapjat egy bonyolultabb, nem-lineéris parcialis differencialegyenlet-rendszer képezi, mégis
Iényeges ismerni az egyszerUsitett linearis egyenletek megoldasara alkalmazott modszereket, mert hasonlokat
haszndlunk az Osszetett problémakra is (Kalnay, 2003). Tekintsik a masodrendli linearis parcialis

@lxy)

differencialegyenletek alabbi altalanos alakjat a kétvaltozos fliggvényre:

a1, a1y a1, 20 A (XIII.1.)
45942859 94D EPiF p=G.
cx” cxcy ch” ch clv

Az egyenletek osztalyozasat a masodrendii tagok egyiitthatoi (azaz az 4, a B és a C) alapjan végezzik el a
kovetkezoképpen (Courant és Hilbert, 1962):

L. gt -?_C;"-:@
Ha B —4C>0. axkor az egyenlet hiperbolikus, amire egyszerii példa a hullamegyenlet: &’ &' " ahol
¢ a hulldm terjedési sebessége.

2. . E = G@
Ha 3 ~4¢=0. akkor az egyenlet parabolikus, amire egyszerii példa a diffuzios egyenlet: ¢ &' ahol
o a diffuzids egyiitthato.

3.

Ha 5" =4C€ <0 axkor az egyenlet elliptikus, amire egyszerti példa a Poisson-egyenlet: “* &V

(konkrét meteorologiai példa az aramfliggvény €s az drvényesség kapcsolata).

colx.f) dolx.t)
o\x —+c o\x.z, =0

A tovabbi példainkban gyakran eldkeriils €7 &x alakban felirt egydimenzids linearis advekcios
egyenlet ugyan elsérendii parcialis differencialegyenlet, de megoldasai kielégitik a masodrendii hiperbolikus
hulldmegyenletet, ezért a hiperbolikus egyenletek kozott tartjuk szamon. Az elliptikus feladatok hatarérték-
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Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

problémak, melyek megoldasdhoz peremfeltételek megadasa sziikséges minden hatarpontban. A parabolikus és
hiperbolikus feladatok ezzel szemben kezdetiérték-problémak, melyek a kiindulasi feltétel megadasat igénylik.
(Illetve amennyiben egy korlatos térrészre oldjuk meg oket, ugy vegyes feladatként mind kezdeti, mind
peremfeltételek megadasat igénylik.) A példatar ezen fejezetében olyan problémakkal foglalkozunk, melyek az
allapothatarozok kezdeti értékének megadasat igénylik.

Tekintstik az Gn. sekély, forgd folyadék egyenleteit, melynek karakterisztikus horizontalis mérete joval nagyobb
a fliggdleges kiterjedésénél, vertikalis irdnyban homogén, 6sszenyombhatatlan és surlédasmentes. Ezeket az
egyenleteket sekélyviz-egyenleteknek neveziink:

Cut fu  Cu & (XIII.2.)
—tu—tv—=—g—+f-v

&t e oy c

& ov gy ol

—tui—t+tv—=—g——f-u

ct e A ch

i ch C

—tu—+v—=—h-D

ct &x oy

ahol u(x, y, f) és v(x ,y, f) a horizontalis d&ramlasi sebesség komponensei, 4(x, y, f) a hullim magassaga, g a gravitacios
gyorsulas, fa Coriolis-paraméter és D a horizontalis divergencia (1. a XIII. 1. abrat és az V.2. fejezetet is). A sekélyviz
egyenletek leirjak a Rossby-hullamokat és a kiilsé gravitacios hullamokat. A Rossby-hullamok a Coriolis-erd
foldrajzi szélességgel valo valtozasa kdvetkeztében horizontalis iranyban fellép6 hullammozgasok, melyek a teljes
Foldet kortilolelik. Alapvetd szerepet jatszanak a nagytérségii 1égkori folyamatok alakitasaban, terjedési sebességiik
altalaban néhanyszor 10 ms™!, a hullamok hossza tSbbezer km. A kiilsé gravitacios hullamok olyan vertikalis
hullammozgasok, melyek két kozeg hataran (pl. két eltérd siirtiségli 1égtomeg valasztofeliiletén) lépnek fel a
gravitacios erd hatasara. A Rossby-hullamoknal kisebb kiterjedéstiek, tipikus méretskalajuk 500-2000 km, terjedési
sebességiik azonban megkozelitheti a hanghullamok sebességét.

XIII 1. abra. A sekély folyadék sematikus rajza: horizontdlis mérete (L) joval nagyobb, mint dtlagos vertikalis
kiterjedése (H; a légkorre ~10 km). A folyadék aktualis magassaga h.

Mivel a (XIII.2.) egyenletrendszer leirja a legfontosabb 1égkori folyamatokat, gyakran hasznaljak a kiilonb6z6
numerikus sémak tesztelésére. Ezért példainkban mi is a sekélyviz-egyenletek egyszeriisitett, linearis valtozatain
vezetjiik be és vizsgaljuk a numerikus modszereket, mégpedig:

* Az egydimenzids linedris advekcids egyenleten:

Py Pu (XII1.3.)
ct cx

* Az egydimenzios linearis gravitacios hullam-egyenleten:

Pt A (XI11.4.)
J —+g—=0

il e
li = ey

&t o

» Az advekcidt és gravitacids hullam-tagokat egyarant tartalmazoé linearis feladaton:
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(Au  Au Ak (XII1.5.)
—+te—+g—=0

Jér éx o ax
gh  &h S

\\H— +c -— +H -—= 0.
or  ox fony

Az elbrejelzési feladatnak analitikus megoldasa nem ismert, ezért numerikus mddszerek segitségével oldjuk meg
azt. A folytonos egyenletek diszkretizaciojakor egy haromdimenzids racs racspontjaiban tekintjiik a meteorologiai
allapothatarozokat, s az eldrejelzést (a modellintegralast) az id6tav id6lépcsokre osztasaval, 1épésenként készitjiik
el. A diszkretizacioval kapcsolatban az egyik legfontosabb kérdés, hogy az egyenletekben szerepld térbeli és id6beli
differencialast milyen numerikus modszerekkel végezziik el. A térbeli differencialoperatorok kozelitésére két
modszercsaladot alkalmazhatunk: (i) a Galjorkin-mddszerek esetében analitikusan integralhato fiiggvények szerinti
sorfejtéssel irjuk fel a meteoroldgiai valtozokat, mig (ii) a véges kiilonbséges mddszereknél a derivaltakat az
allapothatarozok racspontbeli értékeinek segitségével allitjuk eld. A példatar jelen fejezetében a kiilonbozo véges
differencia sémakon keresztiil ismertetjiik a numerikus modszerek legfontosabb jellemzdit.

XIlll.3. Véges differencia sémak az idébeli és a
térbeli derivaltak kozelitésére

Az alabbiakban bemutatunk néhany, a térbeli és idobeli derivaltak kozelitésére hasznalhatd konkrét véges differencia
sémat (1. a IL6. fejezetet is). Az egyenletekben szerepld térbeli differencidloperatoroknak az adott j racspontra
vonatkozo diszkretizaciojara a legelterjedtebben a kovetkez6 modszereket alkalmazzak:

« Bal oldali séma:

WU (XIII.6.)
. A ;
« Jobb oldali séma:
Lt (XI11.7.)
= Ax ;
» Kozépponti vagy centralt séma:
o U (XI11.8.)
2Ax

A sémak arrol kaptak a neviiket, hogy a j-edik racspontbeli derivalt kiszamitasahoz melyik racspontokat hasznaljak
fel. A kdzépponti séma magasabb, masodrendii pontossaggal kozeliti a folytonos differencialoperatort, mint a bal
€s jobb oldali sémak. (A pontossagrol bovebben a konzisztencia kapcsan ejtiink szot.)

Az idobeli derivalas esetében tekintsiik a kovetkezo feladatot:

. (XIIL9.)
| E+ Flu.t)=0
1 dt S

lu(t=0)=u, .

A fenti Cauchy-probléma esetében a feladat tulajdonképpen u(?) el6rejelzése a kiindulasi allapot ismeretében.
Az egyenletben szerepld differencidloperator kozelitésére explicit vagy implicit sémakat haszndlhatunk. Az explicit
sémak az adott id6lépcsébeli u# meghatarozasahoz csak ismert id6lépcsébeli értékeket hasznalnak fel, mig az
implicit sémak a még nem ismert id6lépésekbol is felhasznalnak értékeket. Egy feladat implicit sémaval torténd
megoldasa ezért bonyolultabb (operator invertalds vagy iteracio alkalmazasat igényli), alkalmazasuk esetenként
mégis elényos lehet a szamitasi hatékonysag szempontjabol (errdl részletesen késobb).
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Mig a térbeli derivaltak esetében a véges differencia sémakat a fent bemutatott differencialhanyados-alakban

helyettesitjiik az egyenletekbe, addig az idébeli fejlodés leirasanal a kovetkezd idélépesdbeli u érték meghatarozasa
au

a cél, ezért a diszkrét egyenleteket ennek megfelelden rendezziik at [1. a (XII1.10.)-et, ahol A7 és £, a diszkrét

térben értelmezett idobeli derivaltat és f fiiggvényt jeloli]. Néhany konkrét véges differencia sémat mutatunk be
az alabbiakban az iddbeli derivalt diszkretizacidjara (ahol az n index az n-edik idélépést jeloli):

A legegyszerlibb az explicit Euler- vagy Euler-forward séma, ahol a forward elnevezés arra utal, hogy a séma a
kovetkezd id6lépcesobeli értéket az ismert értékekbdl, tehat idoben elére hatarozza meg:

_ XIII.10.
pa "y + iyt 2 u g =u, — flu,.r)-A ( )

>

Ax
Ar Ar

* Implicit Euler- vagy Euler-backward séma:

Uy =i, — f [ty By |- A : (XIIL.11.)
* Leapfrog séma:
LT =a:.__l—fl'_m_:r:.__'l-ﬁiz; (XII.12.)
* Miasodrendii implicit séma:
0 =u - [f (8 )+ f (10,0 |]% (XIIL.13.)

Xlll.4. A numerikus megoldassal szemben
tamasztott matematikai kovetelmények

A numerikus megoldassal kapcsolatban elvarjuk, hogy a diszkretizalt egyenletek elegendden nagy pontossaggal
kozelitsék a folytonos feladatot, a megoldasa konvergaljon a folytonos megoldashoz, tovabba a szamitdogépes
megvalositas hatékony legyen. Az alabbiakban sorra vessziik, hogyan definialjuk ezeket a tulajdonsagokat.

Xlll.4.1. Konzisztencia

Tekintsiik most a kovetkezo, altalanos alakban felirt folytonos feladatot:

(e . (XTIL14.)
4 dt ’ o

lu(t=0)=u, .

Definidljunk ehhez egy racsot, az egyszertiség kedvéért ekvidisztans Ax racsfelbontassal, tovabba osszuk fel az
iddtavot At hosszusagl idélépésekre! A folytonos feladathoz konstrudljunk egy olyan feladatot, melyet ezen a
diszkrét téren értelmeziink (a tovabbiakban ezt hivjuk diszkrét vagy véges differencia feladatnak). Azt szeretnénk,
hogy a diszkrét feladat jol kozelitse a folytonos feladatot, s ezt a ,,kdzelséget” a konzisztencia adja meg: a véges

differencia feladat konzisztens a folytonos feladattal, ha A= 0.8220 peflett a két feladat kozotti eltérés, azaz

a kiilénbségképzés utan marado csonkitasi hiba tart a 0-hoz. A konzisztencia rendjét a csonkitasi hiba vezetd
tagjanak fokszama adja meg, s ez minél magasabb, annal pontosabban kozeliti az adott véges differencia séma a
folytonos problémat.
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Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

Xlll.4.2. Konvergencia

A numerikus megoldassal kapcsolatban nemcsak azt varjuk el, hogy a diszkretizalt egyenletek elegendden nagy
pontossaggal kozelitsék a folytonos feladatot, de azt is, hogy (U) megoldasuk konvergaljon a(z) (u) folytonos

megoldashoz. Konvergencia esetén A= 0. 8220 ellett a diszkrét feladat megoldasa tart a folytonos feladat

megoldasahoz barmely j racspontban és ¢ > 0 idépontban, azaz

lim  U(jAvnn)=u(xi) . (XIIL15.)

A konvergencianak tehat az eldrejelzési idétav minden idépontjaban fenn kell allnia (azaz példaul a hatoras
elorejelzések esetében csakiigy, mint a kétnapos prognozisoknal). A konvergencia matematikai feltételének
teljesiilését azonban nehéz belatni, ezért helyette legtobbszor a stabilitas teljesiilését vizsgaljuk.

XIl1.4.3. Numerikus stabilitas

Egy feladat stabil, ha a megoldasa ,,folytonosan fiigg” a kiindulasi feltételektdl: azaz kis eltérés (hiba) a kezdeti
feltételben nem vezet Iényegesen eltérd megoldasra. Vilagos, hogy a stabilitas egymastol fiiggetleniil értelmezhetd
a folytonos ¢és a diszkrét feladatban — el6bbinél fizikai stabilitasrol, utdobbinal szamitasi (numerikus) stabilitasrol
beszéliink. A meteorologiai problémak esetében, ahol az allapothatarozok korlatos értékkészletli fiiggvények, a
stabilitast a hiba korlatossagan keresztiil vizsgaljuk. Adott pontbeli és id6lépésbeli U; , megoldas stabilitasahoz

sziikséges, hogy rogzitett Ax racsfelbontas mellett és A7 =0 esetén az

g, =U(jdcnAt)—u(x) . nAr=z jAx=x (XIIL16.)

alakban definialt hiba ne névekedjék az iddvel, azaz CELE Az alkalmazott véges kiilonbséges modszer pedig

akkor stabil, ha barmely kezdeti feltételhez tartozé megoldas kielégiti a fenti feltételt (Mesinger és Arakawa, 1976).
Lényeges, hogy a fenti kdvetelmény csak a stabilitas sziikséges feltétele, elégséges feltételt ugyanis nehéz megadni
éscsak néhany specialis esetben lehetséges. (Mindazonaltal a legtobb esetben a sziikséges feltétel teljesiilése is
elegend¢ a stabilitdshoz; Kalnay, 2003.)

A stabilitas és a konvergencia kozott a Lax-Richtmyer tétel (1956) teremt kapcsolatot, amely kimondja, hogy
egy konzisztens véges differencia sémakkal megadott linearis kezdetiérték-feladat akkor és csak akkor
konvergens, ha stabil. Azaz a konzisztencia ¢és a konvergencia egyiittes fennallasa esetén a séma stabil, illetve a
konzisztens ¢és stabil séma egyben konvergens is. A tétel gyakorlati szempontbdl bir nagy jelentdséggel, mert
kiilon-kiilon a konzisztencia és a stabilitas fenti feltételének vizsgalata egyszeriibb, mint kdzvetleniil a konvergencia
teljesiilését ellendrizni.

Feladatok

1. feladat:

@(x. 1)

A mennyiségre vonatkozo

o (XIIL.17.)
CQH:IJ_HCQIJ‘:I-I:U

ct cx

egydimenzids linearis advekcids egyenlet idébeli derivaltjanak kozelitésére a forward, térbeli derivaltjanak
kozelitésére a centralt sémat alkalmazzuk az alabbi modon:

Grua =@, D= @rin _ : (XIIL.18.)
Ar 2Ax
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Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

ahol aj index a j-edik racspontot, az n index az n-edik id6lépcsot jeldli, Az és Ax pedig az id6lépesd hossza és a
racstavolsag. Taylor-sorfejtés segitségével hatarozzuk meg a kozelités konzisztenciajanak rendjét!

2. feladat:

Tekintsiik a kovetkezo feladatot, ahol u, az u(¢) értéke a kiindulasi idépontban:

: XIIL19.
J dif =0 ( )
|‘a|'r=0:|=&: .

Az iddbeli derivalt kozelitésére alkalmazzuk az explicit Euler-modszert:
Uy =i, — flu,1,)-Ar, (XIII.20.)

ahol az n index az adott iddlépést jeloli és A¢ a numerikus modellintegralas iddlépcséje! Végezziik el a séma
stabilitasi analizisét!

3. feladat:

A (XIII.19.) feladatban alkalmazzuk az idobeli derivalt kozelitésére az alabbi implicit Euler-moédszert:

Uy =y, _f(!"!a—lr EL=:—1:l A (XHIZI)

ahol az n index az adott iddlépést jeloli és A¢ a numerikus modellintegralas iddlépcséje! Végezziik el a séma
stabilitasi analizisét!

4. feladat:

Tekintsiik az alabbi

( du (XIIL.22.)

surlodasi feladatot, ahol x > 0 surlodési egyiitthatd! Alkalmazzuk az idéderivalt kozelitésére az explicit Euler-
modszert és végezziik el a séma stabilitasvizsgalatat! Abrazoljuk az eredményeket kiilonbozé idélépésekre!
Ugyanezt tegyiik meg az (implicit) Euler-backward mddszerre is, ami a (XIII.19.) feladatra altalanosan a
kovetkezOképpen irhato fel (az n index az adott idlépést jeloli és Ar a numerikus modellintegralas id61épcsdje):

H,:_l = ut _f(ut—l.' r’:—l:l -Ar . (X11123)

5. feladat:
Tekintsiik az alabbi

" du (XII1.24.)

J —=i-®-u

' dr

|ch ['.r = 0:' =i,
oszcillacios feladatot, ahol w a frekvencia és valds szam, = —11 Alkalmazzuk az id8derivalt kozelitésére az

explicit Euler-modszert és végezziik el a séma stabilitdsvizsgalatat! Ugyanezt tegyiik meg az (implicit) Euler-
backward modszerre is!

235

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render

Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

6. feladat:

A (XIII.19.) egyenletben alkalmazzuk az id6derivalt kozelitésére az alabbi explicit leapfrog-sémat:
oy =t — flu,.r,)-2Ar (XIIL.25.)

ahol az n index az adott id6lépést jeloli és Af a numerikus modellintegralas id61épcséje! Végezziik el a séma
stabilitasi analizisét és értelmezziik az eredményt!

Megoldasok
1. feladat:

A konzisztencia rendjét a csonkitasi hiba adja meg, amihez a diszkrét (XIII1.18.) és a folytonos (XIII.17.) feladat
kiilonbségét kell venni. Ehhez elészor is alkalmazzunk Taylor-sorfejtést (XII1.18.) tagjaira a (j, n) pont koriil:

) . _ _ go . (X111.26.)
@ =007 Aen-Ar+Ar) =@ - Ax, J:--J.II+J.:-_—‘ +olAr ),
. : ) : . &l
0y, =0 Ne+ e Af) =@ 7 Ao Ar) + A 52 +l% L9 ro(ad).
- ) ’ ) ’ cx |, L u : ’
.. . . . oo Ax? & @ .
@, =0 M= Aen-Ar)=@( - Aon-Ar)—Ae-—| + —| —o| A
ST : : : : cxl., 2 o o
Mindezeket behelyettesitve (XII1.18.)-ba:
roo. 1. (XI11.27.)
D@, o . y o
—{'""'"1 LT“"":L -_\Lz-c_—ﬁ +o| A =CH—Q +olAr) .
Ar Ae| el - ] el s
I T [ & N .
GranCrn - 1 1900 89 Lo0(ad)|=22] +o(ar) .
2 2Ax| o P S exf, -

Kivonva (XIII.18.)-bol (XIII.17.)-et (XII1.27.) felhasznalasaval, a kovetkezot kapjuk a csonkitasi hibara:

TIr=o0(Az) +o[.1\f: :] . (XIIL.28.)

Ez azt jelenti, hogy a forward idébeli séma az id6derivalt elsérendben pontos kozelitése, mig a térbeli derivalt
kozelitésére hasznalt centralt séma konzisztencidjanak rendje 2, azaz masodrendi pontossagot biztosit.

2. feladat:

A stabilitas vizsgalatahoz irjuk fel (XII1.20.) hibaval terhelt alakjat:

E"t:—l +g>:—1 = u’: +g>: —f(u,_ +g>::r>:)' Ar (Xlllzg)

A (XIII.29.)-ben szerepld J W, +5,, 2‘”-:l—t fejtsiik sorba PACHY koril:

& r 2 (XII1.30.)
Flu+e.0)=fu. 1)+, +ol(e,) |
i,

A (XII1.30.) felhasznalasaval vonjuk ki (XI11.29.)-b6l (XII1.20.)-at:
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Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

i o (XIIL31.)
3,__1=£,_—£,_-E—f -At—o| (g,)” |-Ar.
g, L
Az utolso tag elhanyagolasaval:
FUTEN (XIIL.32.)
Bl =&y - l—ﬂwf—f |-
1 cul,
A stabilitashoz sziikséges, hogy a hiba korlatos maradjon, és ne ndvekedjen az id6vel, azaz:
£ SE, D&, =g-&, ahol |g|<1. (XII1.33.)
Jelen esetben a g un. attérési egyiitthatora vonatkozo6 feltétel igy alakul:
- (XIIL.34.)
‘I—Arﬂi =1.
g,
of
A €u -t tekintve harom eset lehetséges:
1. 2
- - Ar=Z— .
ﬂi:-O: —lc_:l—mf—f—> i
Ha cu akkor a stabilitas feltétele, hogy ci cu
2. & 0
Ha 6z akkor a séma feltétel nélkiil instabil, mert g >1.
3. af

Ha ¢ komplex, pl. tisztan képzetes (pl. az oszcillacios feladatnal; 1. az 5. feladatot), akkor a séma instabil,

ugyanis |2l=[t—-5-2d] _}|S|=m =1.
3. feladat:

A stabilitas vizsgalatahoz irjuk fel (XIII.21.) hibaval terhelt alakjat:

H,:_l +g>:—1 = H,: +g>: _f(ua—l + g»:—l: E.>:—1:]' Ar. (XIII35)

A (XIII.35.)-ben szerepld PACHEL RN -t fejtsiik sorba PACRAY kortl:

cf e .21 (XII1.36.)
f(&v_—l +E>’.—1= Iv_—l) = f(& n+l= Ir_—l) + L +a| [,‘E‘”_—l_| | -
Clfer = -
A (XIII.36.) felhasznalasaval vonjuk ki (XII1.35.)-b6l (XII1.21.)-et:
- _ - (XI11.37.)
Ep1 =£,_—£,__1-f—f CAf—o| (g, ) |-Ar .
O | -

Az utolso tag elhanyagolasaval:
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Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

I (XII1.38.)
Er 1+'_\zE—f =z, .
| Cll,y )
A stabilitas sziikséges feltétele igy alakul:
N (XII1.39.)
1w ®] oy
|S| S ]
of
A Su -t tekintve harom eset lehetséges:
Yo, TVLANY
Ha cu akkor a séma feltétel nélkiil stabil, mert cu
¢ 2
- - Af < — .
ficr . 1+'_\rf—f>—1—> —Ei
Ha cu akkor a stabilitas feltétele, hogy cu i
¥
Ha ©% komplex, pl. tisztan képzetes (pl. az oszcillacios feladatnal; 1. az 5. feladatot), akkor a séma feltétel
1
|g|=_——)|g <1
|]+ i- 8- i\.r|

nélkil stabil, ugyanis

4. feladat:

—K-I
Uiry=u,-e .
A strlodasi feladat analitikus megoldasa ( } - ~ azaz a feladat exponencialisan csillapodé mozgast

ir le. Ha az explicit Euler-modszert alkalmazzuk az idébeli derivalt kozelitésére, akkor az u megoldast tetszéleges
id6lépcsoben a kovetkezoképpen adhatjuk meg:

fex-u— (XII1.40.)
oy =ity — f (1) At =

=u,—K-u,-Ar=(1-x-Ar)-u, =['_1—fc-j.a‘_'|:"-&: .

ahol az egyenl6ség végén szerepld n értelemszeriien nem index, hanem kitevo. A 2. feladat eredményét felhasznalva:
- 7 el
S k0, ixf_il_f_f; —Ar<
mivel jelen esetben ¢ ezért a stabilitashoz ML & sziikséges. Ugyanakkor, ha nem
szeretnénk a feladat fizikai értelmét sem elvesziteni (azaz a sebesség a surlodés hatasara az idével fokozatosan

1
Ar=—
csokkenjen O-ra, ahogy a valdsagban), akkor a szigorubb K feltételnek kell teljesiilnie Az-re azért, hogy a
megoldas ne valtson eldjelet és oszcillaljon idolépésenként.

A

Ha az Euler-backward modszert alkalmazzuk, akkor az u megoldast tetszoleges id61épcsében a kovetkezOképpen
adhatjuk meg:

1 1 (XIIL41.)

E"?_—l:E"?__K'E"?_—l'i“‘r_:’E"f_—l= . Tl = o
(1+x-Ar) (1+x-Ar)

238

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render

Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

ahol az egyenldség végén szerepld n itt is kitevs. A 3. feladat eredményét felhasznalva: mivel jelen esetben

af
—=x=0,
Cit ezért a modszer feltétel nélkiil stabil.

A surlodasi feladatra alkalmazott explicit és implicit Euler-moddszerek kiilonb6z6 id61épcsok valasztasaval szamitott
>

eredményét mutatja be a XI/1.2. abra. Lathato, hogy ha az explicit Euler-moddszer esetében a megengedett & -nal
nagyobb id6lépcsot alkalmazunk a numerikus modellintegralés soran, akkor a diszkrét megoldas a folytonos feladat
megoldasatol teljesen eltérden viselkedik, és a két megoldas kozotti eltérés az idovel tart a végtelenhez [(a) és (b)

1 2

— < Af e —
panel]. Azt is lathatjuk, hogy ha & K hosszusagu id6lépces6t valasztunk, akkor a diszkrét megoldas oszcillalo
viselkedést mutat, ami pedig nem jellemzi a fizikai megoldast. Ekkor a diszkretizalt feladat még stabil marad
(hiszen az eltérés a folytonos és a diszkrét megoldas kozott korlatos), de a diszkrét feladat megoldasa elvesziti

fizikai értelmét.

Az abra (c) panelje azt illusztralja, hogy ha ugyanerre a feladatra az implicit Euler-sémat alkalmazzuk, akkor
tetszOlegesen hosszu id61épcesot valaszthatunk, a feladat stabil, s6t, fizikailag értelmes marad.
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Explicit Euler séma: surlédési feladat

uity

3 4 5 6 7 B ] 10
1dé
= analitikus = delta_t=0 1K delta_t=0.2/K delta_t=0.3/K
~— defta_t=05K -—=delta_t=08K — delta_t=1/K = delta_t=1,5K
— dela_t=19K —delta t=2K  ——dalta_t=21/K (a)
Explicit Euler séma: surlédasi feladat
2 111 14 .?
- .]iﬂl. LIEHHHTRIT LR
1 i 81| RIS
(e HITreran
| | ..JL It E W ! |-+ + o i } 1
i T A1 | i
o) 04 b L : ol . .
L,
NIAR |-.Ili:'.!.5i|'. ELIRIN
- H L
= _i,_.l_l MRS IRIRIRIRARARN AR
il 20 40 &0 i 100
idé
- analitikus = defta_t=08K —delta t=1/K  —delta t=15K
—delta 51,9 = defta_t=2/K - delta_t=2, 17K 1]
Implicit Euler séma: surlédasi feladat
1,2
1
o 1 2 3 I 5 [ 7 8 1 10
(5]
= analitikus - daita_t=0 1K delta_t=02% delta_t=0 3K
— delta_t=05K - defta_t=0.8/K deltta_t=1/K - gelta_t=1,5[K
delta_t=19% - delta_t=2/K — delta_t=2 1K (<)

XIII.2. abra. A surlddasi feladatra alkalmazott explicit (a és b) és implicit (c) Euler-modszerek vizsgalata kiilonbozo
iddlepcsd (az abran delta_t) értékek valasztasaval. A rozsaszin gorbék az analitikus megolddst mutatjdk, a tobbi
gorbe a kiilonbdzd iddlépcsdvel szamitott numerikus megoldast 10 (a és c), illetve 100 (b) iddegységig.

5. feladat:

Az oszcillacios feladat analitikus megoldasa u@y=u,-e™

azaz a feladat oszcillalo mozgast ir le. Ha az explicit
Euler-moédszert alkalmazzuk az idébeli derivalt kozelitésére, akkor az u megoldast tetsz6leges id6lépcsdben a
kovetkezoképpen adhatjuk meg:

f=—-wu—vu =u, +i-0-u, -.-'J.I=I:1+z'-{d- i\.xj-uﬂz[lﬂ'-m-.-ixjn i, (XI142.)
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Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

ahol az egyenl6ség végén szerepld n értelemszeriien nem index, hanem kitevé. A 2. feladat eredményét felhasznalva:
af

mivel jelen esetben €% tisztdn képzetes, ezért a séma instabil.

Ha az Euler-backward modszert alkalmazzuk, akkor az u megoldast tetsz6leges id61épcsében a kovetkezoképpen
adhatjuk meg:

1 1 (XIIL.43.)
E""='.—1=&=:+=.'@'&=:—1'.—\I_}E‘=:—1=- . — iy = Uy .
(1-1-@-Az) (1-i-@-Ar)

ahol az egyenldség végén szerepld n kitevo (és nem index). A 3. feladat eredményét felhasznalva: mivel jelen
of

esetben T« tisztin képzetes, ezért a modszer feltétel nélkiil stabil.

Osszefoglalva: az oszcillacios egyenletben a derivalt kozelitésére az explicit Euler-modszert alkalmazva nem
tudunk olyan id61épcsét valasztani, mellyel a modellintegralas stabilitasa biztosithatd — tehat oszcillacids feladatokra
az explicit Euler-modszer alkalmazasa nem javasolt. Ugyanerre a feladatra az implicit Euler-sémat alkalmazva
tetszOleges id61épcsot valaszthatunk, a feladat stabil marad.

6. feladat:

A stabilitas vizsgalatahoz irjuk fel (XIII.25.) hibaval terhelt alakjat:

H,:_l + gt—l = E"t:—l +g>:—1 - f(u,_ + g’:.‘ E.>::] -2Ar (XIII44)

Az ebben szerepld [ +8,2,) -t fejtsiik sorba PACHY koriil:

cf r. 27 (X111.45.)
f(&:__-i-f:__:I:__)Zf(&:__:I:__j-i-E:__-H— +a| [E='_ |‘ | -
cul|l, L 4
Utobbi felhasznalasaval vonjuk ki (XI11.44.)-bol (XI11.25.)-6t:
ef M <27 (XI11.46.)
S =8y —8, —| -2Ar—o|(eg,) |-2Ar.
ot |, L 4
Az utolsé tag elhanyagolasaval és felhasznalva, hogy G =& Fna,
el ) (X111.47.)
=&, l—li\.xf—f .
L g Cii .
Ebbdl:
3 2 ] XII1.48.
e=tn Lpn Lok 10 ( )
g cd cd

Abbdl eredden, hogy a leapfrog-séma harom iddszintet hasznal, g-re masodfoku egyenlet adodott, melynek két
megoldasa van. A masodfokl egyenlet megoldo-képlete alapjan:

. =—Ki\fﬁ _ (XIIL.49.)
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Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

Az egyik g a folytonos feladat fizikailag értelmes megoldasahoz tartozik (Un. fizikai modusz). A masik g viszont
abbdl ered, hogy a leapfrog sémanal két kezdeti feltételt kell megadni a séma inditasakor, s ebbdl adéddan keletkezik
az un. szamitasi modusz. Utdbbinak nincs fizikai értelme, csupan a tobb-id6szintes diszkretizaciés modszer
alkalmazasa miatt jelenik meg a numerikus megoldasban. A teljes numerikus megoldas a fizikai és a szamitasi
modusz (linearis) kombinaciéjaként all elo, ezért nagy jelentésége van annak, hogy a szamitasi médusz hogyan
fejlédik az idével.

* Ha K valds, akkor az egyik gyok (g) abszolut értéke mindig nagyobb egynél, azaz a megoldas instabil lesz.

* Ha K komplex, pl. tisztan képzetes: K = iff és |K| > 1, akkor az egyik gyok (g) mindig nagyobb egynél, azaz a
megoldas instabil lesz.

* Ha K komplex, pl. tisztan képzetes: K = iff és |K| < 1, akkor g = 1 és a sémara megadhato stabilitasi kritérium:
Ar= !

"]

cu

XIIL5. A stabilitas vizsgalata
XI1.5.1. CFL-kritérium

A stabilitas a véges differencia sémakkal kapcsolatban elvart tulajdonsagok koziil a legfontosabb, mert konzisztens
az el6zéekben olyan feladatokra vizsgaltuk meg, amelyekben csak idébeli differencialas szerepelt. Ezekben az
esetekben az adott véges differencia modszerhez valaszthato integralasi id6lépcsd hosszat alapvetden a folytonos
feladat jellege hatarozza meg. A kdvetkez6kben olyan — a legfontosabb légkordinamikai folyamatokat egyszeriisitett
formaban leiré — problémakat vizsgalunk, melyekben az idébeli derivaltak mellett térbeli differencialhanyadosok
is szerepelnek. Ezekben a feladatokban — és az id6jaras-elérejelz6 modellekben — a térbeli diszkretizacio adott
racsfelbontason torténik. Ezért a tovabbiakban arra keressiik a valaszt, hogy ezekben a problémakban mi hatarozza
meg az alkalmazhat6 id6lépcs6 nagysagat, s vajon a térbeli felbontés és az alkalmazhato6 iddlépcso hossza kozott
van-e 0sszefliggés.

Tekintsiik a (XIIL.17.) egydimenzios linedris advekcios egyenletet! Ennek analitikus megoldasa #* =% %) amely
a kezdeti feltételben megadott hullam ¢ sebességgel valo haladasat irja le [X7II.3. abra (a) panel]. Diszkretizaljuk
a feladatot ugy, hogy az idébeli derivalasra explicit Euler-, a térbeli differencialasra pedig bal oldali sémat
alkalmazunk Ax racsfelbontés és Ar id61épés mellett:

. . D — (XII1.50.)
T R e Pin ™ Pian -0
At Ax

Tudjuk, hogy a fenti sémak konzisztensek: mind az Euler-moddszer, mind a bal oldali séma elsérendben pontos, s
annal kisebb hibaval kozeliti a folytonos feladatot, minél finomabb a racsfelbontas és az id6lépcsd. Vessiik most
0ssze a numerikus megoldast a pontos megoldassal néhany id6lépés utan egy kivalasztott B racspontban, amihez
tekintsiik a X7I1.3. dbra (b) paneljét. A folytonos feladatban a ¢ B-beli értékét a kiindulasi, azaz az 4 pontbeli
értéke hatarozza meg (4 nem feltétleniil racspont és helyzete az advekcios sebességtol fligg). Amennyiben a fenti
sémakat alkalmazzuk a diszkretizaciora, tigy a diszkretizalt feladatban szintén ¢ advekcios sebességgel szamolva,
@ B-beli értékét az abran korrel jelolt racspontok értékei hatdrozzak meg. Ha az id61épcso és a racstavolsag aranya
olyan, hogy a korok altal lefedett teriilet nem tartalmazza az 4 pontot (mint a X//1.3. abran), akkor a numerikus
€s a pontos megoldas eltérése az iddvel korlatlanul megnévekedhet, azaz (a definici6 alapjan) a numerikus modszer
nem lesz stabil. Az abra (c) panelje illusztralja, hogy a felbontas és az id61épés fetszéleges finomitasa nem javit
ezen: hiaba alkalmazunk feleakkora racstavolsagot és id6lépést, a helyzet nem valtozik.

Hogyan valasszuk meg tehat az adott racsfelbontashoz tartozo idolépést, ha szeretnénk a stabilitast garantalni? A
valasz megadhatd a XI/I.3. abra alapjan: tigy kell megéllapitani az id6lépcsdt, hogy a B pontbeli numerikus
megoldast meghatarozoé racspontok tartomanya magaban foglalja a B pontbeli folytonos megoldast meghatarozo
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A pontot (azaz az abran az 4 pont legyen része a szinezett sarga tartomanynak). Ez pedig akkor teljesiil, ha az A’B
szakasz meredeksége nem nagyobb, mint az 4B szakaszé, azaz:

Ax (XIIL51.)

C .

Ar=

[ (a) 1 (b) [ (c)

B B
/ Ly \ AT .
®emen
Ar = cirf AR
. o oBoE
x A A A xrx A A Ax X

XIIL3. dabra. (a) Az egydimenzios linearis advekcios egyenlet megoldasanak sematikus rajza: a kezdeti feltétellel
meghatarozott hullam ¢ > 0 sebességgel x-iranyba valo dthelyezddése egy iddlépcsd alatt. (b) Adott A pontbeli
informdcio advekcidja B pontba x-iranyba mutato ¢ > 0 sebességgel néhany idélépcsd alatt (lila egyenes) a folytonos
feladatban, valamint azok a rdacspontok (sarga pontok) iddlépésenként, amelyek a (XIII.50.) sémakkal, Ax
rdcsfelbontassal és At idblépcsével diszkretizalt feladatban meghatdrozzadk az érkezési pontban vett értéket. Ezek
kozott a kiindulasi iddpillanatban a legszélsé bal oldali racspont az A’ racspont. (c) Ugyanaz, mint (b), csak
feleakkora idélépcsdvel és racsfelbontassal (kék pontok).

A (XIII.51.) feltétel tehat kimondja, hogy az id6lépcsodt €s a térbeli felbontast nem finomithatjuk tetszdleges
aranyban. A diszkretizalt feladat stabilitasahoz rogzitett racstavolsag mellett az alkalmazhat6 id61épcsét a feladat
altal leirt mozgasformak leggyorsabb terjedési sebessége hatarozza meg (a fenti példaban a c advekcids sebesség).
(Ez a stabilitas sziikséges feltétele.) A feltétel altalanosithatd mas feladatokra is, s altalanos alakjaban
Courant—Friedrichs—Lewy vagy CFL-kritériumnak (Courant et al., 1928) nevezik. A kritériumnak a szamitasi
hatékonysag szempontjabol van jelentdsége, a meteorologiai elérejelzések készitésénél a szamitasi miiveletek és
az adatok rendkiviili mennyisége miatt ugyanis az alkalmazott numerikus modszerek hatékonysaga is 1ényeges
szempont. Minél nagyobb id61épcsét tudunk hasznalni, annal kevesebb 1épésben kell megismételni az integralasi
miiveleteket, s az eldrejelzést annal gyorsabban tudjuk eléallitani. Célunk tehat az, hogy az eldrejelzési feladatot
olyan numerikus sémak segitségével oldjuk meg, melyek adott felbontas mellett a lehetd legnagyobb id6lépcsd
hasznalatat engedik meg.

XIll.5.2. Stabilitasvizsgalati médszerek

A tovabbiakban két olyan stabilitasvizsgalati modszert tekintlink at, amelyek jol hasznalhatok a kiilonb6z6
meteorologiai problémak megoldasa soran alkalmazott véges differencia sémak stabilitasi €s egyéb tulajdonsagainak
vizsgalatara.

Energia-médszer

Az energia-modszer 1ényege, hogy egy, a diszkrét feladathoz definialt pozitiv definit mennyiségrél megmutatjuk
annak adott (pl. L,-térbeli) norma szerinti korlatossagat. Amennyiben ez minden id6lépcsore teljesiil, tigy a
feladatban alkalmazott véges differencia séma stabil. A modszert azért nevezik energia-modszernek, mert a vizsgalt
mennyiség gyakran energiat reprezental. Példaul az egydimenzios lineéris advekcios egyenlet esetében a diszkrét
feladat altal leirt rendszer energidja felirhato a kovetkez6 alakban (ahol j index a racspontot, n az id6lépést jeldli):

(XII1.52.)
E =

ra| =

(0.)

Ha ¢ helyébe az aramlasi sebességet helyettesitjiik, akkor lathato, hogy a fenti mennyiség a rendszer mozgasi
energiajaval aranyos. Az energia-mddszer elénye, hogy nem-linedris feladatok stabilitasanak vizsgalatara is
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alkalmazhato (Dévényi et al., 1998). Hatranya ugyanakkor, hogy bizonyos feladatoknal nehéz a stabilitasi feltételt
kinyerni a segitségével.

Feladat

7. feladat:

Tekintsiik a ol mennyiségre vonatkozo6

o (XIIL.53.)
CQH:IJ_HCQIJ‘:I-I:U

ct cx

egydimenzids linedris advekcios egyenletet, ahol ¢ konstans advekcids sebesség. Ha az idébeli derivalt kdzelitésére
a forward, a térbeli derivalt kozelitésére pedig a bal oldali sémat alkalmazzuk, akkor a kovetkezdt kapjuk:

g 4 (XIIL.54.)
Qj i+l (5::_:-_ L Qj- n (*7:: —Ln — 0 .
Ar Ax

ahol aj index a j-edik racspontot, az n index az n-edik id6lépcsot jeldli, Az és Ax pedig az id6lépesd hossza és a
racstavolsag. Végezziik el (XII1.54) stabilitasi analizisét az energia-modszer segitségével!

Megoldas
7. feladat:

Ar
o=c—
Vezessiik be A _et és rendezziik at (XI11.54.)-et a kdvetkezd modon:

@ ., = [.(,-9;:_:__ - (,-::_L:___] . (XIIL.55.)

(A sémat egyébként upstream vagy upwind sémanak is nevezik, mivel ha megfigyeljik, ¢ > 0 esetén a Cjina
meghatarozasahoz csak abbodl a — jelen esetben bal oldali — térbeli irdnybol haszndlunk fel racspontokat, ahonnan
az aramlas és azzal az informacio érkezik. A downstream vagy downwind sémak esetében olyan racspontok értékeit
is felhasznaljuk, melyek az dramlas iranyaba esnek, és ahonnan fizikailag nem torténhetne informacioterjedés.)

(@0 +0,,)

Szorozzuk be mindkét oldalt * #70nel:
<"?,::.='.—1 - (-?l: = [ ¢;:=-"- - q"?,:—].“.,.I . [_@;J:—l + <"‘;',:.='...I : (XIHS6)
s a jobb oldalon helyettesitsiink “*! helyére @it = Cin =% €2 =) -et:
(XIIL57.)

O - =0, ~01.)[20.-a(g.-0...)]=
= _20: - ("’}__::_:'_ + 20: - ¢?‘:_:'_ : (‘0__:—]_:'_ + O“: - [ ("’}__:_:'_ - ¢?‘:_]_:-__-]: =
== (@, = Pprn) — X Gt UG+ (@, =0 ,) =

= (@, -a)-all-a)e, -]

Osszegezziik mindkét oldalt minden j racspontra (J +1 a racspontok szdma a tartomanyon):
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4 Jl sl i Ja _ 5 (XIIL.58.)
Z; (‘0__:‘_:'_—1 - Z-l ("’}__T_:'_ = _Z cr- I ("’}__:‘_:'_ - ("’:::‘_]_:-_ | _Z [£4 [1 - al [_(‘0__:_:'_ - ¢?‘:_1_:-__] -

Vegyiik észre, hogy a bal oldalon az (n + 1)-edik és az n-edik id6lépés energidjanak kiilonbsége all! Tovabba a
jobb oldali els6 tagban minden racspontbeli érték kétszer szerepel, ellentétes eldjellel, tehat az dsszegzésnél ez a

tag eltiinik, amennyiben periodikus hatarfeltételeket tételeziink fel (azaz .= ¢:'-"‘L“-). A kovetkezd marad:

N - (XIIL.59.)
E=:—1 - E=: = [] - O_"_| : Z [_("?J:_r_ _@J:—L?_ I -

Az energia-mddszer értelmében a stabilitas sziikséges feltétele, hogy a rendszer energiaja korlatos maradjon, s ne
novekedjen az idével, azaz a fenti kifejezés nem lehet pozitiv. Mivel az 6sszegzésben szerepld négyzetdsszegek
mindig nem-negativak, ezért az 6sszegzes elott allo egyiitthatonak szintén nem-negativnak kell lennie, azaz:

c(l—e)=0 . (XTI1.60.)
Ez a feltétel akkor teljesiil, ha érvényes a kovetkezo:
' A XIIL.61.
U-c:o_'zc_“‘_ilﬁc:v[): i\.r'f_-'-_h_ ( )
Mx c

It sziikséges megjegyezni, hogy ha & L. akkor a diszkrét feladatban az energia idélépésenként csdkken (szemben
a tényleges megoldas energiajaval).

A Neumann-modszer

A Neumann-modszer linedris (vagy linearizalt) problémak numerikus stabilitasanak vizsgalatara alkalmazhato. A

modszert az advekcios egyenlet példajan keresztiil mutatjuk be. Tekintsiik a olx.1) mennyiségre vonatkozo

egydimenzios linearis advekcids egyenlet és az erre vonatkozo kezdeti feltétel altal meghatarozott Cauchy-feladatot:

(Bp(x.t)  é@(x.f) (XIIL62.)
— i L=

0. xe[0.L]

ct ’ oo

@(x.t=0)= f(x) — kezdeti feltétel

elx=0t)=@(x=L.t) = periodikus hatarfeltételek

ahol u, a konstans advekcids sebesség (az advekcids sebesség jelolésénél a tovabbiakban attériink az u( hasznalatara,
mert a ¢ valtozét masra fogjuk hasznalni). A (XII1.62.) feladat analitikus megoldasa ismert:

plxr)=@lx—u-1,0)= flx—u,-1) (XIIL.63.)

A linearis differencialegyenletek megoldasa kifejezheté fliggvénysorok segitségével, a Neumann-mddszer
alkalmazasanal a kezdeti feltételt és a megoldast Fourier-sor alakban keressiik (ezért a modszert Fourier-sor
modszernek is nevezik). Ennek alapjan tehat a kezdeti feltételt a kovetkezOképpen irhatjuk fel:

(XII1.64.)

(}:}{1_{: G}:Zcq Ig."i._-y

b
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ahol k az adott hullamhoz tartozo hullamszam, ¢, az ahhoz tartozo egyiitthatd. Ennek a (XII1.63.) analitikus
megoldasba vald behelyettesitésével a (XII1.62.) folytonos feladat megoldasa a kdvetkezd alakot 6lti:

(XIIL65.)

o(x.1) = ZC ) _ Z*?"* (x.0).c

Lathato, hogy a fenti kifejezés olyan megoldast ir le, ami az adott £ hullamszamu hullamot  sebességgel x iranyba
advektalja anélkiil, hogy annak kezdeti amplitadojat megvaltoztatna. Linearis feladat esetében a Fourier-sor minden
tagja megoldas, igy elegendd egyetlen (jelen esetben a k-adik) Fourier-komponenst tekinteni. A kezdeti feltétel és
a hozza tartozo megoldas ekkor tehat egyetlen hullamot ir le:

. . XII1.66.
@[_x:{:ﬂjzcj:,g.ﬂ: ( )

ix—ct

p(x.t)=c;-e =0(x.0)-"".

Tekintsiik most a (XII1.62.) feladathoz konstrualt diszkrét feladatot, amelyben a térbeli és az iddbeli derivaltak
kozelitésére kiilonbozo véges differencia sémakat alkalmazunk. A diszkrét feladat kezdeti feltétele a folytonos
feladattal analog modon irhato fel:

. _ (XIIL67.)

ahol a j index a j-edik racspontot, az idére vonatkozé 0 index pedig a kezdeti idopontot jeldli. A kezdeti feltétel
ismeretében a diszkrét feladat megoldasa adott racspontban és id6lépésben a kovetkezoképpen adhaté meg:

(XIIL68.)

(;9{ X, i ]J = (;Ij‘__l':rt = i j;:z c, - gl.::l.-'

>

ahol 1 a k hullamhoz tartozo6 és a numerikus sématol fiiggd komplex-értéki, amplitido-jellegli mennyiség, aj index
az adott racspontot, az n kitevé pedig az adott id61épést jeloli. A diszkrét feladat esetében is igaz, hogy linearis
esetben a Fourier-sor minden tagja megoldasa a feladatnak, s elegendé egyetlen hullimmoduszra vizsgalodni:

(XIIL69.)

ifor

Pio=Cc-€ s

o

~ 1 h.'l.
Pin=7% "C-€ ~-

A fenti 6sszefiiggésben tehat a numerikus megoldas ugy all eld, hogy a kezdeti feltétel minden id6lépésben egy
amplitido-jellegli mennyiséggel szorzodik. Konnyen belathato, hogy ahhoz, hogy a megoldas korlatos maradjon,
sziikséges, hogy |f*—' | ne legyen nagyobb 1-nél — ez a stabilitas (és a konvergencia) sziikséges feltétele. (Emlitettiik,
hogy a stabilitas elégséges feltételét nehéz meghatarozni, ezért altalaban csupan a sziikséges feltétel teljesiilését

|| >1

vizsgaljak.) Amennyiben , ugy a kezdeti feltételt leiro hullam minden id61épésben gerjesztddik és a diszkrét

feladat nem lesz stabil. Ha s < 1, akkor a véges differencia séma fiktiv csillapitast vezet be, azaz a kezdeti

feltételhez tartozo hullammegoldas az idével folyamatosan csillapodik, sz&lsdséges esetben bizonyos (kiilondsen

a rovid hullamhossz1) hullamok teljesen el is tlinhetnek. Idealisan |f':-'| pontosan 1-gyel egyenld, akkor a véges
differencia séma nem valtoztatja meg a kezdeti feltételt leird hullamot.
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A hullam-megoldas amplitadojan kiviil a véges differencia séma a folytonos feladatban jellemzd u, fazissebességet
is modosithatja: gyorsithatja illetve lassithatja azt. A diszkrét feladatbeli fazissebesség megadasahoz elészor is

tekintsiik a ** komplex mennyiséget kovetkez alakban:

P8 (XI11.70.)
ahol O a ™ képzetes és valos része altal bezart szog (XII1.4. dbra)!
Im
Re
XIIL4. dbra. A “* valos és képzetes része dltal bezdrt sz6g.

Ekkor a diszkrét feladat megoldasa az alabbi mddon irhaté fel:

. I (XIIL71.)

( Wi iR k] i) x s +rd A
@n=(A) Ge =4l ¢ e

A folytonos feladat analdgiajara a fazissebesség a diszkrét feladatban:

n-6 g (XIIL.72.)

o =— = —
k-n-Ar ItAr

A fazishiba megmutatja, hogy a folytonos feladatbeli u, és a diszkrét feladatbeli ¢’ fazissebességek hogyan
viszonyulnak egymashoz:

: (XIIL.73.)
R=—
E:: .

Amennyiben R > 1, a véges differencia séma gyorsitja a folytonos feladatbeli £ hullamot; ha R < 1, akkor a séma
lassitja a k& hullimot; s ha R = 1, akkor a séma nem véltoztatja meg a hullam fazissebességét. Bar az utobbi eset
tlinik idealisnak, mégis alkalmasan megvalasztott véges differencia séma esetében bizonyos hullamok ,,lassubba
torzitdsa” elonyods is lehet (Radnoti, 2003). Tekintsiink példaul egy olyan feladatot, amelynek a meteorologiai
szempontbol kevéssé relevans gyorsan terjedd gravitacios hullimok is megoldésai! Ha erre explicit véges differencia
sémat alkalmazunk, amely a hulldmok fazissebességét 1ényegesen nem valtoztatja meg, akkor meglehetdsen szigort
feltételt kell a numerikus stabilitas teljesitéséhez kielégiteni, amiben a vezetd tag a feladat altal leirt leggyorsabban
terjedé mozgasforma (jelen esetben a gravitacios hullimok) fazissebessége. Implicit séma alkalmazasaval azonban
egy kedvezobb feltétel nyerhetd vagy éppen feltétel nélkiili stabilitassal tudunk dolgozni, mégpedig azaltal, hogy
az implicit séma ezeknek a hullamoknak a fazissebességét csokkenti. A megoldas fizikai értelmezésénél ez nem
okoz problémat, mert amint mar emlitettiik, ezek a hullimok a meteoroldgiai folyamatok szempontjabdl nem
lényegesek, viszont a gyorsan terjedd hullimok lassitdsaval stabilizalhato a feladat ezekért felelds része.
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Osszefoglalva

& véges differencia séma a k& hullamezamn hullamra
* stabil, ha [A| 1,
® instabil, ha [4]> 1.

& wéges differencia séma a & hullamszamni hullamra
* neutralis, ha |}lt|= 1,
® filctiv ceillapitdst vezet be, ha ‘}lk| <1,

®  ceriesztést vezet be, ha |Jik| =1,

& véges differencia séma a & hullamszamn hullam fazissebesseget
® e valtostatja meg, ha f=1,
®  lassitja, ha A=1,
®  oyorsitja, ha B=1.

Feladatok

8. feladat:

Lassuk be a Neumann stabilitasvizsgalati modszer alkalmazasaval, hogy a Plx1) mennyiségre vonatkozo

o (XIIL.74.)
c¢?|1=r_|+&_ _C(.‘I'I.\:I_Izo

cr ’ cx

egydimenzids linearis advekcios egyenlet idobeli és a térbeli derivaltjainak kozelitésére hasznalt forward illetve
centralt sémak alkalmazasa esetén a

y e , g (XIIL.75.)
(*?J'_f_—l (‘?;_r_ +.- (‘?;—]_f_ (‘?;—l_f_ - 0
At ’ 2Ax

diszkrét feladat abszolut instabil (a j index a j-edik racspontot, az n index az n-edik id61épcsot jeldli, At és Ax
pedig az id61épcsd hossza és a racstavolsag)!

9. feladat:

Lassuk be a Neumann stabilitasvizsgalati modszer alkalmazasaval, hogy a elxr) mennyiségre vonatkozé (XII1.74.)

egydimenzids linearis advekcios egyenlet idébeli derivaltjanak kozelitésére a forward séma, illetve térbeli
derivaltjanak kozelitésére két idOszintbeli centralt séma atlaganak (azaz a hatpontos Crank-Nicholson séma)
alkalmazasa esetén a

Crin " Cran | G = Piina (XIIL.76.)

2 O T TR
At ’ 2

diszkrét feladat feltétel nélkiil stabil (a j index a j-edik racspontot, az n index az n-edik id61épcsot jeldli, At és Ax
pedig az id61épcsd hossza és a racstavolsag)!

10. feladat:

Adjuk meg a Crank-Nicholson sémaval diszkretizalt (XII1.76.) egyenletben érvényes fazissebességet! Ertelmezziik
az eredményt, 6sszehasonlitva a (XIIL.74.) folytonos feladatbeli fazissebességgel!
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11. feladat:

Lassuk be, hogy a olx1) mennyiségre vonatkozo (XI11.74.) egydimenzids linearis advekcios egyenlet idobeli és

térbeli derivaltjainak kozelitésére hasznalt leapfrog illetve centralt sémak esetén a

¢?J:_='_—1 B Q?J:_?_—l Lo ¢?J:—]_='_ _¢?J:—1_='_ — 0 (XIIL77‘)

2Ar ’ 2Ax

diszkrét feladatbol (aj index a j-edik racspontot, az n index az n-edik id6lépcsét jeloli, Az és Ax pedig az id61épeso
hossza ¢és a racstavolsag) a Neumann stabilitasvizsgalati modszer alkalmazasaval a kovetkez6 adodik:

il 421 0csin(kAx) A, —-1=0, (XIIL.78.)
Az
G=ty—
ahol Ax | Ertelmezziik az eredményt!
12. feladat:
Lassuk be, hogy az u(x,f) zonalis sebességre és a A(x,?) hullammagassagra vonatkozo
[ ux £) &hlx. t) (XTL79.)
— +g—— =10
ct cx
ah ['_HJ:: £ wH S [ﬂl £ —0
ct cx

egydimenzios linedris gravitacids hulldm egyenlet idébeli és térbeli derivaltjainak kdzelitésére hasznalt leapfrog
illetve centralt sémak esetén a

E"J:_r_—l - E"J:_r_—l 'J‘EJ:—]_?_ - ;EJ:—]_V_ =0 (XIIISO)
2Ar - JAx

| h.  —h
|1 ;

-l g Uipn ~Uin -0
2Az 2Ax

diszkrét feladatra [ahol g a gravitacios gyorsulés, H a folyadék atlagos magassaga (vagy mélysége; pl. az dcean
vagy a légkdr esetében), a j index a j-edik racspontot, az n index az n-edik 1d61épcsot jeloli, At és Ax pedig az
1d61épcsd hossza és a racstavolsag] a Neumann stabilitasvizsgalati modszer alkalmazasaval a kovetkezo stabilitasi
kritérium adodik:

A (XIIL81.)
Ar=

Ertelmezziik az eredményt!

Megoldasok
8. feladat:

A Neumann-moédszer alkalmazasaval a diszkrét megoldast adott racspontban és idélépcsdben az alabbi alakban
irjuk fel:

oc (XIIL.82.)
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ahol A komplex-értékii szam, k az adott hullamhoz tartozo hullamszam, c; a hullamhoz tartoz6 egyiitthato, a j index
az adott racspontot, az n kitevé pedig az adott id6lépést jeloli. Ezt behelyettesitve a (XIII.75.) egyenletbe, a
kovetkez6t kapjuk:

Y r=1 e E?,-:_-L-._ P, " c E}.‘::l-._ y - c E?I.:I'_.' P " c E;-'.::‘"- (XII1.83.)
s s Tk = ) ic Lk = s s — D .
Ar 2Ax
Ag
AL e =t :
Egyszertisitve ™ ~* -val és bevezetve az Ax mennyiséget:
(XTI1.84.)
(4
~ ey IR ; IR IR
Ar-e ' —e T +—le T —e =0
’ 2
fx o= 7+1). A
Ezt elosztva €  -vel és kihasznalva, hogy X =(7E])-Ax :
o (XTII.85.)
[ ikAx —ikAx
Jo =1+ —(™ =™ )=0
2
Felismerve a zarojelben szerepld Euler-formulat, kapjuk az alabbit:
(XTII.86.)

A —14 22 sin(kAx) =0 4, =1-a-i-sin(kAx) |

komplex szam abszolutértékének négyzete |a| saa=arEy

abszolutértékének négyzete:

iV . . Ay
Ay @=Xti-y , ennek ismeretében a “*

|| =1+ -sin® (kAx) (XII1.87.)

Mivel mind az a, mind a sin’ fliggvény pozitiv értékiiek, ezért a el minden esetben 1-nél nagyobb értéket vesz

fel. Azaz a Neumann-moédszer stabilitasi kritériumabél kovetkezéen a két séma egyiittes alkalmazasaval
nem tudunk olyan idélépcsét valasztani, amellyel a diszkrét feladat stabil lesz.

9. feladat:

A Neumann-modszert (1. a 8. feladatnal) alkalmazva a (XII1.76.) egyenletre, a kovetkez6t kapjuk:

. ik ~B Ax (Xlllgg)
_/_:_ 'I::.'E —_,K_ 'I:-:. -8
- +
At
) E:‘ _E::_c . E:::_’—E:‘

+=| A -c +A7 e |= 0

2 2Ax 2Ax

N gy A

Egyszerisitve % €€ yel és bevezetve az ~ Ax mennyiséget:
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: . XII1.89.
Ao=1+Z (144 (5 =) =0 . ( )
: PRORRCTAL _
Felismerve a zardjelben szerepld Euler-formulat, kapjuk az alabbit:
XI111.90.
P_;_.—1+%-['_1+/'.;_._'I-:'-sin['_ﬁcl\'_'l =0. ( )
Ebbdl kifejezve “* -t:
o (XII1.91.)
I—E-:'-sin[kl\'l
i 3 o
./.;_. = (;— -
1+ =-i-sin( ki)
2 . E
Tovabb alakitva ezt a kifejezést és kihasznalva, hogy it=-1.
s ! e o (X111.92.)
l—g --sin (Fix) l—%- i-sin | fhx) 1—% -sin® (kAx)—o-1-sin (AAx)
f:-:_- = = : - = 2
1+E -i-sin(kAx) l—g- i-sin(JAx) ]+0; -sin? ( kAx)
Ebbél a “* komplex mennyiség abszolutértékének négyzetét kifejezve:
r ) - . (XII1.93.)
& o 2 at . et
(Ao sint kA | +aresin®(RAY) 14 = sin® (Jeve) +——sin® (k)
|’F-=:|L=_ T = - = 16— S — =1
]+a—sin:['klr'| | ]+isin: ( kEAx) |
| 4 3 B | 4 \ E

Megallapithatjuk tehat, hogy az egydimenzios linearis advekcios egyenletre alkalmazott implicit séma feltétel
nélkiil stabil lesz (azaz adott horizontalis felbontashoz barmekkora id61épcsét valaszthatunk), raadasul a kezdeti
hullamok amplitiddja nem valtozik (nem nd — gerjesztédik — vagy csokken — csillapodik) az idével. A séma
hatranya ugyanakkor, hogy jelentds fazishibat okoz (1. a 10. feladatot is), illetve gyakorlati megvaldsitasa — az
implicit tulajdonsaga miatt — bonyolult.

10. feladat:
A diszkrét feladatbeli fazissebesség kifejezéséhez tekintsiik = -raa A=Al alakot és hasznaljuk fel a (XI11.92.)
Osszefliggést:
Im, —cx-sin [ foAx) —ex-sin [ loAx) (XIIL.94.)
tg5=R <= 5 ———— @ =arctg ———————
%o 1= sin?(kax) 1-Z sin® (kax)
Ebbdl a diszkrét feladatbeli fazissebesség:
g 1 o -sin [ foioe) (XTIL9S.)
T Thar kA & L
1-—=—-sin” { kAx)
4 . E
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arctg (x| +arctg (v | =arctg x+”1,'l
A fenti kifejezés tovabb alakithatd, ha kihasznaljuk az ~X §sszefiiggést, melyben
x=v= & sin ( Fedox )
jelen esetben 2 . Ekkor a fazissebességre a kovetkez6 adodik:
.2 o -sin  kAx) (XI11.96.)
¢'=—arctg——— .
kAr 2

Az eredményt megvizsgalva lathatjuk, hogy a folytonos feladatbeli fazissebesség novekedése (u’- * qzaz x> T )
esetén a diszkrét feladatbeli ¢’ fazissebesség korlatos marad (az arctg-fliggvény feliilr6l korlatos n/2-vel). Azaz az
implicit séma lassitja a gyorsan terjed6 hullim-megoldasokat, ezaltal ezek kielégitik a CFL-kritériumot, s igy
tudja a séma a feltétel nélkiili stabilitast garantalni.

11. feladat:

A Neumann-modszert (1. a 8. feladatnal) alkalmazva a (XII1.77.) egyenletre, a kovetkez6t kapjuk:

/,n{-rt—'_ . If:_ . EI'::\L'._ . /,ﬂ{-l'f—._ . If:_ Iel'izr__ . E:!ll'::\f_._-_ . el.::l.___ (XII1.97.)
- - - - + U, - L 6, ————————— =10 .
A S 2Ax
At
-l ik =i, —
Egyszeriisitve ™= "¢ _vel és bevezetve az Ax mennyiséget:
- P . (XII1.98.)
e - 1 bt — oy
A —lva- A (e —e “1=0.
Felismerve a zardjelben szerepld Euler-formulat, kapjuk az alabbit:
(XII1.99.)

A+ oAy 2i-sin (kAx)-1=0..

Amiatt, hogy a leapfrog séma nem ketté, hanem harom idészintet hasznal, (XI11.99.)-cel “* -ra masodfoku egyenletet
kaptunk, aminek két megoldasa van. Ha alkalmazzuk a masodfoku egyenlet megoldo-képletét, és bevezetjiik

p=a-sin (kAx) -et, akkor "% -ra a kovetkezd két megoldas (mdédusz) adodik:

. - (XII1.100.)
A, =—1-pEyl-p-.

Ha & >1 akkor lesz olyan hullamszam, amire © ~ 1 ¢s ebben az esetben a gyokjel alatt 1évé mennyiség negativ.
Ax

L2 Ar =
Ekkora “* tisztan képzetes, s | “

¢l azegyik gySkre mindenképpen 1-nél nagyobb. Viszont ha # =1, azaz v,
L[ =pP+1-p"=1 . . . s L . .
akkor I'* , tehat a séma neutralisan stabil. Neutralitasa, valamint masodrendii pontossaga
miatt ez az explicit séma kedvelt a meteorologiaban annak ellenére, hogy a harom idészint hasznalata a
korabban mar bemutatott hatranyokkal jar.

12. feladat:

A Neumann-modszert (1. a 8. feladatnal) alkalmazva a megoldast a kovetkezo alakban keressiik:

252

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

Feladatok a numerikus prognosztika témakdrébdl

T an Pl (XTIIL.101.)
u,,=u-/A. -e ’,

T am il
h. =h-A"-e .

ahol *: "  k hullimszémhoz tartoz6 egyiitthatok. Behelyettesitve (XIIL101.)-et a (XIIL80.) egyenletbe, a kivetkezdt
kapjuk:

co — i o= e R I N (XI11.102.)
A e A e Atk A hee 0
: : +gl% : _
) 2Ar 2Ax
/ﬂf_.' E el'l‘f_. N /ﬁ:z—'_ ﬂ Iel':l'_. /“J—rz a Iel':l'__'_ _ }:z . ﬂ . E:!ll'::'t'_—'.
: : +HZE : =0
L 2N 2Ax
Haaz " egylitthatokat tigy valasztjuk meg, hogy eleget tegyenek az aldbbinak:
7 % (XI11.103.)
v e
akkor a (XIIL.102)-beli két csatolt egyenlet egy egyenletre redukalodik, mégpedig:
arte™ g™ e e I
: : +jgH : =0.
2N 2Ax

Vegyiik észre, hogy ez az egyenlet annyiban tér el a 11. feladatbeli (XII1.97.)-t61, hogy az u, advekcids sebesség

helyett ¥ gH szerepel benne! Ez pedig nem mas, mint a gravitacios hullam terjedési sebessége, ugyanis a (XI11.79.)
feladat atirhato a kovetkezé modon:

VT 0 —e] &l (XI11.105.)
= 0 |-~_ |

e\ 1)

ahol a jobb oldalon szerepld matrix sajatértéke et , azaz a k hullamszamhoz két, ellentétes iranyban veH

fazissebességgel haladé hullam tartozik. Az egyszerisitéseket elvégezve (XII1.104.)-en a kdvetkezdket kapjuk:

A+ - Ay -2i-sin (kAx)—1=0 (XIIL106.)

A s =—i-pt.fl-p’.

Az
p=csin(kax) , &5 g A . , ey et
ahol ST és . A 11. feladattal analog modon tehat a stabilitasi kritérium ebben az esetben

a kovetkezoképpen alakul:

(XII1.107.)

Ax

]l — Ar<
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Ez azt jelenti, hogy az egydimenzios linedris gravitacios hullam-egyenlet diszkretizacidjara a leapfrog és a centralt
sémakat hasznalva, az adott felbontas esetén alkalmazhato id61épcsé hosszara a graviticiés hullim terjedési
sebessége szab korlatot. A tropopauza atlagos magassagat (H-t) 10 km-nek, a gravitacios gyorsulas (g) atlagos
értékét 10 ms>-nak véve, ez a sebesség 300 ms’! nagysagunak adddik, s igy a 10 km-es racsfelbontasnal alkalmazhatd
id6lépcsé nem nagyon haladhatja meg a 30 masodpercet. Ezzel szemben a 11. feladatban szereplé advekcios
sebesség még a nagy magassagokban sem nagyobb 100 ms'-nal, ekkor az integralasi idolépés 10 km-es felbontas
mellett 100 s is lehet. Lathato tehat, hogy a most kapott (XII1.107.) stabilitasi kritérium szigorubbkorlatot jelent
az iddlépcso hosszara, mint amit az advekcids egyenlet esetében kaptunk. Azaz egy olyan feladatban, amely a
gravitacios hullamok terjedését is leirja, adott felbontashoz rovidebb integralasi iddlépcsét tudunk csak alkalmazni
(az integralast tobb kisebb 1épésben kell elvégezniink), hogy a feladat numerikus stabilitdsa megmaradjon.

XIll.6. Hatékony numerikus sémak

Az ¢loz6 alfejezetben az egydimenzios linedris advekcids valamint linedris gravitacios hullam egyenletekre
vizsgaltuk meg a kiilonbdzé véges differencia sémak numerikus stabilitasat. Lattuk, hogy az explicit sémak
alkalmazasaval a numerikus stabilitas csak akkor teljesiilhet, ha eleget tesziink a CFL-kritériumnak — azaz ha az
integralasi id61épcs6 megvalasztasanal tekintettel vagyunk a térbeli felbontas és a feladat altal leirt leggyorsabban
terjedd mozgasforma sebességének a hanyadosara. (Ugyanakkor a 8. feladatban mutattunk példat olyan explicit
véges differencia sémara is, amelynél a stabilitas még a CFL-feltétel betartasaval sem garantalhato.) Ezenkiviil
megallapitottuk, hogy az implicit sémak esetében tetszélegesen hosszu id61épcsd valaszthato (1. a 9. feladatot),
mégpedig azért, mert az implicit sémak a feladatban érvényes fazissebességet lassitjak (1. a 10. feladatot), s ezaltal
a gyorsan terjedé hullam-megoldasokra is stabil megoldast biztositanak. Az altaluk okozott fazishiba ugyanakkor
nem minden hullam esetében kivanatos, ezért, valamint bonyolult megvalodsitasuk miatt a meteorologiai gyakorlatban
nem alkalmaznak tisztan implicit sémakat.

A meteorologiai eldrejelzések készitésénél a szamitasi miiveletek és az adatok rendkiviili mennyisége miatt az
alkalmazott numerikus modszerek pontossaga mellett elsédleges szempont azok hatékonysaga. Tehat a célolyan
diszkretizaciés modszerek alkalmazisa, melyekkel a numerikus stabilitas tetszélegesen hosszu integralasi
id6lépcsé hasznalata mellett sem sériil. A tovabbiakban az eldrejelzési feladatot redlisabban kozelitd, advekcios
¢és gravitacids hullam tagokat egyarant tartalmazo6 egyenleteken fogjuk bemutatni azokat a numerikus sémakat,
melyekkel ez teljesiil és ezért a gyakorlatban is elterjedtek.

Tekintsiik a kovetkezé egydimenzids linearis egyenletrendszert az u(x, f) zonalis sebességre és a h(x, f)
hullammagassagra vonatkozoan:

Ceulxt) Sl x. t) chlx 1) (XIIL.108.)
Uy ———tg———=0
ct oo oo
c-r.-[.ﬁ_r: z) - ch [;_\’: £ i c' [ﬂ\ £) -0,
cr o &

melyben az egyenletek kdzépso tagjai a (linearis) advekciot, az utolso tagok pedig a (szintén linearis) gravitacios
hullamokat reprezentaljak. A 11-12. feladat alapjan a Neumann stabilitdsvizsgélati modszer segitségével levezethetd,
hogy ha az idébeli derivaltak kozelitésére a leapfrog, a térbeli derivaltak kdzelitésére a centralt sémat alkalmazzuk,
akkor a diszkrét feladatra a stabilitas sziikséges feltétele a kovetkezd lesz:

Ax (XII1.109.)

Ars— —
u, +a/gH

Tehat a fenti explicit sémat hasznalva (XII1.108.)-ra, az adott felbontas esetén alkalmazhat6 id6lépcsé hosszara
az advekcio és a gravitacios hullam terjedési sebességének dsszege szab korlatot. Mivel az el6zéekben lattuk, hogy
utobbi lényegesen nagyobb az eldbbinél, ezért kijelenthetjiik, hogy a stabilitas sziikséges feltételénél gyakorlatilag
a gravitacios hullamok terjedési sebessége a meghatarozo.
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X11.6.1. Szemi-implicit séma

Alkalmazzunk most (XIII.108.)-ra olyan un. szemi-implicit diszkretizaciot, ami az advekcios tagok esetében
megtartja az explicit sémat, a gravitacios hullam tagokat viszont implicit médon kezeli (Robert, 1981). Példaul a
masodik tagok esetében az explicit kdzépponti sémat hasznaljuk, a harmadik tagok esetében pedig centralt sémak
atlagat vessziik két iddszintre a korabban mar latott modon:

i 7. i i XIIL.110.
Mg ™ Motn | Malnal a1 ( )
. . —u. uoL -, 7 e A
gl Tl | Zidle T L'+g 2Ax 2Ax =0
A8 ’ 2 Ax 2
Mg Ui | Yigpa T Higna
Ao —Hh Hean—ho g, A A
el el g ST e g 2 8 g
2Az ’ 2Ax 2

A Neumann-moédszer segitségével belathatd, hogy a szemi-implicit modszer alkalmazasa esetén a kdovetkezd
adodik:

ul AP < A + gH AP (XTI.111.)

ez pedig minden esetben teljesiil, amikor az advekcios egyenletnél kapott stabilitasi feltétel teljesiil, azaz amikor:

Ax (XIIL112.)

i,

Ar=

Tehat a szemi-implicit mdodszer alkalmazasaval elértiik, hogy ne a feladat altal leirt leggyorsabban terjedd
mozgasforma, azaz a gravitacios hullamok terjedési sebessége legyen a meghatarozé az id61épcsé megvalasztasanal,
hanem az annal joval kisebb advekcios sebesség, lehetévé téve a nagyobb iddlépésekben torténd stabil
modellintegralast.

A szemi-implicit séma szépsége abban all, hogy az implicit kezelést az egyenlet linearis részére alkalmazza, s ezek
a tagok felel6sek egyben azokért a hullam-megoldasokért, melyek gyorsan terjednek, de jelentéségiik meteorologiai
szempontbol kicsi. Az implicit modszer ezeket a hullamokat lelassitja, ezaltal stabilizalva a feladat linearis részét
és érintetleniil hagyva a meteorologiailag relevans, lassubb mozgasformékat. Altaldnosan a szemi-implicit modszer
a kdvetkezd alakban irhato fel:

oyt [ - B (XIIL.113.)
C\HP =L w + N (P,
ct L. 2 )

ahol a teljes nem-linearis modellt linearizaljuk egy referencia-allapot koriil, ami legtobbszor az izoterm, nyugvo
légkor (ez gyakran tavol esik a valos 1égkori allapottol): az L operator a modell linearizalt része, az N operator a
nem-linedris maradéktag. A 0,+,- indexek pedig az aktualis, a késobbi és a korabbi id6lépcsoket reprezentaljak,
jelolve, hogy a szemi-implicit modszerben a linearizalt tagokra implicit kezelést, a nem-linearis tagokra
explicit kezelést alkalmazunk.

XIll.6.2. Szemi-Lagrange modszer

A nem-linedris egyenletrendszer teljes implicit kezelése (ami biztosithatnd a feltétel nélkiili stabilitast) nem
lehetséges (redlis), mert nem-linearis operator invertalasat igényelné. Ezért hogy az advekcids sebesség altal
meghatérozott stabilitasi feltételt tovabb tudjuk enyhiteni, a szemi-implicit sémat 6tvozni kell egy mésik hatékony
modszerrel.

A hidro-termodinamikai egyenletrendszerben a legdominansabb nem-linearis tag a nem-linearis advekcio, ennek
kezelésére segitségiil hivjuk a Lagrange-modszert. A Lagrange-szemléletben nem egy térben rogzitett koordinata-
rendszer pontjaiban tekintjiik az allapothatarozok valtozasat, hanem a részecskékhez (légelemekhez) rogzitett
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kiindulasi tulajdonsagaikat. Adott ¢ tulajdonsag trajektoria-menti megmaradasat fejezi ki az egydimenzios linearis
advekcios egyenlet alabbi Lagrange-alakja:
do d (XIII.114.)

— =0, ghol —=—+wu.— .

c c
dr de cr " ox

Tehat az allapothatarozok adott idépontban vett térbeli eloszlasanak és palyajanak ismeretében meghatarozhatéd
jovobeli eloszlasuk. A numerikus szamitasok soran azonban szeretnénk az Euler-szemléletnek azt a kényelmes
tulajdonsagat megtartani, hogy a légkori valtozokat egy szabdlyos racs racspontjaiban tekintjiik (egyrészt mert
egy¢éb muveleteket is racson kell elvégezni, mésrészt mert ezaltal biztosithato az egyenletes térbeli lefedettség).
Ez a tiszta Lagrange-mddszer segitségével nem lehetséges, hiszen azok a részecskék, melyek kiinduldskor még
szabalyosan helyezkedtek el, mar egy id61épés utan is szabalytalan és térben inhomogén elrendezddést vehetnek
fel. Ezért az Gn. szemi-Lagrange modszerben minden idélépésben egy backward (visszafelé) trajektéria
szamitasaval és térbeli interpolacio alkalmazasaval allitjuk el6 az dllapothatirozok értékét az altalunk kivant
racspontokban (XII1.5. abra). Vilagos, hogy igy az idébeli integralas soran nem ugyanazokat a részecskét kovetjik,
hanem a racspontok elhelyezkedése alapjan minden idélépésben j részecskehalmazt definidlunk.

tha =L, TAL - 1, : — I l
- ,,,......-_._,.. e J
1, _l:i_l I g | _I_
Jp-1 Jp |
'
(a+ p)_&t

XIIL5. abra. A szemi-Lagrange modszer sematikus rajza.

A trajektoria kiindulasi pontjat (melyet az dbrdn * jeldl) az advekcios sebesség ismeretében tudjuk meghatarozni,
amit az egyszeriiség kedvéért most tekintsiink allandénak: a részecske ekkor Az 1dd alatt u, sebességgel advektalodik,
. (c+p)-Ax . A . . il s
mialatt * : tavolsagot tesz meg. A korabbi id6szintrél vald indulas nem feltétleniil racspontbol torténik,
ezért a megtett utat két részre oszthatjuk: a Az id6 alatt bejart racspontok szamat p-vel jeldljiik, ahol p egész szam,
a maradé¢k Ut pedig a racstavolsag a-szorosa, ahol a értelemszertien 0 és 1 kdzé es6 tortszam, azaz:

(p+a) Av=u-At (XIIL115.)

Az (n+1)-edik idolépésben a ¢ allapothatarozé értéke a konzervativitas miatt meg fog egyezni a ¢ n-edik id6lépésben
¢és * pontban felvett értékével. Mivel az n-edik iddszinten a ¢ eloszlasat csak a racspontokban ismerjiik, ezért a *
pontbeli értéket térbeli interpolacidval tudjuk eldallitani. Az egyszerliség kedvéért tekintsiik most a legegyszeriibb
linearis interpolaciot, amivel a kovetkezot kapjuk:

@ =0, =(1-0)-@_,, +-0_, 1, (XIIL116.)
A Neumann-modszer segitségével belathato, hogy
|| =1-2e-(1- &) (1- coskax) (XIIL1I7.)
mellett a séma stabilitdsanak feltétele, hogy o-ra fennalljon az alabbi:
D=a=1. (XIIL.118.)
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Ez azonban a séma konstrukci6jabdl eredden teljesiil (hiszen a-t pontosan igy valasztottuk meg), igy a séma feltétel
nélkiil stabil. A szemi-Lagrange modszer alkalmazasaval tehat nem kell tekintettel lenniink a CFL-kritériumra,
az abban megengedettnél hosszabb iddlépcsét is valaszthatunk. Ez az id6lépcsé azonban tovabbra sem lehet
tetszOlegesen nagy: teljesiilnie kell a Lipschitz-feltételnek, mely szerint a trajektoriak egy idolépcsé alatt nem
metszhetik egymast — ellenkezd esetben nem lehetséges a részecskék palyajat egyértelmien meghatarozni.
Mindazonaltal numerikus kisérletekkel igazoltak, hogy mezoskalaji modellek esetén a szemi-Lagrange séma az
id6lépcsé mintegy hatszoros novelését teszi lehetdvé az euleri sémakkal szemben (Staniforth és Coté, 1991),
tovabba a szemi-implicit sémaval valé kombinalasa esetén az integralas hatékonysaga tovabbi hatszorosaval n
(Robert et al., 1985).

Feladatok
13. feladat:

A ¢ mennyiségre vonatkozé egydimenzios linearis advekcios egyenletre a szemi-Lagrange modszert alkalmazva,
@ értékét tetszOleges j racspontban és (n + 1)-edik idélépésben a kovetkezOképpen hatarozhatjuk meg:

("?J:_r_—l =@, = [1 - O"| B (":::—_5_?_ +ex- ("?J:—_z—]_?_ : (XIIII 19)

ahol a p egész szam a Az id6 alatt bejart racspontok szama, o pedig 0 és 1 koz¢ eso tortszam, ami azt fejezi ki, hogy
a maradék 1t a racstavolsagnak hanyadrésze. Neumann-modszer segitségével végezziik el (XII1.119.) stabilitasi
analizisét!

14. feladat:

Lassuk be, hogy a ¢ mennyiségre vonatkozo egydimenzios linearis advekcios egyenletre a szemi-Lagrange modszert
alkalmazva, a folytonos feladatban 16vé (i) €s a diszkretizalt feladatban uralkodo (¢’) fazissebességek viszonyat
jellemz6 fazishibara a kovetkez6 adodik:

| aosinkAr | (XIIL120.)
p-k-MActarctg] ——————
R c' | 1-or(1-cos kAx) |
Tu, k- Ax-(p+a) ;

ahol a p egész szam a At id¢6 alatt bejart rdcspontok szama, a pedig 0 és 1 k6z¢é es6 tortszam, ami azt fejezi ki, hogy
a marade¢k Ut a racstdvolsagnak hanyadrésze! Ertelmezziik az eredményt!

Megoldasok
13. feladat:

A Neumann-méddszert (1. a 8. feladatnal) alkalmazva (XIII.119.)-re:

B -n fr (XII.121.)

po Al
Egyszerlsitve *¢ "%

— &4 p+liax (X1I.122.)

Ezt kifejtve:
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A, =(1—-a) [ cos( phkAx)—i-sin [_pﬁc&\'_']] + (X111.123.)
+x [cos[['.p +1) kib:]—:' -sin [['__p + 1.']}(11']} =
=(1-o)-cos( pkdx)+ c-cos [['_p + l_']ﬁc&\'] -
—i-(1-)-sin [ phdoc)—1-c-sin [['_p +1) ﬁc&\'] .
Kifejezve = abszolutértékének négyzetét:
[ =Re’+Im’ = (XIIL124.)

=(1-o)"-cos’ ( pledxc) + o -cos’ [['_p +l_']kir]+
+2(1— ) -t - cos( plix) - cos[['_p +1:]ki\x] +
+H{1—-a) -sin’ [ phix) +otsin? [['_p + l_']ﬁc&\'] +
+2(1- ) -cc-sin (phkix) sin [ ( p+1) kax | .

cos(ct— ) =cosc-cos +sina-sin §

Felismerve a sin” ¢ +cos =1 ¢g 5 azonossagokat, a fentit egyszerlibb

alakra hozhatjuk:
[ = (-2 +a +2(1- &) a-cos (kAx) . (XIIL125.)
Atrendezés utan az alabbit kapjuk:
i =1-20-)- & [1-cos (kax)] . (XIIL126.)
A stabilitashoz a kovetkezének kell teljesiilnie:
4 =1-201—a)- ar-[1—cos (kax) | <1 . (XIIL127.)

0=(l-@) - [1-cos(kAx) ] .

Mivel a harmadik tényez0 nem-negativ, igy az els6 két tényezd szorzatanak is annak kell lennie a feltétel
teljesiiléséhez. Ez pedig ugy lehetséges, ha Osasl, 10j4
modszer tehat feltétel nélkiil stabil.

14. feladat:

A 13. feladatban 2 -ra a kdvetkez6t kaptuk:

Ao =(1=0)-e 55 fg. g 58 (XII1.128.)

/Ji..g‘. = |;.§\| - 9;‘.5

A diszkrét feladatbeli fazissebesség kifejezéséhez tekintsiik “* -raa alakot és hasznaljuk fel a (XII1.128.)

Osszefliggést:

= |/, | L =g |:1—a- I:._l—e_"'::'w IJ _ (XTIL.129.)

Rendezziik at a kapott egyenletet a kdvetkezoképpen:
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|f'_:__ | ef . e.'::_x_'.:: =1-c- [l]_e—:i.'_'.::.'] ] (XIHI30)

€ alakot:

%

. =
"

Felismerve és ismét felhasznalva a

| |-€ T - +a-cos(kAx)—i--sin (ki) (XIIL131.)

Rz Im

Ebbsl & =TT felvettesitéssel élve:

Im —ct -sin (i) (X1I.132.)
g '= 8+ iphx=arctg — =arctg el
Re I-ct+o-cos( kix)
Kifejezve a€ fazisszoget:
—-sin | kKAx) (XII1.133.)
& =arctg —— —IpAx

“1-o+o-cos(kAx)

amibdl a fazishiba (XIII.115.) felhasznalasaval a kovetkezének adodik:

| asinkAr | (XIIL134.)
p-k-Avtarctg ————————— |
R ¢ | l-a(l-coskAx) |
_f‘_:_ &;-kiI_ k- Axe-( p+ar)

A fazishibara kapott kifejezés alapjan lathato, hogyha a kiindulasi pont racspontba esik, azaz o értéke 0 vagy 1,
akkor a szemi-Lagrange mddszer nem valtoztat a megoldas terjedési sebességén (R = 1). A hosszll hullamoknal

(amikor ©4x =01 3 fazishiba szintén 1-hez kozeli értéket vesz fel, tovabba akkor is, amikor a p nagy, tehat egy
id6lépés alatt a részecske nagy tavolsagot tesz meg.

XIll.7. Kitekintés

A példatar jelen fejezetében a numerikus prognosztika szamos teriilete koziil a kiilonb6z6 diszkretizacios eljarasok
pontossagat és stabilitasat elemeztiik gyakorlati feladatokon keresztiil, kiilon hangsulyt fektetve az an. rdcsponti
modellekben a differencidloperatorok kozelitésére hasznalt véges kiilonbséges sémakra. Az alabbiakban roviden
attekintést adunk azokrol a témakrol, amelyek a jelen jegyzetben nem szerepeltek, de a numerikus eldrejelzés
kulcsfontossagi modszereiként részletesen targyaljuk ket az ,,Alkalmazott szamszer( elérejelzés — numerikus
id6jarasi és csatolt modellek a gyakorlatban” ciml jegyzet II. fejezetében, esetenként gyakorlati példakkal
kiegészitve:

* A véges differencia sémak mellett az egyenletekben szerepld horizontalis térbeli differencialoperatorokat
kozelithetjiik olyan folytonos fiiggvények linearis kombinacidjaként, melyek analitikusan derivalhatok, s igy
elvben segitségiikkel a derivaltak végtelen rendi pontossaggal meghatarozhatok. Ezt a technikat Galjorkin-
modszernek nevezziik és ezen belill a fliggvényrendszer megvalasztasatol fliggden beszélhetiink végeselem,
illetve spektralis modszerrol.

* A numerikus elérejelzés soran olyan folyamatokat is figyelembe kell venniink, amelyeket nem tudunk explicit
moédon szarmaztatni — vagy azért, mert tul bonyolultak, vagy azért, mert karakterisztikus méretiik kisebb a modell
térbeli racsanak felbontasanal. Ezeket Un. parametrizdcios eljarasok segitségével irjuk le a numerikus
modellekben.

* A modellintegralas megkezdéséhez sziikséges kezdeti feltétel meghatarozasa az eldrejelzés elkészitésének egyik
legkritikusabb 1épése, hiszen minél pontosabban ismerjiik a 1égkor kiindulasi allapotat leird meteorologiai elemek
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eloszlasat, annal megbizhatobban tudjuk elérejelezni ezek valtozasat. Az in. adatasszimilacio soran az elérejelzési
tartomanyt lefedé haromdimenzios racs minden pontjaban eldallitjuk az allapotvaltozok kezdeti értékeit, amihez
minden létez6 meteoroldgiai informacidt felhasznalunk: kiilonbozd tipust megfigyelési adatokat, korabbi
iddpontbdl inditott modell-elérejelzéseket, valamint ezek egyes jellemzdit.

* A numerikus prognosztika dinamikusan fejlodd teriilete az éghajlati modellezés, ami hasonlé numerikus
modszerekre tdmaszkodik, mint a rovidtava eldrejelzések. Lényeges kiilonbség az iddjards eldrejelzéséhez
képest, hogy az éghajlati rendszer fejlddését nemcsak a 1égkor, hanem a teljes foldi rendszer folyamatai
korményozzak, ezért az éghajlati szimulaciokban a 1égkori modellekhez 6ceédni €s egyéb numerikus modelleket
is csatolnak, ami egyben az elérejelezhetdség fogalmat is atértelmezi.

* A meteorologiai eldrejelzések bizonytalansaggal terheltek, melyek tobb forrasbol erednek. A rovidtava
elérejelzések esetében elsdsorban a kezdeti feltételek bizonytalansagabol, valamint az iddjarasi modellek
pontatlansagaibdl szarmaznak, éghajlati skalan pedig a klimamodellek kozelit6 jellegébdl és a jovobeli emberi
tevékenység eldrejelezhetetlenségébdl (kiszamithatatlansagabol) adodnak. A kiillonbdzo bizonytalansagokat az
un. ensemble technika segitségével szamszerisithetjiik, amelynek soran nem egyetlen modellkisérletet tekintiink,
hanem t6bb szimulacid egyiittesét.
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l. fejezet - A légkori
hidro-termodinamikai egyenletrendszer

1.1. Altalanos mechanikai feladatok

~0,51s

L _ & -1 . _ -
L11.A M= ™m3 sebességgel indulo test b mulva kezd visszaesni, amikor is "1 =& F Atest 2

-
=354 =127m)

mulva esik le a talajra magassagbol (©

o .
==z
>

L1.2. A test dsszesen e Th ideig esett. A megtett ut: . Teljesiil tovabba, hogy

(14D £ =5 +)’

A "?-ra masodfoku egyenlet megoldasa utan, ¥ ismeretében mar kiszamithatd az esési magassag.

£(1+n+ Ja+n |
?E: .

&
z=="p =
8]

ra g

L =70.7ms" .
I.1.3. Az 4gyligolyé megtartja horizontalis sebességét, ami ** = 70.7m " gy intén ennyi az indul6 fiiggdleges

sebesség (V). Az agyugolyo emelkedési ideje: g , emelkedési magassaga a hegy 1abahoz viszonyitva:

; g1 4=
n=]00+7a‘1 =354.8m £ =(Qhlg) =85

- .Azesésideje: 55| A foldet érés horizontalis tavolsaga ¥+ (1 +5) ~1100m,

I.1.4. Az asztalon mozgd & tomegli testet korpalyan tartd erd: By =mg=mar . A szOgsebesség:

Ha a sugar 10 cm-rel csokken, akkor a test sebessége novekszik, hiszen a centripetalis er6 nem valtozik, hiszen

@=10s"

ugyanaz a stuly huzza. A munkavégzés a kinetikus energia novekedésére forditodik. Az 1j szogsebesség (wl) az

F =mg= 2 =10,54s7" s . M . . e
¥ 2 ! : . A munkavégzés soran az " ! tomegii test a rahatd

W=mg(r-n)=107

R egyenletbdl szamithato, értéke:
allandé ~ #erd hatasara mozdult el az erd iranyaba 10 cm-t. A munkavégzés:

L.1.5. Az ingatest korpalyan mozog (M1.1.1. abra). Ha a test kormozgast végez, akkor a fonal altal kifejtett hizo
erd

Fo- mg
’ CoOsd
¢és a nehézségi erd
FE =mg
ereddje a centripetalis erd
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

Teljesiilnie kell, hogy & &&=maT

tg o = sin of

"', ahol * =sinc Az egyenléség akkor teljesiil, ha

Ia?

£

=1

0<o=90% tartomanyban

, ezért az egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha

render

Ellenkez esetben a test nem maradhat korpalyan. A fenti egyenletbdl a keringési id6 is megadhato:

|

lcos e I, losa, = cosa,
d s

a)

b)

MI.1.1. abra. A kéringara hato erdk sematikus képe (a). A kiilonbozé fondalhosszusdgu, de azonos magassagu

kupingak keringési ideje megegyezik Huygens torvénye szerint (b).

I.1.6. Mivel a két hasab kozotti stirlodasi egyiitthato ( ful) kisebb, mint a haséb és a lejtd kdzotti (fu’l ), ezért a két

hasab a lejton és egymason is csuszik (M1.1.2. abra). A két hasab kozotti surlodasi erd:
F,=umgcosa ’
az alsé hasab és a lejtd kozotti surlddasi erd pedig:
F, = u,(ny +m, )gcos @
A gyorsulasok pedig rendre:

g = glsin or— u; cos )
b

. iy
a, = gsin & — L -

gcosd
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[ . " )
=g sina—ghcos—(U, — ) —cosc |
| M, J
Az adatok behelyettesitése utan:

2 . M1 "!
a =0=?£3 %0,49g & =J5_‘ 0=3—0=03m—f__:3

MI.1.2. abra. A lejton csuszo hasdbok.

I.1.7. Az iizemanyaggal egyiitt ! tomegfi, ¥ sebességgel halad6 rakéta impulzus valtozasa esetén 27 idd alatt

Am {izemanyag elégetése utan, a masodrendben kis tagok elhanyagolasa utan:

mAv = —Amu ,

ahol ¥ akiaramlé gaz sebessége, 2V a rakéta sebességvaltozasa. Tovabb alakitva a véges kiilonbségeket, az idébeli
valtozasra a kovetkez6 differencidlegyenlet adddik a tolderd idobeli valtozasara:

dm

—u
A & Kkifejezés adja azt az erdt, amellyel 47 id§ alatt a 977 tomegii gaz ¥ sebességre gyorsithato. A rakéta
gyorsulasa folyamatosan valtozik, hiszen csdkken a tomege.

I.1.8. Harom erd akkor tart egyensulyt, ha koziiliik barmely kett6 ereddje kiegyensulyozza a harmadikat. Ez nem
teljesiil a feladat allitasaban.

P(xy, ¥,

o) pontot (MI.1.3. dbra)! Legyen az ! Fix

1.1.9. Vegyiink az %) koordinata-rendszerben egy I_edik erd

A TR E_.F, . , .
és ' iranyt komponense rendre: - ="~ &, A P pontra vonatkozo forgatonyomaték:

M. =Fy, - Fﬁ_ X,
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-
L

Fi. x
MI.1.3. dbra. Az K, eré P pontra vonatkozé forgatényomatékinak meghatdarozdsa.

A teljes erérendszert tekintve pedig:

M= Z‘U.-zl': Z‘Fx _1ZE =W —xF,

>

F=YF F=YF,
ahol : , ¢ azeredd er6 komponensei. A felirasbol kovetkezik, hogy az erérendszer nyomatékainak
algebrai dsszege az eredd erd tetszéleges pontjara zérust ad.

M=y F —xF

L[.1.10. Az el6z6 feladat eredményét kihasznalva ©r ¢s tudva, hogy az ered6 eré nulla kapjuk a

megoldast.

L.1.11. A merev testet ,,tomegpontokra bontjuk”, amelyek korpalyan mozognak. A forgé test kinetikus energidja
a tomegpontok kinetikus energidjanak az dsszege.

A merev test forgastengelyén atmend tehetetlenségi nyomatéka pedig éppen

A= Z m

L.1.12.

a) Az m tomegl test sugariranyu elmozdulasaval nem valtozik a forgas-mennyiség, vagy impulzusnyomaték

l":Og&:Om’ a tehetetlenségi nyomaték azonban igen. A korong tehetetlenségi nyomatéka: 50 kg m% A

mr?

forgastengelytdl 3 m-re levd ™ tomegi testé pedig =45kgm’ . A korong és a rajta levo test tehetetlenségi

n=1lm_

nyomatéka: 95 kg m?, impulzusnyomatéka pedig 285 kg m?s™!. Az ™ tomegt testet a forgaskdzépponttol es

tavolsagra hoztuk; tehetetlenségi nyomaték csokkent (61 =my =3kgm’

®, =0n/@ =5185"

). A rendszer tehetetlenségi nyomatéka:

55kg m?. A szogsebesség uj érteke: . A rendszer kinetikus energiajanak megvaltozasa:

1

1 2 2 _
8K =26,0{ 200 =310.91
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Ennyi volt a motor munkavégzése.

b) Ha a rendszer ugy fékezddik le a kezdeti szogsebességre, hogy az ™ tomegli test tovabbra is a forgastengelytol
1 m tavolsagra lesz, akkor a kinetikus energiavaltozas, ami hové alakul:

1, 1_ 5
|,-1.K1|=;6'1@1‘—;91@‘=490=”

Az ™ tomegl test kozelebb van a forgastengelyhez, tehat a rendszer kinetikus energiaja (azonos szogsebesség
mellett) kisebb, mint a kiindulasi allapotban volt.

I.1.13. A korongra hat az ™€ nehézségi gyorsulési erd, a lejté altal kifejtett, a lejtére merSleges F; reakci6 ero,

valamint a korongot a lejtével érintkez6 pontjaban tamado F, nyugalmi surlodasi erd. F::—t kiegyenstilyozza a

mgcos Gt')

nehézségi erd lejtére merdleges Osszetevoje ( , gy a mozgas szempontjabol csak a strlodasi erd és a

nehézségi erd lejté iranyt komponense (7€ S8 %) lényeges (ML 1.4. dbra).

A korong kertiletén hato F; surlodasi erd helyettesithetd a tomegkdzéppontban tamado F; erével és az M =57
nyomatéku eréparral. A tomegkdzéppont haladé mozgéasat meghatarozo egyenlet:

ma=mgsine="F,

B

ahol 9 a gyorsulds. A sulypont koriili forgas egyenlete: M=5r=085 , ahol B a szoggyorsulas. A
kényszerfeltételekbol kovetkezd egyenletek:

¥sin o #sin o .
= —g a= —g F. = — Mg Sin
‘3:?’}3, G+’ G+ mr T @+ nr
1 -
=—pmr
Kihasznalva, hogy a korong tehetetlenségi nyomatéka 2
lgsina 2 1 .
ﬁz—gsm a=—gsinag F =—mgsinx
ior 3 , 2
M=5R
o
N =3
w, .
7 . . mgsing
$ N o~ "
.
*mg . -
a) b)

MI.1.4. abra. A lejton legurulo korongra hato erdk (a), a mozgas leirasa (b).

A munkatétel szerint a lejt6 aljara érkez6 henger kinetikus energidja a potencialis energia valtozasaval egyenld.
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N SR S
mgh=—mv +=—0CG@"°
2 2

amig a korong nem csuszik, a ¥ sebesség a szogsebességgel ardnyos:

A szogsebesség pedig:

V=C£J?‘.

I.1.14. Kepler torvénye alapjan a mesterséges hold teriileti sebessége allandd. A miihold sebessége mind a Foldhoz

legkdzelebbi (Vap ), mind a legtavolabbi pontban (vﬂ) merdleges a vezérsugarra (MI.1.5. abra).

Teljestil, hogy Vo',

P

=V, 5 . Py .
# =2 Az energia-megmaradas torvénye szerint:

1 1 ,
5 i +md, = ;mv_: +mP,

i

ahol ¥ a Fold kozéppontjatol rF>Tr tavolsagban a potencial, vagyis a tomegegységnyi test helyzeti

energiaja.

MI.1.5. abra. A mithold mozgasa foldkézelben és foldtavolban.

Azonos atalakitasok utan, s kihasznalva hogy

illetve hogy a palya nagytengelye

la=r,+r7 r ., e T e R
# 2 ahol # a mihold tavolsaga a Fold kozéppontjatol a Foldhoz

legkozelebbi pontban (perigeum), mig 's a Fold kozéppontjatdl vett legtavolabbi pontban (apgeum). Azonos
atalakitasok utan kapjuk a kdvetkezd 0sszefiiggést:
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Ha a szokasos modon €-vel jeloljiik az ellipszis fokuszpontjanak a kdzépponttol valo tavolsagat

a—¥ =r —a=e ,
(excentricitas), akkor L és

A palya tetszéleges pontjaban (a Fold kozéppontjatol * tavolsagra) a sebességet Va_ illetve ¥z ismeretében az
energiatétel alapjan szamithatjuk ki:

i

‘,
I
r
- Y
| k2
0|
.

I.1.15. A geostacionarius mithold egyiitt mozog az égitesttel. Egyenlitéi palyan haladva szogsebessége (%)

megegyezik az égitest szogsebességével (2 =), A miiholdat a nehézségi erd tartja a palyan.

s}
= e
Il
o
[}
Il
~
|
]
Il
g

ahol € a nehézségi erd az adott égitest felszinén, » a palya sugara T=T"" a felszin feletti magassaga, mig <

az égitest szogsebessége. Az egyes égitestek forgdsanak szogsebességét és a geostacionarius palya magassagat a
MI.1.1. tablazatban kozoljiik.

MI.1.1. tablazat. Az egyes égitestek szogsebessége és a geostacionarius palya magassdga. A Vénusz és a Merkur
esetén a nagy tavolsag miatt ennek csak elméleti jelentosége van.

Egitest Qq sﬁl] % [km]
Merkur 12,40 1077 246 542
Vénusz 2,992 107/ 1 545 448
Fold 7,292107° 35779
Mars 7,085 107 17 325
Jupiter 17,748 107 88 209
Szaturnusz 16,754 107 50 188
Uranusz -10,117 107 56 058
Neptunusz 10,840 107 52520
Hold 26,620 107/ 86 286

I.1.16. Az el6z6 feladat megoldasa alapjan a mithold @ szogsebességét a
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1.1.17. Az elmozdul¢ test stlyat a Coriolis-erd fliggéleges komponense valtoztatja meg. Ennek értéke:

(Fo,, ). =mu(2Qcos d)

_ —
ami a 45 szélességi koron (Fop), =mu-10

(F.,).=0244kgms"

It © a szélességi korok menti sebesség; pozitiv, ha a test kelet felé

halad. A test sulya értékkel valtozik. Ha kelet fele halad, akkor csdkken a sulya (a Coriolis-
er6 ellentétes a nehézségi erével), ha nyugat felé (a Fold forgasiranyaval szemben) halad, akkor novekszik.

1.1.18. Rajzoljuk fel az erdket (MI.1.6. abra)!

MI.1.6. abra. A korhintan iilore hato erdk

V:
_ F. =m—
FH—??? E »

A gravitacios erd: = £ £ , akotél huzoereje: F; . A korhintaban 1116t a centripetalis erd tartja a palyan:

F{p:ﬁsino::legsino: coso::Fg E =1/11

A feladat szerint fennall, hogy . Tudjuk tovabba, hogy (24,6°).
Szamitasok utan a palya sugara: ~ = 22.25m

1.1.19. Az Coriolis-erd hatasara a mozg0 test eltériil az eredeti iranyatol. A labdak azonos ¥ sebességgel haladnak

x=50m kszlcm

egymas felé. -es ut megtétele utan az egyes labda -rel tériilnek el az eredeti iranyuktol (éppen

nem {itk6znek 6ssze). I ==V id§ elteltével talalkoznak. Az elmozdulasra mer6leges eltéritd erd:

Fop = mift
b
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vyt d = 1t -1
ahol / a Coriolis-paraméter: xsxscdxxszaf =20sm0=0995-10" 5" A Coriolis-erd az egyediili, ami az

elmozdulasra merdleges iranyba gyorsitja a labdakat. Ennek figyelembevételével:

Foy

M

v 1 :_1 _.\‘:_1 .T:
YT

F= =—
q

ra | e

Az adatok behelyettesitése utan a labdak sebessége: 6,2 m s

A Y -1
1.1.20. Az el6z6 feladat megoldésa alapjan dolgozunk: ¥ = 0,002ms™

1.1.21. Az V irdny mozgasegyenletet:

vagyis

[ =]

v=—-"20utsin ¢

E formulat integralva kapjuk a keresett eltérést:

vdr = [ vr = | dy=—20sin o ads

t=2 Ay =-0Q

Felhasznalva, hogy T azt kapjuk, hogy

o~ Y
B
. .

i sing
1.1.22. A Coriolis-er6 horizontalis komponense:
(Fip )y =mfv

ahol ¥ a mozdony sebessége. A sinekre hat6 oldalirdnyt erd, ha az egy pontban koncentralddna: (Foy ) =995 N .

A Coriolis-er6 vertikalis komponense:
(Frp).=m-20cos¢-u

A mozdony sulyanak megvaltozasa (mivel szélességi kor mentén halad) megegyezik a Coriolis-eré nagysagaval.
A suly csokken, ha keleti iranyba halad a mozdony. A Coriolis-erd pozitiv, vagyis ellentétes a nehézségi erével.

[(F..).|=1067T N
1.1.23. Az Egyenlit6n lefele es6 testre horizontalis iranyban csak a Coriolis-er6 hat:

d_&z—j_(_)u- E:O

dr , dr

>

ahol W a szabadon es6 test vertikalis sebessége (megjegyezziik, hogy " <0). A felirasbol kdvetkezik, hogy a test
kelet felé tériil el. Szabadesés esetén:
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s ez alapjan

Integralas utan:
l‘&d}: l‘d_'l{: le‘xzd-r ,ﬂ_\’:lQ'FIB
0 0 ¢ , vagyis 3

Mivel

Ax =

H
I
[FER

Behelyettesités utdn: ha a test 10 m-rdl esik, a horizontalis elmozdulas ~ 0.7 mm , ha 5 000 m-rdl esik, akkor

* 7.76m | (Természetesen itt eltekintiink a strlodastol, a légkdri hatasoktol.).

1.1.24. A zonalis eltérést a kdvetkez6 egyenletek segitségével hatarozzuk meg:

du dw
—=—]w —=—g
és dr ,
ahol ! =2922032 Ao a golys felfelé mozog " =" ~& | vagyis
du
— =—{w, — gt
p (w, — gt) .
Integralas utan:
da [ 1 )
— == wyit——gt |
dr 2 )

Abban pillanatban, amikor a goly6 eléri a legnagyobb magassagot (¥ =0) a zondlis eltérés a fenti egyenlet
integralasaval:

Ax = lmr: —l ar .
2% g |

Az esési sebesség és az eltelt id6 kozotti 0sszefiiggés figyelembevételével:

Ax=—t ¥ 1w 1w
2g° 6g ] i g
Esés kozben:
E:-{gg
dr
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u=—ligs
Mivel ™ =7&" azt kapjuk, hogy 2 igy a zonalis eltérés az esés soran:
1 Kl
Ax,==1 “ﬁ
6 g

A két ellentétes irany0 és nagysagu eltérés dsszege:

1w}
Ax=Ax+Ax =——F“—:
6 g°

az eltérés szamértéke : 2 ¥=—167m

1.1.25.

a) A forg6 rendszerhez képest is forgd mozgast végzo testre harom erd hat. A centrifugalis erd:

E. =mraoy;

>

ami a forgd rendszerbdl szarmazo kényszererd; a forgd rendszerhez viszonyitott forgasbol szarmazoé centripetalis
erd:

F(p =mlov=mlao, o
b

tovabba a forgd rendszerbeli elmozduléds miatt fellépd eltéritd erd, vagy Coriolis-erd

A harom er6 egyilittes értéke:

F =mro, + 2mroy@ +mra” = mr(@, + @)

Ha @ ellentétes “* -lal, akkor a Coriolis-er6 a MI.1.7. abra szerint befele mutat.

b) A kiilsé megfigyeld azt észleli, hogy az @ sz0gsebességgel forgd rendszerhez képest a test & szogsebességgel

forog, vagyis a nyugvo rendszerhez képest a forgdmozgas szogsebessége (@, +m)' A fonal végén kifejtett

centripetalis erd: F=mr(@,+a)"
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MI.1.7. dbra. Az “ szogsebességgel forgo rendszerben @ szégsebességgel forgo test.
1.1.26.

a) A folyadék felszine egy forgas-paraboloid lesz, ennek sikmetszete pedig egy parabola (MI.1.8. dbra). Lassuk
be ezt a kisérleti fizikabol mar jol ismert tényt! A folyadék felszinére minden pontban két er6 hat: a nehézségi erd

(Fg - Pjﬁlg) ¢s, forgo rendszerben szemlélédve a centrifugalis erd ( Fy=mary ). E két erd ereddje a fliggélegessel

@ szdget zar be. Teljesiil, hogy:

may
Igo_’ = =
mg

@y
£

Ez a folyadék feliiletének az iranytangense a forgastengelytdl * tavolsdgra. Ha ez a sugarral aranyos, akkor a

5@
Z=r —+=Z,
feliilet egyenlete nem lehet mas mint egy masodfokt gorbe. Alakja a forgastengelyt6l * tavolsagra 2¢g

s o

MI.1.8. dbra. A folyadék felszine az @ szégsebességgel forgo hengerben.

b) Nézziik meg a feladat megoldasat nyugvé rendszerbél szemlélve (1.1.8. abra)! Egy folyadékelemet vizsgalunk.
A centripetalis er6 a nyomasi gradiens er6b6l szarmazik:

. 1&
t:d‘rz—i—p
2cr

Legyen a folyadékoszlop magassaga a forgastengelytél * tavolsagra 7. A nyomas sugérirany valtozasat az el6z6
egyenlet integralasaval kapjuk.

; :?‘:
p()=pg-hr)=pe* s p,

ahola 0 a henger kozepén (a forgastengelynél) mért nyomas.

I.1.27. Tekintsiik a viszkézus folyadékot. Az egyes kivalasztott folyadékelemekben a fels6 feliileten fellépd
viszkozitas legyen pozitiv értékil. Az also hatarfeliileten €bredd viszkozus fesziiltség — nyirasrol 1évén szo6 — ezzel
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\ |
ellentétes iranyu. A folyadékelem fels6 feliiletén (1) hato feliileti erd: \dz; . Mivel a folyadékelem nem
gyorsul, a feliileti fesziiltségbdl szarmazo erdk ereddje nulla, ezért az alsd hataron ébredd feliileti erd hasonld
nagysagu, de ellentétes iranyu. A fluxus allandosagabol kovetkezik, hogy a folyadékban linearis sebességi mezd

alakul ki (M1.1.9. abra). Az als6 — fallal érintkez6 hatarfeliileten — a sebesség nulla. v(2)=v(1-2/d) .

4]
—_—

z -

> F.=na @v

[ 5 r

d o
F.=n418V o
‘ HEE >
-—
_—
X

MI.1.9. abra. Sebességmezo két feliilet kozotti réteges dramlasban.

1.1.28. A henger alaku csdben hengerszimmetrikus aramlas alakul ki (MI.1.10. abra). Maximalis sebesség az
egyenes csO tengelyében lesz, mig a csé palastjahoz kozeledve a sebesség nullava valik. frjuk fel a belsd surlodasi
er6t az / hossziisagl cso belsejében a tengelytdl » tavolsagra levo palastra.

MI.1.10. abra. Folyadékaramlas csében.

Ha a cs6ben stacionarius aramlas alakul ki, akkor a belsd surlddasi eré a nyomasi gradiens erdvel tart egyensulyt:

Fo=dip= » TAp

Itt 2P az ! hosszisagu cso két oldala kozotti nyomaskiilonbség. Az erbegyensuly ismeretében — kihasznalva, hogy
a cso falanal a sebesség nulla — mar megadhato a sebességmezo:

oy Ap 2_ 2
\r(r)—_wir, r).

A fenti kifejezés integralasaval, pedig megkapjuk a cs6von idegység alatt atfolyo anyag térfogatat is:

Tt
P
2

gl | -

R’.’l_p._

‘: ’} L :‘ bl -
V=|v(r)-2ardr =2mp | G = )dr =

4 -
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1.2. A légkorben hato erdok

47.5

1.2.1. A Coriolis-paraméter a : szélességen:

f=2-5in(47.5%).7.292-10" s =1,08- 107 57!
A Coriolis-gyorsulas:

a, =%=—ﬁ.: =-1.08-107%7(=300m s =00323m s>

A 90 km megtételéhez sziikséges id6 300 m ! sebességgel 300 s. Ennyi id6 alatt a kapott gyorsulassal megtett
ut:

A rakéta 1,45 kilométert tériilt el északi iranyba.

L.2.2. Egységnyi tomegl héliumra hat6 felhajtderd:

fom—g L P

P He €z
A nyomas fligg6leges iranyu gradiensét a 1égkdr hidrosztatikai egyensulyabol szamithatjuk ki:

1 &p

O0=—g- -
J'g'z'_'eg:' ¢z

2 P -g=—12753Pam™
A fiiggdleges nyomasi gradiens ebbdl: £z

Fa gL P 61 04ms
Az egységnyi tomegl héliumra hatd felhajtoero igy: Pp &=

A 1éggombben 5 liter hélium van, ennek tdmege 0,9 g. Az egységnyi tomegi héliumra vonatkozo erdt ezzel az

értékkel megszorozva megkapjuk a 1éggémbre hat6 erét: Fp=0.9g-61.04ms™ =0.055 N

felemelésére képes.

.Ezazerd 5,6 g tomeg

1.2.3. Az M tomegii miiholdra 800 km magassagban hat6 gravitacios erd:

5.9710% kg S

F,o=m,, 667107 m kg™ s7- : —
(6.37-10°m +8-10° m |

Nézziik meg, mekkora szogsebesség kell ekkora centrifugalis erd 1étrehozasahoz:

i ) o= J— 520 _104.10% s
—otr=—T75ms” 637-10°+8-10°
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— ey — T AR -1
Szamitsuk ki, mekkora sebességgel halad a miihold: ¥=7%= 7A45kms .

1.2.4. A Coriolis-er6 definicioja: Fo, =—2xv . A szdgsebesség-vektornak a helyhez kotott koordinata-rendszerben

északra és felfelé mutatd komponense van. A 16vedék sebességének csak keletre mutatd komponense van. A szorzat
értéke:

tehat a 16vedék délre és lefelé tériil el. Ezért a 16vésznek a célponttdl északra (balra) és felfelé kell céloznia.

2; 2T

e L
O = = 3 100m
-
1.2.5. A tornad¢ forgasanak szogsebessége: 100 m s
A centrifugalis er6: Fy=—0'r=-100ms" , iranya az r iranyaval egyezik meg.

I | R, )
A Coriolis-ers; for = /=107 57-100m s= =107 m s~

L.2.6. a) A test zuhanasa merdleges a Fold szogsebesség-vektorara, azaz az Egyenlitén a Fold szogsebesség-
vektoranak csak északi iriny komponense van. A Coriolis-er6 ebben az esetben, figyelembe véve, hogy szabadesés

r -L g
esetén W= &L,

Leolvashato, hogy a Coriolis-er6 keleti iranyba mutat, nagysaga pedig For = 293?.

u=[2Qgrdr = Qgr*
A keleti irinyba mutatd sebességkomponens ¢ id6 elteltével:

Az elmozdulas kiszamitasahoz ezt kell integralnunk a zuhanas teljes E idejére:

5, = | Qgridr=0g %

A zuhanas = idejét a szabadesés magassag-ido 0sszefiiggésébol kaphatjuk meg:

3km=547
S
A fentiekb6l = = =+73S glatt keleti iranyba torténs % =>°™ elmozdulas adodik.

b) A Fold szogsebesség-vektoranak a helyi koordinata-rendszerben északi és fiiggdleges iranyu komponense van.

A Coriolis-er3 ebben az esetben, figyelembe véve, hogy szabadesés esetén ' = &7:
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Az a) résznél bemutatott megoldas alapjan az elmozdulas:

=

5. =0 g2
B 3 ,
4T — A
ahol == T35y, zuhanas id6tartama. A 2, =Qcosg Osszefiiggés behelyettesitésével az elmozdulasra 5, =24m
adodik.

L.2.7. Az autéra 98 100 N gravitacids erd hat, ezt kell a felfelé hatd centrifugalis erdnek kiegyenliteni. A

E,. = —tr = r
tomegegységre hato centrifugalis erd: L

Ezt az aut6 tomegével megszorozva a graviticids erdvel egyenld nagysagu er6t kell kapnunk:
V:

——-1000 kg =—98100 N
¥ . Ebbdl a sebesség értéke:

v=of98 1.50 ms1=7004m s =252 km h!

1.2.8. A mitholdra hato gravitacios gyorsulast a centrifugalis erdnek kell kiegyenlitenie. Mekkora szogsebesség
kell a tdmegegységre vett 9,81 m s > centrifugélis erd 1étrehozésahoz?

8.81

— 7 sto124.107% 57!
6.37-10°

- - o=
—@r=-981ms és gy

PP -1
A miihold haladasi sebessége: ¥ =¥ = 7.91kms .
1.2.9. a) és b) A gravitacios vektor az abszolut gravitacios erd és a centrifugalis erd vektori 6sszege. Az Egyenliton
az abszolut gravitacios erd és a centrifugalis erd azonos allast, igy ereddjiik is veliik megegyezd allasu. A pdlusokon
a centrifugalis er6 nulla, igy a gravitacids vektor megegyezik az abszolut gravitacios erdvel. Tehat az a) és b)
esetben is a helyes valasz 0°.

¢) Legyen a vizszintes irany az Egyenlit6 sikja! Az abszolut gravitacids vektor a Fold kdzéppontja felé
mutat, ezért a vizszintessel bezart szoge megegyezik a szélességgel. A centrifugalis er6 merdleges a Fold
forgastengelyére, azaz vizszintes iranyu. A két erd vektori dsszege adja ki a valodi gravitacios vektort az M1.2.1.
dbra szerint:

279

render

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render

A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

MI.2.1. abra. Az abszolut nehézségi erd és a centrifugalis erd.

sing |F_«_.- | _ Q'rcosg

sing g g

A keresett % sz0g a szinusztétellel szamithato: . Behelyettesités utan:

(7.202-10% sV -6.37-10° m - coso
sing == - — sin@=0.00172637 -sin2¢
9.8lms -

=0" . = o 7 .
(Az eredmény tomegegységre vonatkozik.) Lathatd, hogy mind ¢=0 , mind 7=50%cgetén az @ sz0g 0°, azaz az
abszolut gravitacios erd €s a gravitacios vektor az Egyenlitén és a polusokon is azonos iranyba mutat. Budapesten

? =47, 50) a keresett szog 0,0985°.

1.2.10. Az 1.2.9. feladat megoldasa alapjan az abszollit gravitacios erd és a gravitacios vektor altal bezart & szog
a ¢ szélesség fiiggvényében: sing =0.00172637 'sinjﬁ.

Mivel % nem lehet kisebb 0°-nal vagy nagyobb 90°-nal, a szinusz-fliggvény szigortian monoton névekvének
tekinthet, és az & szog maximumhelye megegyezik a $i1& maximumhelyével. A maximumhely megtalélasihoz
a jobb oldalon all6 kifejezés derivaltjat nullaval tessziik egyenlové: 0=0,0034336- cos2q.., .

Figyelembe véve, hogy a ¢ szélesség csak —90° és 90° kozott van értelmezve, a fenti egyenletbdl Orax =343
adodik. Az & szog ezeken a helyeken 0,0989°.

1.2.11. a) A surlédasi erd altalanos képletében szerepld 9 tagbol csak néhanyat kell figyelembe venniink, mivel a
megadott esetben a szélsebességnek csak ¥ komponense van, amely csak a Z koordinatatol fiigg:

CE & &t & 0+ 0+Cr: & |
= | - cz
v &'v v
F_,. =1 _— —_— —_— =1
F : oxt Qv &z

A strlodasi erd igy a sebességprofil masodik derivaltjaként szamithato:

&u(z) :
foevEREd ke
cZ Z .
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Lathato, hogy a surlodasi erd értéke nem fiigg a %2 konstans megvalasztasatol. A megadott paraméterekkel 2 m

magassagban kapott strlodasi erd: Fy=-256-10"ms" .

u=08m s'llni
b) A 2 m magassagban mérhet6 szélsebesség: '

i —_705 107 -2
A Coriolis-er6 erre merdlegesen, déli iranyba hat: oy ==fu==235-10"ms .

1.2.12. Tekintsiik a kozépponttol 1000 km-re keletre fekvé pontot! A két pont kdzott a nyomaskiilonbség 30 hPa.

Az egyméstol 1000 km-re fekvd két pontban mérhetd nyomasértékek egy egyenesre illeszkednek, a () egyenes
meredeksége pedig a nyomaskiilonbség és a tdvolsdg hanyadosaként megallapithatd. Ez megegyezik a linearis
P _30hPa 4 57 pam
o L _&x 1000 km e
figgvény derivaltjaval, azaz a nyomasi gradienssel: . Az egységnyi tomegii 1égrészre

1 E 1
Fo=——Z - 231.10° ms"
hato erd a nyomasi gradiens ismeretében kénnyen szamithato: pcx

b) Az a) részben kiszamitott er6 1000 km tavolsagon keresztiil gyorsitja a 1égrészt. Az altala végzett munka:
W =|F,.| 1000 km = 2.31-10° T kg™

1.2.13. Az egyszeriiség kedvéért tekintsiik azt az esetet, amikor a légrész északra halad. Az északi féltekén az
alacsony nyomas ekkor téle balra, a magas nyomas tdle jobbra helyezkedik el. A nyomasi gradiens er6nek ebben

az esetben csak ¥ iranyu, a sebességnek csak - irdnyt komponense van.

A két pont kdzott a nyomaskiilonbség 40 hPa. Az egymastdl 1000 km-re fekvo két pont kozott linedrisan valtozik

z 2713%22 =4.107 Pam™
a légnyomas, ezért a nyomési gradiens allandé: <~ . Az egységnyi tomegl légrészre

Fo=-1%_ 307.10° ms?

haté nyomasi gradiens erd: p cx
. , Co o P = T . " .
A légrészre hatdé Coriolis-erd: = =+ . A két erének ki kell egyenlitenie egymast:
r— 2 T 3 2 P— - -1 .
—fr==3.07107 ms™ prigi, sebességre ¥ =30.7ms" 446dik.

1.2.14. A testre a Coriolis-erd hat, amely a sebesség iranyara mindig merdleges. A kormozgas az a mozgas, amely
soran az eredd erd, azaz a gyorsulas a sebességre mindig merdleges. Ezért a test korpalyan fog haladni, a kor
kozéppontja felé mutatd Coriolis-erdt a kormozgas soran fellépd centrifugalis erd egyenliti ki. A Coriolis-paraméter
értéke:

f=20sin50"=112-107" 57!

Mivel a sebesség abszolut értéke nem valtozik, ha elhanyagoljuk a Coriolis-paraméter szélesség szerinti valtozasat,
a testre hato Coriolis-er6 nagysaga is allando. Ezért az eré nagysagat elegend6 az indulas pillanataban kiszamitani,
amikor a sebességnek csak északi, a Coriolis-erének csak keleti komponense van:

[E.|=A=112-10"ms"

A megadott 10 ms™! keriileti sebesség mellett mekkora sugarii kormozgas esetén lesz egyenlé a centrifugalis erd
ezzel a Coriolis-erével?
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-142
E. |-, | 112107 ms? = gp =20 )
"5' 71 és igy r
27
895 km T=2E 562415
A fenti egyenletbdl a sugarra = =7+ adodik. A kérmozgas periodusideje: v , azaz kortlbeliil

15,6 ora.

1.2.15. Tekintsiik a kozépponttdl pontosan 1000 méterre keletre fekvd pontot! A két pont kdzott a nyomaskiilonbség
100 hPa. Feltessziik, hogy a két pont kdzott linearisan valtozik a 1égnyomas, ezért a nyomasi gradiens allando:
& _100hPa
éx  1000m

=10Pam” F=-1%_ s6oms>
. Az egységnyi tomegii 1égrészre hatd nyomasi gradiens erd: pex

Mekkora sebességli aramlas hoz létre ekkora centrifugalis er6t?

- _2 7 V:
. 1.69ms" =@’ r=— »=300m v=62ms™ . .
Tudjuk, hogy ¥ . Azegyenletbe © T - behelyettesitésével * ~ -= adodik. A Coriolis-

o - o o A1 poor Fo=f=62.10"ms”
er6 ennél a sebességnél, az egyszerliség kedvéért az észak felé¢ aramlo levegore felirva: =« f=6. .

1.2.16. Tekintsiik a kozépponttdl 500 km-re keletre fekvd pontot! A két pont kozott a nyomaskiilonbség 50 hPa.
Az egymastdl 500 km-re fekvo két pont kozott linearisan valtozik a 1égnyomas, ezért a nyomasi gradiens allando:

OhPa
00 kem

=107 Pam™

Oy | S
gl
LA oy

Az egységnyi tomegli 1égrészre haté nyomasi gradiens erd:
1cp - -3 -2
F,=———=-769-10"ms
’ g ox
Ezt az erdt kell a centrifugalis er6nek és a Coriolis-erdnek kiegyenlitenie:

- \;:
Fo=o0r+fvr=—+fv
: ¥

Ez V-re egy masodfoku egyenlet:

¥ 2
Lt p-F =0 Ve T R
¥ ’ , amelynek megoldasa:

=2)einlsS® =3 77.107° !
A Coriolis-paraméter értéke: f=20sin15"=3.77-10" s .

Az északi féltekén a hurrikan keleti oldaldn a szél észak felé aramlik, ezért a ¥ -re kapott pozitiv eredményt fogadjuk

» =100 km

majd el. A V-re felirt egyenletbe a kiszamitott ! -et, = #-t, valamint -t behelyettesitve a sebességre

= -1
ad6dé megoldas: ¥ = 33.3ms”

—_ A= -3 -2
A kapott sebességnél a Coriolis-erd: Fop=fy=201-10"ms

F,=o'r=2"=568-10"ms>
A centrifugalis erd: ¥ .
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A nyomasi gradiens erdt kiegyenlitd erdnek tehat megkdzelitbleg 26%-at teszi ki a Coriolis-erd, és 74%-at a
centrifugalis erd.

L.2.17. A tengelyszimmetria miatt:

ahol r a forgastengelytol vett tavolsag (a radialis koordinata), z a vertikalis koordinata. A nyomas teljes differencialja
a fenti egyenletek segitségével a kovetkez6 alakban irhato fel:

dp = Cﬂ-—pdr +Cﬂ;pdz = pe’rdr — padz
cr cz .

Integralas utan azt kapjuk, hogy:

1 ¥ :

P—py=po’——pegz
A szabad feliilet hataran p = p,, vagyis:
I::'.J:?" 1
z =
1g

A fenti egyenlet alapjan meghatarozhato a feliilet érint6jének az iranyszoge:

Kiilonbo6z6 forgasi sebességek esetén a feliilet alakjat az M1.2. 1. interaktiv video segitségével tanulmanyozhatjuk.

Rotating Tank

Ratabe

Anguias el 173

[T

® gt ol e vl ¢ = o
* ol hegha i e bk H = 5 om

& praiesionsl acocderation g9 4] m’

<previogy ey pesi

MI.2.1. interaktiv videod. A forgo tartaly problémdja. A folyadék felszinének az alakja az @ szégsebesség

fliggvényében.
A tengelyszimmetria miatt:
iiﬁﬁﬂ r=0 —liﬁ—gzﬂ
g cr &g Pz ,
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ahol r a horizontalis koordinata, z a vertikalis koordinata. A nyomas teljes differencialja a fenti egyenletek
segitségével a kdvetkez6 alakban irhato fel:

., &p, ©Op, 1 . .
ap =—ar+—az = parar — pgaz
e ez .

Integralas utan azt kapjuk, hogy:

A szabad feliilet hataran p = p,), vagyis:

A fenti egyenlet alapjan meghatarozhato az érinté d6lésszoge:

1.3. A vertikalis koordinatazas kérdése

I.3.1. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a Z vertikalis koordinatarol attérhessiink az 77 j vertikélis

koordinatara, az, hogy Z és 77 kozott bijektiv leképezés, vagyis kolesonosen egyértelmii megfeleltetés legyen,

vagyisa © = fG) fliggvénynek szigorian monotonnak kell lennie.

1.3.2. A két koordinata-rendszerben méasképpen futnak az ekvipotencialis (Z =const. 7 =085ty gojiijetek .

(x, v, z.1)

1.3.3. Az 1j vertikalis koordinata-rendszert — megkiilonbdztetve a Descartes-féle rendszert6l — jeloljiik

1-es also indexszel: (5.3, 2=7.1)

&b, &b, &b ) 1dd,

&x £ <0 ) g ody

=

+

W=

.'J @1
ey

by | =

¢és a masik iranyban

_dn _dn(x y.n. 60 an d_1'+ &n dv c'}‘;' dz (I}' dr &l . ar c'}‘;' an

dt dr, cxdn Sy dr &z dr Pt s dI C éx gy &z &t

1.3.4. A Descartes-féle &= ¥- 2-%) ¢s az1j koordinata-rendszerben (.01, 2=7.8) , sebesség definicioja kiilonbozik
egymastol (1.3.2. feladat).

Tekintstik a divergencia Descartes-féle koordinata-rendszerbeli

v Ew
divV(r. z)_—+—+T‘ o
cx oy oz [:"‘1.'.}1:212!}:{1)

alakjat és irjuk at az qj rendszerbe:

A parcialis derivaltak atirasi szabalyai alapjan:
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fu Cu &fudz Cw Ou &z
&x Ox 0Ozln Ox & on
dv_dw &dviéz Oy Oy ¢
oy ez oy dgl
és
cw _cwn
gz oné
dz
W=—
A dt definiciojat beirva az utolso egyenletbe:
dw én & [d) én &l iz oz oz &z |
T o T ottty ot —— | =
oz zenldt) &z énley cx &y
énd(éz| énéu &z 8név &z énéw éz
e = +,—IF,—1,—+,—IF,—H,—+,—H,—I,—
fzdn\cn) &dzénpéyg dzénédy &z énpén ’
d é 7 é 7
ey — “.lzd_"?
ahol dt, &g Gr &1 en dt

Az egyenléséget tovabb alakitva:

ew énpd{éz| ducz &y éz  ow
~ =% 3| = .+H—1H—+H—HH—+H—1
¢z czdy\on) &z &y &z dy £R

b
énpcy du fméy ov ]
gz én &= £

b

ahol felhasznaltuk, hogy
Beirva ezeket az 6sszefliggéseket a Descartes koordinata-rendszerben felirt divergenciaba

z | fu Ez Ev &z fw
|+ 24 LMz o

. Sy, Cuy éz v, & éz e df
dl“'=ﬁ—1_ﬂ—1ﬂ—+ﬂ—h_ﬂﬁﬁ T Al a2 T a3 5 T A 5 .
g Czcy Qv czdw dzdylcdn) czdy cz oy, of

cvl C’Lil +CI}' d/

g'l ¢y, on &z dgl cr;'
A fenti derivaltak 6sszevetésével:
divvir. o) = —Hi f— +divy (). )
¢z dn i én
cu, oy &N

) Cr, v Ow
dJ\W'l(I“l:I):,,—l‘i‘,,ﬁ'i‘—,. ~= 4=
“h oty en oq gy of jelolést.

ahol analé6gias alapon bevezettiik a
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

L.3.5. A kontinuitasi egyenlet a Descartes-féle rendszerben

AP | gvvir. =0
dr )

sy

az uj koordinata-rendszerben:
dlnplz_'i'lnf_z:JrfﬂJri_ﬁﬁJrf_r‘?
dy jdr 'l én) ém & én

A kontinuitasi egyenlet tovabb alakithaté a sztatika alapegyenletének felhasznalasaval. (A sztatikus 1égkor-
kozelités hozzavetdlegesen 10 km-es modell racsfelbontasig alkalmazhato sikerrel, ami a nagyskalaja 1égkori
folyamatokat és a mezoskalaju jelenségek egy részét jelenti). Célunk a stirliség kikiiszobolése, a fenti kontinuitasi

egyenlet tovabbi egyszerisitése.
1cp
£ ©2 | Ezzel a kontinuitasi egyenlet

A sztatika alapegyenletébdl kifejezhetd a stiriség,

dln|- L2 T e e A
ga| |42 a2y 0n
dr, fdo\ ém) &g &y &n

ép _ép én din f _dinlf]_ 14df
alakra hozhaté. Beirvaa ¢ €71 €2 Osszefiiggést és felhasznalva, hogy altalanosanigaza dr dr fdr
Osszefiiggés, az egyenlet baloldala atalakithaté a kdvetkezéképpen:

din|- L2267 el 4l )
gencz| 1 LenJ 1 L8z )
dz, (ép| dr, [én| dy
\.én ) &z )
A kontinuitasi egyenlet alakja a jobboldali derivalas elvégzése utan a
L o womj 1 o \e)_ 1 \em) jau v 81
fap | dn feny dy [éz | drn dx dw &
én | L& ) \én) ’
= éz )
d. I E
1 véz)_ 1 e
(en) dr & | d
\ A ) A |
alakot 6lti. Egyszeriien beldthato, hogy - . i , hiszen
Jfe1)  fE) Jane
_ H] A oz J!+ _ 1 ‘ \.én ) _ 1 _ &z &n _0
B R CT
cE ‘! .‘LE-}? | iz én |
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

enez 4

mivel €2 €7 Kovetkezésképpen a kontinuitasi egyenlet 11j alakja

din| 2y
_lenl__apy o &v en

dr, eny &g &y En |

Lathato hogy az egyenlet formailag megegyezik a Descartes-féle koordinata-rendszerbeli alakkal, csak a # stirliség
22}

szerepéta ©77 nyomas-derivalt veszi at.

Megjegyezziik, hogy a kontinuitasi egyenlet ezen alakjat egyszer(i megfontolasokkal is megkaphatjuk, kihasznalva,

hogy az elemi térfogat az - %) koordinta-rendszerben: 47 =T 1116 a7 4 (4 31, 2 =7.8) 1o 0rdindta-

d¥] =dx dw dny

rendszerben , s a két elemi térfogat hanyadosa:
a7, _dn_én
dif  dz &

1.3.6. Két nyomési szint kozott levd elemi légtest M2 tsmege 4llandé, vagyis ebben az értelemben az
Osszenyombhatatlan kdzeg analogidja. Ezt tiikkrozi a kontinuitasi egyenlet, vagyis a p-rendszerbeli divergencia nulla

@ _@_,

volta, hiszen 7 ¥ | sigy

du &v @
+—+

cx v &p

dv

@=—
ahol ds a p-rendszerbeli vertikélis sebesség.
1.3.7. Anyomés * és ¥ szerinti parcialis derivaltjainak atirasakor — a vertikalis mozgasegyenlet alakjato] fiiggetleniil
— felhasznaljuk a sztatika alapegyenletét (sztatikus légkor-kdzelités), ami a stirliségben elhanyagolhatd — az
atlagértéknél legalabb 2—3 nagysagrenddel kisebb — hibat okoz.

@ _op _péz_¢

cx oes)

fz &x  dx
¢és hasonloképpen

o G ol
cv =

A vertikalis nyomasvaltozas és a nehézségi erd atirasa:

o _end, | _inoa
€z £z €I & ¢z ¢

1.3.8. A horizontalis mozgasegyenletek:
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

Ez—i_(p—ﬂrdfm +fv+lF__n,

cx CxX
s

dv HQE—RTanp:—ﬁ:+lF___.
c¥ cy P

A sztatika alapegyenlete:
olen
clno |

RT=—

clnp élnag

J2
en cn

o=
ahol ¥z Itt kihasznaljuk, hogy

A kontinuitasi egyenlet:

ct cx & &x ¢v &a |
A termodinamika I. f6tétele:
dT_;L— I'dp:_;c— T'do @
dr & p, dr K o d c,

dlnp dlnp dlap, - dlnc
ds ds dt | A nedvességszillitasi egyenlet és az llapotegyenlet formailag

Itt kihasznaljuk, hogy 4z
nem valtozik.

1.3.9. A horizontalis mozgasegyenletek:

du —_C_\'I+ﬁ+lF_v _-=
df éx p = dr

dinT =L dinp
K .

A nyomasi gradiens erd atirasanal kihasznaljuk, hogy izentrop feliileten

d ¢ ¢ ¢ - é
£e

A teljes derivalt alakja: 4 ¢ & c¥

A sztatika alapegyenlete:

A kontinuitasi egyenlet:

dr, @ |, cu cv ¢B | o
. ee) & & céo |
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

_ago
Az egyenlet tovabb alakithato a e cp
rendszer vertikalis koordinatajaval!)

stabilitasi paraméter bevezetésével. (Figyelem, nem azonos a Phillips-

A termodinamika I. f6tétele az izentrop rendszer vertikalis sebességét adja meg, ami szaraz adiabatikus folyamatok
esetén nulla:

o 00
& Te,
IT= Cy ['_.P};P: _.|E N

1.3.10. Az Exner-fiiggvény alakja:
@=c,T IO

. Egyszertivé valik a potenciadlis homérséklet felirasa:

. Ha nedves leveg6vel dolgozunk, akkor @ helyett a virtualis potencialis hémérséklettel (91') kell
szamolnunk.

A Navier—Stokes-egyenletek alakja vektorialis formaba irva:

%§=4Jvﬂ—kg—ZQxY+E

B

Vo=iu v

ahol a sebesség ID) , K afiiggdleges egységvektor.

Ha hidrosztatikus modellel dolgozunk, akkor a Coriolis-erének csak a horizontalis dsszetevéjét kell figyelembe
venni, elhanyagoljuk a vertikalis sebességkomponens szerepét is.

A termodinamikai egyenlet is leegyszeriisodik:

de_
dr

s]jo
B‘|t%

Az Exner-fiiggvény teljes idobeli derivaltja és az allapotegyenlet felhasznalasaval kapjuk, hogy

dnf7 _R dinp _R[dinp dinT)
&t ¢, d&¢ ¢\ dr  dr )

Ennek felhasznalasaval a kontinuitasi egyenlet uj alakja:
¢,

9 e+ 1-% T = vy
al L RS

ami tovabb alakithato

A nyomasvaltozas a sebesség divergenciatol (sszenyomas, kitagulas) és a nem adiabatikus hokozléstol fiigg.

A V=1 sebesség a [ Exner-fiiggvény és a II potencialis homérséklet zart rendszert alkot, amit
kiegészithetiink a nedvességszallitasi egyenlettel. Az allapotegyenletre kiilon nincs sziikségilink. Ez beleépiilt a
kontinuitasi egyenlet transzformalasaba.
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

1.3.11. A horizontalis mozgasegyenletek:

LN B (A S S Y}
dr & & p -
&N 1y plE
e &y &y p -

B

ahol IIa kordbban definialt (.3.9. feladat) Exner-fiiggvény. A sztatika alapegyenlete:

Y e (0.-0,)1
y ;

]

%]

A kontinuitasi egyenlet:

dlnp dlnp, . dlng

Itt kihasznaljuk, hogy 4z dt dr | A nedvességszallitasi egyenlet és az llapotegyenlet formailag nem
valtozik.

©;

1.3.12. A potencialis hémérséklet értéke a 850, 700, 500 és a 300 hPa-os féizobar szinten rendre: - ESSK,

O =293K O =301K o5 Oy =318K egész fokokban megadva. A 1égkor stabilis.
1.3.13. A potencialis homérséklet és a nyomas ismeretében megadhat6é a 300 K izentrop szint hémérséklete:
&

T=0 2|7 226K .
P =g, H =49392m" s

. A geopotencial értéke @ , s igy a Montgomery-potencial értéke:

v=c,T+®=296622m"s"

— PR
1.3.14. A megoldashoz nincs sziikség az izentrop feliilet potencialis hdmérsékletére. Az eltérés e, I =2383153m"s .

L.3.15. A valésagban An=T3km ¢ szakaszon 21 =3 "C_os homérséklet emelkedést tapasztaltunk (MI.3.1. abra).
Ha a potencialis homérséklet a magassaggal 100 m-enként 0,35 °C-ot emelkedik, s a szaraz adiabatikus hdmérsékleti

2 _25 5 976°C/100m
- 1003

gradiens £ , akkor a hémérsékleti gradiens:

y=r, -2 _ 0976 -0,35=0.626°C /100m
gz .
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

3 °C_os hémérsékletvaltozashoz hozzavetblegesen 600 m-es magassagkiilonbség tartozik.
o =arctgE = _?00 =0.51*
Az izentrép feliilet lejtése: An 75000
B &
T T+5°
T 1 © = allando
A B
7 L
An A
Z LY
T
A ©=allandd
Az Az=[y+A Ti
frd
il | ' T+5°C
B
L
An 2

MI.3.1. abra. A hémeérsékleti vonalak futdasa az izentrop feliileten (a). Az A pontbol a B pont felé ,, haladva” csékken
a magassdg és né a nyomds.

L.3.16. Kiindulasi egyenletiink a dr “# termodinamikai egyenlet. A légtest hiilése jo kozelitéssel izobarikus
folyamatnak tekintheto, igy

Q=—c,-8/(6-3600)=—c,-2,08-107 K s~

E:—l[]S-lO“ Ks'=133Khn™

A becsiilt vertikalis sebesség: dr

LAg  2,5-10°-3-10°

0= =0,52Tkg 5™
1.3.17. A féazisatalakulas soran az idéegység alatt felszabadulo ho Az 4-3600 A
képletben ¢ a specifikus nedvesség, L a fazisatalakulisi hS. A becsiilt vertikalis sebesség:
@=5=2-104Ks-‘ =19Khn™
dr .
p=—47Pas?

1.4.18. A 1égrész 21,25 s alatt emelkedik 8,5 m-t. Nyomasa 1 hPa-t csdkken, vertikalis sebessége:
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

1.4. A légkori folyamatok nagysagrendi analizise

L.4.1. Abban az esetben, ha a vertikalis gyorsulas, illetve a Coriolis-eré vertikalis komponense nem jatszik szerepet
a vizsgalt folyamatosztaly fejlédésében, azaz hidrosztatikus kozelitéssel €liink, akkor a vertikélis mozgasegyenletben
megmarado6 két tag a nyomasi gradiens erd és a nehézségi erd 10! m s%. A horizontalis mozgasegyenletben a
Coriolis-erd és a nyomasi gradiens erd karakterisztikus értéke szinoptikus skalan 10° ms2 Ezek a legnagyobb
tagok. Nincs vertikalis gyorsulds, nincs kapcsolat a horizontalis és a vertikalis mozgasok kozott.

1.4.2. Tekintsiik a térben és idében valtozo nyomasi és slirliségi mez6t! A nyomas és a slirliség atlagos értéke csak
a magassagtol fiigg (mélykonvekcios kozelités).

Pry.z.)=p@+p(xy.2.0) p(xy.z0=p@)+p'(xy.2.0)

Az atlagértékekre minden id6pillanatban fennall a sztatika alapegyenlete:

-
n;|l‘\:
Fil

J';I e p:‘ Lt

Tudjuk, hogy ¥ s P

A stirliség ¢s a nyomas pillanatnyi értékére felirt statika alapegyenlete két részre bomlik.

p 1a(p+p)

g
—_——g=—— g=
C

= =

1 B 1/ 1
p ez o) cz 24 oz | F2aN R

vagyis a fluktuacios mezdk is hidrosztatikai egyenstlyban vannak. Az atirasnal kihasznaltuk az atlagértékekre
felirt sztatika alapegyenletét.

1.4.3. Az allapotegyenlet diagnosztikai 0sszefiiggés, igy a hdmérsékleti mez6 szerkezete is kdveti a nyomasi és a
stirliségi mez6 szerkezetét (lasd az 1.4.2. feladat megoldasat is), vagyis

T(x.y.2.0=T()+T(x.y.2.9)
Az atlagértékekre vonatkozd egyenlet a Reynolds-atlagolas alapjan:
p=RTp+p'T)
A striiségi és a homérsékleti fluktuaciok két nagysagrenddel kisebbek, mint az atlagértékek (a hdmérsékletet K-
T E i ,o'_T')

ben mérjiik), , igy teljesiil az atlagértékekre vonatkozo allapotegyenlet: #

A fluktuaciokra vonatkozo egyenletet az allapotegyenlet logaritmikus alakjanak
lnp=lnR+InT +lnp

megvaltozasabol kapjuk, ahol az egyes allapotjelzok valtozasa (dp= dT.dp ) nem mas, mint a perturbacidos mezo,

vagyis az adott helyen és idépontban megfigyelt fluktuacio (¥ I, r,r I). Az egyenlet alakja:
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

2. ./
p I p
r..r.r.
A légkori folyamatokat elemezve a makroskalatol a mikroskalaig teljesiil, hogy # T P | A horizontalis
=1000hPa

nyomasi perturbaciok szinoptikus skalan sem haladjak meg a néhany 10 hPa-t (P.; ), mig a hémérsékleti

P I =
perturbaciok 10 K karakterisztikus értékiiek (10 = 283 K Teh4t kapcsolat van a siirtiség és a hémérsékleti fluktudcio
kozott.
T p
I o

&z D E S Vagyis ap = 10: Pa S

ahol D a szinoptikus skéla fiigg6leges kiterjedése (a troposzféra vastagsaga), illetve /7 a homogén légkor vastagsaga

(H * 9km ) Ez az érték természetesen megegyezik a slirliségfluktuaciok nagysagrendjével:

2g = lo—lms—l

I vagyis

=§p = 107 kgm‘:‘.

Ismét hangsulyozzuk, hogy hidrosztatikus kozelités esetén a vertikalis sebességet — a kontinuitasi egyenletbdl
kiindulva — egy diagnosztikai egyenlet segitségével hatarozzuk meg. Ez a kvazisztatikus kozelités, vagyis a vertikalis
sebességi mez0 adaptalodik a horizontalis sebességi mez6hoz. A szinoptikus folyamatok leirasa ,,megtiiri” az adott
magassagi, illetve nyomasi szinten kialakul6 aramlasi mez6 vizsgalatat.

1.4.5. A kontinuitasi egyenlet nagysagrendi analizise szerint:

dlng d cln cl cl
e R i O O
dr ct cx &v &z

107° 100 107 107 107 107

—divl.

A horizontalis sebesség Helmholtz tétele alapjan felbonthatd egy divergenciamentes (“ i) és egy Orvénymentes

Vo L V. =V +V . e g . , . 6 1,
rész ( *7) Osszegére: * ¥ "2 A horizontalis divergencia nagysagrendje nem lehet nagyobb 10 65l nél:
Ci ov i v
divl,=—L+—L 5 EZ 47 % 5ims!

cxooo ,ebbdl kovetkezik, hogy, Vs nagysagrendjeis 1 ms', miga horizontalis
.,
. . 4, —~10
sebesség nagysagrendje a szabad 1égkorben 10 m s vagyis Vig ~Vig ~10m s . Vi
1.4.6. Az 1-100 km-es mérettartomanyt atfogd mezo-f§ és mezo-y tartomany szamos kiilonboz6 folyamatosztalyt
tartalmaz eltéré karakterisztikus értékekkel. Az egyes jelenségek becslésénél pontositani kell az egyes

allapothatarozok és derivaltjaik nagysagrend;jét.

Az iranyt mozgasegyenlet:
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1.V, 1ép

$+a_ $+ v, i—i—u; C;i =20 cos o+ 20 sing— el +——tgp———+3,
ct Tox, T, - . . e e p cx, :
2 -1 -1 - o P & 7
L poo o ¥
L L L D e e L D

! = h T _1 = i ."\_ _1 . . = -- :
ahol = 20cosg 107 s s f=20smg 107 s a két Coriolis-paraméter, 7p=310"m a Fold sugaranak

;o =3 1.1 . . .
nagysagrendje, * 107 m™s™ 1 lekulris diffazios egyiitthato.

Vo0t -107ms? Y 109107 m s ?’ 107107 m s

>

W 2 10% 2107 ms™

M~10°-10" ms™ J1~10" ms™ 7
v N ) . Y 4 )
—~210"ms i'*qo-‘—lo-lms'- Y 10 s
r‘r ) AL ] D‘ B
Az s iranyl mozgasegyenlet:
$+u_fi+v_i+u:i=—2_<'2a_sinq.-?— b —&—:tg¢?—lf—p+5r
CI i Cl’: ) C:L.: ) CZ__ ) }“; rjr p C:L-' -
I,-! I,rl I,rl JT_I L._f ITE_ I I E'Jp . V I
L L L D e e L D
Az * iranyu vertikalis mozgasegyenlet:
$+H_$+v_$+u:$ =+202u_cos ¢?+u—:+£—lf—p—g +5,
ct Tox, oV, Tocz, . Fe ¥y O CLL )

e S
D D

s ,

FYoonwrw i

LI L D

ahol
10 ms? TV o0 -107ms? T 10102 ms?
& ms L , D

>

e 5l

e 1 msr W _gp g
D .

>

1.4.7. A nyomas lokalis valtozasat a sztatika alapegyenletének / €s a [] magassag kozott integralt alakjanak

p() = [pgdz

id6szerinti derivaltjabol hatarozzuk meg a kontinuitasi egyenlet felhasznalasaval.
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2 (eu  év) 3 ép . ép)
—=—g|p, —+—|dz—g]| &.—p"";.—p,dz""(gp“'_h
&t - Léx &y Sl &) :

A lokalis nyomasvaltozas harom hatas 6sszegeként fejezhetd ki. A jobb oldal elsé tagja a horizontalis
divergencia integralt hatisat adja meg, a masodik tag mutatja az integralt stirliség-advekcidt, mig a 3. tag a vertikalis
sebesség hatasat. A jobb oldal els6 és masodik tagja egy-egy integral. Ennek nem tudjuk megadni a nagysagrendi
becslését, hiszen nem tudunk semmit az advekcid és a divergencia profiljarol.

ép

— -2 -1 gl

&t nagysagrendje: 1-3-10"Pas™ A horizontalis divergencia 107 s , a horizontalis stlirtiség advekcid
7 -3 -1 2 -1

107 kgm™s , a jobboldal harmadik tagja pedig még egy kis 107 ms nagysagu vertikalis sebesség esetén is

107 Pas™

nagysagrendi. A jobboldal hdrom nagy tagjanak az dsszegeként egy kis értékii nyomasi tendencia adatot
kell kapnunk, ami megneheziti az egyenlet alkalmazasat.

1.4.8. A Rossby-szdm megadja a horizontalis gyorsulas és a Coriolis-erd kdzotti ardnyt. Szinoptikus skalan:

RD=L=0=]

, mezo-P és mezo-y skalan a vizsgalt jelenségtél fiiggden: &Ko ~ 107 -100,

1.4.9.a) Ro ~10 p) Ro~10°,

1.4.10. Normaljuk a horizontalis mozgasegyenletet a Coriolis-erd abszolut értékével (|ﬂ ;-|)!

v, 1o
&
LA NNTARRNT]
Az egyes tagok nagysagrendje:
Ro=L - ® 4
L pfVL

Ha o <=1 akkor a geosztrofikus szélegyenletet kapjuk, a Coriolis-erd és a nyomasi gradiens eré megegyezik.

Ro~0.1 grex jellemzi a szinoptikus skalaju folyamatokat. £0=1 estén a gyorsulas, a Coriolis-eré és a nyomési
gradiens erd egyarant fontos. Ha allandé sebességii forgdbmozgasrol van szo, akkor ez a gradiens aramlas egyensulya

lesz. £o >>1 akkor a gyorsulast a nyomési gradiens eré okozza. Ilyen a ciklosztrofikus aramlas, illetve az alacsony
szélességeken az Euler-féle aramlas.

Ap
1.4.11. Hatarozzuk meg a 47 nyomasi gradiens nagysagat! A térképrdl leolvashatjuk a 4% tavolsagot: az

pontban ~175 km, a B pontban 85 km, a € pontban pedig 50 km. A 2 pontban nem hatarozhaté meg a nyomasi
gradiens, értéke nulla koriili, tehat geosztrofikus sz€l sincs. A masik harom pontban a geosztrofikus szélegyenlet
alkalmazasaval:

1 Ap
£ A 7Y o 15m s 7Y - -l 7y 82 Sm s
p-f A1 Szamitasok utén: (Fe)y~13ms , (Fe)p ~31ms , (Fe)e ~32.5ms . Irredlisan magas
sz¢lsebességek adodtak. (Megjegyezziik, hogy a ciklonban kialakuld gradiens szél kisebb mint a geosztrofikus

sz¢l, mig az anticiklonban nagyobb.)

e

I.4.12. A Brunt-Vaisala frekvencia (*V) a hidrosztatikai stabilitds mérészama. A vertikalis mozgasegyenlet felirhato
a
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A 1égkéri hidro-termodinamikai egyenletrendszer

A

dr

alakban, ahol Z a légrész kiindulasi helyzetétdl vett tdvolsdg, ami a harmonikus rezgdmozgas egyenlete.
(Megjegyezziik, hogy itt a felhajtd eré a nyomasi gradiens erd és a nehézségi erd kiilonbsége.) A felhajtoerd
meghatarozasabol kovetkezik, hogy

2 g
N ==(T-}
747

>

ahol 7 a kérnyezet hémérsékleti gradiense, mig I a szaraz (1—:'-' ), vagy nedves adiabatikusan ( 1—-') emelkedd légrész

[.-7~3510"Km™ . A

individualis hémérsékleti gradiense. A homérséklet nagysagrendje 250 K, 4 , igy -

karakterisztikus értéke 10 #s2, ami nem fiigg a skalavalasztastol.

v
—tgg
1.4.13. a) a Tekintsik a metrikus és az inercialis gyorsulds hanyadosat! A metrikus gyorsuldst a 'F tag

& L

reprezentalja, nagysagrendje: 'F , mig az inercidlis gyorsulds becslése az idéskala ¥ és a karakterisztikus
L

sebességvaltozas ¥ alapjan a metrikus és az inercialis gyorsulas hanyadosa: 7 .

b) A homogén 1égkdrben a sztatika alapegyenlete: p)=p-rg , ahol £ a felszini nyomas, s Z a felszin feletti

p,
H==t
magassag. A légkor H vastagsaga: 20 Ha ¥*0 homersékleti gradienssel rendelkezé politrop 1égkort
=L . b
vizsgalunk, akkor 7, ahol “¢ a felszini hdmérséklet. A vertikalis skalaparaméter a definici6 szerint & .
N'H

¢) A vertikalis rétegz8dés skdlaparamétere: £

i av, 7

d) A horizontalis gyorsulas karakterisztikus értéke: L | aktualis becslése: 47 T, ahol T a sebességvaltozis
T

karakterisztikus ideje. A dinamikus idéskala dimenzionélkiili alakja: L .
1.4.14. A feladat eredményét a M1.4.1. tabldzatban adjuk meg.

MI.4.1. tablazat. Dimenzionélkiili mennyiségek karakterisztikus értékei harom kiilonbozd jelenségben (harom
kiilonbozé skalan).

Dimenziénélkiili mennyiség
Skila £ Ro= I— E E 2
r L L L H
Ciklon, szinoptikus =1 <<l ~1 =1 =1
Parti szél, mezo <] ~1 ~1 <1 <l
Cumulus, mikro <=1 ==1 =1 =1 <l
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_ 3 _ 1 2 -1 L 3 2 1
1.4.15. A szamitasok soréan =10 m,K-'--' =10"m" s , b =107 m’s . Az eredményeket a MI1.4.2. tablazat
tartalmazza.

MI1.4.2. tablazat. Gyakran alkalmazott dimenzionélkiili szamok karakterisztikus értéke harom kiilonboza jelenségben
(harom kiilonbdzé méretskalan).

Dimenzidnélkiili mennyiség
Skila Eu="2_ Ro= B2l Er=Ln Re='L
[N fL ©Ig Dz v
Ciklon, szinoptikus 10 10 107 107" 107
Parti szél, mezo 10 10° 2-10° 107 107
Cumulus, mikro 10 10 3107 107! 2-107°
297
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Il. fejezet - A légkori kinematika

II.1. A meteorolégiai allapothatarozék
interpolaciodja

IL1.1. Tekintsiink egy téglalap alakdi racsot, 2 = 2 racstavolsaggal (MIL.2.1. dbra)! A meteoroldgia allapotjelzsk
Jis , figm , fia , };—1_,-"—1.

értékei az egyes racspontokban rendre

(i+1,) (i+1, j+1)
L
[ .
sy | AX
&X
o O
(i, §) Ay 0, j#+1)

MII1.1. abra. A téglalap alaku racs bilinearis interpolaciohoz. (Az alkalmazott koordinata-rendszer tengelyeinek
az iranyat a feladat jellege hatarozza meg.)

A munkaformula:

Fa=tl f.—'-1u.-' Ay —&v )+ j;_u_lr v )firdx)+ [ j;ul_.n".ﬂ_}' —&vJ +f=".,-"—1'( 8v ) Ji Ao — &) 3/ (Ax- Ay )

IL.1.2. A P pontban az interpolalt hdmérséklet '+ C
I.1.3.

a) A tavolsaggal forditottan aranyos stilyozas esetén:

_Ald+d)t fi(d+d)+ £(d+d)

=52
/r 2d,+d,+dy) -
b) A tavolsag reciprokaval aranyos sulyozas mellett:
1 1 1
TP a TP E padit fiddi+ fad
fo= 11 1:1 3 NG T HhAEs T S48y g4

dyd. +d,d. +d,d,

c) A tavolsag négyzetével forditottan aranyos sulyozas mellett:

_Aild: +d)+ fild] +d) + fi(d] +ds)

S =34 mm
2d +d; +d3)

fr

d) A tavolsag négyzetének reciprokaval aranyos sulyozas mellett:
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A 1égkdri kinematika

1 1 1

dl‘ i d__-“-: — j;allzdiz +f2d1:d3: +f3d1:d§
did: +d’d; +d d;

=57 mm

A négy interpolacios modszerrel kapott csapadékadatok kdzott akar 5 mme-es eltérés is lehet, ami mar kozel 10%-

os kiilonbség.

z, =100m 150 m 250més 300m

II.1.4. A szamitasba bevont négy szint:
1(z=200m)= @)
| (2-2)- L m(z)
I dz__ I
ahol

w(z=200m)=(z-z)-(z—z,)-...-(z—z,) =2,5-10

az interpolacios sulyok (MI1.1.1. tablazat):

MII1.1. tablazat. A harmadfoku Lagrange-féle interpolacio sulyai.

Kihasznalva,

Z: [m] 100 150 250 300
dw(z,) . s s p
: ~1.5.10° 7.5.10° ~7.5-10° 15.10°
dz.'
L) -0,1666 0.6666 0.6666 —0.1666

A Lagrange-féle interpolacios polinom ismeretében az interpolalt érték:

L
=]
I

P = ; i = ——] 9"1‘—‘) 6"1‘—‘) 3——] 63

I1.1.5. Harom pontra legfeljebb méasodfokt polinomot illeszthetiink. A Lagrange-féle

alappolinomok:

L(x) = (x=2)-(x—4) _ = 6x+8 Lo = (x—D-(x—4) _ i —Sx+4
a-2-0-4 3 PRI

x=D-x-2) ¥ —3x+2
T 4-D-3-2) 6

()

Igy a méasodfoku interpolacids polinom alakja:

Prx)=61(x)+8L¢x)+121(x)=3(x" —6x+8)— 4 x —Sx+4)+2x —3x+2)=
=300 —6x+8) -4 —5x+4)+ 2 —3x+2)=x" —4x+12

IL1.6. A megoldas (lasd Barabas, 2012); £(¥)= 2 15 +36x-20
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A 1égkdri kinematika

IL.1.7. Mivel egységnyi szakaszokon hatérozzuk meg a polinom egyiitthatoit, vezessiik be az ! -edik szakaszon az

u=(x— (0.1)

x) jelolést, s igy minden esetben a
hasznaljuk:

intervallumban kell dolgozni, ahol a kdvetkez6 alaktl polinomot

Nuy=a, +bu+ cl_-a: +d.—'&3

:]: 2:___:F

Legyen "1 az adatpontok és : * intervallumok szdma. A polinomrol tudjuk, hogy

Ku=0=)=a

o Fu=l =y, ,=a+b+c,+d
i és i PSR TR

Az egyiitthatok kiszamitasahoz két tovabbi egyenlet sziikséges. Ehhez az els6 derivaltat hasznaljuk fel, ami a
toréspontokban folytonos. Legyen a vizsgalt szakasz kezd6 és végpontjaban az elsé derivalt értéke rendre

N T : : : : | du | i i i ; ; ;

L] éS hS ' Lm]
A fenti 4 egyenlet mar megoldhato a spline ?-edik szakaszén:

a =y, b=D, ¢=3y,-3)-2D,-D, d=2y.-y.)+D+Dy,

B >

Abban az esetben, ha ismerjiik, vagy valamilyen kozelitd modszerrel meghatarozzuk a két hataron a derivaltak
értékét, akkor szakaszonként meghatarozhatjuk a polinom egyiitthatdit. Ez a Hermite-interpolacio.

A mi feladatunk azonban nem ez. Tudjuk a polinomunk alakjat, ami harmadfok, s tudjuk, hogy a masodik
derivaltak is folytonosan mennek at az intervallumok hataran. Minden intervallumban a polinom 4 egyiitthatdjat
kell meghatérozni. Az ismeretlenek szama *7.

o D=y . e
Teljesiil, hogy “+! <t ami egyenértékii azzal, hogy
¥, (=F"0) 6s Tt "H=1" 0= w

50 =) ‘. Az elsé és a masodik derivaltakra igaz,

hogy © Legyen tovabba és L= fgy tehat Hn-D+2=dn-2

feltételiink van, amib8l 47 ismeretlent kell meghatarozni. A természetes kobos spline esetén megvan a két hianyzo
feltétel: a két végpontban a masodik derivalt értéke nulla.

A természetes kdbds spline a Hermite-interpolacio specialis esetének tekinthetd, igy tovabb egyszerisodik
a szamitas. A masodik derivaltak azonossaga miatt a bels6 tdréspontokban

' =E'0)

ami harmadfoku polinom esetén azt jelenti, hogy

d,

Ide helyettesitve az els6 derivaltak segitségével Cilia G egyiitthatokra kapott korabbi egyenleteket, kapjuk,

hogy

A3y = ¥y)-2D, —D]+6[20yy — )+ Dy + D)= 23(y, - 3)-2D, - D]

A fenti kifejezés rendezése utan:
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A 1égkdri kinematika

D +4D,+ D+ D, =3(y = Vi)

=1 belsd pontunk van, s ez ugyanennyi egyenletet jelent. Tudjuk tovabba, hogy a masodik derivalt értéke a gorbe
kezdépontjaban 0. Ebbdl kovetkezik, hogy

- 2 — -
CC_Oésigy 2D, +D =301 ))

A masodik derivalt — kikotésiink szerint — a gdrbe masik végpontjaban is nulla, igy itt:

D=:—1 + ED,. = B(Jr _Jlﬂ—lj

fgy tehat 7 +1 ismeretleniink és #+1 egyenletiink van.

21 VD, 3y —y,)
1 41 D, 3y, —y,)
1 41 D, y,—-y)

n+1 o |= : _
D 2 | 3(.}?_—1 V3l |

1
41 D*.—l | 3(.]”" — Vw2l |
T 2)0 D, ) U3y~ )

>

D’:

ami mar megoldhatd. Kénnyen tudunk felsé haromszog matrixot kapni. Az els6 derivaltak Dy. By, ., ismeretében

mar megadhatok az interpolacios spline polinomok egyiitthatdi az egyes szakaszokban.

11.1.8. Az interpolacids polinomot
fi¥)=ax +bx’ +ex+d, (i=12)

alakban keressiik. Az egyiitthatok meghatarozasara szolgald egyenletrendszer alakja, kihasznalva a bels6 pontban
az elso, illetve a masodik derivalt azonossagat, tovabba a két hatdron a masodik derivaltak nulla voltat:

b+, —d =1 a+b,+ec,+d, =1

B

2¢, =2c,

>

2t,—6d, =0 2¢+6d,=0

Az egyenletrendszer megoldasa utan a két részintervallum spline fiiggvénye:

1 3 3 1
AR=2x+2% L1

E >

15,3,
f:(.x):—g.x +E.\ xe[0.1]

> E
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A 1égkdri kinematika

(Lasd ezt és az ehhez hasonld feladatokat Bozsik és Krebsz (2010); Mészaros (2011) valamint Barabas (2012)
jegyzeteiben.)

Il.2. A légkor skalar- és vektormezoi, valamint
derivaltjaik és integraljaik

11.2.1.
1 -"4“;
w-v= 2| 5 =1.4+2.5+3.6=32
ille)
SRS 2.6-3-5) -3
uxv= 2 x5 = 34-1.6 = 6
13) 16} 11.5-2.4) | -3
SANEY M@ s 6 (1.4 1.5 1.6% /4 5 6)
wev=2ls 5 =uv,= 1|= =24 2.5 2.6/ = 8 10 12
13) 18] 3) 13-4 3.5 3.6/ |12 15 18)
12
det(ﬂ)s|ﬂ|=‘3 4:1-4—3-2:—.
11.2.2. . Magasabbrendii 77 -es matrixok determinansat pl. az alacsonyabb

(=1 rendi eléjeles aldeterminansok ismeretében hatarozhatjuk meg. A kifejtést az els6 sor szerint végezziik az
un. ,,sakktabla eldjelezés szerint.

4

5

g

3

6
g9

46
oo +3
79

4

det(B) =[B|=1- =1-(H-2-(-6)+3-(-3) =0

Nem létezik a B maétrix inverze. 4 determindns nulla voltéira kévetkeztethetiink a Gauss-elimindcié alkalmazdsdval
is. Ha az elsé sort kivonjuk a matrix 2., illetve a 3. sorabol, akkor az igy kapott két uj sor elemei (csupa harmas,
illetve csupa hatos) egymds kétszeresei, vagyis a két sor linedrisan nem fiiggetlen egymastol.

4
7 8

Lh

5

g 10

46
M R
710

-

2. =1.()=2-(-2)+3-(-3)=-3

det(CjE|C|=l-‘

Ha egy matrix sorait és oszlopait felcseréljiik (a fétengelyére tiikrozziik), akkor a transzponalt matrixhoz

jutunk. A transzponalt matrixot a " szimbdlummal jeloljik:

oy
.
]

| B!
g C'=2
9

>

B =

¥
[= )
—

=

o ™
il
[= )

A négyzetes méatrix (M) adjungaltignak nevezziik a matrix eldjeles aldeterminansaibol képzett matrix (M)
transzponaltjat
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A 1égkdri kinematika

adj (V) = (M)

Az adjungalas tehat olyan operacio, mely matrixhoz matrixot rendel.

T s |46 5[
+ —
8 o 19 || ;
) 5 L3 6 3
B= - + 6 -12 6
8 o |7 9 8| '
-3 6 -3
23] 13 2
Ny _ il
N 3

- - _ - T _ . -
Mivel B szimmetrikus (tiikrds), ezért B=B®) _adJ(B). Mivel B két sora (illetve két oszlopa) megegyezik,

determinansa nulla. (Nem létezik B inverze).

5 6 |4+ 6 3|}
g 100 [T 10 8 .
[ 2 2 -3
- 2 3 1 3 20 '
C= +|- 4 -11 6
g 10| |7 10 g .
-3 6 -3}
2 3 13 2| ’
5 6 |4 6 5|)

A négyzetes matrix (M inverze (M) az adjungdlt métrix és a matrix determindnsénak a hanyadosa:

M= L ad](M)

det(M)
A feladat szerint:
2 2 3
. 1
7= g i J—H(CJ =—§:\_; B _;;

11.2.3. Probaljuk eldallitani az X vektort harom, mar ismert vektor linearis kombinaciojaként! E harom vektor

(nem feltétleniil egymasra merélegesek) a feladat megfogalmazasabol adodoan legyen: 2, b és a*b  Ekkor:
x=ca+Gb+ W a xb_J.
Ezt behelyettesitve a megoldasra varo U =%+xxa—axbh yektoregyenletbe:
O=ca+ b+ {axb)+(ca+ b+ (axh)ixa—axb .
Felhasznalva, hogy
(axh)xa:—ax(axh)=(a-a)h—(a-hja’ aa=a és ax;,:g’

kapjuk hogy
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A 1égkdri kinematika

[a-yla-blla+[f+yalb+[y—f-Dl(axb)=0

Abban az esetben, ha @, b és axb yektorok line4risan fiiggetlenek, a fenti egyenletben a szogletes zarojelben allo
kifejezések mindegyike nulla kell, hogy legyen, ahonnan:

a-h —a° 1

-_]+a:’ 1+a° ' 1+a° .

Abban az esetben ha a harom vektor nem linedrisan fiiggetlen, vagyis 2*b =0 a megoldasra var6 egyenlet
leegyszeriisodik:

O=x+xxa

Ennek az egyenletnek viszont csak az X =0 trivialis megoldasa 1étezik, hiszen nincs olyan nullatol kiilonboz6
vektor, amely 6nmagara meréleges lenne (lasd a vektorszorzatot az egyenletben).
11.2.4. Oldjuk meg a kdvetkez6 vektoregyenleteket

a) A vektorszorzas tulajdonsagai miatt (a vektorszorzas eredményeként kapott vektor (?) mer6leges mindkét

vektorra (3 %) teljesiilnie kell, hogy 3-P =0 ekkor a megoldas

X =i:(b><aj+/'.a
a

>

ahol 4 tetszéleges allando.

b) A megoldhatosag feltétele az a) feladat szerint 2-b =0 A vegyes vektorszorzat tulajdonsagai miatt *~ (bxa)=0 ,
igy a feladat megoldasa:

xziz(hxa)-l-i':a
a a

¢) A megoldhatésag feltétele az a) feladat szerint @-b =0 ami kiegésziil még az @ =0 kikotéssel, hiszen a

vektorszorzas miatt az X vektort nem eshet a P vektor egyenesébe. E két feltétel teljesiilése esetén a megoldas
megegyezik az a.) pontbelivel:

X =L:(h><aj+f'_a
a

B

ahol 4 tetszéleges allando.

I1.2.5. Az els6 oszlopot kivéve, minden oszlopbol levonva a mogotte levo 1 _szeresét:

1 0 0. 0
1 x-x x(x-x) 1';": (x5, —x)
det( M) =1 2 —x x(x-—x) x_;:_: (2, — 00| = (o — ) ey — ). (o, — 2 ) det(V )

1 x,—-x x(x-x) % - (26, — )

304

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render

A 1égkdri kinematika

Ezt az el6allitast ismételve:

det(V,) =, =)0 —2q) ... (6, — 1)

(% —x)...00,—x)

(=) =T =)

detVe)=0 g barmely két %, % (7 * /) megegyezik.

I1.2.6.
a4 IE714_ ! '52“7 a +a, I571""5':\15
\-b a) =B a) \~(B+h) a+a)
"o b a b:‘\f_ 43 05
hoa) b e ,-:_u,_b_: as )
ahol

a; =aa, —hb,
by =ab,+aby

11.2.7. Az egyenletrendszert a Gauss-eliminacio modszerével oldjuk meg. Az egyenletek egyes soraibol egy masik
sor szamszorosat vonjuk ki gy, hogy haromszog-matrixot kapjunk a bal oldalon. Innen visszafele haladva mar
kiszamithatjuk az ismeretleneket. A kapott eredményt az egyenletrendszerbe torténd visszahelyettesitéssel
ellendrizziik.

A megoldas: % =1, & 22, 1'3=3, %4 24.

I1.2.8. A matrixos alakban felirt

5004 =3 (xS0
32 0|y =0
:\—l 2 A | \Z | | 0'
egyenletrendszernek akkor és csak akkor van a trivialistol (¥=0, 3= 0 ,Z =0 kiilonbdzé megoldasa, ha a métrix
determinansa nulla értéki. Ez akkor teljesiil, ha
i 4 3
3 -2 0j=-10+0-18—7244+04+127 j=-222-42=0 21
4 2 % =7

11.2.9. A keresett metszéspont koordinataja 1.2.D A megoldas a I1.2.7. feladat mintéjara torténik.

I1.2.10. A sajatértékek és a sajatvektorok kiszamitasahoz az |A _f'E| =0 egyenletet kell megoldani. Ennek alakja:
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A 1égkdri kinematika

-4 0 0
-1 1-4 3|=0
0 2 21—
amibdl az
(1-4)-[1-4)-(2-4)—-6]=0
harmadfoka egyenlet adodik, melynek megoldasai: ™1 = 1 A4=-1%4=% A harom normalt sajatvektor M- M- 13
meghatarozasa rendre:
C0 00 0)(x) (0) 0=0
-1 0 3| V= 0. — |—\+ 3z=0
= 1 2 | 1 | i | 2v =
a) A _lesetén: L0 2 1)z} 10) | 2y+1z 0’
-"_5“:
. 1
n, =————
R
az egyenletrendszer megoldasaval kapott normalt egységvektor: v
2.0 0y /=y (00 [ 2z =0
-1 2 3 |-\ ¥ = 0 | = J-—_\'+2_1.'+32=0
= 1 2 | | 1 | 2v =
b) Ay=-1 esetén: 0 2 3)iz) \0) | 2v+3z=0 ’
1 )
n,=—— 3
2 -\f']_3 R i
az egyenletrendszer megoldasaval kapott normalt egységvektor: I
‘30 0\ (% (0 (3% =0
-1 -3 3|- V= 0. — J-—lx—3j.'+32=0
Ay =4 L0 2 20 z) (o) ‘ 2y-2z=0
c) ? esetén: - ST - ,
1 [0
n.=— 1
3 \E : i
az egyenletrendszer megoldasaval kapott normalt egységvektor: W
sinzﬁ-i-coszﬁzl CDS:g:COS:E—Siﬂ:E A=4sin?Z
I1.2.11. Kihasznaljuk, hogy 2 2 illetve, 2 2 sfelhasznalvaa 2 jelolést,
a karakterisztikus egyenlet alakja:
2cosd -1 0 0
-1 2cosd -1
0 -1 2cos 8 -1
det(M—ZE) = D, (4) = cos
-1 Zcos# -1
0 -1 2cosd

A determinans értékét rekurziv technikaval hatarozzuk meg. Az els6 sorban két nem nulla elem van, igy
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A 1égkdri kinematika

D,=2cos# D, - D,

_
. . = 20087
n=1 esetén D=2 R

=2 esetenD =4cos” 9— l

n=3 ogetén: D.=2cosd-D_ —D,_,=2cosF-(4 cos’ 9—1)—2cos 9
Kihasznalva, hogy sin(x* v)=sinx-cos y tcosx-sin

Y és ebbodl kovetkezdleg:

sin[(n+ 1) F] +sin[(n—1)F] = 2cos F- sin(mF)
és igy

sin[(n+ 1):%] = 2cos & -sin(n®) —sin[(n —1)4]

hiszen 059 =7c0s(=9) ¢q sind =sin(—9) peppap) tovabba hogy

-1 Siﬂ[(lﬂi"r‘;j:g] os[(~1)"19]- sm(a .5‘] Sin0) | _qy-2 5 sin[(n—1)4]
sin

sin &
A keresett matrix determinansa tehat:

D, =—(—1y—%

. . wimn=12 7 . criroax ;
ami teljesiil ” L2 esetén. A sajatérték feladat tehat a

sin[(n+1:9]=0

egyenlet megoldasa. D,

® felirasabol kovetkezik, hogy & = ThT (£=0.12..
valna. A megoldas tehat:

; . ,, (.
) , hiszen akkor a nevezd nullava

8 -"_k (k=012 _n
T |

A normalt sajatvektorok pedig:

il +1 | k=012, . #
n+1 . | ( 1.2 )

11.2.12.
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A 1égkdri kinematika

a) grad f(r)=grad(a-r)=Via-r)=@Vir+rVija+tax(Vxr)+r=(Vxa)=(aVir=a

ahol kihasznaljuk, hogy tetszéleges vektorallando derivaltja nulla, tovabba, a helyvektorok kijeldlte vektortér
ia f 5.‘\"': .T“:
Vr= &fév |% ¥ |=0

.., \aféz) | z)
rotaciomentes, azaz - ST

Bemutatunk egy egyszeriibb megoldast is az Eistein-féle jelolés alkalmazasaval (lasd részletesebben a I1.3. fejezetet):

grad f(r) =[grad(a -r)]l_ =dar=aqdn+trnia =acn=ad.=aq

p) grad f(r) =gradg(a-r)=Vg(a-n]=gTar)l-a

grad F(r) = grad(-) = V) =T V) = L
c) ¥,

Kihasznaljuk, hogy

|
|
& T
R T =R
\ L,
|
R ]

erad f(r) =[grad(r")], = €,0*) = ™8 r = " D= F
¥

1
(r—a)

graclf(r)=gravc:ﬂr—a|="\7|r—'¢:|='F|'4.|'(r—a)2 '|=71'F(r—aj2
' © 2 f(r—a)”

d)

Kihasznalva, hogy grad(v-v) = 2[(vgrad) v + v rot v]

L Vr-ay = {[r-a)Vi(r—a)+ (r—a) <[V x(r—a)l} =
2.for—a) r—al

3 1 5
d = dlr— L =c. — e r— =
grad f(r) =[zgra |r al]_ c_..i r—a zm c.(r—a)

1 1 »—a. r—a
=7 -2 = 2 ] —
3 |r a| c_.(rr:}:: Ry +ar:a‘:j 2|r a| (-}:: 5 2a, .:5‘_:) =

[r—a| |r—a]

o) grad f(r) =grad |r —a|:: =V |r —a|:: = k|r —a|::_: r —a) .
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A 1égkdri kinematika

f) A szamolas el6tt egyszertsitsiik az flr)= |a ><r| kifejezést!

f(r)=|a><r|: ={axr)-(axri=(axr)-[axr]=a-[r=(axr)]=a-[(r rla—(a-rir]=
=ar’-(ar)y

Megjegyezziik, hogy a [] zardjel jelolés a hdrmas szorzas szabalyainak alkalmazasat teszi szemléletessé. Mas
funkcidja itt nincs.

Indexes jelolésmod mellett:

fr)=lax r|2 =(axr),-(axr), =£.a7-&,a7,=(5.5,-5,8) (anar)=

= E{:_'ad:a_' : CE-F;_.,,,_?’:_-?’,,; _‘ﬁ::mad:rm : E':'Fi_'."."‘3_":1.' = I:a:):(}‘:j: —(a__r__]: =£12}‘2 _(a -[‘)2

iy = (5,8,

A fenti levezetésnél kihasznaltuk, hogy: & ) . (Lasd a L3.1. fejezet 2. feladatat is.)

grad f(r) =grad |a x r|2 =V[a*r* —(a-r)']=2&r —2(a-r)a

grad fi(r) = grad|a ® r|:: =ﬁc|a ><r|::_2 [a'r —(a-r)a].

2)

11.2.13.

a) divi(r)=divir'r )=V - (Fr) =" V.r+r Ve =r"V.r+ e Vr

Kihasznaljuk, hogy
8/ [x
V-r=divr= &/cv 5 J.'I=3
Weféz )\ z)

&g AWV () =dv(r)=rV.r+ - Vr =3+ mr”

1ofV(r) = rotr"r) = V(7" r) = r"Vxr+ Vit wr = P’'Vxr+ m™ Vrxr=

_ r_ |
=t rNrr+n—xr =0
! o)

& | gl (x)
Vir=| 8féy x| ¥ |=0
L& féz ) lz)

Kihasznaltuk, hogy és rxr =0,

b) divV (r)=div(a) =" (a-r) 1ofV(r)=rot(r"a) =" (rxa) _

0) divVir)=diviaxr)=V-(axr)=r-Vxa—-a-Vxr=10
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A 1égkdri kinematika

rotVir)=rot(axr)=Vx{axr)=aV-r—(a-Vir+(r-Via—rV-a=aV-r—(a-Vir =1a

(Az A szogsebességgel forgd merev test rotacidja.)
d) divV(r)=dv[r*axr)]=V-[F ax)]=V{")-(axr)+ "V -(axr)=0 hiszen V()
parhuzamos ' vektorral.

rofVir)=rot[r*(axr)] = Vx[r*axr)]= rVx(axr) - Vi = (axr) =

=2"a—-(rVira+(a-Virr=2-nra+w a- 1')1'.
¢) divV(r)=dv[r*(a-r)r]=V-[r*a-rir]= d+nr'(a-r)

roftV(r)=rof[r*(a-v)r] = V=[r*(a-rir] = r*(axr) '

divVir)=div(aln»)=V-(aln») = ﬂ
-

>

rotVir) =rot(aln ») =V=(aln») = iz(a H )
r .

T
divVir)=div(rln#)=V-(rln#)=lnrV.-r +r-Vinr=3lar+r-—=3Inr+1
g 7 ;

rotVir)=rot(rlnr)=Vx(rlnr)=hr(Vxr)+Vinrxr=

=

=Inr(V xrj+:‘2‘\ixr =In r(\?xr)+;L‘\ixr =0
p) &V (r) = divfasin(a-r)] = V -[asin(a-r)] =sin(a-1)¥-a +a-V[sin(a-r)] =
=a-V[sin(a-r)] =a-cos(a-1)]-V(a-r)=(a-a)cos(a-r)=a’ cos(a-r)
rotV(r) = rot[asin(a-r)] = V x[asin(a-r)] =sin(a-r)V xa+ V[sin(a-r)] xa =

=V[sin(a-r)]*a=cos(a-r}[V(a-r)]xa=(axa)cos(a-r)= U_

Megjegyezziik, hogy a Via-r) kifejezés kifejtve 4 tagbol 4ll, amibdl 3 nulla.

i) divV(r)=div(asin#) =V -(asin#)=sin»V-a+a-Vsinr=

. ar
=a-Vsinr=a-cosr-Vr=cosr—

»
>
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A 1égkdri kinematika

rotV(r)=rot(asin»)=Vx(asin#) =sin »Vxa+V(sinr)xa=

. rxa
=V(sinr)xa=cosrVrxa=cosr

¥

i) divV(r)=divfr={axr)]=V[r=(axr)]=-2a-r

rotV(r) =rot[r x(axr)] =Vx[rx(axr)] =3(r xa)_

A feladatokban I a helyvektor, @ pedig egy vektorallando.

11.2.14. 2) VAVxF (] =0 vagyis divrotV(r)=0 b) (V=¥ V) =04 nabla operator kettés tulajdonsaga
miatt. Két egymasra merdleges vektor skalaris szorzata, illetve két egymassal parhuzamos vektor vektorialis
szorzata egyarant nulla.

¢) Kihaszniljuk, hogy ¥ *[V*V]=VIV -Vl (V- V)V(r) =0

I1.2.15. A ¥ vektor harmadik komponense: v

i cv, e, &,
dvv=—=4x—yv—zr+z-y+—=4x-3v+—==0
&, oz oz
: s

A differencialegyenlet megoldasa: v, =z =3z flx, J'), ahol /(% ¥) , ¥ ¢és Y tetszOleges fiiggvénye.

I1.2.16. A forgastengelytdl T tavolsagra a sebesség: V(I =TT

rotv = (rotv}) .= £ £y, = E;::E“ de,mr = E;::E::;-r.w;ﬁ.-'m =
=(3,8; - 6,0,)m, =3w, —w, = 1,

A kapott eredmény altaldnossagban is érvényes: egy v(r) sebességmezovel jellemzett mozgas esetén az ' pontba

l rot v(r)
helyezett l1égrész forgasat megado szogsebesség vektor: 2

I1.2.17. A feladat a harmas vektorszorzas kifejtése alapjan igazolhato.

I1.2.18. A rotacio6 vektor y iranyu, s természetesen merdleges a sebesség iranyara.

rotfu(z)-i]= 2R 20 _a,
a) &z z

b) rotfu(z)- 1] = bez""j

rotfu(z)-i] = (a +b\1:j
z )

¢) )

d) rot[u(z)-1] = aq) )
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A 1égkdri kinematika

11.2.19. frjuk fel a YO vektor-vektor fiiggvényt. Kihasznaljuk, hogy a sebességmezé az T sugart korpalya érintdje,

vagyis
1 1 \"1: _4‘0"1: 1 _L
—rxk=— v x 0 == —x
IS ¥ 1 1 Fa 1
o)1) iy

iranyu. Megjegyezziik, hogy ebben a felirdsban a pordrdog az 6ramutatd jarasaval megegyez6 iranyban, tehat
anticiklonalisan forog. Ez az esetek kisebb részében jellemzi a pordrdogoket. (Az 6rvényesség negativ eldjelii.)

J%(}*xkl (r<R)

v(r) =+

ﬁ(rxkl (r<R)

LF )

A I1.2.16. feladat megoldasa szerint az & sugart ,,porordog” belsejében (=R o, orvényesség allando, vagyis

B ey
v, . 2v,
B =— S=2m=—x

ugy tekinthetd, mint egy R sz0gsebességgel forgd merev test. Az drvényesség abszolit értéke - R .
A ,,pororddgdn” kiviil az 6rvényesség nulla. Ezt konnyen belathatjuk. Kihasznalva, hogy

rot(wv) = urot v4+gradu x v

kapjuk, hogy
rotv(r) = Vx| 2R (e k) | = 2R v (e xay + v | 2R (rxk) =0
WP ) L)
hiszen:

v, R

»

ﬁw(r k) =£[(k.vy —k(Vr)]=—22"k
¥ ¥

és

(wR) (2 ) (=2 ) (2 ) o 2wR
'\7": ;_3_|X(r><k)=. r—_:\::RV}‘ }X(erjz. r—_‘\;:R !rx[rxka—. FV:R !}“kz Tk

P

dp

— =—0.5hPalora
I1.2.20. A hajoén levd barométer a nyomas teljes idébeli valtozasat méri: dr . A hajo v sebességgel
halad. Kihasznalva, hogy

Ims’'=36kmh™ ~ 2csomo

A 27
vﬂg =——hPaldra
az ,advekcios tag”: ¢ 200 , ahol fa hajo altal megtett Ut (a haladasi irdnyban). A nyomas teljes és

lokalis iddbeli megvaltozasa kozotti kapcsolatot a

4 - -
_'pzi_p+\:€_'p
dr ¢t cs
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A 1égkdri kinematika

P o —19hPa'3éra
egyenlet irja le. A nyomastendencia értéke tehat: <t , ami mar jelent6s nyomassiillyedés.

11.2.21. Szaraz adiabatikus elmozdulas soran (MII.2.1. abra) a 1égrész potencialis hdmérséklete konzervativ
4@ _
tulajdonsag: df  ¢s A@=0 A szaraz adiabatikus hémérsékleti gradiens j6 kozelitéssel 1 190 Ismerve
alégkor hémérsékleti gradiensét = 0.5 °C/100m
0 0.5°C/100m
is: ¢z

megadhat6 a potencialis homérséklet magassag szerinti valtozasa

. A potencialis hémérséklet megvaltozasara kapott 6sszefiiggés szerint:

o o co, 0,
dr gr ok cz

0

>

ahol az egyszertliség kedvéért a horizontalis elmozdulas (horizontalisan homogén kezdeti rétegzodést feltételezve)
20
C o

cs . Az egyenldség atrendezésével:

80 _ 80 At 80 Az

cis ot As &z As
‘\\.-
i
o
o
(=]
e}
slandé Y| N 8
St @= allandé Y 3 £
THaT | o7 S
4 G - |
3
v |
. K
I As=150km
o 450°)

MII.2.1. abra. A potencialis homérséklet teljes és parcialis megvaltozdsai kozotti kapcesolat. A homérsékleti gradiens

meghatdrozasa.
Az adatok behelyettesitése utan:
cQ 5 3 8 7!
e o °C/km ~5.3°C/100 km ————
cs 150 130 150 rl{n—r)

Mivel a hdmérséklet a feladat szerint északi iranyba nd, s az elmozdulas és a hémérsékletemelkedés iranya 45
ce ..

grad, T=~2 52 ~ 7,5°C/ 100 km

fokos szoget zar be egymassal. Ezért a hdmérsékleti gradiens értéke: cs , ami nagy

érték. A hémérsékleti gradiens irdnya az alacsonyabb hémérséklet feldl a magasabb homérséklet felé mutat,
merdleges az izotermékra.
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A 1égkdri kinematika

11.2.22. A hdmérsékletcsokkenés = * . (Lasd az MIL2.2. abrdt is.)

v=8ms' ¥

05 °Ccroom

©=allandd |

Y=

!

MII.2.2. abra. A hegyen atkeld levego.

Il.3. Az Einstein-féle jelolésrendszer
alkalmazasa

1.3.1. Vektoralgebra

I1.3.1.1. A Kronecker delta értéke 1, ha két indexe megegyezik. Az Einstein konvenci6 értelmében az azonos
indexeket az 1, 2, 3 szamokon kell végigfuttatni.

I1.3.1.2. Az els6 index Osszegez6 index, tehat az

Brs Irz 2rs Ersd
& TE, =& B, TE TEy, TE T,

crer

nem zérus, ha
r=léss=m vagyr=mess=] g [ =m

A haromtagl 6sszegben ekkor csak az egyik tag nem zérus, mert akarhogyan valasztunk az 1, 2, 3 szamok koziil
kettdt, csak egyetlen tagban szerepelhet a Levi—Civitta-szimbdolum indexei kozott harom kiilonb6zé szam.

Ugyanakkor az elsd esetben (7 = léss= ") a nem zérus tagban szerepl6 szorzatban vagy mindkét tényezé ciklikus

sorrendl indexkombinaciot, vagy mindkettd anticiklikus sorrendii indexkombinaciot tartalmaz, igy értéke +1. Az

r=mess=l osetén van nem zérus tag. A két tényezd egyike ciklikus, a masik pedig az anticiklikus

indexkombinéciot tartalmaz, igy a szorzat értéke —1.

Nyilvéanvald, hogy a determinans kifejtésébol adodo Kronecker deltakbol allo 86, — 00 kifejezés ugyanerre az

eredményre vezet.

11.3.1.3. Az el6z6 I1.3.1.2. feladat

resf

eredményében egybeejtve az indexeket, adodik, hogy
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A 1égkdri kinematika

11.3.1.4. A 11.3.1.2. feladat

eredményében az © %5 " indexet egybeejtve azt kapjuk, hogy

e, =287 =6

s e

I1.3.1.5. Fejtsiik ki a determinanst az els6 sora szerint!

& & &
5 & &|=5 (58 -58)+8 (568 - 58 )+ 5 (878 - 88

A determinans értéke zérus, ha £ permutacidja nem 1, 2, 3 permutacidja, hiszen ekkor a determindnsnak van
legalabb két azonos oszlopa.

A determinans értéke 1, ha #° az 1,2, 3 ciklikus permutacidja. Ekkor ugyanis a haromtagu 6sszegben a szorzasokat
elvégezve a kapott pozitiv el6jelii tagok egyikében a Kronecker-deltak also és felsé indexei azonosak kell legyenek,
hiszen #7% | F" vagy "*F egyike megegyezik az 1, 2, 3 permutacioval. igy a determinans kifejtésében szerepld
hattagli 6sszegben egyetlen tagban az dsszeszorzandd Kronecker-deltak értéke 1. A tobbi tagban a Kronecker-
deltak also és felso indexei nem azonosak, ezért ezek a tagok zérusok.

A determinans értéke —1, ha 7% az 1, 2, 3 anticiklikus permutacidja. Ekkor P, 5P vagy #°7" egyike megegyezik
az 1,2, 3 permutécioval. Igy a determinénst meghatarozo hattagti 5sszeg egyik negativ tagjaban a Kronecker-deltak
also és felsé indexei megegyeznek, a szorzat értéke 1. A tbbi tagban valamelyik Kronecker-delta zérus. igy a

determinans értéke —1.

I1.3.1.6. rjuk fel a vektorialis szorzatot kovarians bazisvektorokkal reprezentalt formaban:

@ xd;  @;Ed) a4 Ed, d a a
(4xB)=4"a,=xB"a,=| 4 4 A |=Je|l4d 4 4|
B! B’ B* B* B F
ahol V& =l4: 5] Hasonloképpen:
a'xa axa axa { a  a,
(4xB)=Aa"xBa"=| 4 A, 4, |= A A4 4
B, B, B €l3, B, B

I1.3.1.7. A harmas vektorszorzat az
[_:1 *(BxC) ] =z, Ae¥p C, =z, Er ] C,

alakban is felirhat6. A Levi—Civitta-szimbolumok szorzata a I1.3.2. feladat szerint kifejezheté Kronecker-deltakkal:
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A 1égkdri kinematika

£,£"4'BC, =£, £ 4'BC, =(88" - 8"5. | 4'BC,
Elvégezve a beszorzast és a Kronecker-deltak altal kijelolt indexegybeejtéseket:

[Ax(BxC)| =88"4'BC, -5"54'BC, =4"C,B—CAB

Az eredményben ! a fiiggetlen index, igy a vektorjeldlésre visszatérve azt kapjuk, hogy
Ax(BxC)=B(A4-C)-C(A-B)

ami megegyezik a jol ismert kifejtési szaballyal. Megjegyezziik, hogy a formalis miiveletek eredményét csak azért
tekinthetjiik helyesnek, mert a vektormiiveletekrdl tudjuk, hogy eredményiiknek fliggetlennek kell lenni a koordinata-
rendszertdl.

I1.3.1.8. A kontravarians bazisvektor rendszer definicid szerint

B _Hg.
a=—%"% . 11 (=123)
(a,.a,.a;)
Példaként megmutatjuk, hogy
B ﬂ: ><£I5 —u
(a1=a:=a3j '

b

azaz @ -b=1 vagyis b az @ reciprok vektora. Fejezziik ki a -t alkot6 keresztszorzat szamlalojaban a felsd
indexes bazisvektorokat alsé indexesekkel.

a’xa 1 (a;xa,)=(a *a, )

_(a1=a:=a3j_(a1=a:=a5): (ﬂl,a:,f)
Alkalmazzuk a négyes vektorszorzatra a kifejtési tételt:

(@; %a))x(a % a,)=a| a,(a,%a,) |~ a,|a,(a; *a)) |=a,(a.a,.a;)
9

1

1 1 3
(a.a . a )—7@“&::&3)

mivel a masodik tagban szerepld harmas vegyes szorzat zérus. Figyelembe véve, hogy

adodik, hogy b=a A bizonyitas hasonloan végezhetd el a tobbi bazisvektorokra.

12 3
I1.3.1.9. Helyettesitsiik be a (@.a.a) harmas vegyes szorzatba a feliil indexes (kontravarians) bazisvektorok
definicios egyenleteit:

L. X >< x
e a, *a. a; *a a, *d,
(@ ,a ,a)= 31 1 32

(91;‘“:: '-15) -'\,_(ﬂ1= ay.a;) (a.a.a;) )

(a;%a )x(a, *a, )=

Az el6z0 I1.3.1.8. feladat megoldasaban belattuk, hogy a4 0. 4;) , kovetkezésképpen
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A 1égkdri kinematika

(a)%a;)-a(a;.a;.a;) 1

11 3 _ _
(a,a ,a)= .0 @nanay)

I1.3.1.10 A szorzat az Einstein-féle szimbolika segitségével
(A% D)-(BxC)=£,4'D's"B.C, =, "4 D'BC, .
Kronecker-deltakkal atirva és a Kronecker-deltakkal el6irt indexegybeejtéseket végrehajtva:
£,£"4'D'BC, =(8.8" -85, | 4'D'BC, = 4 BD"C, —4"C, D'B,
Visszatérve a vektorialis jelolésre:
(4% D)-(BxC)=(A-B)(D-C)~(A-C)(D-B)
I1.3.1.11. A harmas vegyes szorzat az Einstein szimbolikaval az
C-(4A=B)=Clq, -I:._;i*‘a,,_ xB"a,__']

alakban irhato fel. A 1.3.2.6. feladat

ad a d
A"a, % B'a,=.fg|d £ A
B' B* B°
eredményét felhasznalva a keresett
¢ ¢ c
C-(A4xB)=.fg|4 4 4
B B* B°

eredmény mar addodik.

11.3.1.12. A szorzat az Einstein-féle szimbolika segitségével

[(AxD)x(BxC)| =¢_,e"4AD.e™"BC,=¢, "¢ AD.BC, .

Kronecker-deltakkal kifejtve az elsé két Levi—Civitta-szimbolum szorzatat, majd elvégezve a kijelolt
indexegybeejtéseket:

g.£"e¥ADBC, =(58" -85 |e¥4D,BC, =¥ 4DBC, - 4D BC,

A jobboldali két tagban az 5 a fiiggetlen index, igy az elsé tag, B a méasodik € iranyu vektor, mig a tbbi

tényezOkbol rendre a (€. 4. D-], illetve \B.4.D) harmas vegyes szorzatok alkothatok. Ennek megfelel6en

vektorjelolésre visszatérve:

(4% D)x(BxC)=B(C.A4.D)-C(B.AD)

317

render
> http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

A 1égkdri kinematika

Megjegyzés: Ha az indexes alakban az els6 és harmadik Levi—Civitta-szimbolum szorzatat fejtjiik ki Kronecker-
deltakkal, akkor a kijeldlt indexek egybeejtése utan

. £"e¥ADBC, =(88 -8 |e™AD.BC, =e"4DBC, —e"4D.BC,

adodik, ami az
(AxD)x(BxC)=D(A,B.C)-A(D.B.C)

alakban irhat6 vissza vektorialis formara. Az olvasdra bizzuk annak belatasat, hogy a két eredmény ugyanazt a
vektort adja. (Az Einstein szimbolika azonossaga egyébként dnmagaban is bizonyito erejii, de érdemes elemi Gton
is belatni az azonossagot.)

11.3.1.13. A I1.3.1.6. feladat megoldasaban belattuk, hogy

a'xd & xa a'xa’ ) a4 da, d
(4xB)=Aa"xBa"=| 4 4, A |=—=4 4, 4|
B, B B Ve B, B, B
Ennek alapjan
) a a, a, ) 4 4 4
[‘_.4><B_’|-C=_4-['_Bxc_'|=fi,,_a’“-r B, B, B, ZT B B, B
fle, ¢, | Y8l ¢ ¢

felhasznalva tovabba, hogy 4 =4-a,

4 4, 4 ) A-a A-a, A-a,
B, B, B\=—=|B-qy B-a, B-a.
Ca C-g, C-a

) . . . 1
(A=B)-C=A4-(BxC|=

B
o
REIN
o

By

amibdl a bizonyitando

A-al .-1-::1: A-a_:
(4.B.Clla,.a,.a;)=|B-a;, B-a, B-a.
C-a C-a, C-a

allitas “'E =la. a,.4;) miatt azonnal kovetkezik.

I1.3.1.14. Amennyiben (D.E.F) nem zérus, akkor a D.E.F , vektorok is valaszthatok bazisvektornak, tehat az

allitas az el6z6 feladat eredményébdl mar kovetkezik. (A gondolatmenetben kihasznaltuk, hogy a harmas vegyes
szorzat eredménye fiiggetlen a koordinata-rendszert6l.)

I1.3.1.15. Az éllitas az el6z6 feladat eredményébdl kovetkezik, hiszen
dl -ﬂl dl -ﬂ: dl -d_z

detg, =la;-a; a;-a; a;-a;|=(a.ay.8a:)(a.a;.a;)

a-a; -, 8 -d

318

render

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render

A 1égkdri kinematika

11.3.2. Vektoranalizis

1.3.2.1. A ¢ kontravarians hely/koordinata gradiense:

cr :
Ver=g' ce—=gq" 24,
cg”
er
P q;
11.3.2.3. A lokalis koordinata-vektorok “4 definicidjat, valamint a vegyes parcialis derivaltak egyenléségét
felhasznalva:
gy & & g

¢g; _Cg;-q. _©og cyq

- = f - = qi_' + ~ g
cg” g cg” cg”

Cg€: ©4;q. cq og

= =— = LB +.-._ qj
cq g g cg

cg. ©q.-q. g g,

=~k T oo 4 +t—=-q
cg cg cg g

A I1.3.2.1 feladatban bebizonyitott azonossaggal a harmadik egyenlet az

T =_—-?J+,._q

g cq = g

wr | e

Adjuk Sssze az elsd két egyenletet és vonjuk ki beléle a harmadik egyenletnek az atalakitott formajat:

gt B¢ &g° G’ : cy’ : g’
Innen
Eq — 1 [ Eg_':_' CE _ E‘g}
cg’ 2l 8¢ &gt &gt

Vezessiik be a

jelolést (els6faju Christoffel-szimbolum) és képezziik a
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=T wd :

diadikus szorzatot, majd ejtsiik egybe az ! €5 indexet. Mivel 4~ ¢ =E , azt kapjuk, hogy

B

i = -r';:_'q:: = g:::r- iy = F,q

11.3.2.5. A I1.3.2.4. feladatban (bar mas indexezéssel) megmutattuk, hogy

qj =I Jq

C
gg*

Szorozzuk az egyenletet skalarisan ¢ -vel.
cy,
—-q I_' g.-q = F 5 F
éq
eq’
11.3.2.6. A kontravarians (feliil indexes) bazisvektorok kontravarians koordinatak szerinti ég’ derivaltjanak a

meghatarozasahoz induljunk ki a Kronecker-delta derivaltjabol

ed. oq'-q. 2 g
=== =% 51,."‘—-9'
&g &g dg* dg

I‘*:i.qu—s‘qr. 4 . __r
Innen ¢ A i " . Szorozzuk be az utobbi egyenletet diadikusan ¢ -lel és ejtsiik
egybe a 7 =7 indexet:
2 (g.oq')=-Tl¢’
Ci ) ) .
Figyelembe véve, hogy ¢/ ° ¢ =E , azt kapjuk, hogy
fq:- =—T;q
cqg )
Vod=g'2 ﬁ
€@ tenzort és vezessik be az Osszefiiggésbe a

I1.3.2.7. Els6 1épésként allitsuk el a
L Xy 1 :
9: 74 xg)ey =+l (i=12.3)

=———=—+F\4g; *q;) S
;. 42-¢) '\'E reciprok vektorokat.

el
=

cd cd
gy % gy lv +l-=1 Xg, o= o - +(g,%g, )

>
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A 1égkdri kinematika

illetve

1[é . - - N
vc‘4=_,,_1[§i':x453‘4|+,__~[{: ><-?1°a4|+ﬁ[-?1><-?;°a4l|
\E_c-q ) oot = o]

1] 8 & g 1

—— = =g, * g, I+—[q ><qll+ﬁ[ql><q 1= A

Jzled éq’ 1

E'q_- _E.qd:

A €4 €4 ssszefiiggés felhasznalasaval konnyen beldthato, hogy a fenti dsszefiiggés jobboldalanak méasodik
tagja zérus. Ezutan cseréljiik fel a diadikus szorzast skalar szorzasra, azaz képezziik a divergenciat:

1 T2
V-d=—s| - llq~><q--4l+—lq~><ql
Je !l éa o

><q~-4||

Helyettesitsiik be ide az A=Ag, kifejezést és vegyiik észre, hogy a skalarszorzast elvégezve minden tagban harom,

harmas vegyes szorzat keletkezik, azonban ezek koziil csak az az egy kiilonbozik zérustdl, amelyben harom

kiilonb6z6 bazisvektor szerepel. Ennek a nem eltiing harmas vegyes szorzatnak az értéke minden tagban \E.

Tehat
V.4 g +— A +— A= g4 |
I.nllf (et )+ = (e s || (cq-"{_
a megoldas.
Vase 1= 4
A megoldast kdzvetleniil a €4 definicios egyenlet alapjan is kidolgozhatjuk. Behelyettesitve az <= = ** 4

kifejezést és a derivalast elvégezve azt kapjuk, hogy

. edg. ; GEN ;0. ced .. Bg. &4 ;o Of.
C C cq” . Cq" =7 Q cg”
C .
,-._erq
3q &

A IL1.3.2.5. feladatban megmutattuk, hogy 4 , azaz a fenti kifejezés a

ad’ "-1-
V-A="" 1 4igf g =2
C'Q"

+.4 I_'

alakra hozhat6. Beirva ide a masodfaju Christoffel-szimbolumok definicidja alapjan addédo

i)
i)

2 ée. g, g =g

R e

& & &g éq
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A 1égkdri kinematika

E_ il
&

I r . - 2 . Joxn . % .z = 1z
osszeg zérus, hiszen ha a® s indexeket felcseréjiik, az 5sszeg elsé tagjaban, akkor & felhasznélasaval az

o g CF

elso tag T ég alakra hozhat6, ami megegyezik a masodik taggal. Kovetkezésképpen:

& Eg;- E“'\lllg
- g

& g

cq’ tényez6 pedig megegyezik €9 _vel, hiszen

g

b | =

Az

Eg X
- —EF
A metrikus tenzor determinansanak kifejtésébél adodéan azonban lathaté, hogy “£x , tehat
e _ f
g’ Q
Ily médon
V. 4_?{ L4 Lgn :”i- =L6\HE.‘{
E e T a
I1.3.2.8. A térbeli polarkoordinata-rendszer metrikus tenzora:
(g -q 0 0 ) [vicos’ @ 0 0)
g= 0 g4q 0 |= 0 - 0] g=detg; =r4cos:¢?
0 q.-q.) | 0 0 1)
illetve
! 0 0
ql-ql 0 ¥ocos @ 1 : :
gi= 0 g -q° 0o = 0 — 0 detg' =—=—7—=
0 3 3 ¥ g rcosTg
7q) 0 0 1

A Christoffel-szimbdlumok

definicioja alapjan megallapithato, hogy a szimbolum als6 két indexében szimmetrikus, azaz a két index felcserélheto.
Lathato tovabba, hogy a szimbolumokat négy csoportba sorolhatjuk.
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=i vagymu=j. dei=j

Amikor az "V indexhdrmasban mindegyik index kiilénb6z6, amikor ' =< " amikor "

és végiil, ha "Y' mindegyike azonos.

Komoly egyszeriisitést jelen tovabba, hogy a metrikus tenzor diagonalis. Emiatt a & * szorzéban "=k Ez olyan
egyszerusitést jelent, hogy érdemes az Einstein konvenciot a tovabbiakban felfiiggeszteni. Ennek hangsulyozasara

123 Agr

atovabbiakban a konkrét indexek esetén az indexek helyett a indexharmast hasznaljuk. A kovetkezdkben
csoportonként meghatarozzuk a nem zérus Christoffel-szimbdélumokat.

Az "V indexhdrmasban mindegyik index kiilonbdz8. Ekkor nem kaphatunk zérustél kiilonbozd szimbolumot, mert

n=k dei=jesn=L 7127 it az alul indexes metrikus tenzor elemek mindegyike zérus.
i=j=n n=k i=jésn=in=j : C
Ha * =+ akkor & -+, azaz a Christoffel-szimb6lum a
1 .. ¢2e.
[=——g™ =
2 cg”
alakra egyszeriisodik. Ez konkrétan az egyes indexekre:
) 1 .. ¢g 1 ., cg
]-—;E [ gz..a. = liIE' - 0 ].—’ =__gz..a :1 — 0
2 cA 2 &4 ,
1 cg.. ; , ) 1 g,
[V, =——g™ = =y cos@sin@=cos@sin@gl L =——g¥ =2 =10
2 gg ¥ 2 cQ
. 1 . cg.. . . 1 .62
[=—7cg —==—rcos’@l =-—-¢g -EE =—F
2 er 2 cr
Ha 7=i.vagyn=j. dei=j , akkor a Christoffel-szimbolum a
e 1 eeg,,
[L=T} g™ =2
2 cg’
alakot 6lti. Konkrétan:
1 .. dg. 2 .
C=Th=—g” ZBa o~ Feospsing=—rz0,
2 g rocosT @
1 ., ce.. 1
[ =T% =—g# %8z _ reosi @ ==
2 oy rcosTg@ ¥
1 cg 1 cg 1 1
P _ T fe = P _T¢ e = —
7 =I%, =8 — =0 I? —F:.c—:g — =—r==
2 ca 2 g r ¥
. .1 g, .1 &g,
I,=T,=—g"—=2=0, I',=T_ =—g"=Z=0.
“ - Y 23 3 2
F [ Fa cr

Ha ™V mindegyike azonos, akkor a Christoffel-szimb6lum:
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_ o
Tn=cg"—%
2 cg
b
azaz
1 £g.. 1 cg .1 _dg.
=58 /3 =58 SE
10 &g 2 & 2 g
S és

alakban adhat6é meg.
11.3.2.9. a) Els6ként a térbeli polarkoordinata-rendszer kovaridns és kontravarians bazisvektorait hatarozzuk meg

A térbeli polarkoordinata-rendszer altalanos koordinataival az rlxy.z) helyvektor koordinatai az

x=rcos@cos i,
v=rcos@sin A,

z=rsin@

cr
¢=—

" formaban adhatok meg. Ennek megfelelden

alakban adhatok meg. Tudjuk, hogy a kovarians bazisvektorok
a bazisvektorok oszlopvektorokként matrixba rendezve a kdvetkezok:

4 L5} UE
f—rcos@sin A —rsingcosd cos@cos A’
cos@sin A |

]

—rsin@sin A
|

¥ Cos@CosA

0 rcosg@ sin @

A matrix oszlopai az eredeti ortonormalt € bazisvektor rendszerben tartalmazzak az uj bazisvektorok koordinatait.

A kovarians bazisvektorokat definicio szerint a

P S E A P .
=& — 44 - & =1
(- gq.-95) ’
Osszefiiggéssel hatarozhatjuk meg.
81 82 g_:
1 d¥%gs 1 o P . _
=- - =- —|—rsin @cos A —rsingsin A roosg|=
% 02-05) (4102 &) cos geos A cos @sin A sin @
=————(—rsin de, +rcosie, |
g g:.495) )
e €, e
2 g5 _ 1 - . . _
g =- - =- —| cos @cos A cos@sin A sin @)=
\¢:92:9:) (91920 ) —rcos@sin A roos@cosd 0
—| —#sin @cos @cos Ae; — rsin @eos @sin Ae, +rcos” @, |

- [._9'1= q;.4;
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1 2 € €5

. # g

g =- ! _=- —|-rcos@sin A rcos@cos A 0
(.9:-9:) (@1-4:-4:)

—rsin @cosA  rsin@sin i rcos@

=———[r cos” @cos A€ +FTCOsT @5 A€, TP COSPSIn (;?.-35]
(G- 42-45) '

b) A kovetkezd 1épésként meghatarozzuk a bazisvektor rendszerek altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat. A
bazisvektorok harmas vegyes szorzatat a

—rcosgsin A —»sin@cosi cos@cosd
reos@cosA  —rsin@sin A cos@sin A
|

0 ¥ Cos @ sing
matrix transzponaltjanak determindnsa adja, ami megegyezik az eredeti matrix determindnsaval, azaz

—rcos @sin A —rsin@cos i cos@cos A
(g.¢:.4:)=|#cos@eosi  —rsin@sind  cos@sin A|=rcos” @.

0 ¥ Cos @ sin @

Visszairva ezt az eredményt a kovarians bazisvektorokra kapott formuldkba és a kovarians bazisvektorokat
oszlopvektorként matrixba rendezve:

1 2 3

q g q
—rsind —rsin@cos@cosd  » cos” @cosd |
< rocos A —rsin@eos@sin A pTcos” @sin A |
¥ cos @ ; . , '
0 roos @ r cos@sin @ |

eredményt kapjuk. A kovarians bazisvektor rendszer altal kifeszitett paralelepipedon térfogata

.3|-FsindA  —rsin@cos@cosA T cost @oosd

11 5y | | : . R S B
lg.¢°.¢ |= ——— | |rcosd —rsin@cos@sin A cos” @sin d|=—
) Sl rtcosg@) ¥ToosQ@

0 reos®t @ »°cos @sin@

1

(Az 7“5 @ tényez6 azért keriilt harmadik hatvanyra, mert a matrixszorzas szabalyai szerint a konstans szorzoval
minden matrix elemet meg kell szorozni, a determinans tagjai pedig mindig harom matrix elem szorzatat
tartalmazzak.)A kovarians és kontravarians bazisvektorokrol egyszeriien lathatd, hogy rendre parhuzamosak
egymassal, iranyuk rendre azonos, csak hosszusaguk kiillonbozik.

c) végezetiil a bazisvektor rendszerek ortogonalitasat mutatja, hogy
q.-q,=0ésq-¢=0 ha i=;.

11.3.2.10 A I1.3.2.1. feladatban meghataroztuk a rendszer bazisvektorait és belattuk, hogy mind a kovarians, mind
a kontravarians bazisvektor rendszer ortogonalis, kdvetkezésképpen a metrikus tenzorok diagonalisak. A
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4 L5 e
—rcos@sin A —»sin@cosi cos@cosd)
reos@cosA  —rsin@sin A cos@sin A |
. 0 ¥ Cos @ sing
bazisvektorokkal:
"'ql-ql 0 [ [ cos® @ 0 0)
g= 0 g¢¢ 0 = 0 »o0)
0 g-q.) | 0 0 1)
Lathato, hogy
det g; =r*cos’ (4?:[.,'?1:'?::43_']2

A kontravarians

g ¢ 'y
{—rsini —rsin @eos@cosA  r cos® @cos Al
. recosi  —rsin@cos@sind  rlcosi@sind |
¥ cos @ . . . I
0 reost @ »-cos@sin @ |
bazisvektorokkal:
!
T3 0 0
ql-ql 0 0 Focos @ ]
g; — q: .q: 0 = 0 3 0
0 g )
. 49 0 0 1
]
Lathato, hogy
det g = 1 (11 3y
etg'= ———=lg.q".¢"| .
rcost @

gl=q,q" =8

I1.3.2.11. A tér pontjai a Fold tengelye koriil forognak és sebességiik nagysaga ¥=2442 ahol € a vizsgalt pont
tengelyt6l mért tavolsaga. A sebesség a pont altal leirt kdrpalya érintdjébe esik és az MII.3.2.1. abranak megfeleléen
keleti iranyu. Mivel a forgas nyugatrol keletre iranyul, a szogsebesség vektor észak felé mutat.

326

render
http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

A 1égkdri kinematika

MIIL3.2.1. abra. A kovarians és a kontravarians sebesség komponensek meghatarozasa a Folddel egyiitt forgo
térben.

Az MI1.3.2.1 abra alapjan leolvashat6, hogy az ™ helyvektori pont sebessége

vir)=0Qxr

E

ami az ‘ koordinatarendszerben kifejtve

e e, &
v=g0xe =0 0 OQ=—p0e +x0le,.
x VvV z

(Természetesen ebben az ortonormalt koordinata-rendszerben a megfeleld also és felsé indexes mennyiségek
azonosak, megkiilonboztetésiiknek nincs értelme.)

A kovarians és kontravaridns sebességkomponensek definici6 szerint rendre a

V,=V-g, €5V =v-g

Osszefiiggésekkel adhatok meg. Visszaidézve a kovarians bazisvektorokra vonatkozé

4 L8 g
—rcosgsin A —»sin@cosi cos@cosd
reos@cosd  —rsin@sin A cos@sin A |
. 0 ¥ Cos @ sing |

alakot, valamint a polarkoordinatak és a Descartes-féle koordinatak kozotti

X=rcos@cosd és y=rcos@sin A

Osszefiiggéseket felhasznalva azt kapjuk, hogy
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A 1égkdri kinematika

v =(—y0e + xe, )-(—rcos@sin Je, +rcos@cos de, | =
=(rcos’ peos’ i +ricosi@eost A 2= cos’ @
vy =(—ve + x0e, |- (—rsin @cos le, —rsin @sin Ae, +rcos @e, | =0

vy =( =1L + xL2e, |- (cos@cos ie +cos @sin de, +sin ge, |=0
vagyis
v= vlql = " cos’ @

Hasonloképpen a sebesség kontravarians komponensei a

1 2 3

q g q
—rsind —rsin@cos@cosd  » cos” @cosd |
= rocosA  —rsin@cos@sinAd pTCosT @sinA
¥ cosg@ 2 - . |
0 roos @ r cos@sin @ |

kontravarians bazisvektorokkal kifejezve:

V= (—10e +x0e, |- — (—rsin de +rcos de, J=(sin” A+cos” 4|2 =102,
) CorTcosg oo ‘
Vo= =y ie +xfe |- — [ —rsin @cos @cos ie —rsin @eos@sin Ae, +rcos” @e, |=0.
) CorTcosg@e o
Vo= —ylle +xlle, |-———|r cos” @cosde +r”cos” @sin de, +r7 cos@sin @, | =0.
' CorTcosg o
Tehat:
1
v=vg =g .

Megjegyezziik, hogy a szamitasok elvégzése nélkiil a fizikai szemlélet alapjan is kitalalhatok ezek az eredmények,
hiszen a sebességvektort a Descartes-féle koordinata-rendszerben tudjuk, irdnya nyilvanvaldan a lokalis koordinata-

rendszer 1! tengelyének iranyaba mutat, a sebességkomponens nagysaga pedig kitalalhatdo abbdl, hogy a
sebességvektor abszolut értéke koordinata-rendszertdl fiiggetlen (invarians) mennyiség, tehat

v| =12 cos e, | = ‘\'J9'1| = |"'19'1‘ -

Mivel

|9'1|=Vl’g_11=rcos¢9 gs }ql‘zxf?:#

FCosg
b

adodik, hogy

vi:!?}‘:COS:(.-? e V=102

I1.3.2.12. A gdmbi polarkoordinita-rendszer kovarians és kontravarians bazisvektorait — amelyben a 4 =7
koordinatat a nyomasra cseréltiik — a térbeli polarkoordinata-rendszerbdl szarmaztatjuk. Az eredeti Descartes-féle
koordinata-rendszer koordinatai a jol ismert
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A 1égkdri kinematika

X=FCOS@Cosi,
V=rcos@sin A,

z=rsin@.

osszefiiggésekkel adhatok meg. Az alkalmazott koordinata-transzformacioban a

¢ =4, ¢=0¢, ¢=p.
A=A, e=g@,. }‘=}‘[.;5_5=(.-?5=_p.]=
x=x(Lor)=x(ior(i.0,.p)).

y=y(lor)=y(lor(i,.0,p)).
z=z(Lor)=z(Lor(4,.0,.p))
valtozokat és fiiggvénykapcsolatokat hasznaljuk. A p index azt jelenti, hogy az adott valtozo6 szerint derivalva a

nyomast allandonak tartjuk. Ennek megfeleléen a kovaridns bazisvektorok a szokott modon, egy matrix
oszlopvektoraiként megadva:

4 4, 4;
oo cx  ox
di, fdp, dp
¢i, &g, Cp
cz gz &
di, fdp, dp

A fenti derivaltak a

ox &x  ox or o ox  dx dr
cy C"L+E;|. cr v v v oer
GA, @A &réa, 2p, o érée,
¢z &z & ¢z &z &
8A, &rdA, 2o, orép,

altalanos transzformacios formulakat alkalmazva a térbeli polarkoordinata-rendszer definicios egyenleteire, az
alabbi alakra hozhatok

il 1 LE
. _or , i . L or o)
—rcos@sin A+cos@cosAi— —Fsin@cosAtcos@sindA— cos@rcosd—
cA cep cp |
N .. oor . .- . . or .. or
rcosgrcosA tocos@sindA — —rsing@sinA tcos@sinA—  cos@?sin A —
cA e cp |
. cr ) e . &
sin @ — FCos@+sin @— sin @ —
L cA o
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A 1égkdri kinematika

I1.4. A barotrop és a baroklin légkor

11.4.1. Az 6sszenyomhatatlan homogén 1égkor kozelitésében a levegd dsszenyomhatatlan folyadék tulajdonsagaival
rendelkezik Ebben a kozegben a stirtiség allandd, sem a nyomasnak, sem mas valtozonak nem fiiggvénye, ennek
megfelelden a barotropitasi egyiitthatd értéke nulla. Az 6sszenyomhatatlan kdzelitésben az elmozduld 1égrész
(folyadékrész) stirlisége nem valtozik, ezért a piezotropitasi egyiitthatd szintén nulla. Mivel a barotropitasi és a
piezotropitasi egyiitthatd a Iégkdr minden pontjaban megegyezik, az 6sszenyomhatatlan homogén 1égkdr autobarotrop
kozeg. Hangstlyozzuk, hogy itt nem gazrél, hanem folyadékrdl van sz6. Gondoljunk csak a sekély viz egyenletekre.

11.4.2. A nyugalomban 1év6 homogén 1égkorben a siiriiség allando, barotropitasi egyiitthatoja nulla. A kozeg
azonban 0sszenyomhato, ezért felfelé torténd elmozduldsa sordn a nyomas csokkenésével parhuzamosan a stirtisége
is csokken. A szaraz adiabatikusan felfele mozgo 1égrészben a hdmérséklet valtozasa:

. R
(=5 £ |°

.“_p: J
ahol T és p a z magassagban mérhetd, mig T és p, a felszini hdmérséklet és nyomas, R a specifikus gazallando,

¢, pedig az allandé nyomason vett fajhd. Az idedlis gaz allapotegyenletével a hdmérsékletvaltozas a siirtiseg
megvaltozasara valthato at:

4 |

i_—L'
2R p R

A fenti egyenlet megadja a felemelked6 levego stiriségének nyomasfiiggését:

A piezotropitasi egylitthatd a p = p, helyen, kihasznalva az idedlis gaz allapotegyenletét és az R=c,=c,

Osszefiiggést:

Mivel a barotropitasi egylitthatd nem egyezik meg a piezotropitasi egyiitthatoval, a kezdetben fennalld barotrop
rétegzddést a fiiggdlegesen elmozduld 1égrészek megbontjak, azaz a kozeg feltételesen barotrop.

11.4.3. Az adiabatikus 1égkorben a hémérsékleti rétegzodés megegyezik a szaraz adiabatikusan elmozdul6 1égrész
hémérsékleti profiljaval. A 1égrészek elmozdulasa nem valtoztatja meg a rétegz6dést, a kezdeti barotropitas
megmarad, ezért a kdzeg autobarotrdp. A barotropitasi és a piezotropitasi egyiitthato a I1.4. 2. feladatban bemutatott
moddon szdmithato:
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A 1égkdri kinematika

11.4.4. Az izoterm légkdrben a hdmérséklet minden szinten alland6 T értéki (egy adott idépillanatban). A nyomas
és a sliriség kapcsolatat ebben az esetben az idealis gaz allapotegyenlete irja le:

P =PRI,

A barotropitasi egyiitthatot a stirliség nyomas szerinti derivaltjaként kapjuk:

Az izoterm légkdrben felaramlo levegd a szaraz adiabatikus hémeérsékleti profil szerint hiil. A 1égrész elmozdulasara
vonatkozo piezotropitasi egylitthato a I1.4.2. feladatban bemutatott médon szamithato, értéke:

Mivel a barotropitasi és a piezotropitasi egyiitthatd nem egyezik meg, a kezdetben barotrop rétegzodés a vertikalis
elmozdulasok soran megbomlik, azaz a kozeg feltételesen barotrop.

I1.4.5. A baroklinitési vektor a nyomas és a hOmérséklet ismeretében a kdvetkezé6 modon szamithato:

N=—v7x Xy,

P
A homérséklet gradiense:
-4 |
VI = -C |T; exp(-Dz)

D (Ax+Cy) )

Megjegyezziik, hogy a homérsékleti gradienst (s a nyomasi gradienst is) felirhatjuk a szokésos koordinata-
egységvektorok alkalmazasaval is a kdvetkezdképpen:

VI =T exp(—Dz)-[-Ai -+ D(Ax+Cy)k]
A légnyomas gradiense:
_4‘ 0 ‘.:
Vp= 0 p exp( —kz )

| —k |

Az izobarok és az izotermak szoge megegyezik a rajuk merdleges gradiensek altal bezart szoggel. A két gradiens

vektor € szdge a skalaris szorzatuk segitségével szamithato:
VI-Vp=VT||[Vp| cosé

amib6l
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A 1égkdri kinematika

D(Ax+Cv)T,p, exp(—Dz)exp(—iz) D{Ax+ Cv)

cosf = — .
\Laf +C+ D*(Ax+ Q) T, exp(—Dz)lp, exp(—kz) kA +C* + D (Ax+Cy)

A légnyomas gradiense fliggbleges iranyba mutat, ezért a ra merdéleges baroklinitasi vektor a vizszintes sikban
fekszik majd. A két gradiens vektor keresztszorzata:

. . -4 700
‘R_ RT,p, ' '
N=-VIx =Vp|=-— _exp(-kz-Dz) -C |x 0 =
\p ] pyexp(—kz) ' '
\D(Ax+Cy) ) | k)
_a' A_C"\: .;" C"\.:
=—RT exp(-Dz) k4 I=—EcRT: exp(—Dz) A |

L 0 J_,I L OJ!

Megjegyezziik, hogy a fenti vektorszorzast felirhatjuk egy matrix determinansaként is:

-4 o0 i J k
-C % 0 =4 -C D(Ax+Cy
VD(Ax+ Gy ) k) [0 0 -k

A baroklinitasi vektor valoban a vizszintes sikban fekszik, irdnya allando, nagysaga pedig csak a magassagtol fiigg.
Az északi irannyal bezart & szog a kovetkezOképpen szamithato:

tg(90°— o)==
: )=G

B

amibdl az & szogre az

o =arctg — |

kifejezés adodik.
A baroklinitasi vektor nagysaga:

[N|= kR T, exp(—Dz)</C* + 47
amely csak a magassag fiiggvénye.

11.4.6. A baroklinitasi vektor a nyomas és a hdmérséklet ismeretében a kvetkezé modon szamithato:

S:—T—"TX- E"Fp .
.“-p J..I

A hémérséklet gradiense:

332

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

A 1égkdri kinematika

ey
VI= -C T,
\-D |

A légnyomasi mez6 megallapitasdhoz az idedlis gaz allapotegyenletének felhasznalasaval kifejezziik a nyomas
magassag szerinti megvaltozasat a nyomas és a hdmérséklet fiiggvényeként:

dp _ gdz
D RT
gd=’

A |
PN RT,(-Ax-Cy—-Dz')

>

=

r__g . (—Ax—Cy—Dz

p, DRT, | —dAx-Cy |
[ —Ax—Cy—Dz \PR% .f]+ Dz \TE
P=Py\— ———— | TH .
—Ax-Cy Ax+Cy )
Az igy kapott nyomdasi mez6 gradiense:
( s \‘: - D . Di" -1 n
ol z |t
Y T3 ) Bl v
ol Ax+Cy) Ax+Cy)
LdrCy) T . (Ax+Cy)

Az izobarok és izotermak szdoge megegyezik a rajuk merdleges gradiensek altal bezart szoggel. A két gradiens

vektor € szdge a skalaris szorzatuk segitségével szamithato:
VI-Vp=VT||[Vp| cosé
amibdl

AL +C+D(Ax+ o)
cosf = - E

\I[ﬂ-f +C DY) £ +C (At Oy’

A két gradiens vektor keresztszorzata:

o , i (=AY [ =4
.'R '\I R . f D \IDE}; D

N=—VTx —Vp |=-=0 1e——— " - L —Cx € =
\p ~ ) p ol Ax+Cy ) (Ax+Cy) -D) {Ax+Cy)
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A 1égkdri kinematika

- f—An 7 =4
T - : Dg;} 1+1DZC"; T, <P € =
; D, T ol Ax+Cy ) (Ax+Cyv) DI | AxtCv |
7, 1+ \ Y Y,
: Ax+Cy )
F—AY [ =4 "J14C1'+C:J.'+CD\'1
1 g g 2 .
=— - 3 Clx € |\=—par e A Xt AGy+ 4D |
1422 ;[-‘i"'+c}'-] D | | dxscy) ETLyTRe)lAery) 0 |
Ax+Cv) SN : \ y

A baroklinitasi vektor tehat a vizszintes sikban fekszik, iranya pedig csak a horizontalis koordinataktdl fiigg. Az
északi irannyal bezart szoge a kovetkezOképpen szamithato:

. . ACx+Cy+CD
tg(90° - | = —
: T Ax+ACv+AD
amibdl a szdgre az

( A+ ACy+AD)

o =arctg ——M————
| ACx+C y+CD )

kifejezés adodik.

I1.4.7. A piezotropitasi egyiitthato:

podpte 3. 2. 0

do(x. y. z. 1)
_ £ =T
A nedves adiabatikus hdmérsékleti gradiens: 4z ’
Az idealis gaz allapotegyenletébdl:
=2
PR

ar=2_2 4,
oR  p°R

Ezt behelyettesitve a homérsékleti gradiens kifejezésébe:

L_r g
PR PR _p
o _

A hidrosztatikus nyomas-magassag 0sszefiiggésbol kovetkezik, hogy:

dzz__ldp
pg
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A 1égkdri kinematika

Ezt a kifejezést is behelyettesitjiik a hdmérsékleti gradiens egyenletébe:

v

£
pR PR _1p
dz pg

-7
oR

B | =
vy |

&8

Az egyszerisitéseket elvégezve:

Az egyenletben megjelent a piezotropitasi egyiitthat6. Atrendezés utan, valamint az idealis gaz allapotegyenletének
Ujboli felhasznalasaval a kovetkezo eredmény adodik:

g _1 L
d RT gT

gy

B:d_’o

11.4.8. A piezotropitasi egyiitthat6 ismert: d

A stirliséget a nyomas ismeretében hémérsékletre, a nyomast magassagra kell atszamitanunk, hogy megkapjuk a
hémérsékleti gradienst. Az idealis gaz allapotegyenletébdl:

P d_dp P

PoRT os © RT RT

A hidrosztatikus nyomas-magassag 6sszefliggés: dp=-pgdz

A stirliség és a nyomas megvaltozasara vonatkozo kifejezéseket behelyettesitve a piezotropitasi egyiitthatd képletébe:

dv p
= __ <~ 4T
p-% _RT RCC _ 1. p 4T
dp —pgdz RT peRT" &

A vertikalis hémérsékleti gradiens ismert B piezotropitasi egyiitthatd esetén, az idealis gaz allapotegyenletét
ismételten felhasznalva:

II.5. Koordinata-rendszer forgatasok, a linearis
skalar- és vektormezok felbontasa

T-4A 3
. |=0
IL.5.1. A sajatértékek meghatarozasahoz oldjuk meg a =T egyenletet! Ebbol adodik a két sajatérték:
A =4 , 2= 3. Kihasznalva, hogy
7- 3 (s,
| ]f_ ,J,I- E; 0

A'S:.-zf.:.-s:.-,vagyis N —'_f-_-" \ ‘5_'; i) ,
a normalt sajatvektorok alakja:

1 -1 1 -1 1 "3

Slz

[(—lj:'i']:]l: L 1‘|
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A 1égkdri kinematika

[cos®  sind)

A=
I1.5.2. A forgatas matrixa: \ind cosd) . Kihasznalva, hogy

1), _

5 | —+1]

V= «‘.;_ 1=l N

. 1 30, .

cosBO"z£ sin 30° =l -= =2 \-E_—|

2 g 3 7 7 ) 2

a) < és -, i -
cos(—120%) = —cos60° =—l sin120° = —sin 60=—£
b) 2 és -

vl 2 2 2
"J@ 1 “;: ﬁ_] l
2 2 ',

I1.5.3. A 3-dimenzios forgatast két egymas utani 2 dimenzios forgatassal végezziik el. (A két forgatas sorrendje

mindegy, a forgatas szogei azonban fiiggenek a sorrendtdl, vagyis nem ugyanaz a két forgatas két-két megfeleld
forgatas matrixa.)

El6szor az =) sikban forgatjuk el a koordinata-rendszert az dramutaté jarasaval ellentétesen az ottani négyzet

atlojanak az iranyaba (-Gj =45 ). A forgatas matrixa:
7 cosg sing 00
A = —sing cosg 0 |

0 0o 1)

Ekkor kapjuk az **¥-7) koordinata-rendszert. Természetesen itt Z'=Z . Ezutin az *=77 sikban forgatunk.

" e —
Az * koordinata irany a kocka atloja lesz. A négyzet atloja (a’fﬁf ‘E) és a kocka atloja (e = “@) altal

B
Sind =—= CcosiA=

bezart szog (4 ), s igy ’ﬁ , *-E . A forgatas matrixa:
fecosi 0 sind)

A= 0 1 0 |

\—sind 0 cosd )

Ekkor kapjuk az (" 7" 2") koordinata-rendszert. Itt ¥ =¥ . A 3-dimenzids forgatas matrixa:

"cosi 0 sind) (cosg sing O -'Jau a, c:rl_:";
A=A A = 0 1 0 |- —sing cos¢ O|= ay ap ay
\—sini 0 cosd)| O 0 1) la ay as)

ahol az A matrix elemei rendre:

¢, =C0sA-cosd @, =cosA-sing @, =sind |
b b

2
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A 1égkdri kinematika

E >

a4y, =—sing d, =cosgd =0,
b

iy = —sind -cos¢ @, =—sind-sing  a; =cos4

> >

Megjegyezzik, hogy A.-A,=A-A, ]

I1.5.4. Ha el6szor forgatnank el az " tengely valtozatlanul hagyasaval a Z és az * tengelyt 4 szoggel, akkor még
egyik 1 tengely sem esne a kijelolt uj iranyba, vagyis nem lenne elég a koordinata-rendszer transzformaciohoz
egy tovabbi 2-dimenzios forgatas.

o
== ¥y = 0 Vi=—F
1)

A=2 A= _;;_1

I1.5.5. A matrix sajatértékei és sajatvektorai rendre: ,
Az egységvektorok iranya ismerds (lasd a I1.5.2. feladat megoldasat). Az 1j koordlnata 1ranyokkal megadott

rendszer nem ortogonalis. Az 11j rendszerbdl az eredeti rendszerbe az A operator visz at.

1 1

2 2
A= 0 1 0

31

"..2 2 J

I1.5.6. a) A haromdimenzios forgatas matrixat két 2-dimenzios forgatas segitségével irjuk le. Négy allapothatarozonk

(w.v.w.T) ,s igy 4> 4-es matrixot kapunk. Természetesen a hdmérséklet (skalar) értéke nem fligg a koordinata-

van
rendszer valasztasatol. A I1.5.3. feladat megoldasat kovetjiik. Eldszor az = ¥) sikban forgatjuk el a koordinata-

rendszer * tengelyét, megkapjuk az F=¥ =27 rendszert, ahol Z'=Z. A forgatas szoge az MILS. 1. dbra alapjan

?,

X X
MIL5.1 dbra. A koordindta-rendszer * tengelyének beforgatdsa az dtlagos szélsebesség irdnydba ().

Az atlagos sebesség komponensek eldjele alapjan az egyes sik-negyedekben egyszeriien felirhatjuk a szinusz és
koszinusz fiiggvény értékét is:
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A 1égkdri kinematika

ahol 4= ¥% ™V 4 horizontalis sebesség. A masodik 4 szoggel torténé forgatas utan kapjuk az ¥=¥"-2"

rendszert, ahol ¥ =¥, A szogfiiggvények:

=

sind = cos ¢ == (v = 0)
N ' T
b

=i =

5 5 5

ahol ¥=N# TV TW a7 atlagos mért aramlési sebesség. A forgatds utan azt feltételezziik, hogy az 4tlagos vertikélis

sebesség nulla (;"r =0), vagyis az (¥ ik a ,»valodi” horizontot adja. A szdgfliggvények ismeretében mar

. A : . A=A_A
megadhat6 a két egymas utani forgatas ¢ és A; , s ezek szorzataként a keresett forgatas matrixa ( L),
“cosA 0 sindA 0 [ cosg sing 0 0 (@, a, a; 0
A-A A - 0 , 1 0' 0” —sing cosg 0 0 _|an an ax 0.
N —sind 0 cosi 0 0 0 10 @, anp ay 0
0o 0 o0 1) 0 0o 01 {0 0o 0 1)

Az A matrix elemeit a métrix szorzés szabalyai szerint kapjuk, ahol egyezéen a I1.5.3. feladat megoldasaval:

¢, =C0s A-cosg g, =cosd-sing g =sind
b b b

ay =—sig ay, =cosg a; =0,

> > >

iy = —sind -cos¢ @, =—sind.-sing  @; =cosd

E E

b) Az 0 rendszerbeli fluktuaciok kifejezhet6k az eredeti rendszerbeli fluktuaciok alapjan:

fay, a, a; 0)[a) [au+aV+aw| [ug)
4y dy dy 0 W ayid +aV +agw ve' |
ay a4y a0 W agutanVtagw' o we

o 0 0 1)iT) | T )T

w'e |+ wv)
3 I F \ I F

[w''| =
! I |

a

A sebességfluktuaciok szorzatatlagat szamitjuk ki. Kihasznalva, hogy s =0 :

ey -yt a - a ) u Wt A - an VY (g - asy T as - ds ) VWt ag - ag - w'w

>

Vew's =(ay ' +aV + ap W) - (aq i + a5,V + @ w) = (a1 + ap,V) - (ag ' +ag,V + aw')

=y - Ay Ul (G - gy Ty - ay) - WV Tl -y UW -y VYV Fa, g VW
b

s igy mar felirhato a keresett kifejezés.

¢) A vertikalis hdmérsékleti aram az elforgatott rendszerben:
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A 1égkdri kinematika

IT'ew =T agu'+rav+awh=a,-T'u'+a,;, -T'vV+a,-T'w

d) A transzformacidé soran nem valtozik a hémérsékleti fluktuacio értéke, igy a homérséklet varianciaja

(szorasnégyzete) sem.

e) A sebességkomponensek variancidja az elforgatott koordinata-rendszerben:

w'pu'y = (@ o vt apw) (e apvitagwl) =

=(a,) u'u'+2-a, @, u' v+ 2@, an - w (@) vV 2-a, as v w H(a) ow' !
b

VoV s = (@8 @y V' @ W) (@it + GV F @ W) = (it F @yrV) (@it @V = (@) V2t 2+ 2 @y o -2V (@ ) VY
FYF 21 1 b 21 2 3 21 1 21 1 1 1179 n ,

W W'r = @yt +a@sV'+ @w) - (@ '+ anv'+ asw) = (ag) u'u'+2-a5p - anu'v'+2-ay -aou'w'+

+(a_::)2-v'v'+ 2oa,-ag -v'11"+(a_=_=)2-11"11"

I1.5.7. Nézziik az egyes derivaltak alakjat az eredeti és az 0j koordinata-rendszerben. A derivaltak atirasanal két
dologra kell figyelemmel lenniink. Valtoznak a koordinata-iranyok és valtozik az adott vektor reprezentacioja is.

— =cosf——sind—=cosf cosf——sinF— l—smaE-t cosd ——sin d— |
cx cx cy L cx cx cy oy )
b
du . _Cu & . [ Su' . v [ du' . v
— =sinF—+cosf—=sind cosF——sinF— |+cos.5‘ cosF——sind— |
cy &x cv \ & ex') gy ')
2
&v - [ o o TP - T
—=cosf—-—sinf— =cosf sinf —+cos f— [—sin & sind—+sind—
cx cx cy L cx &x ) cy )
b
& _ . &V &v _ . o g8 &' - &'
—=sinf—+cosd—=sinF sinF—+cosF— |+cosd| sinF—+cosF— |
cy i cy cix cx') cix cx')

Kihasznalva az invarians mennyiségek el6allitasat, vagyis a L divergencia,a = 6rvényesség, illetve a deformacio

(D of =4 +B° ) felirasat:

p_fu v . o o

& @ T & &

A=V p VA

oy gx' o

teljesiil, hogy:
cu' 1 a1 a1 \ i
= — A —_—— D_J_l — i S +B
= 2(1:r+11) ) 2( ) P 2(=+}3‘j o 2(_ )
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A 1égkdri kinematika

s innen mar felirhat6é a megoldas.
I1.5.8. A linearis sebességi mez6 felbontasa a I1.5.7. feladat alapjan:

(D +4) d\'+% (B-)dy dvs +%(:+ B)cir+é(D - Ady

>

A megoldasra varo két-két egyenlet:

(0.5 0574} (3107 (0.5 0.5\ (B} (1107
—0.5 03/\D) (110°) 105 05)12) (7107

b

_ § -1 A § -1 _ & -1 o~ _ g -1
A szamitasok utan: =+ 107 s ’D—&-lO’ ¥ (divergencia), B=8-10"s , = =610"s (6rvényesség). A
42 1 _ 11 -2
deformacio értéke: Def=A4"+5 =8.10""s .

I1.5.9. A lineéris sebességi mez6 felbontasa miatt deformécié mentes mezében:

o | S
28
I
=]
L

sp —=05D Z_g5r = =-05C

ami alapjan mar felirhato a linedris sebességi mezo.

I1.5.10. Legyen adott a D derivalttenzor és D’ transzponaltja. Tekintsiik a kovetkez6 felbontast:
1 o] r
D=E(D+D j+E(D—D 1=D.+D,

Mivel egy matrix transzportaltjat az elemeinek a fétengelyre vonatkozo tiikrozésével kapjuk, igy a felbontas elsé
tagja szimmetrikus, mig a masodik tagja antiszimmetrikus matrix lesz. A felbontas egyértelmd, igy bizonyitottuk

az allitast.

I1.5.11. A derivélttenzor a sebességmez6 megfeleld derivaltjaival adhato meg.

)
W

Cu Cu cu |
cx oy 8z | £ . 5
- Pl a” 2ag 0
dv v v o o
D= -— - -— |= 0 bz~ 25_]..2
cx oy ez | .
~ o | 2oz 0 x|
cw oW CW - -
cx oy &z
b
értéke a P pontban
fa 2a 07
Dim= 0 & 125
|
|

{2 0 ¢

A derivalttenzor szimmetrikus (skalar invariansokat tartalmazo) része:
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A 1égkdri kinematika

cu 1/ 8z &v) 1/du 2wl
cx 2lév dx) 2\8z é&x Jo .
- - . ey axy o= |
1/ cu &v) av 1/av cwl! 5 |
D.= - —+— - =t |=|o bz" bz
2\ &y &x gy 218z v )| |
- ) . - ’ Loz byz oext )
1/éu cw) 1/dv ow! o )
208z &x) 2é &) cz |
A szimmetrikus matrix értéke a P pontban:
fa a ¢
D(Py=a b b
- |
| b ¢

Lc

A derivalttenzor antiszimmetrikus (vektor invariansokat tartalmazo) része:

0 1/8u &) 1 ew ||
208y ex) 2lé ax) )
P ’ ) . 0 axy  —exz
D.- 222 o FEFe 0w
2 C’L o , A gz &y Y
1/du &w) 1/dv &w)
=l == it 0
208z &x) 2l dz ey )
A szimmetrikus matrix értéke a P pontban:
0 a -
D.=—= 0 &
c —b 0
I1.5.12. A derivalttenzort felirhatjuk diadikus szorzatként:
D=V-:V )

Megjegyezziik, hogy ez a feliras formailag helyes, de a Nabla-vektor kett6s tulajdonsaga miatt természetesen a

matrix elemeinek megadasakor a Nabla, mint vektor egyes komponensei (parcialis derivalas) hatnak a V vektor
megfeleld komponenseire.

Henger koordinata-rendszerben:
és

V=v,(raoi, +v.(r.oi,

A diadikus szorzas tulajdonsagait kihasznalva, a derivalttenzort felirhatjuk az egyes egységvektorok szerinti
diadikus szorzatok 6sszegeként:
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A 1égkdri kinematika

. év,, . &v., . 1., .
v,z @)V =$l=- o, +$L. sl +v, —i. i,
cr cZ r '

B

&,
- ~L
hiszen €9 és
; ov.., . Ewv.. .
v(r 2, oV =—"o0_i, +—5i0_ei,
cr ¢z
A derivélttenzor diadikus alakja:
- (8v,. &v.. YV . (v.) . (év. &v. ).
D=VeV= i +—Zi_ o0, + Zi, |ei, + —Zi, +—=i_ |=i,
=i cr ) L S A Y -4 cz )
i v &,
-+ 0 ]
& ez
v |
D=0 <L 0
¥ |
& o I
ami kifejtve: & =
A derivalttenzor szimmetrikus része:
&y, 18y, &)
- 0 - =+
2\ 8z &r)
1 r v, .
D=-(D+D")= ] hid 0
2 ¥
178v, &) v,
- —L+—= 0 -
1218z &) » !
A derivalttenzor antiszimmetrikus része:
’ 1/8v, &v.
0 0 - ——|
) 2\ 8z or
D=—(D- D)= 0 0 0
- 1/ dv, &v.)
== 0 0 '
28 &) !

I1.5.13. Legyen az elemi gomb sugara r, a harom egymasra merdleges foirany, ahol csak nytijtast, vagy zsugoritast

latunk (i= ik ). Ide helyezziik a Descartes-féle koordinata-rendszer (*: = € tengelyét! Tekintsiik az elemi gomb

feliiletén levd £ ponthoz tartozé tp =05 3,:2,) helyvektort. Ekkor —a gdmb egyenlete miatt — teljesiil, hogy
rP: = xj:, + }'i, +zf,

Legyen az alakvaltozas soran az T helyvektor végpontjdnak az elmozdulasa a merev testszerli forgas

nélkil (hiszen az nem okoz alakvaltozast): drp=A-1; . Legyen a fétengelyek iranyéaba esé nytjtast, vagy zsugoritast
leird tenzor alakja:
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A 1égkdri kinematika

g 0 0
A= 0 &5 0
00 &)

Az elmozduls soran a £ pont helyzete is megvaltozik (£'). Az 6j helyvektor (r‘“'

ami az A tenzor felhasznaldsaval

(l+e
Yel= 0 1+g 0 -
. =(E +A)-1;D, illetve “22

az egység tenzor.

“p

0 00 "J.\’P 3

J Lo 0 1+g)lz) g

__tr

=(xp.1,.2,) L =h+dr
. b

_ %

) *p =
Az ' helyvektor ellipszoid felilletén lesz, hiszen teljesiil, hogy HEI,

Y, =
F 1+¢

>

Zr

1+4 , amit

visszahelyettesitve az eredeti helyvektor nagysagat leir6 egyenletbe megkapjuk az ellipszoid egyenletét:

Y VP djands
(+8)  (+&) (+e)

11.5.14. Az VA A A nem antiszimmetrikus tenzor skalar invariansai:

A=A+ A+ 4 =4+4+4,

>

A ALl 1Ay A5 |4y As| L. ..
Ay = el M M = Aiy + Ay s+ Ao
-1 i1 "-i: 2 "-13 1 "-133 "-i.: 2 "-133 i i
4, 4 4;
Ap =|dy Ay Ad|=A 4 A
Ay Ay Ay

a) Az A derivalttenzor skalar invariansai:

A4 =7510"7 5T 4, =-625.107 57 4, =-0375.107757

A 71272275 sajatértékeket az
A-s =4

sajatérték-sajatvektor feladat megoldéasaval kapjuk.

b) A karakterisztikus egyenlet alakja:
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A 1égkdri kinematika

A, — 4 4, A;
dettA—/E)=| 4, Ay-4A Ay |=0
‘;131 fi_:} gy -4

A megoldasra var6é harmadfokt egyenlet:

0=A" — A" + A /- Ay

. e I S T
¢) Az adatok behelyettesitése utan: 4 =100-10""s 713_30-10 s M=k 107s

d) Az A matrix szimmetrikus, igy az antiszimmetrikus matrix a null matrix.
e) A derivalttenzornak ebben az esetben nincs vektor invariansa.

) A derivalttenzor szimmetrikus része felirhato tiszta nyiras

4,-¢ 4, 4
dettA—eBE)=| 4, d,-& 4 |=0
A5 Ay Az -8

1. .
:E . . . e=—(dy +dy+ ;)
és az izotrop dilatacid 6sszegeként, ahol .

1
e=—4,=2

=— 107 st
Az adatok behelyettesitése utan: 3

Lh

11.5.15. A I1.5.14.d feladat megoldasa alapjan

a) a harom skalarinvarians:

4,=310"s" 4, =-10-10"s7 4 =-24.10% 5"

> E

b) A karakterisztikus egyenlet alakja: 0=4"-D;4"+ Dy Dy

¢) Az adatok behelyettesitése utan:

A, =400-10"% s A4, =200-10" s A =-300-10" s

E >

A harom normalt sajatvektor:

%(2i+ij

1. .
s;=—=(i—2j) s;=sxs;=
5
b b

s;=k ° fs

E

[k

aho a Descartes-rendszerbeli egységvektorok.
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A 1égkdri kinematika

11.6. Véges kulonbséges modszerek
alkalmazasa a derivaltak és az invariansok
meghatarozasaban

I1.6.1. A levezetés soran kihasznaljuk, hogy a sebesség parhuzamos az aramvonalakkal. Tekintsiink két egymashoz

kozeli aramvonalat. Nézzitk a AF = AsAit elemi feliiletet a természetes koordinata-rendszerben.

A divergencia invarians definicidja szerint (MI1.6. 1. abra):

1 - 1 . .
divl = lim — I V.dn=lim ——|—Anl +{An+AAR) -(F+ AT
AF=UAF = AF=0 AsAn " ’

>

ahol 47 az elemi elmozdulasra meréleges kifele mutatd normalvektor.

Ay AMAn)
. _
4 -
1w
An .
L 3
-
ks
As

MIL6.1. abra. A divergencia meghatarozasa természetes koordinata-rendszerben.

Kihasznalva, hogy 7 =447 & V=AV  tovabba a masodrendben kis tag (227 A7") elhanyagolasa utan,
tudva, hogy 247 =4s-A7
divV = lim ﬂs-ﬂ:’:-l£+vﬂ—zi=?+l’cﬂ-—z
=0 An L As An,) s on

11.6.2. Az drvényesség invarians eldallitasa szerint (MI1.6.2. abra):

]A (vAs — (As +A(AS)) - (v+AY) )

As An

] -
rotV-k=.=lim —k- JdsxV = lim
AFSOAF = AF—3(

A masodrendben kis tag elhagyasa utdn, kihasznalva, hogy Alds)y=—An-Ay , ahol a negativ eldjel azt jelenti, hogy
pozitiv szogelfordulas esetén csokken az ivhossz:
Av Ay ——E+vz

. : 1
= lim [—As-Av—v-A(As) ) = lim ———-As- A ——+v—= | = —— =
aF=l As-An T ARl A An L An As ) cn és
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A 1égkdri kinematika

As _
- Az
An

AAS)

*
s

MIL.6.2. abra. Az 6rvenyesség meghatarozdsa természetes koordindta-rendszerben

I1.6.3. A ciklon 6rvényességére kapott munkaformula

i -
-+ =33.107 57
alapjén 8;«-10 10

I1.6.4. Az anticiklon 6rvényességét ado két tag azonos nagysagu, de ellentétes el6jelii. A szélsebesség nagysaga
csokken a kozépponttol kifele haladva. A gradiens nagysaga:

.-'Jn:E.
Ay

=5.107 57"

|

D=— _ -5 -l
I1.6.5. Az aramvonalak ko6zotti tavolsag nem valtozik, igy a divergencia alakja: cs | értéke: D=0,6-10"5"
11.6.6. frjuk fel a sebességkomponenseket az egyes racspontokban!

=" 9ms™
2
2 = b
— .JE - -1 _ﬁ - -1
gy=——-Tms> w=—:Tms
2 2
b b
V3o 1 3
Uy =———-6ms V,=—-6ms
2 2

Centralis masodrendt sémat hasznalva a divergencia:
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cu BV U —is V,—V 5o
=L B3 B (68-107 57

& &y  2Ax 2Av

’:i—ﬁ: Vs _E’t} iy =1 8_10—5 S_l
cx dv  2Ax Ay )

>

vagyis az aramlas jo kozelitéssel 6rvénymetes. A deformacio alakja:

defv =| S8 _2Y o & e S B Al =0,90-107 57!
iox ov) & &y, | 2Ax Ay ) 2Ax Ay )
A szamitasok soran kihasznaltuk, hogy Ax=Ay=r=3100m
11.6.7. irjuk fel a sebességkomponenseket az egyes racspontokban!
2o V2o
ulz—T-Qms HZ_T'ng
. -1 'JB_ - -1
g, =——-Tms =  Vv,=———-Tms
2 . 2
3 1
H:=—£-10m st ow=—-"10ms™
: 2 -2
5 -1 -1
u,=—12ms" v,=0ms
=—0 75 Tl . r r = 7 - gl
Centralis méasodrendi sémat hasznalva a divergencia: D=-0,75-10"s , az Orvényesség: = 197-107 s ,a

= 45 = -1 . _ 105 el
planetaris 6rvényesség: flo=45%)=10"s , igy az abszolut 6rvényesség: =2~ = +/=803-10"s . A rendszert
divergencia és er6s anticiklonalis d&ramlas (negativ 6rvényesség) jellemzi.

11.6.8. a) A harom ismert pontban a sebesség komponensek:

b 2
a:::#-llm s7! v:=—£-llm 57!

(3]

u==£-9ms'1 vzz—l-gm 57!

T2 ) 2

u4=1-8m s v4=—£-8m 57!
2 2

A divergencia és az 6rvényesség véges kiilonbséges alakjabol indulunk ki. Kihasznaljuk, hogy ekvidisztans racson
dolgozunk. A divergencia nulla voltabol kovetkezik, hogy

-1
y=u;—v,tv,=86ms
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A 1égkdri kinematika

Y — s et ——(1 7 -1
Az 6rvényesség nulla volta miatt: *1 = *5 ti—u,=—0.Tms .

A II.6.5a. abra szerint az 1. pontbeli érték nélkiil egy anticiklonalis 6rvényességli mezot latunk. Ahhoz, hogy az

orvényesség nulla legyen az 1. pontban a szélvektornak csak kis értékii délies Osszetevoje lehet. A deformaciod
értéke:

ful Tw—u o owv-v, ) Tw—w - | T
= ATE BT h g HTH BT 167107 s

L dv) | 2Ax Ay ) 2Ax PR

b) A harom ismert pontban (1, 2, 4) a sebesség komponensek a /1.6.5b abra alapjan:

uﬁzl-Sm s ow =—£-Sm 57!
2 - 2
2 7
u4—£-llms'1 »4——\E-llmsl

A divergencia nulla voltabol kovetkezik, hogy

-1
=1+, —v, =86ms

o _ -1
Az drvényesség nulla volta miatt: *3 = 17 2 tu,=—4.0ms .

- 10 -2
A deformaécio értéke: defV =185-107" s .

11.6.9. Nézziik a I1.6.6a. abran lathatoé aramlasi képet! Hatarozzuk meg a természetes koordinata-rendszerben az
egyes derivaltakat (MI1.6.3. és MI1.6.4. abra)!

Vs_] Vsli-b" +/, PVS.:

o %
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& ,J,\,_ _ (v, +9,0—(v, +v,) &, ,J,\,_ v )=y )

MIL63. dbra. 4 & 29 s ésa 7 A VA
vizsgalt térrész kézepén.

derivalt kiszamitasa a

A I1.6.6a. és az MI1.6.3. abra alapjan:

.12 % i P AT ., 5
iﬂ‘l_‘” 8.3 l_d__[J 62.10= <! i%_‘.=»_.=(13+8) 2 (1?+9) 2 o
Es As 650-10° oo An 300-10°
AS=AS+AAS) A{*\S}
_,_,:—'-_"'_"'_'_F_-'___F:_'—_:_:__—_:_ _____ __'_r_ \_\ i rl .ﬁﬂ'}
’E \f‘-‘tms. "
\ o
1 |I.|—
'| An=An+AARM) ﬁll g
I
s ‘ |I :
I' g -_ |/
a AS, e
—_——p -

MIIL.6.4. abra. A Ag, ésa Ag, sz0g meghatarozasa.

A 11.6.6a és azMII.6.4. abra alapjan:

A —arctg 288  TAn7hs) 100107 1

An An 300-10° 3

>

QLA AL —AN 0. 10°
g b)) 20104

As As 650-10° 13

Az MII.3.2. abra szerint mindkét szog (‘ﬂ%ﬂ@-) pozitiv. Ennek felhasznalasaval a keresett derivaltak véges
kiilonbséges kozelitése:

,_ 031
300-10°

-=10.3-107 57

(8]
Fle
[

E=1(12+9+8+13j =105ms™
A vizsgalt térrészre jellemz06 atlagos szélsebesség: .

A divergencia alakja:
D=—+» ﬂ %—0,62-107 +10,5-10.3-107 ~0.46-107 s~
s cH

Az drvényesség értéke:

5.5,01-107 -0=0,33-107 s

|
o
—
L=

il
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A 1égkdri kinematika

oy : o _ -4 -1
a 60 szélességi koron f(607)=20sin60°=1.22-10" s , igy az abszolut 6rvényesség:
=0+ F=0,05107+122-107 s =1,27-107 s~
Itt a planetaris orvényesség (f) két nagysagrenddel nagyobb mint az 6rvényesség (v. relativ drvényesség).

A4=2%_y % 0,62.10°-10,5.10,3-107 ~~1,70-107 5™

A deformacid szamitasa: cs on s
B=v o¢; +_ 10.5-5.01-107 +0= 0,53.107 s~ 12 10
Y an T mS . DefV.=A +B =3.18.107" s~
, s igy

Nézziik a [1.6.6b. abran lathato aramlasi képet! A természetes koordinata-rendszerben az egyes derivaltak:

év. Av. T- . dv. Av. (1148)/2—(7+6)/2

iai=— 9:=—0=31-10‘3 T fa—t= i =0.67-107 57
g5 As 650107 , en An 430-10°
—A(As)  100-10° _ A _100-10° )
A@ =arctg ——  — ﬂ=—0:22 ,-ln;?},_zarctg —_— OJ}
% T Anm 450.10° , As 650107
Ennek felhasznalasaval a keresett tagok véges kiilonbséges kozelitése:
! —_ =0 22 . ! —/ 5 .
v, Cﬁ' = »i = _0=--= =2 71-10°% 57 v, C;@" = v.‘lf" =8 _UJ‘ _=2.67-107 57!
T oos T As 650-10° , on T An 430-10°
- 1. o
v.=—(T+6+8+11)=8ms
A vizsgalt térrészre jellemz0 atlagos szélsebesség: .
A divergencia alakja:
D=4y S0y 031107 40.27-10% ~ 04.10 57
cs CH s
az Orvényesség értéke:
- ca, &y, - 5 - s -5 -1
S=v, - E a2 71107 —6,7107 = —9,41-107 s
cE CH s
a 60. szélességi koron az abszolut drvényesség: =2 ~ = {+f=113107
A deformécid szamitasa:
v, o, 5 S
A="Z—y 52031107 -0,27-107 = -0,38-107
cF CH ,
LG Y e 0t T 107 A - -1 .. -
B—»__E+ e 271107 +6,7-107 =3,99-107 ¢ sty Defv. = 4*+B° ~0.50.10°" s
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A 1égkdri kinematika

Megjegyzés: végezzik el a szamitasokat a derivaltak mas véges kiilonbséges kozelitésével, pl. An, As helyett a

An,, As,y tavolsagok haszndlataval. Mennyire térnek el az eredmények, mennyire fontos az optimalis véges
kiilonbséges kozelitd séma megtalalasa?

11.6.10. Nézziik a I1.6.6a. dbran lathato aramlasi képet! A négy vonallal hatarolt feliilet kozelitd teriilete a trapéz
oo AF=3-10°.6,5-10° =19,5-10% m?

1 ' 1 5 5 5
D=—V-ds, =—— - [-125.2-10° +8.5.4.10°]=0.46-10" 5~'
o - 195107

Az Orvényességet a cirkulacion keresztiil hatarozzuk meg. Itt ds, =dn vektor normalvektor iranyu, hossza pedig
ds | Az integrél el6allitas:

- l - : 1 = 1 = = 1 z 3 z -5 -1

f=—1Tds, xV=-o IV, -ds= ———[10.5-7-10°-10.5-6-10"]1=0,54-107 s

AF S~ AF 3L 19.5.107

Nézzik a [1.6.6b. dabran lathatdé aramlasi képet! A négy vonallal hatarolt feliillet kozelité teriilete:
AF =4.5.10°-6,5-10° =29.25-10° m’

A divergencia integral alakja:

1
D=

£ ] z z 5
= fvids =—— _[9410°+7510°]=-0,3107 s
AF T 712925107

Az Orvényességet a cirkulacion keresztiill hatarozzuk meg. Az integral eldallitas:

1 - 1
f=zlds xV=—[IV, ds

/ 5.6-10°-9.5.7-10°]=-0.91-10" s~
AlF Al

TR

A I1.6.9. és a I1.6.10 feladat megoldasai — a hibahataron beliil — megegyeznek.

D=-15107%5" T=85107 570

II.6.11. A divergencia értéke, az Orvényesség - a deformacio:

Defv. =4 +B =155.107° s~

I1.6.12. A feladat altal leirt legegyszertibb aramvonal képet (trapéz) az M.11.6.5. abra szemlélteti.

v

MII.6.5. abra. Divergencia-mentes aramlds, széttarto aramvonalak esetén.
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A 1égkdri kinematika

A két aramvonal kdzotti tavolsag a bearamlasi oldalon d, a kiaramlasi oldalon (ahol a divergencia mentes aramlas

miatt a sebesség lecsokken @ +Ad  Teljesiil, hogy

Ad =2asin10®

E

ahol @= 600km a7 aramyonal hossza. 2¢ =208-4Xm \five] a két aramvonal kozott az atlagos tavolsag 400 km,

ezért a belépd oldal hossza d =400-Ad/2=295.8km , akilépd oldal hossza HW0+Ad2=300.2km A yontinuitasi

egyenlet alapjan a belépd és a kilépd sebesség aranya megegyezik a kilépd és a belépd oldalhossz aranyaval. A
sebesség 58,6%-ot csokken az &ramvonal mentén.

11.6.13. Elég, ha megadjuk a £7%¥) fiiggvény parcialis derivaltjainak az eléallitisat, hiszen ennek analégiajara

fel tudjuk irni a sebesség komponensek derivaltjait, s a keresett mennyiségeket is. A derivaltak felirasakor vegyiik
+ £ ¥

figyelembe, hogy az egyes pontok x és y tengelyre esé vetilletei az origdban, vagy attol < és T1-7 tavolsagra

van.

& 1 1

._gz_i g —gt—=(g;—2g:+¢g _S)|

cx Ar 2 J
b

11.6.14. Az * sugaru koron elhelyezkedé 8 pontos séma alapjan szamitott hémérsékleti gradiens értéke
1,18 °C/100 m, az x-tengellyel bezart szog ~76°.

11.6.15. A Taylor-sorfejtés alapjan az 1-es pontbeli értékek és derivaltak ismeretében:

fg ) 17 e ., -

g,=g - — | Ax+- —= | A -0 AX
&x J 208 )
/ WA

2

fég 1/ ¢g! |, 3

=gt — | Ax+—- —5 | A+ 000
LE ), 20 o A

B

ahol 4x>0 47 Gy, O, ordo-fiiggvény a sorfejtés magasabb tagjainak az 6sszegzett hatdsat mutatja, s véges értéka.

T

g

[}

e

1 !
A két egyenletet egymasbol kivonva, s - -1 kifejezésre rendezve:

T
i1
Lige]

] T; - 1 & _O;l\’:
L ex ) 2Ax

>

| 0=0.+0,

aho ¢, s igy belattuk az allitast.

11.6.16. a) Nyolcpontos négyzetes séma:

f_g =é[(§1_.§3)+(§5 —g.)+(g; _S')]

cx
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A 1égkdri kinematika

E=éﬂ&—&ﬁgfggﬂg—gn

Megjegyezziik, hogy a vizsgat racsnégyzetben a két-két szEls6 pontpart 1-t61 kiilonb6zo sulytényezbvel is figyelembe
lehetne venni, de ez mar a numerikus analizis témakore.

b) Nyolcpontos 45°-0s szogben elforgatott négyzetes séma:

g _1] 1 1
a3 @1‘833+§E€s—8:-)+5(35—g-) |

dg 1] 1 1 1
a—gt@:_&t)"'a(ﬂi_Ss)+3(.§-’:_8'j_|

¢) Hatpontos hadromszdg racs 45°-0s szdgben elforgatott négyzetekbdl felépitve:

HE =i[(.91_3_=)+(35 —g.)+ g _S_:)]
£x  6¥ ,

& 1
ﬁ=q—[ﬂ§1_.§sj+(.‘3: _-‘34)]

& 243r

d) Szabalyos hatszog racs:

Megjegyezziik, hogy itt is alkalmazhatunk mas (nem linearis kozelitéssel kapott) sulytényezoket a véges kiilonbséges
madszerrel torténd differencial hanyados szamitasanal, ezek meghatarozasa mar az alkalmazott matematika feladata.

I1.6.17. A harom pont nem eshet egy egyenesbe.

11.6.18. a) Négyzetes racshalézat, ekvidisztans récstavolsaggal 7 = 2% =4V

b) Hatpontos 45°-o0s szdgben elforgatott négyzetekbdl felépitett haromszog racs (1asd a IL.6.16. feladat c részét és
all6.1lc. dbrat):

[s1)
vl gy
PSR
2 | b
]
|

1
—| =gt &t
el

- 5

~

-

vig=ilaz-g)]
= ]
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A 1égkdri kinematika

f=-3¢
ahol 6% kdzéppontont koriilvevo hat racsponti fiiggvényérték atlaga.
c.) Szabalyos hatszog racsra (lasd a I1.6.16. feladat d részét és a 11.6.11d. abrat is):
&g 1 &g 1
= ?[gl +2.-22,] > 3;»_3[23’ +2g;+2g;,+2g:—g g, —6g)
. 2r,.— 1 1r, - T
Vig=—|6(g—g,) |=—|Hg—gy) |
3 e -,
g=s Te
ahol 6% koézéppontont koriilvevo hat racsponti fiiggvényérték atlaga.
Formailag hasonlo kifejezést kaptunk a Laplace-operatorra is mindharom esetben.
11.6.19. Elséként hatrozzuk meg V' H értékét!
;2 1 300 c 108 2
V'H==[H +H,+H.,+H.—4H,]=—————=2,45.10" gpmm
¥ . ) (3.5 10y

- g a4
C == VIH=24.10"s"
, ami nagyon erds kozép-troposzférikus 6rvényességre

A geosztrofikus 6rvényesség alakja:

utal.
11.6.20. A feladat szerinti anticiklonban a nyomas Laplace operatora:
4 — - 1 a2
Vip=—l[r-p]l p=—[p+p,+p;+p,]=103.25hPa
¥ , ahol 4 s
s igy
Vip=— 2} [99325-100100]=—124-10~ Pam"
(3-10°)° )

11.6.21. Els6ként a nyomas Laplace-operatorat hatarozzuk meg:

4 - 4-300 8 =
[p-p]=———==163-100"hPam™
sL7—p;] G510 |

"Fiu =—
-
o107 30807 g g0t
= —= =91

A 40° szélességi koron a Coriolis-paraméter: sin 43 , igy a geosztrofikus Orvényesség
becslése a felszini szinoptikus térkép adatai alapjan:

- J 1 -3 s 1n—4 -1

_==_fv Py oS LOH10T 145107

T 201100
ami er6s mezoskalaju ciklonalis 6rvénylésre utal.
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lll. fejezet - Egyensulyi és
nem-egyensulyi mozgasok a legkorben

lll.1. A geosztrofikus és a gradiens szél

II.1.1. A gradiens sz¢l sebessége anticiklonban:

Lathato, hogy ha a gydkjel alatt negativ szam all, akkor az egyenletnek nincs megoldasa, azaz nem alakulhat ki
gradiens szél. A gradiens szél kialakulasanak feltétele:

amibdl a nyomasi gradiensre a kovetkezo feltételt kapjuk:

firp

4

cp
cr

<

Ennél nagyobb nyomadsi gradiens esetén a befelé mutaté Coriolis-eré nem képes ellensulyozni a kifelé mutato
nyomasi gradiens er6 és centrifugalis erd egylittes hatasat, és az egyensuly felbomlik.

A gradiens sz¢l ciklonban:

Mivel ebben az esetben a gyodkjel alatt mindig pozitiv szam all (a nyomas a ciklonban kifelé mindig emelkedik),
ezért a ciklonban tetszéleges nyomasi gradiens mellett kialakulhat gradiens szél.

A kapott eredmény szemléletesen is megérthetd, ha figyelembe vessziik az erék egyensulyat. Anticiklonban befelé
a Coriolis-erd, kifelé a nyomasi gradiens erd hat. A kettd koziil a Coriolis-erd a nagyobb abszolut értékii. A sebesség
novekedésével a Coriolis-erd linearisan, a centrifugalis er6 négyzetesen nd, amibdl kovetkezik, hogy nagy
sebességeknél a centrifugalis erd (anticiklonnal egyiitt forgo rendszerbdl szemlélve, illetve a centripetalis erd, ha
a Folddel egyiitt forgo rendszerbdl szemléljiik az anticiklont) meghaladja a Coriolis-erdt. Mivel a nyomasi gradiens
erd is a centrifugalis erdt ,,tdmogatja”, igy biztosan felborul az egyensuly.

Ciklonban a nyomasi gradiens erd, ami tetszdleges lehet, a rendszer kdzéppontja felé mutat. A Coriolis-erd a
sebességgel ardnyos, mig a nyomasi gradiens er6 nagysaga és a Coriolis-erd nagysaga kozotti kiilonbség (pozitiv)
a sebesség négyzetével aranyos. Ebben az esetben mindig fennall az egyensuly. Minden nyomasi gradiens er6hdz
talalunk egy egyensulyi gradiens aramlést, ahol a sz¢él a kor alakl izobarok érintdjével parhuzamos lesz
(megjegyezziik, hogy ebben az egyszertisitett modellben eltekintiink a stirtiség és a Coriolis-paraméter szélességi
korok szerinti valtozasatol).

I11.1.2. A gradiens sz¢él ciklonban:
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

anticiklonban pedig:

Azonos nyomasi gradiens, f, r és & esetén az egyenletekben az egyes tagok abszolut értéke megegyezik. Mivel f
és r mindig pozitiv, ezért az els6 tag mindkét egyenletben negativ.

Anticiklon esetén a gyokjel alatt két pozitiv szam kiilonbsége szerepel, amibdl levonhato a kovetkeztetés, hogy a

b

gyokos kifejezés értéke csak 0 és 2 kozott lehet. Ciklonban a gydkjel alatt tetszlegesen nagy nemnegativ szam

F

szerepelhet. A két pozitiv szam 6sszegérdl az azonban leolvashatd, hogy a gydkos kifejezés értéke legalabb 2 .

F

A fentiek alapjan a gradiens szél értéke anticiklonban 2 és 0 kozotti, ciklonban 0-nal nagyobb, felsé hatara
nincs.

II.1.3. A levegd stirtisége a hdmérséklet és a nyomas ismeretében kiszamithatd. A 1égnyomasnak az atlagos
502 hPa-t feltételezve:

SN
p _ 50200

== _kgm7=0T7lkgm"”
RT 287248

J2

A geosztrofikus sz€l egyenlete:

1 ép 1 400
"p-::_—z— T
£ pfeén 071107 2.10°

=282ms™

III.1.4. A ciklon sugara 5°. Mivel egy szélességi fok megkdzelitéleg 111,1 km-nek felel meg, a ciklon sugara

555,5 km, azaz megkdzelitdleg 5.56-10° m,

A nyomasi gradiens értéke:

amelybe behelyettesitve:

.= 15107 =10,5m ™"

=

107-5,56-10° 107°.3,09-10"  5,36-10°
- + +
4 1.2

Az anticiklonra vonatkozo gradiens szél egyenlete:
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

amelybe behelyettesitve:

15107 =—19m s

10-‘-556-105+J10"-109-1011_5:56-105
4 1.2

A két szélsebesség nagysaganak kiilonbsége tehat 8,5 m s

II.1.5. A ciklon sugara 10°. Mivel egy szélességi fok megkozelitleg 111,1 km-nek felel meg, a ciklon sugara

1111 km, azaz megkozelitoleg L11-10° m

A nyomasi gradiens értéke:

ép 20

o T =18107%Pam!
dr 1110 .

A ciklonra vonatkozo gradiens sz¢l egyenlete:

amelybe behelyettesitve:

vV, = 18107 =134ms™

w0*.1.11-10° \,10'5-1;3-10“ 1.11-10°
- + + ~

4 1.2

Az anticiklonra vonatkozo gradiens sz¢l egyenlete:

amelybe behelyettesitve:

v, = 18107 =-179ms™

_107-1.11.10° | 1107°-1.23-107  1.11-10°
4 1.2

A két sz¢lsebesség nagysaga kozott a kiilonbség 4,5 ms™.
I11.1.6. A ciklon sugara 10°. Mivel egy szélességi fok megkozelitéleg 111,1 km-nek felel meg, a ciklon sugara
1111 km, azaz megkozelitéleg L1110° m

A nyomasi gradiens értéke:

S )
P_ 2 1 pam -18.10% Pam™!
& 1110 .

A Coriolis-paraméter értéke 35°, illetve 55°-on:

fi5=2-7.292.107s7 -sin35°=0,836-107's"

B

fie=2-7,292-107 s - sin 55°=1,194-107' s
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

A leveg¢ stirisége az allapotegyenlet alapjan szamithatd mindkét helyre:

py; _ 101500

= 7 1 19kem”
Ps=Rr, Tam7208 T
P _ 101500 S
= 01300, 0gy
Pu=Rr, 28728 el

Lh
Lh

oV =155m s I ..=113m 57! 1 . .
amelybe behelyettesitve: =~ % , F% , a kiilonbség tehat

42ms .

I11.1.7. Nézziik meg, hogy mekkora a gradiens ¢s a geosztrofikus szél maximalis lehetséges aranya anticiklonban.

A gradiens szél egyenlete anticiklonban:

|.J|‘:;h

Mivel az els6 tag mindig negativ, a gyokds kifejezés pedig nemnegativ és
lesz maximalis, ha a gydkjel alatt 4116 kifejezés nulla, azaz

v o
: 2
Ebben az esetben a nyomasi gradiens:
i __pfr
cr 4

A geosztrofikus szél egyenletébe behelyettesitve a kapott nyomasi gradienst:

1 & fr
pfér 4

Veormermu: =

ami fele a gradiens szélnek.

I11.1.8. A geosztrofikus szélkomponensek:

-nél kisebb, a szélsebesség akkor

A divergencia kiszamitasakor az x-t6l egyediil a geopotencial, az y-t6l azonban a geopotencial és a Coriolis-

paraméter is fligg:
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

A kifejezés elso két tagja a derivaltak felcserélhet6ségére vonatkozé Young-tétel értelmében egyenld, azaz kiejtik
egymast. A harmadik tagban megjelenik a geosztrofikus sz¢él masodik komponense:

Cu_ Ccv, 1é&
— +— ———H—f\;, =—Ev,
2 A

E

of
p= -
ahol £ a Coriolis-paraméter szélesség szerinti megvaltozasa. A I paraméter nagysagrendje megkdzelitoleg

1075

10"s ! 'm ™ a sz¢élsebességé 10 m sl a Coriolis-paraméteré . Ennek alapjan a divergencia nagysagrendje

1078571

I1.1.9. A geosztrofikus szélkomponensek:

A divergencia kiszamitasakor az x-t6] a nyomas és a siirtiség, az y-t6l azonban a nyomas, a siiriség és a Coriolis-
paraméter is fligg:

A kifejezés els6 és harmadik tagja a derivaltak felcserélhetéségére vonatkozd Young-tétel értelmében egyenld,
azaz kiejtik egymast. A megmaradé tagokban megjelenik a geosztrofikus szél valamelyik komponense:

Cug &y 18 18 & | 1(8 éo )
—+—= =——ﬂ—fv,—— ﬂ—'azc,+ﬂ—"5|\;= I=—E\;,—— ﬂ—'azc,+ﬂ—"5|\;= .
ce v fév s pléx ™ &v °) = opléx ™ &v 7
_
ahol €Y a Coriolis-paraméter szélesség szerinti megvaltozasa. A masodik tag a stirliségadvekcio hatésat irja

le.

NG paraméter nagysagrendje megkdzelitéleg 10"s ! 'm,a szélsebességé 10 m s,a Coriolis-paraméteré 107

s™!, a horizontalis stirliséggradiensé 1078 kg m*. Ennek alapjan a divergencia elsé tagjanak nagysagrendje 10757,
a slirliségadvekcioé 107s7h

I1.1.10. A geosztrofikus szélkomponensek:

L__lée ze 180 z&
fa fa f féx féx

>

Az orvényesség kiszamitasakor az x-t6] egyediil a geopotencidl, az y-tol azonban a geopotencial és a Coriolis-
paraméter is fligg:

A kifejezés elso két tagjaban megjelenik a geopotencial Laplace-a, a harmadik tagban pedig a geosztrofikus szél
elsé komponense:
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i

e
&

Fa_gg: P
I

g
» — SZ“F
T aa

b
p=<
ahol €Y a Coriolis-paraméter szélesség szerinti megvaltozasa.

-1

AP paraméter nagysagrendje megkdzelitéleg 10711 s m ™!, a szélsebességé 10 m s ™!, a Coriolis-paraméteré

10471 A v,z kifejezés nagysagrendje megkozelitdleg 10 m ™", Ennek alapjan az drvényesség els6 tagjanak
nagysagrendje 107 sfl, a masodik tagé 10657,

II.1.11. A geosztrofikus szélkomponensek:

Az 6rvényesség kiszamitasakor az x-t6l a nyomas és a siiriiség, az y-tol azonban a nyomas, a stirliség és a Coriolis-
paraméter is fligg:

1&p 1 épép 1 &fép
&x & pféd pféxex pfat pifady pfiady

A kifejezés elso és harmadik tagjaban megjelenik a nyomas Laplace-operatora, a tobbi tagban pedig a geosztréfikus
sz¢l komponensei:

cv. Cu, g_ ., gdféz 1[ép o)

Vg 1/¢ ép )
———= ==V -+ —u - =i'\75‘z+E&,+— ﬂ—'o&, —ﬂ—pv, .
g&x v f fFfavaw pléx © ey °J) f 7 = opiléx s & %)
of
A= -
ahol € a Coriolis-paraméter szélesség szerinti megvaltozasa. Az utolso tag a stirliségadvekcio hatasat fejezi

ki.

1

AP paraméter nagysagrendje megkozelitdleg 1005 m! a sz€lsebességé 10 m s!,a Coriolis-paraméteré

1041 A Vyz kifejezés nagysagrendje megkozelitleg 107 m™!, a horizontalis stirliséggradiensé 1078 kg m™.

Ennek alapjan az 6rvényesség elsé tagjanak nagysagrendje 107 s7!, a masodik tagé 10°s7! a stirtiségadvekcioé
1075

l1l.2. A termikus szél

I1.2.1. A barotrép légkdrben nincs szélnyiras, azaz nincsen termikus szél. Ez egyszertien kovetkezik abbdl, hogy
barotrop 1égkdrben a siirliség csak egy allapotjelzo fiiggvénye:

p=p(p) , illetve T=T(p) )

Igy a hémérsékleti gradiens a lancszabaly szerint atirhatd a nyomasi gradiens felhasznalasaval:

o _drep_ . dT
cx dp ox “dp
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O _dTep . dT
cv dpdy “dp

e _dT ép _ gdf
cz dpeéz “d

Az atalakitasok soran kihasznaltuk a geosztrofikus szélegyenletet:

0_—ifﬁ+ﬁ;
0 cx -
0=-12_4.
pev " F

Beirva a fent kapott dsszefliggéseket a szélnyirasra kapott

éu, gaol u 8T &, gal v, éT

g
&z dev T ez ¢z T
2

gx T ¢z

egyenletekbe, adodik, hogy

cz Tev T éz I dp T dp

Gug g 8T % 0T _pgu dT peu dT _

v, g @l ¥ ér g dl v, 4T
== 4= = - ——=pg—=10
gz fTex T ez S fddp T dp
I11.2.2. A termikus sz¢l egyenletei:
Cup g él u T Ev‘,_if-TJrV_EE-T

gz fTév Té & féx T és
, .

A légkorben horizontalisan a hdmérséklet 1 °C-os megvaltozasa hozzavetdleg 100 km-es tavolsagon torténik meg,
ezért a horizontalis hémérsekleti gradiensek 107° K m '-nek becsiilheték. A vertikalis hémérsékleti gradiens a

2 -1 =~ -1 -~ -1
széraz adiabatikus hitlés mértekével, 107 KT griakkel kizelithetd. Kihaszndlva, hogy £ ¥ 10ms™ f=107 57

- - -1
T=I30K g ue ™ 10ms , a nagysagrendekre a kovetkez6 adodik:

g cl g & 5 -
S s = a4107 57
JT éx JT ¢y
2
ve ol u. ol _
L aE T x4107 57!
cZ cZ

Azaz a horizontalis hdmérsékleti gradiens hatasa egy nagysagrenddel nagyobb a vertikalis hdmérsékleti gradiensénél.

I11.2.3. A termikus sz¢l egyenletei nyomasi rendszerben:

361

render

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

cu,  RET
cln p e
E‘Vg R

A szélnyirasi vektor kiszamitasdhoz ezeket integraljuk a két szint kozott:

B -

vp=vg—vg = | o
5 Clnp

]
£
&

dln p

Az integralas soran a homérsékletek a rétegre vonatkozo atlagos homérsékletekké alakulnak. A komponensenként
valo integralas eredménye:

tip = EI::—Tln P
fa \m
vrzﬁi—rln p_
féx |\ p)

Felhasznalva a geopotencialra vonatkoz6 Osszefiiggést:

@ —-@,=RTIn 22

oy
a termikus szélre a kdvetkezd eredmény adodik:
12, :
Ur = __._[_‘I’l —&, |
&

1¢e, .

Vp=—— —&,
r=7 (4 ,_].

Vektori alakban:
1 . :
vp=——kxV (& -&)
f o o
I11.2.4. A termikus sz¢l véges rétegvastagsagra vonatkozo egyenletei nyomasi rendszerben:
Au%ﬁgilnp Av*—igilnp
f Ay S Ax

A feladat altal leirt helyzetben a hdmérsékleti gradiens értéke:

AT i AT

A 310" Kmt =0

Ax Ay
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A termikus szélnek eszerint csak y irdnyt komponense van, amelynek értéke:

Aty 50, =0
AT QT g~ W1 i CEen
Avey g 5~ RAT i p = 28TIKE K o 0 Rl 220 | - 45 60 m 5!
—4 1 =~ |
ST A 107 s L8350

A geosztrofikus sz¢l 850 hPa-on:

=-20ms 'cos45°=-1414ms”" v, =20ms sin45°=1414ms"

E230
b

Az 500 hPa-os geosztrofikus szelet a 850 hPa-os sz¢€l és a termikus sz¢l 6sszegeként szamithatjuk:

Uoapn = Uegyy T Aligoy oo, =—14.14m s Vesoo = Vesso T DVispspp =—3L55m 57!

>

A sz€l iranya a nyugati iranytol vett & szoggel kifejezve:

Vesoo
= =223

tg oty =
u

£ 500

o
amibol %o = 66 , azaz a meteorologiaban megszokott modon az észak-déli iranytol mért széliranyra 24° adodik.
A 578l eszerint 850 hPa-on délkeleti, S00 hPa-on észak-északkeleti. Ez tiikrozi azt a megallapitast, miszerint
hidegadvekcid esetén a sz¢él a magassaggal balra fordul. A szélsebesség:

II1.2.5. A termikus sz¢l véges rétegvastagsagra vonatkozo egyenletei nyomasi rendszerben:

Ay = EE Alnp
S Ay

Av = —Egllnp
F Ax

A feladat altal leirt helyzetben a hdmérsékleti gradiens értéke:

AT
Ax

=-2.10"Km™

>

AT
= 0
Ay

A termikus szélnek eszerint csak y iranyi komponense van, amelynek értéke:

._\L',-_:c_:-{.: = O

>

363

render
http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

AT IqT -1 -1 i o
Aveppag s 2B A p= BT K 0 Kt | 22 | =193 m s
T f Ax 107 s 700 )

A geosztrofikus szél 500 hPa-on:
Mgy =20m s cos45°=14,14ms” v, =—20ms  sin45°=-14,14ms”

>

Az 500 hPa-os geosztrofikus szelet a 700 hPa-os sz¢l és a termikus szél sszegeként irhatjuk fel:

U ooy =i + As w0 Vesto = Vem +Av., ’
amibdl a 700 hPa-os geosztrofikus szélre a kovetkez6 adodik:
B npg = gy — Dingy 500 =14 l—lms_l’ Vngy = Ve — AW _x=—“=]?ms_1
A szél irAnya a nyugati iranytol vett & szoggel kifejezve:
£2=-0.36

amibl “e = —0 , azaz a meteorologiaban megszokott médon az észak-déli irdnytdl mért széliranyra 290° adodik.
A szél eszerint 700 hPa-on 290°, 500 hPa-on 315° iranybol fj. Ez tiikrézi azt a megéllapitast, miszerint

melegadvekcid esetén a sz¢él a magassaggal jobbra fordul. A szélsebesség:

II1.2.6. El6zetesen megallapithatd, hogy a sz¢él a magassaggal balra fordul, azaz hidegadvekciot varunk. A 700

hPa-on fj6 geosztrofikus szél:

Uogy =15ms " cos45°=10,61ms™ v, =15ms " sin45°=10,61ms™

&

Az 500 hPa-on fj6 geosztrofikus szEl:

Ugsoo =20ms” V5 =0
A 700500 hPa kozotti rétegben fj6 atlagos szEl:
- Gt 2
aza" 0" e =153ms™ —»"x Vst =53ms™
2 2

A 700-500 hPa-os szintek kozotti termikus sz¢l a szélkomponensek kiilonbsége:

Aige 5o Slogpy ~Hene =9.4msT Mg o =V — Vo =—10.6m s
A termikus sz¢l ismeretében kiszamithatd a hdmérsékleti gradiens:
R/ R/
Mg ——Alnp Av, ———Alnp
o0 f _\L_:L 00— 30 f -
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Atrendezés utdn a kivetkezd adédik:

T -4 -1 -1
AT Sl 105" 2AmMS g5 0% Km™
Av R Alnp 28.-',Tkg K i 700
500 ) .
AT Ay - -1 _ -1 .
A_Tz_i,l‘p 500 _ _ .10 5_1 . ]0;6-111? ~11.107° Km™
Ax R Alnp 287 kg™ K In 700
500 )

E

azaz a hdmérséklet kelet felé 100 km-enként 1,1 °C-ot, észak felé 100 km-enként 0,97 °C-ot emelkedik. Az atlagos
hémérsékleti advekciot a hdmérsékleti gradiens és az atlagos szél skalar szorzatabodl kapjuk:

e AT
Ax Ay

=-153ms" - 11.10° Km'-53ms™-97-10° Km™ =-2,2-107 Ks™

azaz a homérséklet atlagosan 0,8 °C-ot csokken oranként. Ez egybevag a kezdeti feltételezésiinket, hogy a
magassaggal balra fordul6 sz¢l hidegadvekceio esetén valosulhat meg.

I1.2.7. A 700 hPa-on fuj6 geosztrofikus szél:

ug-::=]0ms_1cosT0°=3=—lms_1 vg-szzlﬂmslsm T0°= 9—1ms

E)

Az 400 hPa-on fj6 geosztrofikus szEl:

Uewe =19ms™ cosl109=—6,5ms™ v 4, =19ms™ sin110°=17,85ms™

b

A 700—400 hPa kozotti rétegben fj6 atlagos sz¢El:

— Ty T a0 - Vomg + Vouns
T 400 = 70 400 -]
a:%:—lzjms V:%:llﬁmsl

A 700—400 hPa-os szintek kozotti termikus sz¢l a szélkomponensek kiilonbsége:

a L ez 1
Aige ang Sbogpy ~Henge =—9.9msT Aveg wp = Voap — Voo =845 ms
2

A termikus sz¢l ismeretében kiszamithatd a hémérsékleti gradiens:

R AT R AT
Au =——Aln Av. =———Aln
200 Ay r 00400 A r
Atrendezés utan a kovetkezd adodik:

AT 4 -1 _ -1 )
AT _flumps 1075 B9ms_ oh 105 Km
Av R lnp 287 Jkg K ln.ﬂ:

L. 400 )
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AT fAvg g 10757 8.45ms” (o osp o
A R Alnp  287Ikg KT (7007
1,400

>

azaz a hdmérséklet kelet felé 100 km-enként 0,62 °C-ot, észak felé 100 km-enként 0,53 °C-ot csokken. Az atlagos
hémérsékleti advekcidt a hdmérsékleti gradiens és az atlagos szél skalarszorzatabol kapjuk:

—»’\T'T——EE—»Ez
Mx Ay

=—15mst 53 10 Km? +16ms 62 10° Km' =19.10° Ks™!

>

azaz a homérséklet atlagosan 0,007 °C-ot emelkedik 6ranként, gyakorlatilag nem valtoztatva az 500 hPa-os szint
hémérsékletét. A kapott alacsony, de pozitiv érték egybevag azzal a feltételezésiinkkel, hogy gyenge melegadvekciot
varunk, mivel a 700 és 400 hPa-os szintek kozott a szélirany kismértékben jobbra fordul. Lathato azonban, hogy
a szélfordulas a 700-500 hPa ko6zo6tti szinteken sokkal jelentdsebb, mig az 500400 hPa-os szintek kdzott ellenkezd
iranyu, ami hidegadvekciot feltételez. Ennek alapjan a kapott atlagos érték igen rossz becslés a 700400 hPa kozotti
réteg egészére nézve.

I11.2.8. A feladatban a termikus szélegyenletet, mint diagnosztikus egyenletet hasznalhatjuk. A megadott adatok
alapjan a homérsékleti gradiensek az 500 hPa-os szintre kdnnyen szarmaztathatok:

£= —0.4 Kmt=—8.10" Km™! E: —0.4 Kmt=—410"Km™
Ax 50000 Ay 100000

A 450-500 hPa-os réteg atlagos hémérsékleti gradiensét kozelithetjiik az 500 hPa-ra vonatkozo értékekkel. A
hémérsékleti gradiens ismeretében a termikus sz¢él kiszamithato:

AT 5 - z00
Nty = BAT g p - 8T TR KT o K 20 )2
“ f Av 107 s L 450
AT 2 -ly- =00
Avig s, =—££ﬂlnp=% §107 K| 220 '=24ms
fAx 107 s L 450)
amelybdl a 450 hPa-os szél konnyen megkaphatd:
Ugasp = Ugsgp + Misgq 450 =—16.2m s Vesto = Vesoo T Migpesp =10.4m s

>

lll.3. Ageosztréofikus aramlas

I11.3.1. A mozgasegyenlet ageosztrofikus széllel kifejezett alakjabol adodik, hogy

Kozelitsik a fenti formuldk totalis idéderivaltjaiban a szelet a geosztrofikus széllel, és fejtsiik ki a totalis
iddderivaltakat a vertikalis sebesség elhanyagolasaval:
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1/ év, , 1/( cu,
g, =—— —+v, Vv | dsv_=— —+v, -Vu_|
=z f.\‘- ct = f.\‘- or 2

_ 1 & 1 ép
fofpa t foix
definiciojat:
1 &fé 1 Bu Bu ) 1 éfés 10 2w 2w
U, =—— Hi ﬂﬁ;—— U——tv— | fsVy,_=——— ﬂi Tp;+_ t—+v—|
- froexiee) fi ox & ) = Feoai et fFl ox & )

A baloldalra beirva az ageosztrofikus sz¢€l definicids egyenleteit, dtrendezve adodik az allitas.

I11.3.2. A ciklonban a nyomasi gradiens erd befelé, a centrifugalis és a Coriolis-er6 kifelé mutat (Ez a ciklonnal
egyiitt forgo koordindta-rendszerben igaz. Ha a Féldhoz rogzitett koordindta-rendszerbdl szemléljiik a ciklon
forgasat, akkor a nyomasi gradiens erd és a Coriolis-erd kiilonbsége a ciklon kozéppontja felé mutato centripetalis
erd.). Igy tehat, a Coriolis-erd kisebb, mint a nyomasi gradiens erd, azaz a szélsebesség kisebb a geosztrofikus
sz€éInél. Az ageosztrofikus szél a valddi szél és a geosztrofikus szEl kiilonbsége, ami ebben az esetben az aramléssal
szembe mutat.

Masik megkdzelités: tudjuk, hogy az északi féltekén a légrész gyorsulasa mindig 90°-kal jobbra tér el az
ageosztrofikus széItl. Mivel ciklonban az dramlas az 6ramutatd jarasaval ellentétesen forog, a gyorsulas pedig
befelé mutat, az ageosztrofikus szélnek az aramlas iranyaval ellentétesnek kell lennie.

I11.3.3. Az anticiklonban a nyomasi gradiens erd és a centrifugalis erd kifelé, a Coriolis-er6 befelé mutat (Az
anticiklonnal egyiitt forgo koordinata-rendszerben dolgozunk.) Anticiklonban a Coriolis-eré nagyobb a nyomasi
gradiens erénél, azaz a szélsebesség nagyobb a geosztrofikus sz€lnél. Az ageosztrofikus sz¢€l a valodi sz¢€l és a
geosztrofikus sz¢l kiilonbsége, ami ebben az esetben az aramlassal azonos irdnyba mutat.

Masik megkozelités: tudjuk, hogy az északi félgombon a 1égrész gyorsulasa mindig 90°-kal jobbra tér el az
ageosztrofikus széItdl. Mivel anticiklonban az aramlas az 6ramutatd jarasaval megegyezden forog, a gyorsulas
pedig befelé mutat, az ageosztrofikus szélnek az aramlas iranyaba kell mutatnia.

I1.3.4. Az északi félgdmbon a 1égrész gyorsulasa mindig 90°-kal jobbra tér el az ageosztrofikus sz€ltél. Ebbol
kovetkezik, hogy a jet-mag belépd oldalan az ageosztrofikus sz¢él az aramlashoz képest balra, azaz a magas nyomastol
az alacsony nyomas felé mutat. A déli félgdmbon az iranyok természetesen forditottak, de ott is igaz, hogy a jet-
mag belépd oldalan az ageosztrofikus szél a nyomasi gradienssel azonos iranyu.

I1.3.5. Az északi félgdmbon a 1égrész gyorsulasa mindig 90°-kal jobbra tér el az ageosztrofikus szEltél. Ebbol
kovetkezik, hogy a jet-mag kilépd oldalan az ageosztrofikus szél az aramlashoz képest jobbra, azaz az alacsony
nyomastol a magas nyomas felé mutat. A déli félgombon az iranyok természetesen forditottak, de ott is igaz, hogy
a jet-mag kilép6 oldalan az ageosztrofikus sz¢él a nyomasi gradienssel ellentétes iranyu.

I1.3.6. A jet-mag kilépd oldalan, azaz ,.elején” az elérehalado jet-mag eléri a korabban lassabb 1égrészeket, ezért
a leveg6 gyorsuld mozgast végez. A jet-mag belépd oldalan, azaz ,hatuljan” az elérehaladd jet-mag lehagyja a
korabban gyorsabb 1égrészeket, ezért a levegd lassuld mozgast végez. Mivel a gyorsulasok ebben az forditottak,
alll.3.4. és a II1.3.5. kérdésre adott valaszok is felcserélédnek.

I11.3.7. Mivel a divergenciat kizardlag az ageosztrofikus szél divergenciaja idézi eld, ezért csak az utobbi térbeli
valtozasat kell figyelembe venniink. A I11.3.3. és a I11.3.4. feladatban kapott eredmények: a jet-mag belépd oldalan
az ageosztrofikus sz¢l az aramlashoz képest balra, a kilépd oldalan az dramlashoz képest jobbra mutat.
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Belépﬁ T KONV DV ‘l‘ Kllepﬂ
oldal ’I\_/// oldal
KONV |,

MIIL3.1. abra. A jet-mag mentén fellépS ageosztrofikus szél (nyilakkal), valamint a divergens és konvergens zondk.

A jet-mag kdzépvonalatol (ahol a legnagyobb a sebesség) az aramlasra merdleges iranyban balra haladva a sebesség
csokken, ennek megfelelden az ageosztrofikus szélkomponens is csokken. A jet-mag kilép6 oldalan az ageosztrofikus
sz¢€l jobbra mutat, azaz a kilép0 bal oldalon divergencia lép fel (MI11.3.1. abra). A belépd oldalon az ageosztrofikus
sz¢l balra mutat, azaz baloldalon konvergencia 1ép fel. Hasonlé gondolatmenet szerint a jobb kilépé oldalon
konvergencia, a jobb belépd oldalon divergencia tapasztalhato.

I11.3.8. Mutasson a szél az x iranyba! Ekkor az ageosztrofikus szélnek csak y irdnyt, a gyorsuldsnak csak x iranyu
komponense lesz:

_=_ﬁ¢ =0

ar

A v’ ageosztrofikus sz¢l a megadott adatokbol kdnnyen szamithato:

v'=—u,tg30°=-20ms  tg30°=-11,55 ms™

A gyorsulas:

E= A'=-116-10" ms™
dr

>

azaz az aramlassal szemben mutat. Szemléletesen ez a kovetkez6képpen érthetd: az d&ramlas jobbra, azaz a magas
nyomas felé tériil el a geosztrofikus szEItél. Ez azt jelenti, hogy a Coriolis-eré nagyobb a nyomasi gradiens erénél.
A geosztrofia visszaallitasahoz a Coriolis-erdt, ebbdl kovetkezoen a sebességet csokkenteni kell, ezért mutat a
gyorsulas az aramlassal szembe. (Az irdnyok az északi félgdmbre vonatkoznak.)

I11.3.9. A sebesség komponensei:

u=10ms ' cos45°=7,1ms™

9
. -1 _: =0 - -1
v=10ms sin45"=7,1ms

A gyorsulas komponensei:

E:m* mslcosd5°=71.10" ms™
dr ,
E:l[]_‘: ms sind5%=71-10" ms™
dr
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A gyorsuls segitségével szamithato az ', V' ageosztrofikus szél:

du ., dv

x Vet

amib6l

=110 =110
_—::101_? mst=-T1ms™’ v'=—'=] 10 mst'=71ms™

10~

>

Lathato, hogy az ageosztrofikus szél északnyugat felé mutat, azaz az elméletnek megfeleléen a gyorsulassal 90°-
os szoget zar be. A geosztrofikus sz€l a valodi sz¢€l és az ageosztrofikus sz€l kiillonbségeként kaphato:

' -1 '
u_=u—u'=142ms> v _=v—v'=0
s .

A geosztrofikus sz¢l tehat nyugatrol fiij, amihez képest a valodi szélirany 45°-kal balra tér el. Szemléletesen ez a
kovetkezoképpen érthetd: az aramlas balra, azaz az alacsony nyomas felé tériil el a geosztrofikus széltdl. Ez azt
jelenti, hogy a Coriolis-eré gyengébb a nyomasi gradiens erénél. A geosztrofia visszaallitdsahoz a Coriolis-erét,
ebbdl kovetkezden a sebességet ndvelni kell, ezért gyorsul az dramlas. (Az iranyok az északi félgémbre vonatkoznak.)

I11.3.10. A nyomas idébeli megvaltozdsanak gradiense délnyugatrol északnyugat felé tekintve:

Ap.  Ap, 20Pa
S A Ar ;63005 =-810"Pas"'m™
cx Cf A —10" m-cos45°

>

Ap. Ap, 20 Pa

e N S ;36005 =8-10" Pas'm™
cv ¢r Ay 107" m-sin 45°

Ebbél az izallobarikus szél:
i =—Li . 1 810 ms =6 Tms™

V':-#i-g:z— 1 _8.10%mst=—6.Tms"

offévié) 12107

Lathato, hogy frontok kozelében az izallobarikus sz¢l 6sszemérhetéve valik a geosztrofikus széllel. Az izallobarikus
sz¢l iranya délnyugati, azaz megfelel varakozasainknak, miszerint az izallobarikus sz¢él mindig a nyomascsdkkenés
iranyaba fU;.

lll.4. Az aramvonal és a trajektéria

II1.4.1. Ha az aramlas stacionarius, azaz id6ben valtozatlan, akkor az &ramvonalak nem mozdulnak el. Ebben az
esetben a szél valoban az aramvonalak mentén fuj, azaz a trajektoriak és az aramvonalak megegyeznek. Gorbiilt
aramlasban a C athelyez6dési sebesség stacionarius aramlas esetén nulla, azaz a trajektoriak és az aramvonalak
gorbiileti sugara megegyezik:

C-cosy )

. 1=

7 | e
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

I11.4.2. A gorbiileti sugar valtozasa:

Rovrioe =Rt 1— C-cosy |
e - = |
aranyként kifejezve:
R-:-"__',zi.' ~ 1 _ 1
. — 1— C'C?S.?' l_cos.}
|4 2

A 7 szbg a ciklon athelyez6dési iranya és az aramvonalak altal bezart sz6g, ami a ciklon keriilete mentén valtozik.
A kiilonb6z0 helyekre kapott eredményeket a I71.4. 1. tablazat mutatja:

1I1.4.1. tablazat. Az athelyezddési vektor és az aramvonalak altal bezart szég, illetve az aramvonalak és trajektoriak
gorbiileti sugarainak eltérése a II1.4.2. feladat adatai alapjan.

o R;"__',zi 2
Hely / R,
Ciklon keleti perem 90° 1
Ciklon nyugati perem -90° 1
Ciklon északi perem 180° 2/3
Ciklon déli perem 0° 2

Lathato, hogy ahol a geosztrofikus szél merdleges az athelyezddés sebességére, ott a gorbiileti sugar nem valtozik.
Ha a geosztrofikus szél és az athelyezodés sebessége egy iranyba mutat (déli perem), akkor a trajektoriak
-megnyulnak”, gorbiileti sugaruk megné az aramvonalakéhoz képest. Ha a geosztrofikus szél és az athelyezodés
sebessége ellenkezd iranyba mutat (északi perem), akkor a trajektoriak ,,lerovidiilnek”, gorbiileti sugaruk csékken
az aramvonalakéhoz képest.

I11.4.3. A gorbiileti sugar valtozasa:

aranyként kifejezve:

11
N _ C-cos ..-f' - l—cosl}'
4

A 7 szbg a ciklon athelyez6dési iranya és az aramvonalak altal bezart szog, ami a ciklon keriilete mentén valtozik.
A kiilonb6z6 helyekre kapott eredményeket a I11.4.2. tdbldzat mutatja:

111.4.2. tablazat. Az athelyezddési vektor és az aramvonalak altal bezart szog, illetve az aramvonalak és trajektoriak
gorbiileti sugarainak eltérése abban az esetben, ha a geosztrofikus szél és a ciklon athelyezédési sebessége
megegyezik.

H l ar R-:—'géi i
e y o R:‘w .
Ciklon keleti perem 90° 1
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Ciklon nyugati perem -90° 1
Ciklon északi perem 180° 1/3
Ciklon déli perem 0° értelmetlen

Ebben az esetben is lathato, hogy ahol a geosztrofikus szél merdleges az athelyezodés sebességére, ott a gorbiileti
sugar nem valtozik. Ha a geosztrofikus szél és az athelyez6dés sebessége ellenkez6 iranyba mutat (északi perem),
akkor a trajektoriak ,lerovidiilnek”, gorbiileti sugaruk csokken az aramvonalakéhoz képest. Azonban ha a
geosztrofikus sz¢€l és az athelyezddés sebessége egy iranyba mutat (déli perem), akkor a levegé egyiitt mozog a
ciklonnal, azaz nem kanyarodik be a gorbiilt izobarok mentén. A trajektoria ekkor egyenes lesz, a 0-val valo osztas
miatt a trajektoria sugara végtelenné valik, azaz a mozgas egyenes vonalu.

I11.4.4. A centrifugalis er egyenesen aranyos a gorbiileti sugarral, ezért a két mennyiség relativ hib4ja megegyezik.
A gorbiileti sugar valtozasa:

C-cosy)
R;"zw w = R-.'-';_;ei.':‘"x 1- 7 : |
aranyként kifejezve:
R-:—géi_'- 2 1
. J— - 1- C-cosy
I

A 7 szbg a ciklon athelyez6dési iranya és az aramvonalak altal bezart szog, ami a ciklon keriilete mentén valtozik.

Feladatunk, hogy megallapitsuk a ,,legrosszabb” esetet, azaz azta / szoget, amely esetén az eltérés a maximalis.

Ec:]

A feladat feltételezi, hogy az 4thelyezddés sebessége kisebb a geosztrofikus szélsebességnél, azaz ¥ . Mivel

C ¢s V' mindig pozitiv, lathato, hogy ebben az esetben az ardny akkor lesz maximalis, ha ““%”" minél nagyobb

y=1

w =" . . o 4 4
pozitiv szam, azaz “°* , vagyis 0% Bz ant jelenti, hogy a legnagyobb eltérés akkor tapasztalhatd, ha a sz¢l

az athelyezddés iranyaba f1j. A gorbiileti sugar valtozasa ekkor:

Reae 1 108
- = <105
Ropons 71— E
¥
1Cu L
Az egyenl6tlenséget rendezve, és kihasznalva, hogy feltételezésiink szerint a nevez6 nem lehet negativ. oLos ,
c 1
amit tovabb alakitva 7 105 amibl a kévetkezs feltételt kapjuk: € =0-048-7"

I11.4.5. A gorbiileti sugar valtozasa:

R.. =R .. -1

dAramven ekt | 7 |

Lathato, hogy a két sugarnak akkor lehet kiilonb6z6 eldjele, ha

C-cosy

%

=1
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

E;-l

Mivel a ©957 kifejezés nem vehet fel 1-nél nagyobb értéket, ez csak akkor valosulhat meg, ha ¥ azaz az
athelyezddési sebesség meghaladja a geosztrofikus szélsebességet. Ebben az esetben a ciklon azon pontjain
tapasztalhatd eldjelvaltas a gorbiileti sugarban, amelyekre igaz a kdvetkezd feltétel:

4
cos ) = —

C.

Itt is lathato, hogy a kifejezésnek csak € =7 esetén van megoldasa.

I11.4.6. Az aramvonalak 12 UTC-kor 45°-0s szoget zarnak be a szélességi korokkel. Az aramvonal mentén haladva
-1
alégrész egy Ora alatt 8ms sebességgel 28.8km ¢ fenne meg. Az origdbdl induld 1égrész eszerint az &ramvonal

=204km y=20.4km

mentén az ~* pontba érkezne.

A trajektoria kiszamitasahoz a sz¢1 iddbeli valtozasat is figyelembe kell venniink (homogén szélmezot feltételezve
a helyfiiggést elhanyagoljuk):

S0 T

9

Ehhez el6szor meg kell allapitanunk az u(®) g5 V) fliggvényeket. A kezdeti pillanatban a szélkomponensek:

-1 co = -1 I -1
u, =8ms -cos45°=5.66ms v, =8ms -sind43°=566ms
s .

Egy ora elteltével a szélkomponensek:

&1=10ms_1-c0565°=4=23ms_1 v =10 ms™ -sin65°=9.06ms™

Egyenletesen valtozo szelet feltételezve a két végpont alapjan felirhato a linearis csokkenés egyenlete:

4, (423-5.66)m s
3600 s

., (9.06-5.66)ms™
-+ = ' - F
3600s

u(t)=35.66ms -t v(r)=35,66ms

>

A trajektoriat leiro egyenletekben a valtozokat szétvalasztva, majd a két egyenletet integralva:

[dc= [ w(t)de [dv= [ v(e)de
Az integralasi hatarok megvalasztasakor feltételeztiik, hogy a 1égrész az origobol és a 0 iddpillanatban indult. A

bal oldalon elvégezve az integralasokat a trajektoria N végpontjara a kovetkezot kapjuk:

o 4,23-5.66)ms™ 52
n= | w(f)dr=566mst.36005+ 0 WS 00T g0 0,
3 3600 2

(9.06-5.66)ms™ 3600%5

26,5km
3600s 2 )

w= | v(r)dr=5.66ms?-3600s+

x=204km y=204km

Az dramvonal mentén valé mozgasra kapott eredményekkel ( ) Osszevetve az eltérés:
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Egyensulyi és nem-egyensulyi mozgasok a légkorben

As =\h‘.20=4—1?=s_']2 +(20.4-26.5) km =6 6km

I11.4.7 A kezdeti pillanatban a szélkomponensek:

Harom ora elteltével a szélkomponensek:

%, =10ms " -cos130°=—6,43ms™ v =10ms" -sin130°=7 66ms"’

b

Egyenletesen valtozo szelet feltételezve a két végpont alapjan felirhato a linearis csokkenés egyenlete:

L (643435 ms™ . T.66ms™
+t—_—f V[t —1
3-3600s © 3.36005s

>

u(t)=—5ms
A trajektoriat leiro egyenletekben a valtozokat szétvalasztva, majd a két egyenletet integralva:

[ du= |z¢ ()de | dv= | vir)de

>

Az integralasi hatarok megvalasztasakor feltételeztiik, hogy a 1égrész az origobol és a 0 iddpillanatban indult. A

bal oldalon elvégezve az integralasokat a trajektoria N végpontjara a kdvetkezot kapjuk:

(-6.43+3)ms™ 9.3600° 51

1'1=_|'&l'r'ldr=—5ms'1-3-3esoos+ — 617 km
v 3-3600 s 2
36003 - 1 ] 11
y= | V[-I-]dl_:.jﬁms 9-3600° s — 41 4km
- 3-3600s 2

>

tehat a szennyezéanyag-részecske 61,7 km-t mozdult el nyugatra és 41,4 km-t északra.

373

render
> http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

LI 4

IV. fejezet - A cirkulacio és az
orvenyesseég

IV.1. A cirkulacio, az orvényesseég és a
Bjerknes-féle orvényességi tétel

IV.1.1. A z-rendszerben (x, y, z, 1), €s az 0j (x,, v, 7, t,) rendszerben (x = x,, y =y,, t = t,) a sebességek rendre

(2

(u, v, w) és 7 wy, =v. W, =1) . A derivaltak atirasa, vagyis a sebesség-transzformacio (lasd az I.3. fejezetet

is):

a kovetkezo6 adodik:

cv & &n &2 oy, & gn €¢ &
cn cn
Az Orvényesség:
. - - Nl o o SN
. Sv Fu ©v, cu, o@ | LoV, ol o, o
T Ax &y ¢k &y, \én) | éndx, éncy, )

ami vektori alakban kiirva:

N

. . . fég [ 8V
I=k(VxV )=k (V =x(NV))- — | V.¢& —
: g Y SER = I Zn
ahol
v, Cu,
£, =———=k, -(V, x(V,),)
& Cv
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

az " -rendszerbeli horizontalis 6rvényesség. A két rendszerben az drvényesség kozotti kiilonbség a két rendszerbeli

horizontalis feliilet egymashoz képesti eltérésébdl ( * ™ ) szarmazik, hiszen ami az egyik rendszerben ,,vizszintes”,
az a masikban egy gorbiilt feliilet.

A horizontalis divergencia alakja:

p_cu ov éu, v, (8@ (du d8 &v, o )
= —_— — |
dx Sv &, & & an éx, o Sy, )
ami vektori alakban felirva:
. (Y AAN
D=V-V,=V,-(V),- Z2| |v,e Tt
Tt a it t an

f £V, 3
_'“=_'”,+E V, zx—=
ol T Zp )
. _Ov, Cu,
ahol % “r az orvényesség értéke a nyomasi rendszerben. Itt & a specifikus térfogat. A felirasnal a
sztatikai alapegyenletét hasznaltuk.
A horizontalis divergencia alakja:
.'J J::H 'r
D=D += V., (‘:'j .
Tl o cp
ahol
du, v,
D,=—+—
foex, oy,

a horizontalis divergencia a nyomasi rendszerben.

A fentiekhez hasonléan fejezhetd ki a z-rendszerbeli 6rvényesség és horizontalis divergencia a potencialis

¢d c ¢l
@ __ @ _ clap

— —-RT
hémérsékleti (© ) koordinata-rendszerben, kihasznalva, hogy a sztatika alapegyenlete: ¢© o o

IV.1.2. A geosztrofikus szélegyenlet alakja potencialis hémérsékleti rendszerben (adott © potencidlis hémérsékleti
feliileten):

' o
O=——+fi, O=———ji
&y
b b

V= cPT-HIJ

ahol a Montgomery-potencial.

A geosztrofikus orvényesség:
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

p & _podnd_f o,
ahol “Ye FOP Tr . A potencialis Orvényesség nagysagrendje nagyskaldju folyamatoknal
1 év 1

n s ) = L, ———— =ty ~10ms"
Lo ~10757 y g flg=459=10"s" féy, °

11 -1 -1
. tovabbg a A~107 mTs

, a geosztrofikus

10% s

1
orvényesség Coriolis-hatastol fliggo tagja nagysagrendi, igy az elsé tag nagysagrendje (a kozvetett becslés

107 57!

miatt) , vagyis egy nagysagrenddel nagyobb, mint a jobb oldal masodik tagja.

IV.1.3. Az 6rvényesség definicioja alapjan a derivalasok elvégzése utan:

) c,, o -1
a) = = Y gsigy £ =TS

b) ;: ¥y i =-1 5_1

>

) O =—kvtghe=-1,76 .

IV.1.4. Az 6rvényesség alakja: r&r | A derivaltat differenciahanyadossal kozelitve, behelyettesités utan:

£=51075"

-, . o~ . L. = :] L= = _:_:] L, .,
IV.1.5. A hengerkoordinata-rendszer Lamé-féle egyiitthatoi: = =T , T =T r, "= =771 A rotéci6 vektor

altalanos alakjaba

1] flw,n.) Flv.n.) N

ror. fu, £z,

Ie e

1 _5”(&_ r.) B 2w, 7) 1

rotl, = | — —
ror.|  fz, &x,

1 [ 8v.r.) _Elu, ?‘x-)_| l

N &y,

torténd behelyettesités utan kapjuk a megoldast.

IV.1.6. Jeloljiik az inercia-rendszert (az abszolut koordinata-rendszert) , indexszel! Az elmozdulé 1égrész abszolut
rendszerbeli sebessége:

T-;:l'—’+_C_-‘>< r

ahol 7' a forgastengelytdl mért tavolsag, az adott pont helyvektora. Az abszolut koordinata-rendszerbeli rotacio:

rotV, =V x (V+ Qxr) =VxV+ V= (Qxr)

A Hamilton-féle differencial-operator kettds tulajdonsagat kihasznalva:
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Vi(Qxr)=Vx| @xr +Vx @xr |=[Q(V-r)=(@-V)r]+[ (r-¥)2-r(V-Q)]

>

ahol a U jeldli, hogy a differencial-operator éppen melyik tagra hat. Kihasznalva, hogy

FELEXY (x)
Vor= /&y v =3
| 1
V.0=0 Gidz) \z) (Q-V)p=0

kapjuk az eredményt:
rotV, = rotV + 182

Az abszolut koordinata-rendszerbeli sebesség rotacioja tehat két tag 6sszegeként irhato fel. Ezek a relativ rendszerbeli
rotacio, valamint a koordinata-rendszer forgasabol (a mi esetiinkben természetesen a Fold forgasabol) szarmazo,
un. planetaris 6rvényesség. E koordinata-rendszerben az invarians mennyiség természetesen az abszolut drvényesség.

A megoldasbol kovetkezik, hogy az ¥ szogsebességgel forgd rendszer rotacioja 2£2.

IV.1.7. A ¥ 6rvény rotaciodja a forgastengelyen kiviil mindeniitt nulla, hiszen:

:=(r0t‘t'j‘_=l .-' =——T/_0
rod

(Lasd a Rankine-6rvényre vonatkozo I1.2.19. feladatot is.) A forgastengelyen az drvénynek szingularitasa van, s
az Orvényesség nem lesz nulla, hiszen az 6rvénytengely sziikségszeriien forog. Az drvényesség végtelenné valik.

C=1V ds
IV.1.8. A sebesség merSleges az a-b és a c-d szakaszra (lasd [V 1.1. dbrat). Igy a cirkulacio g definicios
egyenlete alapjan az integral értéke a b—c és a d—a szakaszban tér el a nullatol. Tudva, hogy az éramutato jarasaval
ellentétes koriiljaras a pozitiv:

G =£¢: n=Kg C,, =_£¢’: n=Kg
5 |

a cirkulacio értéke nulla.

IV.1.9. A divergencia alakja a hengerkoordinata-rendszerben:

divV = lﬂ + l Y + £V

r & rop &z

Elvégezve a derivalast:

A sebességmezd divergenciaja nulla.
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

V4

a0rv,)

Egyediilla ¢  derivalt kiilsnbozik nullatol:

& l—exp _r_} I

1érv, wll o oac r
—-— — = — %:—_:EXP —_:
¥ Ccr cr L | L
i€ :dp
IV.1.10. Kiindulasi egyenletiink: s P Kihasznalva, hogy
®_2® _prdiny
p PP
kapjuk az els6 bizonyitasra vard osszefiiggést:
dc ¢
— =-R[[ Id(l
< I (1n p)
Tudva, hogy
d(ln p) =V(lnp) ds
v-ds=[[(vx1).d4
majd erre alkalmazva Stokes-tételt ( = 4 ), kapjuk a masodik bizonyitasra varé6 osszefiiggést

A

% =—R[[ Td(ln p) =—R[ TV(1n p)-ds =—R[[ (VT xV(inp) )-d4

Itt kihasznaltuk, hogy
V[T V(lap)]= VT %V (lap)+ T V xV(Inp) = VT V(lnp)
hiszen

VeWVV=0

IV.1.11. A cirkulacios gyorsulas negativ lesz, a MIV.1.1. abrdn vazolt esetben:
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

Kis siirliség, nagy specifikus térfogat

Magas nyomas

MIV1.1. abra. A szolenoiddlis tag keltette cirkulacio. A cirkuldcio az oramutato jarasaval megegyezo (anticiklinalis).
A cirkulacio iranyaban a nyomasi gradiens és a stiriiségi gradiens egymassal 180  -nal kisebb széget ( S zar

be.
IV.1.12. Tekintsiik a ciklon teriiletének az Egyenlitd sikjara es6 vetiiletét! Ennek az idébeli megvaltozasat kell
vizsgalnunk.
ac =—EQ£ = —2Q£
dr Ar

A 9 foldrajzi szélességi koron levd A teriiletii ciklon egyenlitdi sikra esé vetiilete j6 kozelitéssel <5189

dc _mgz_z_?:zgz_m_i_1of(sin50°—sin45°j _

a) dr At 18-3600

—132-10%m? s?

Gyengiilt a ciklonalis cirkuléci6.

b) Elsdként azt az esetet vizsgaljuk, amikor az elmozdulas soran nétt a ciklon alapteriilete, vagyis horizontalis
divergenciat tapasztalunk.

4C _ , ,AF 2_2_?:292_10_5_lﬂf(lzl-siniﬂc—sin—lic’)

dr Ar 18-3600

=-3.05-10%m" 7

Tovabb csokkent a ciklonra jellemz6 cirkulacié. A divergencia (ami csokkenti a ciklonalis cirkulaciot) tovabb
erbsitette az északra torténd ciklonalis mozgas cirkulaciot gyengitd hatasat.

Utolsoként azt az esetet elemezziik, amikor az elmozdulas soran — a horizontalis konvergencia hatasara — csokkent
a ciklon feliilete, ami noveli a cirkulaciot. A két hatas most ellentétes lesz.
dc —EQE —9.7992.10 . 10%(0.9-5in50° —sin45°)
dr Ar ) 18-3600

=3.96-107 m? s7

A konvergencia ciklonalis cirkulaciot generalé hatasa meghaladja az északra tolod4s gyengité hatasat. Osszességében
nd a ciklonalis teriiletet koriilvevo zart gérbe mentén szamitott cirkulacio. Anticiklon esetén forditott valtozasokat
tapasztalunk. Ha egy anticiklon északra sodrodik, akkor erésodik a cirkulacid (nagyobb negativ érték), szintén
erbsiti az anticiklont a horizontalis divergencia.

2 .-1
IV.1.13. A cirkulacié megvaltozasa a kezdeti 0m's™ rekrol
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

AC=-2-0AF =-2.0-Fr-[sin{7/2)sin(0)] = —2.7.292.107 - 3,14 (10°)* = 4.58-10° m* 57!
Gondolatban a polusra vitt 1égtest sebessége » = 100 km-re a kdzéppontjatol:

v, =AC/ (2 =—r = —Tms”

o~ — ) — = -4 _-1
A légtestre jellemzd drvényesség: = =AC/F=-20=1,45810"s"

A légtestnek anticiklonalis forgasa lesz, vagyis ellentétes a Fold forgasaval.

IV.1.14. A strlodasi erd iranya — els6 kozelitésként — ellentétes a sebességével. A surlodasi erd hatasara gyengiil
az anticiklon, vagyis a cirkulaci6 id6beli novekedését detektaljuk.

dC : .
E=1F__-ds=—l-104-2-5-10'-3:1—1=1256m's_'

4140

Az drvényesség valtozasa: df A dt .

IV.1.15. A cirkulacid teljes idébeli megvaltozasa:

dc -av; ' [(0x1,) ds+]f
15k s —favp-as-2f(0xV,) s+ [ e-as

A Stokes-tétel alapjan a vonal menti integralbol attériink a feliileti integralokra az egyenlet jobb oldalan. Kihasznaljuk
a sztatika alapegyenletét. Horizontalis sikban dolgozunk.

dc ¢ 'y :
E=_|| (V,axV,p)-dF =2 (@ =V, ]-ds

F 5

20V, =—kx fV

Alkalmazzuk a ~ “kifejezést, a Stokes-tétel felhasznalasaval:

o = [[.axV ) dF = [[[V, Gk V)] &F
F F .

A levezetés soran az (x, ) sikban vizsgalodunk, igy dF =kdF ¢s kihasznalva, hogy
k[Vixlkx V)]=V,- (V) = fV, V. + B
kapjuk a keresett dsszefliggést.

40 dC . . ) .
—=— =—||k-(V,axV,p)dF —|| /v, -V, dF - || svdF .
ar at - F F

L II. 1L IV.

Az egyenlet baloldalan az (x, y) sikban vizsgalt S gérbe menti cirkulécié teljes id6beli valtozasa szerepel (1), ami
fiigg mind a goérbe, mind a sebességi mezo iddbeli valtozasatol. A jobb oldal elsd tagja a mar jol ismert szolenoidalis
tag (II), ami barotrop 1égkorben eltlinik. A kovetkezo tag (IIT) a divergencia horizontalis cirkulaciot generalo hatdsat
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

adja meg. Konvergencia a ciklonalis, divergencia az anticiklonalis fejlédést erdsiti. A jobboldal utolsé tagja (IV)
a béta hatast (a Coriolis-paraméter szélességi korok szerinti valtozasabol fakadoan) adja meg. A ciklon erdsodik,
ha dél felé mozdul el, illetve az anticiklon er6sddik, ha északra sodrodik.

A _
p=TL 200 g5 106!
IV.1.16. A 30 szélességi koron vagyunk. Itt C:" g3 . A légtest feliilete:
AF =7'1=314.9.10% =2.83- 10" m®
dc o 1 4
== ([ prdF = —FrAF = 28m* s~
a) A cirkulacio idébeli valtozasa: % F

_ e AT AL 108 2 1
b) A cirkuléci6 értéke 24 6ra malva: =241 =CON—(FyAF)A7=2.42-107 m" s=

s — Vo — — B [ ] 2 -1
¢) A tangencialis sebesség értéke: v, =CQAN/Qrm) =—pltr [2~—1.3m s )

IV.2. Az orvényességi és a divergencia-
egyenlet, a potencialis orvényesség és szerepe
a légkori folyamatok leirasaban

IV.2.1. A teljes derivaltat komponensenként (lokalis, advektiv és konvektiv) kiirva, majd elvégezve a derivalast,
s az igy kapott 2 x 7 tag sszevonasa utan:

cldv) & /du) dI cudv oveov cwdv Cucdu Cviu Ewdlu
. o =—+ + + - - =

exidr) cvidr) dr &xdx Sxdy dxdz cvédx dvdv &y oz

dZ fulédv fu| &vldv Suldv dwév Swdu df R 2
==t — |t T Tt =D Vw2
df ex\éx &v, dvidx &v)dv éExér ey ez dr oz

B

ahol Vi= V).

IV.2.2. Induljunk ki a nyomasi rendszerben felirt elsé két horizontalis mozgasegyenletbdl és derivaljuk dket rendre
y, illetve x szerint:

di, cu, Cii cit, Cit Fales)

: s : e

=4y, ——+v, —+@——=—— +ﬁ‘x+j-.__'_:. -

de o T ox T cp o : =i v
b b

dv, o¢v, v, cv, &v, Foles) -

L=y, L4y, oL —fi +F, | +—|

de ¢t T ox T oy op cy : ol ax)

,

Az Orvényességi egyenletet a derivaltak 6sszeadasaval kapjuk:

Ao, + ) _B8E+N | BN | N | A+

dr ct g &x i g cp
- (o v, fodu, | [ oFy  F;, 1
=(f+{)D, | —————— |+| ———
| éx dp v dp | |_ o ey |
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

cv, i, cu, Cv,
L=t-—L D,=—f+ 4
Itt cETE FooE dt a p-rendszerbeli drvényesség, horizontélis divergencia, illetve

vertikalis sebesség.

A p-rendszerbeli drvényességi egyenlet implicit modon tartalmazza a z-rendszerbeli szolenoidalis tag
hatasat. Ez érthetévé valik, ha arra gondolunk, hogy mas a horizontalis feliilet helyzete egy kiils szemlél6 szamara
a p-rendszerben mint a z-rendszerben. Mas a két rendszerben a horizontalis divergencia és az 6rvényesség alakja:

. 1| &v)

) :;‘+_ R

o F

eg|\éz). ..\ éx)

Oy | Sy
L] =2
R
il N~

ér
cx,

4
L)

Y. I

i
'

Jol lathaté az egyenlet jobb oldalak masodik tagjaban a z-rendszerbeli nyomasi gradiens és a vertikalis szélnyiras
szerepe. A két rendszerben felirt 6rvényesség eltéré értékében van elrejtve a szolenoidalis tag. Masképpen is

s dp

gondolkodhatunk. A cirkulacié iddbeli valtozasanal (Bjerknes elmélete) a szolenoidalis tag alakja: ” Ha
izobar feliileten valasztjuk az S zart gorbét, akkor az integral értéke nulla, vagyis ez a feliilet ,,igy viselkedik”,
mintha barotrop 1égkdrben lennénk. (Ha a cirkulacié nem valtozik, akkor az 6rvényesség sem.)

N ST T (. . . . o = T+ @
Potencialis hémérsékleti (€ ) rendszerben a nyomési gradiens er szerepét a Montgomery-potencial ( ‘s )

veszi at. (Raymond B. Montgomery (1928—1988) oceanogrdafus és meteorologus, aki az elsok kozott foglalkozott

izentrop analizissel.) 1zentrop feliilet ( O, ) mentén a nyomas és a hdmérséklet, illetve a nyomas ¢€s a siiriiség kozott
kolesonodsen egyértelmi fliggvénykapcsolat van.

:—E

e,
Pz.p::?!

dp

=1000bPa g, . feliilet is tgy viselkedik mintha barotrép légkorben lennénk a @ kifejezés itt is teljes

ahol £
derivalt.

A © _rendszer 6rvényességi egyenlete formailag hasonlé a p-rendszerben felirthoz:

d :-‘+ E :—"" + E —H-n- + E(:H- + E _H-.,, +
Gt D, AoatD | BGHN | et D
dr ct £x 1 £e
. gw, v, Jw, fu, eF, ¢F,
__(f_i_:-ejDe_l _ @ . | 8 _ ,.S |
cp &y €@ | cx cy
i cv, Cu, i v,
—.8=~u_nu D®=ﬂ®+,,®_ 11_'B=E
Itt e o o Do dz rendre a @ -rendszerbeli orvényesség, horizontalis divergencia és

vertikalis sebesség. Megjegyezziik, hogy szaraz adiabatikus folyamatok soran a vertikalis sebesség nulla, a 1égrész
entropiaja, s igy potencialis hémérséklete sem valtozik.

IV.2.3. Kihasznalva, hogy

(V-V)V= %v VP HV =)=V

>

a mozgasegyenlet Uj alakja:
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

v f_ WP FE
v o- L 52
Jop

ol .
—+[ 20+t |2V =——
ct ' 2 2

A rotacio6 id6beli megvaltozasanak leirasahoz szorozzuk meg a mozgasegyenletet balrdl vektorialisan a nabla

operatorral, majd a szolenoidalis tag atalakitasa utan

th v o VpxV (F
cro +TX|[___+rDtV]xV|_M+?x —
e Lo

ot

Tudva a vektoridlis harmas szorzat felbontasat és a nabla operator kettds tulajdonsagat felirhatjuk az abszolut

20 T
+roft teljes idobeli valtozasat:

. ., TofV, =210
Orvényesség
drotV (F.)
ro- =—rotV divF +(rotV, -V |V —i—u Vs =
dt Le)

drotV, drotV
dt df  egyenléséget.

Itt kihasznaltuk a planetaris drvényesség allanddsagat, vagyis a
IV.2.4. A teljes divergencia-egyenletet Gigy kapjuk, hogy a mozgasegyenletet balrol, skalarisan megszorozzuk a

nabla operatorral.
oV - i _ ."v ™ v :‘-j F
z +'\7|[-__+rotV]><V|=_- _p. L v =
. B L2 L J Lo

ar

V _operator kettés tulajdonsaga, illetve a harmas vektorszorzat szabalyai alapjan tovabb alakithatd. Szintén

ami a
két tagra bonthato a szolenoidalis tag is (jobb oldal elsé tagja)
0 'I/. s ".l
ddn =(2Q+rotF) -rot V' — (div 1)’ +i'\7p Tp—l\? V- £.
dt P s Lo

-V [ _Q] =0 . TR .
. A horizontalis 6rvényesség

A felirasnal kihasznaltuk, hogy a planetaris rotacio konstans <=2, igy

valtozasaban természetesen szerepel a I tag

IV.2.5. Végezziik el a divergencia egyenlet nagysagrendi analizisét nagyskalaju folyamatokra!
W Cov :_' ££+£iﬁ :+

{w cu
+ - - -
gx &y &y

g:i—D+&i—D+vi—D+wi—D=—ui+f -pr-| == — —
dr ¢t cx cv cz Lexdz &y dz) | x
S (0 I [ [ R [ 10"“ 107 1078 107" 1o [s™]
(eF, eF\ [(&p &p) ,[eudv éuév)
TN i il 1) Rl A S AL
| ExX cy ) | o =1 Lexcy oy cx)
=107 107 107 [s7]
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

“/ tagot! Ennek véges kiilonbséges kozelitésénél az egyes mennyiségek jellegzetes
, igy a nyomas Laplace-opetratoratol

& =3 32
Nézzik pl. a = - oo
a=1mke? Ar=Av=10°m Ap=10°Pa A(Ap)=10'Pa

fliggd (Orvényességi) tag nagysagrendje 1075

nagysagrendje:
A 10719 572-nal kisebb tagok elhanyagolasa utan kapjuk az — altalanosan alkalmazott — in. balansz egyenletet, ami
azt mutatja, hogy a légkori folyamatokban elsé kozelitésként elhanyagolhatod a horizontalis divergencia id6beli

ucv Cucv)
el 0
v ox J

Ty

P+ pu—2) 22
| i Cx cy

Ty
a3

valtozasa.
ol L2 4

e

Cuy
(%]
£

| &x
A horizontalis szélnyirasbol szarmazo6 tag a Coriolis-paraméter szélességi korok szerinti valtozasaval (f-tag) azonos
nagysagrendii (10_10 s 2), mig a geosztrofikus drvényesség definicios egyenletébdl szarmazo elso két tag (10_9 s 2)

nagysagrendi, vagyis a fenti diagnosztikai egyenlet még tovabb egyszerisithetd.
A diagnosztikai egyenletek alkalmazasa mindig valamilyen ,,igazodast” jelent a modellekben. A balansz

3

3

o £+ =0
) R

3
(nJ

egyenletben példaul a nyomasi mez0 igazodik a horizontalis aramlasi és 6rvényességi mezoéhdz. Az

e

egyszerusitett balansz egyenlet esetén pedig — ami nem mas, mint a geosztrofikus 6rvényesség definicios egyenlete
— a nyomasi mez6 igazodik — a geosztrofikus feltételezés mellett — az Orvényességi mezéhdz. Ez az n.

kvazigeosztrofikus kozelités. Minden id6pillanatban teljestil a geosztrofia.
IV.2.6. A skalar- és a vektorszorzatok felhasznaldsaval a szolenoidalis tag alakja az drvényességi egyenletben:

|=v}_vaaa=cosa‘-|7ap|'|v>.a| >0

g cp cocp

| éx ey &y &x |
a divergencia egyenletben pedig
(eoew éadp) ,
_ ,._,.£+_H ,ﬁ |=-V.p-V,o=—sina- V}__p|-|'\7;_0_' =0
Lox &x Qv oy
A divergencia és az 6rvényesség generalddasanak az aranya:
sin 60° -
- =—1g60°=-173
cos60°
IV.2.7. A nyirasi csavarasi tag alakja az 6rvényességi egyenletben:
ewdv  ow du Pl
== == —xV,w
Léxcz &vdz| &z
b
a divergencia egyenletben
Tewdu cwdv) cv,
- =t = Vu
L &x 6z &y dz) iz
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

Ha a vertikalis szélnyiras (baroklinitas) és a vertikalis szélsebesség horizontalis gradiense (a legnagyobb valtozas
irdnya) egymassal parhuzamos, akkor 6rvényesség nem keletkezik, viszont maximalis abszolut értékii a divergencia
valtozésa. Ha a két vektor egymasra merdleges, akkor forditott a helyzet. Ha a két vektor altal bezart szog 45°-os
akkor a két hatas megegyezik.

—(f+<)D tagban jelenik meg. Ha

o <,
az abszolut 6rvényesség (f+¢) pozitiv, akkor esetiinkben 2 >0 negativ 6rvényesség keletkezik df , mig
ha az abszolut 6rvényesség negativ, akkor pozitiv az 6rvényesség teljes idébeli valtozasa.

IV.2.8. A divergencia és az 6rvényesség hatasa a divergencia egyenletben a

A divergencia egyenletben ezt a hatast a <= tag irja le. Esetlinkben a divergencia mez6 (eljeltdl fiiggetlentil)
konvergenciat general, hasonldan a negativ (anticiklonalis) 6rvényességhez.

1v.2.9. A F hatasta Coriolis-paraméter horizontalis gradiense ('F.,f) ¢s a horizontalis sebesség (‘ ) altal bezart
¥_.g LY V.

sz0g hatdrozza meg. Az drvényességi egyenletben, kihasznalva, hogy & ¥ ezatag C'L , mig

—&E—fz—]":_ X'\?;_f

a divergencia egyenletben Y

(>0 v=0)

Nyugati aramlas esetén a konvergencia mez6 fejlédésére, mig északi aramlés esetén

ds

c .0

(@=0.v=0) 4, anticiklonalis orvényesség dr er6sodésére szamithatunk. Ez érthetd, hiszen északra haladva
nd a vizsgalt 1égtest egyenlitdi vetiilete, s igy csokken a cirkulacidja, ami az orvényesség csokkenését jelenti

valtozatlan feliilet esetén (lasd a Bjerknes-féle cirkulacios elméletet).

[ eF,
| = _oFy | |=VxF.
IV.2.10. A surlodasi erd ( = (7. 0) ‘F = O) orvényesség keltd hatasata - « & | tag irja le. Itt a
cF
surlodasi eré negativ 6rvényességet general, hiszen a feladat szerint cv . A divergencia egyenletben a surlodasi
f cF, A
N L |-v.F,
tag: - x &) . Mivel Fy =F() , ezért a surlodasi erd itt nem vesz részt a divergencia mezd
fejlodésében.

IV.2.11. Az 6rvényességi egyenlet felirasahoz derivaljuk az x iranyi mozgasegyenletet z, a z iranyl mozgasegyenletet
pedig x szerint, majd vonjuk ki egymasbdl a két egyenletet!

cu cu cu 1¢ a7
—+a—+‘p—+ 1—=——_£+f‘v' : i
cr & cv &z 2 ox \ &z }
M cw cw C'n 1ép [
UVt W = — -—
at cx e gz p oz . ox)

Az érvényvektor ' komponense [-?‘?-I:
cu &wm
n=—-=
cz CX S
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

az (x, z) sik mozgasaiban ugyanazt a szerepet jatssza minta = rvényesség az (x, y) sikéiban. Elvégezve a derivalast
a mozgasegyenletekben, az 0sszevondsok utdn megkapjuk az drvényességi egyenlet y komponensét:

. (o) (ay w1 (0s pE) o
dr & oz \oycz dxcov) pldzdx oxcz) oz
Kihasznalva, hogy a szolenoidalis tag atirhat6 a
1(épép épép|_ 1 (éTép éTép)
plézée dxéz) plléxézr &z éx)

alakba, s alkalmazva a termikus szélegyenletet:
v * R{éTép éTép| R, :
f—=f—=== ﬂ—ﬁ—p_ﬁ—ﬁﬁ | =—(VI=Vp)__

dz piézdx dxdz) p

az Orvényességi egyenlet leegyszeriisodik, a jobboldal utolso két tagja ,.kiejti” egymast.

2 .
) id6beli valtozasat leiro egyenletbdl

1V.2.12. Az abszolit rotéci6 (F0TVe = 10
v , L VpxV
dro-t 2 =—rotF divF +(rotF -V]V+—pxa L £ .
dr : ’ o W

A kontinuitasi egyenlet felhasznalasaval

kikiiszobolhetjiik a 4vV divergenciat. Egyszeri 4talakitasok utan

d (rotV, )
LA K'\T !V+7v’0x=vp+i?x- £|
Y o el
i _y
dr . Kihasznalva,

Ezt az egyenletet kombinaljuk az adott (4) skalarra vonatkozé megmaradasi egyenlettel
Vi . Ldid -, N
e (o)L Tev)] Vs
hogy df dr - - , ahol ©tetszdleges vektor mar felirhatjuk a skalar megmaradasi egyenletet:
v L
L (V) -[(e-V)V] Vs

f—

Az (1) és (2) egyenlet kombinalasaval: az (1) egyenletet megszorozva ¥4 értékkel, illetve a (2) egyenletben

_ratV,
P helyettesitést alkalmazva, majd a két egyenletet dsszeadva a potencialis drvényesség teljes idSbeli

valtozasara kapunk egyenletet, hiszen
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

I’.' T 9 ." I’.' ". .J-‘ I’-' "u
roth, d f_+v;__£ rotV, '=i rot 2 vl

p dr el p | dl p )

A két egyenlet 6sszeadasa és azonos atalakulasok utan:

dirothy gplo gy v, Y2XVR | VA TG
el p P L A Y
A teljes potencialis 6rvényesség altalanos alakja tehat
pr=rYa g
o

Ez a skalar mennyiség, egy-egy légrészre jellemzd. Alkalmazésa a korszeri dinamikus meteoroldgidban egyre
elterjedtebb a nagyskalaji nem-disszipativ (vagyis nem surlodasos) rendszerek dinamikai folyamatainak a leirasaban.

IV.2.13. Ahhoz, hogy a potencialis 6rvényesség konzervativ tulajdonsag legyen, feltételezziik, hogy

i) 4 is konzervativ mennyiség, vagyis ¥ =0
ii) elhanyagoljuk a surlodasi erd hatasat: F =0,

Vp=Np=0

iii) barotrop kozeg feltételezésével élink, ( ), vagy, feltessziik, hogy a 4 konzervativ mennyiség

kifejezhet6 a nyomas és a stirliség fliggvényeként:

‘F;’_:i?p-;-z\?p

ap gp

(f’- legyen pl. a potencialis homérséklet). Ez utdbbi feltétel esetén a kozegnek nem kell barotrépnak lennie.

IV.2.14. A potencidlis drvényesség megmaradasa szerint a forgd mozgast végzo légrészben a vizsgalt konzervativ

rotl

mennyiség gradiensének V) megvaltozasa és  ©  megvaltozasa kozotti forditott aranyossag all fenn. Az

crer

elmozdulo légtest (a # és 4 + A4 izofeliiletek kozott) abszoliit rotaciojanak 1) gradiense irAnyaba es dsszetevoje

(1) allandod. Megjegyezziik, hogy itt az abszolut rotacio, a légtest tomege és a # passziv skalar, mint konzervativ
(invarians) mennyiség szerepel.

IV.2.15. A 4.2.3. abra értelmezéséhez a potencialis 6rvényesség Ertel-féle alakjat hasznaljuk:

Pr=22 _itands

(ép)
Léo)

A siirliség allandosagaval szamolunk. A sztatikai stabilitas a potencialis hdmérséklet vertikalis koordinata (itt a
_acl
@ op

nyomads) iranyu valtozasatol fiigg. Alakja Gotz és Rékdczi (1981) alapjan: ,sigy

PV =—(00p)- (Lo + f)=dllandd
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A cirkuléci6 és az 6rvényesség

O <0

Stabilis 1égkorben 7 , s igy a sztatikai stabilitas @ >0 A statikus stabilitis novekedésével (tavolodnak

egymastol az izentrop feliiletek) né az abszolut 6rvényesség (5@ +f ).

Iv.2.16.

a.) Sekély viz kozegben a siiriiség allandosagaval szamolunk. Ha a légtest sugara kétszeresére nd (2?7: ), akkor
vastagsaga negyedére csokken (t»"z = 0% 4).

A potencialis 6rvényesség konzervativ mennyiség.

.a' f ‘.: B f+_u
\Ohy ), | Bk /4
To== oy __ - 3 5
Az egyenlet rendezése utan: =% jf. Kihasznalva, hogy az északi félgombon J(30%)=7.292-10 és
i | R L _ oy __ - 7 = -1
o =7219107 5 B anticiklondlis Srvénylést latunk. A déli félgomben J(—307)=-7.292-107 87 o onen

anticiklonalis 6rvénylést tapasztalunk, de ott az anticiklon forgasi irdnya az 6ramutatd jarasaval megegyezd.
Kihasznalva, hogy

—2ral’=—
4rm 2r
b

1 -
__..= I'.d_‘,z
r=—1f

- g

ahol 4 az 5 zart gorbe 4ltal kozrezart teriilet, s merev test szerti mozgast feltételezve kapjuk az anticiklonalis

=43 8ms™’

forgas sebességét a kdzépponttol 27 tavolsagra . Az eredmény nem realis.

b) Ha a Iégtest a 60°-0s szélességi kdrén mozog a platon, akkor a potencialis drvényesség megmaradasa miatt:

s f ‘.: _:‘ f+:.
Bk |, 10,758
o ) -4 _-1 S ) 28 = -3 -3 =1
A 60° szélességi koron vagyunk: f(607)=126-10"s , = 0,25f=3.15-10"s )

c) Ha a Iégtest d¢l felé mozog, akkor csokken a planetaris rvényessége, s ciklonalis forgésra tesz szert:

(F609)) [ FUs9+L,)

oy )| ol

= Tl e =7 371077 <7}
Szémolélsutén:’5'-_"Q [sin(60%) —sin(45] =2.32-107 s .

Iv.2.17.

a) A Karpat-medence térségébe kelet feldl besodrodo levegd a hegység keleti lejt6jénél délre fordul, vastagsaga
csokken, s a kezdeti ciklonalis gorbiilet utdn a hegységen atkelve anticiklonalis drvényességgel rendelkezik. A
hegységen atkeld leveg6 vastagsaganak csokkenését nem tudja kompenzalni a planetaris 6rvényesség csokkenése,
igy a Karpat-medencébe érkezve negativ (anticiklonalis) 6rvényességgel fog rendelkezni. A hegységen atkelve a
levegd észak felé tart. Novekszik a vastagsaga, s az anticiklonalis 6rvényesség ciklonalisra valt. Amikor visszatér
az eredeti sz¢élességi korre stabilizalodik, keleties mozgasa lesz.
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'_F_I—;m I_'I_ ¥

Kﬁ ﬁl " s FErdr FFrrrrL
T (1] %
Y Ny £ K

NS

MIV.2.1. abra. A Karpatok hegylancain dtkel6 és keleties iranyu levego mozgadsa (A sematikus abra, Holton (2004)
alapjan keésziilt.
(http://booksite.elsevier.com/9780123848666/downloads/image bank/Chapter%204/f04-12-9780123848666.jpg).

b) A déli félgombon az Andokon atkeld nyugatias aramlas el@szor dél felé tériil el, s a hegységen atkelve
anticiklonalis gorbiilettel jellemezhetd. (A déli félgombon a teknd anticiklonalis aramlast jelez.) A 1égrész vastagsaga
csokken. Amikor visszatér az eredeti szélességi korre, délnyugatias dramlassal tovabb halad észak felé, s igy
ciklonalis gorbiilete lesz (eredetileg is ciklonalis aramlas jellemezte). Ujra kialakul egy ciklonalis hullamzas
(MVIL.2.2. dbra). Ismét emlékeztetiink, hogy a déli f€lgombon a ciklonok az dramutato jarasaval megegyezden, az
északi félgdmbon azzal ellentétesen mozognak. Ahol magassagi tekn6t latunk, ott anticiklonalis gorbiiletet
tapasztalunk, ahol gerincet, ott ciklonalis gorbiiletet latunk. A ciklon tengelye a magasban nyugatabbra van.

¥ ~Feru Bolivia
H Brazilia

1024

/" = | o “‘\’ 1013
i ._ ~ Gerine ‘“\ S

:g,Tz_@a:;:E*- \ 1006 |\ |
‘Uljm,r Argenu.na v k“

E
99 , \_ 0

L \]
LN

oy

= 1006———_|

MIV.2.2. abra. Az Andok hegylancain atkel6 levegé mozgasa. A magassagi nyugatias aramlas hullamot vet és
délre fordul (teknd), majd visszatérve ujra kialakul egy ciklonalis 6rvény (gerinc). Ezt latjuk a jet mozgasan (300
hPa-os szint sziirke pontozott vonal). A felszini szelet fekete nyilak jelzik. 1995. junius 4-i téli idéjarasi helyzet.
(Geerts és Linacre, 2013 abrdja).
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V. fejezet - A légkordinamikai
egyenletek felallitasa, vizsgalata és
megoldasa

V.1. Kétdimenzids folyadékaramlas

V.11 Mivel 21242 =Vp

E:—i Vp
dr ol

a) Descartes—féle koordinata-rendszerben:

de _ 1cdp dv_ 1ép

dr 2 ox  dr pey
b) Szférikus koordinata-rendszerben:

du 1 &p dv__ 1 ép

dr pcosg da dr ,GRFE'_ﬁl‘f

F

ahol a szokasos jelolések szerint 4, ? q foldrajzi hosszosag és szélesség, R a Fold sugara.

V.1.2. A rotaci6 (TO1V ) 2 irdanya komponensét az drvényességet a kovetkezoképpen hatarozhatjuk meg. Szorozzuk
meg a

i:-l Vp
dr Yol

egyenletet balrol vektorialisana v operétorral, majd az igy kapott eredményt szorozzuk meg skalrisan a k=(0.0.1)

vertikalis egységvektorral:

k(v vxlvp)
\ d;" | 2 ,!

Ha feltételezziik, hogy a sebességi mezd sima abban az értelemben, hogy az id6- és térbeli parcialis derivaltak
felcserélhetdk és a stirliség horizontalis valtozasa elhanyagolhato, akkor:

d(V =) =—k i Vx "F_p.\.l

S 1N 4
5

|

ami a 1185 =VxVs=0 " tots78leges skalar fiiggvény) azonossag miatt egyenld nullaval, azaz:
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0

k_"d('? ) “:_ dik-(V =v)]
a ) A

A Stokes-tétel szerint

>

]‘:Nis = || (Vxv)-ndF
T F

ahol F atetszéleges I zart gorbén kifeszitett teriilet, értelmében:
C=[[vds=dllands

V.1.3.
: g-l- (v-Viv

Felhasznalva, hogy
grad(w, -v, )=y, - grad)v, + (v, - grad», + v, xroty, +v, =10ty

=Y2=V Iehetdséget, és hasznaljuk ki, hogy

ahol ' ¢és V2 tetszOleges vektor értéki fiiggvények, Valasszuk a !
,azt kapjuk, hogy

rotv =k

a kétdimenzidés mezében
i 1. 1 -
(v-Viw =;'\7(1' V)—vxroty= ;T(v i+ k=
igy
6’11 - 1 )
—=—kxv—=V{)——Vp
ct 2 yol )

Az el6z6 feladatban is alkalmazott feltétel mellett
= k- (Vx(S kX))

CT

Kihasznalva a
rot(y v, )=y, -grad)w, — (v, - grad)w, +v, dive, —v, divey

azonossagot:
Vi (Ckxv) = 0-V)k—(Ck-Vw + Ck(V -v) vV -(CF)
k—":’k"'zo, s igy a kvl valé

Mivel kétdimenzids idedlis folyadékaramlast vizsgalunk, fennall, hogy

skalaris szorzas utan:
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A légkordinamikai egyenletek felallitasa, vizsgalata és megoldasa

[V % (Chxw)] = (- V) + £ (V-9) = V- (L)

i)

==V '-)

Azaz a végeredmény

| (5]

t

o

Ez az 6sszefliggés nem mas, mint a kétdimenzids 6rvényességi egyenlet fluxus-alakja
V.1.4.Mind a V1.2., mind a V.1.3. feladat megoldasa soran feltettiik, hogy a kozeg homogén és 6sszenyomhatatlan

azaz PUe . 1) =dllandd A yontinuitasi egyenlet alapjan ez azt jelenti, hogy V-¥ =0, vagyis az ¥.1.3. feladatban
tag U, s igy a két feladat megoldasa azonos, ami nem mas mint az 6rvényességi egyenlet advekcios alakja

Now ,
V.1.5. Nyomasi koordinata-rendszerben a kétdimenziés momentum-egyenlet alakja

—gradd

B

ahol @ a geopotencidl. Ekkor az V.1.3. feladatban bemutatott eljaras szerint, felhasznalva a

gradiv, -v,) = (v grad v, + (v, grad)y, + v xrotv, +v, xroty

tetszOleges vektor értéki fliggvény) azonossagot, kapjuk, hogy
—Lkxv— 'f @ + —

-1 —Ck=vy —Erad G5+($ 1j
cr \ 2

=—fkxv . p

. Ezt behelyettesitve a megfeleld egyenletekbe

" g V2

V.1.6. A kétdimenzids aramlasra haté Coriolis-erd Foor
! . 1
=+ kxvy—=V(v-v)—
2 pa

cr

illetve a nyomasi rendszerben
o . ,
=L+ Nkxv=V & +—

cr
V.1.7. A szamolas teljesen analdg az V.1.4. feladatban bemutatott eljarassal, s az eredmény

= =V + /]

>

ﬁ]
]

i1

(5]

ami, kihasznalva a
div(uxv)=udivv+v-gradu

divy=0 ) a kivetkezd alakra egyszeriisodik

azonossagot, 6sszenyomhatatlan kdzegben (

392

http:// www.renderx.com/

render


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

A légkordinamikai egyenletek felallitasa, vizsgalata és megoldasa

== VD

B

dC+H _,
ami nem mas mint az abszolut drvényesség megmaradasa: ds

V.1.8. Mivel D=V v 4 divergencia-egyenlet:

=V~ kxv=V @+

| S

Az egyenlet jobb oldalanak elsé tagja tovabb alakithato:
VAHS+Nkxv]=V-[(C+ fvxk]=k-V[(£+ fv]=(C+ - (Vxk) =k-V[(Z+ f)v]
Ezt behelyettesitve a fenti divergencia-egyenletbe mar adodik a feladat megoldasa, vagyis

D v+ ] -V] B+ 2]
E'I \ 7 |

& V() 2D,
V.1.9. A ¢t egyenlet analdg alakja: dt ,

vagyis a (€55 abszolat orvényesség a kétdimenzios drvények esetén — 6sszenyomhatatlan kdzegben — konzervativ
(megmaradd) mennyiség.

V.1.10.
B4 &P | e+ eC+n
& oV H =V = T Y L] & R (N2
¢ i+ L+ ok oy
| o' e’ ox' ?

A determinansokban az ¥ és ¥ a két horizontélis koordinatat jeloli. A vesszOk azt hangsiilyozzak, hogy *' és

¥ nem feltétleniil a Descartes-féle koordinatak, hanem tetszSleges mennyiségek is lehetnek.

V.1.11.

a) Descartes-féle koordinata-rendszer:

= C;g V= —@
oy cx
b) Szférikus koordinata-rendszer:
L lew 1 @&¥
"R, &9  R.cosp &l
R .
ahol “¥ a Fold sugara.
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A légkordinamikai egyenletek felallitasa, vizsgalata és megoldasa

V.1.12. A geosztrofikus egyensuly esetén a Coriolis-erd és a nyomasi gradiens er6 megegyezik egymassal, egyensulyt
tart fenn. Ezt a feltételt a nyomasi koordinata-rendszerben a kovetkezdképpen irhatjuk fel:

—fkxv=V®
—fhkxy=—fkx(kxVE) =(kxV)x fk=VO( k-k)—kKV¥-(fB)]=fVE _
1
¥=_d¢& +3allandd
I
V.1.13. A divergencia-mentes aramlas sebessége: ¥ =k * V¥ =
E=%|‘|‘|ﬁ‘-f|d_1"d}"=% [[(kxvE)-(k=V lP]:ir'd}":% [V [(kxV &)xk]dddy' =
IF 2F 2;
=%[[vsrf-[vsv(k-k)—k(vsv-k)]nix»'d}-':% [[(vE)ydaed
1% I
. p—
V.1.14. A rotaciomentes aramlas sebessége: VE YL
=L |'|'|v-v.~|ch—'d1,-'—l [[(Vr)iaed
=2 Y=gl ed

V.1.15. A Helmholtz-tétel alapjan a kétdimenzids dramlas sebessége a divergenciamentes €s az drvénymentes rész
Osszegeként is eldallithato, azaz:

¥ ="‘-L_;-+1‘; =k=V¥+Vy

Felhasznalva a kapott dsszefiiggést, tovabba az V.1.13. valamint az V.1.14. feladat megoldasat kapjuk a bizonyitani
kivant egyenlGséget.

[[2ax'd =0
V.1.16. A bizonyitando allitas ekvivalensa = “# feltétel teljesiilésével. Az V.1.10. feladat megoldasat
f=dllando ):

sTI

figyelembe véve (feltételezve, hogy

% _srw  [[Zacd=[[se maca
& T L 7 ,

A = mez6rél tegyiik fel, hogy idében folytonosan differencialhatd! Ekkor az idé szerinti derivalas felcserélhetd

[[raca =[[3 Byaca =0
a térbeli integraldssal, s igy — -7 JF

=1 I F

V.1.17. Az ensztrdfia definicidja alapjan:
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oy - T
Mivel €t " afeladatban szerepld feltételeknek megfelelvén:
£=|’|' ST de'dy =0

V.1.18. Az V.1.13. és V.1.14. feladat megoldasa alapjan:

1-

E=-[[(veryard
2] ’
E o fvmXEgeq=[[v/ e L de'dy' - [PV NV eear =—f[#] = lacar =0
-; &t L e ) oL é ) L)

A szamitdas masodik 1épésében a parcidlis integralas szabalyat, majd a Gauss—Osztrogradszkij-tétel
kovetkezményeként felirhato

[[[v-var=0

egyenldséget hasznaltuk ki.

V.1.19. A Jacobi-determinans véges differencia-kozelitésének — a feladat elvarasait kielégité — egy lehetséges
felirasi modja a kovetkezo:

A feladatban leirtak figyelembevételével a fenti egyenlet baloldala az 2 o mennyiség id6beli valtozasa az @)
pontban. gy tehat az

mennyiség az az ensztrofia, amelyet a tér (i.7) pontja ad, vagy kap a tér (+k.j+0) pontjatol. A rendszer energiaja
akkor marad allandd, ha a tér (i +k.j+1) pontja ugyanakkor ugyanannyi energiat ad, vagy kap a tér (L7) _edik

pontjatdl, azaz
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és
a, . .=0

V.1.20. Az altalanos képlet egyik lehetséges felirasa:

'b.'_;_' EjH = iy’ C.‘_J:_:_'_.'_W_’_

3,-_f: (:-“’: ?j = Z b:_‘:_:—w_‘:— 1T e R

MR

i -vel!

I+ R

Szorozzuk meg a fenti egyenletet mindkét oldalat
g:___: 3_‘_‘: (:‘: ?:I = Zb:___:_:—w____:—a\P:_‘: :“'

mn

Az V.1.19. feladat figyelembevételével az energia akkor marad allando, ha

V.1.21.

>

ahol
3, =2H _2[@"’.—1_: T K OSSR bl e ORIl SR B GNP S )

SRRTL Rl SEPE) b

=mi

3: =(2 *"-')_2[;*_ RIL RN TR b

_;-r.-l:.'(wm-l:;-l - \P»:—l:.'—l) + :,.,m_l:; (\P»:—l,'—l _wm—l:.'—l)] ,

5= *"‘)_:[\Pm-l_: (oot~ St iot) ™ Wt (Lt = i) —

W (;»:—1: T ;»:—1_.'—1) + \Pm,'—I(;»:—l: -1 ;»:—1__'—1)] ,

ahol 7 a horizontalis racsfelbontas.

V.1.22. Kiindul6 egyenletiink:

Y V-2 Vp
ér p

igy a kovetkezd felbontast kell alkalmazni: ¥ =v+y' p=p+p’ p=ptp

Behelyettesités utan:
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o Y VI -iVr— (- VI - LV (v
&f &t &t 2 .

>

ahol a legnagyobb tagok atlagos értékeket tartalmaznak, majd utana kovetkeznek a vesszOs tagok, majd a két

vesszos tag [V

V.1.23. Az V.1.22. feladaftban szét tudjuk valasztani az atlagos sebesség valtozasara és a sebesség fluktuaciok
idébeli valtozasara vonatkozo egyenletet a nagysagrendi analizis alapjan. Tudjuk, hogy a vesszds mennyiségek
legalabb egy nagysagrenddel kisebbek, mint az atlagértékek. Tehat

i =_(F.vj¥—i Ve e V-V —ivp '
’ P g O P

:l"‘l

(%]

Alakitsuk it o~ 67 V)F

fejezetet is)

kifejezést, kihasznalva a vektorszamitas kdvetkezd osszefiiggését (lasd a 2.2.
grad(w, -v, )=y, - grad)v, + (v, - grad», + v, xroty, +v, =10ty

ahol *1 &5 2 tetszOleges vektor értékii fliggvény:

—(v-VW' = (¢'-V)w ==V(v-v) +vxroty' +v'xroty

Az rvényesség dtlaga és fluktuacidja: = = F (V%) gg a0 & =F-(VX¥) ihasznalva az inkompresszibilitas

feltételet (£ =allando £'=0y 1 anik hogy:

&v - T R T C B
— ==V(v-v)+vxrotv' +v'xrotv —=Vp' = vxroty' +v'xrotv =V v-v'+=p |
ct \ ]

0

Megszorozva fenti egyenlet mindkét oldalat ¥ (V' kifejezéssel, majd kihasznalva hogy Tot8radY =0 1anii oy

s

E'H;?:k .['F><(;xrot1")]+k-[TX(""th;)]

ct

Mivel kétdimenzios ) aramlasi mez6t vizsgalunk, ezért a rotacionak csak vertikalis komponense lesz.

O kIR kxR —k-[V x (k)]
ct

Az V.1.3. feladattal analog modon:

& NN -VE)
at ,

Az inkompresszibilitas miatt azonban
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Vow=0 V¥'=0 _ &

V.1.24. A kiindul6 egyenletiink az V.1.6. feladatban szerepld
L C+ PExe-V &+ LY
&t L 2 )

egyenlet. Ennek alapjan a sebességfluktuaciora felirt linearizalt egyenlet (az els6 rendben kis tagok megtartasaval):

T+ sy =k xy=V(D'+ v+

il
2|2

A divergencia-egyenlet jobb oldalanak egyes tagjait a fenti 6sszefliggés nabla operatorral torténd skalaris szorzasaval

kapjuk a divergencia definicidja szerint. Igy az egyes tagok alakja:
V- V(D+r-v) ==V (D+v-v)

V(L kxv) =V [kx (') | =k-[V x(£'v)]

V[ + kv |=k-[V<((£+ )]

Igy a divergencia-egyenlet linearizalt alakja:
D k[T (Tt w429 ] -V @ v
= N N - ’aholD=§+Dl’

cit

ami éppen az V.1.8. feladafban szerepld egyenlet linearizalt alakja.

(VE) = V(¥ V) -V = V(¥ V&) - ¥ .

V.1.25.
Ha a fenti kifejezést periodikus peremfeltételek mellett integraljuk, akkor a baloldali els6 tag zérussa valik, azaz
[[veyidedy = —[[#racdr' = —[[ (A7) rar d I S
F F F = M:—;‘l_l = <:':}_[_:: A :.].
—AS -
F=4A7C AT a Laplace-operator (4 ) inverze.

A fenti kifejezésben:
V.1.26.
(Vr =AQN Ny

Hasonldan az el6z6 feladathoz:
”(‘\?zj:d\"d}" —[[;{V;{d\:'d}" o o
F ’; o M=-a o (L2)=(1.87)
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A légkordinamikai egyenletek felallitasa, vizsgalata és megoldasa

V.1.27. Az el6z6 két feladat felhasznalasaval:

V.1.28. A behelyettesités utan elvégezve a derivalasokat:

a.)

d 2) ;
e =i

>

ahol

fi=10-Vwl

Itt ¥ ahullamszam vektora. Spektralis alakban felirva:

[

(v-V), = Zl ik, fa= %ikj

T

i+ 1

=

A nyomési tag meghatarozasahoz az a.) egyenletet szorozzuk meg skalérisan (* k )-val:

b)
(d +1-f|k|2“:ik-uk =k p.+ik-f,
A
Vv =0
feltétel spektralis alakja:
ik-u = 0
s igy a fenti egyenlet a kdvetkez6 alaku lesz:
; P ——iﬁi k-f.
W pomikes L T

A nyomasi tag visszahelyettesitésével kdzvetleniil adodik a bizonyitand6 egyenldség.
V.1.29.

E() =T UK)

>

ahol

L B = kL
A :“_ J_.I

U0 =|uf
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ahola ~ mosta komplex konjugaltat jeloli.

V.1.30. A nemlinearis tagok teszik lehet6vé, hogy az egyes hullamszamok (mérettartomanyok) kozott energiadtadas
mehessen végbe.

V.1.31. Az V.1.29. feladat megoldasat atrendezve:

diim ‘- /- k%' u:~2v |k £k

Mivel V, [k =% 2 s £ pozitiv mennyiségek, a surlodas fokozatosan csokkenti a rendszer energiajat.
Emellett a strlodo energia ardnyos %~ -tel. Ez azt jelenti, hogy a disszipaci6 spektralisan szelektiv, vagyis elsésorban

a nagyfrekvencias zavarokat sziiri ki, a V' viszkozitasi egyiitthatonak a |k| =0 esetben egyaltalan nincs is hatésa.

V.1.32. Mivel

N-1
== z v(x,. 1) exp(-ik-x;)

>

ahol &V a figyelembevett alappontok szama a fizikai térben,

1 ¥
u, = TZ v(x, . 1)

i, vix,. )

Ez azt jelenti, hogy "© a mez0 teriileti atlaga, vagyis t az atlagos- (alap-) aramlast adja meg. Ennek
nyoman az el6z6 feladat megoldésa azt jelenti, hogy az atlagos aramlasra nem hat a belsd surlodas.

V.1.33. Az V.1.29. feladat alapjan ":5 egylitthato idobeli fejlodését leird egyenletben:

1-'(-1) n+l '\T"‘:’:f — 1-'(-]) i+l (:.kjl n u = 1_{(_1322—1}‘-_22”:: — —1-'JE!Z:>:H::

b
vagyis a surlodas specialis megvalasztasa biztositja, hogy valdban disszipacido menjen végbe, s a belsd sturlodas

csokkenthesse a rendszer kinetikus energiajat. Ugyanis: ha a kapott 6sszefiiggés jobb oldalan pozitiv eldjel allna,
akkor a disszipacio a kinetikus energia forrasa lenne.

V.2. A sekély viz tipusu aramlasok

V.2.1. A rétegvastagsag (7 ) idébeli fejlddését nyilvan a kontinuitasi egyenlet irja le. Ennek az allando siirtiségi
kozegre vonatkozo alakja:

Im

hdF = Indf

>

o
~

ahol T az F feliiletet hatarolo gorbe, 4F az elemi feliilet nagysaga, A a feliiletet hatarold gorbe ivelem
vektora. Innen — a kétdimenzios esetre felirt Gauss—Osztrogradszkij-tétel felhasznalasaval — a szokasos modon:

|ﬁ]

=-V- I:H)

Ty

T
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v.2.2. A =allmdo goreie] alapian a kontinuitasi egyenlet alternativ alakja:

co

= V(D) = -V -[w(P+ D) =-V-(vD) -V v =V - (y&) —BD
ct .

@_ P _ . (@w-@D

Mivel ¢t ¢t ezért ct

V.2.3.

oo

— ==V [(Z+1)¥]
&t

>

|

=k-[V X(:'"+fj1.]_vl'(p.+1‘_: i

T

A o aa o
L -v@v-op 2. v (ev)-2D
¢ &r '

V2. Mivel "0 9=V | g

K=1
3

-
; 2
Byl

V.2.5. A kérdéses egyenleteta Y% ¥-7) derivalt meghatarozasabol kapjuk.

EE 1, péh &1, 2 1, &k
— =] —+h— [ =z ==
cr 2 ct crl 2 2 ct ot

ct

‘ . S A . N T3
1'-31ﬂi=—1‘-h(f'k><1‘)—1'-r.-\7 ;|1'| =WV @=—Lk-(vxev-h)—v- iV ;|1'| |—v-IV@

>

s igy

. "1,
v =—(v-1)-V| Zp[ +@ |

ct 2
A kinetikus energia lokalis idobeli valtozasa:

K _Lrvomy—viw! Lpf lev v e =—v. Lpfun —v v e
eK 1 L) 1 |
& 2 2 2

@, =[®(2)dz= [gzdzz%gk-:
V.2.6. 0 0 -

Sl —of s _av
V.2.7. ctl, 2 J ct

V.2.8. Az el6z6 feladat megoldasabol kiindulva felirhatjuk, hogy
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[»F]

CE = @ (vh) =~V (Pvi) + ViV B
ct .
Az igy kapott egyenldség felhasznalasaval:
BK+@,) (

=V Lfv |- voov. @) +in Vo=V | Lsfvi |- V. (@vi)
ct :\‘_ 2 J.l :‘.. 2 J_.l

—ff ®+@,)dcdy=—ff | V| l|1‘|2‘|‘3’: [+ V- (Prh) |drdy =0
V2.9, ¢F FLoV i

Haa vizsgalt F  térrésznek (az adott térfogatnak) nincsenek hatarai, vagy a hatarokon keresztiil nincs tdmegaramlas,
akkor

[[[vvar=0

ahol ¥/ tetszéleges térfogat. {gy tehat a Gauss—Osztrogradszkij-tétel szerint:
fvnaa=([[v-vdr=0

V.2.10. Az V.2.1. feladat megoldésa alapjan a momentum-egyenlet:

9]

=+ Nkxv) -V @+ 2]

& |

mig

igy az V.1.7. feladat megoldasa alapjan:

Oy

==V-[( + ¥]==V-(vhe)

> |

V.2.11. Az eléz6 feladat megoldasa alapjan:

— ||| (£ + F)dF =]] V- (vhg)dlV =0
g

b

(f+l)=hg
hiszen:

[[[v-vdr=0
V.2.12. Az ¥.2.1. feladat megoldasaban is szerepld kontinuitasi egyenletet ¢ -val megszorozva kapjuk, hogy:

¢ +gV-(vi)=0
cr

B
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igy az V.2.10. feladat megoldasanak felhasznalasaval felirhatjuk, hogy

gg 1[éhg) an) 1

— = —a— |=—(-V-(vhg) +¢V () =—v-Vg
ct h\, ct ct) h
V.2.13.
'i—q—i—v-'\?g:[] d_Q':O
ct = dr

vagyis a ,,sekély viz” tipusu aramlas esetén a potencialis 6rvényesség individualis megvaltozasa nulla, tehat e
mennyiség az aramlas konzervativ tulajdonsaga.

-

V.2.14. Vezessik bea ¢ = hg” kifejezést, amire teljesiil, hogy

17Ty
28 2 &
Az el6z6 feladatbol tudjuk, hogy:
1 &k ) 1 ;
S¢S =—o gV Ow) g =—hgvVg =l Vg’
2 & 2 6s € 2
A fenti egyenletek 0sszevetésével:
1ég ’ 1]
— = T —vha*
2 & 27 )

ahonnan a Gauss—Osztrogradszij-tétel felhasznalasaval, tudva, hogy

[[[v-vdar=0

kovetkezik az

osszefiiggés. Igy belattuk a feladat allitasat, vagyis a

1 hg*dd

F

Q:

b | =

kifejezéssel definialt teljes potencialis ensztrofia valoban invarians mennyiség.

A potencialis ensztrofia definicios egyenlete:

1er. . 1., ., 1
Qz?“ (C+fyde'dv =?‘|‘| (hg) dx'dy
~°F “°F ,
Y g lp 2t
ct ot 20 &
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Szorozzuk meg hg-val az el6z6 feladatban szerepl6 egyenletet!

, Bk
1 ‘°—=—lq'~' MJ
cT

A fenti egyenletek Osszevetésével:

_—qm Tq—lg V. (vh)=-V.| l—w'sq:

r\_-,|n3

Ahonnan a Gauss—Osztrogradszij-tétel felhasznalasaval, tudva, hogy

[[[vvar=0

>

kovetkezik a

,E]] g'de'dy' =0
&t

osszefiiggés. Igy belattuk a feladat allitasat, vagyis a

TR . o
=]] Ek- gdx' dy

kifejezéssel definialt teljes potencialis ensztrofia valoban invarians mennyiség

V.3. Elorejelzési légkormodellek

V.3.1. A két horizontalis mozgasegyenletbdl indulunk ki:

cu g cu g £
Y e Ot IS 3
at gx oy gz o
és
v Sv cw C
—+a—+‘p—+n—=— ﬁ—ﬁ;

ct &x oy &z cv

Az els6 egyenletet y-, a mdsodikat x-szerint derivaljuk, és a két derivalt egyenletet kivonjuk egymasbol. A kovetkezd

egyenletre jutunk:
for ép )

ev) [éwéu ewév) +" cex Ep

d '
—(E+ =< +fJ —+—+—H Faiual b bl
dt & j \dvdz éxéz) \dvéx xdy)

cy

V.3.2. Az eldz6 feladat megoldasat felhasznalva az egyenlet jobb oldalanak elsd tagja barotrop, a masodik és a

harmadik, azaz a forgatasi és a szolenoidalis tag baroklin.

V.3.3. Mivel sikaramlas esetén =0 és a divergencia-mentesség feltétele miatt a horizontalis divergencia nulla

D=4+ 0 de+h_g ac g
dr ,azaz df . Itt eltekintiink

G ezértaz W3.1. feladat megoldasat felhasznalva

azaz
az /. Coriolis-paraméter szélességi korok szerinti megvaltozasatol.
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V.3.4. Megfigyelés (mérés) — tavkozlés — adatellenérzés — adatasszimilacio — integralas (az egyenletek
numerikus megoldasa) + paraméterezés — extrapolacio — a folyamat egy részének ismétlése az integralastol
kezdve a CFL-kritérium szerint — utéfeldolgozas — tavkoziés.

diZ+5) _
V35.A  df barotrép abszolut drvényességi egyenlet individudlis derivaltjanak felbontasa utan a kovetkezd
megoldando egyenletet kapjuk:

8 cf

—+&—+»—+£¢— 0
ct cx &y &y

A fenti egyenletben figyelembe vettiik a Coriolis-paraméter szélességi kordk szerinti megvaltozasat, vagyis

& _&
dr cv

o o, K,

= &—+»—+a—

A prognosztikai & és a diagnosztikai ¢ @ € tagokat az egyenlet két kiilon oldaldra rendezve azt

latjuk, hogy a = relativ 6rvényesség tendenciaja, azaz idébeli valtozasa a

c ¢ &r |
- &—+»—+£¢—f |
£ cv 2y |

orvényes advekciotol fiigg. Vezessiik be £ -et az 6rvényes advekceio jeldlésére, tovabba hasznaljuk az 6rvényesség

ésa ¥ aramfliggvény kozotti Gsszefiiggést, ami szerint L=V ! A megoldand6 prognosztikai feladat ezek
szerint a kovetkez6:

A térbeli és az id6beli differencialas sorrend;jét felcserélve: . Ezzel az aramfiiggvény tendenciajara
masodrendt parcidlis differencidlegyenletet kaptunk. Az egyenlet megoldéasa utan, azaz a tendencia ismeretében

extrapolacios eljarassal juthatunk el ¥ elSrejelzett értékéhez.

vAF

C = L 1
V.3.6. A Courant-szamot alkalmazva a As feltételnek kell teljesiilni. Mive

va=100ms™ ezért g M <7500s~2086ra

| A5 =750000m oo 0 16gkorben

a leggyorsabb hullamok terjedési sebessége feltétel alapjan lehet

v=10ms™

id61épcsot valasztani. A barotrop Srvényességi egyenlet viszont csak a nagysagrendbe es6 hullamokat

M r r .3 g D4 o r r " ” . L = . . L = 7145
irja le, ezért a modell esetében nagyobb id6lépcso is valaszthatd. A modellezdk eldszor Ar=1éra , majd Ar=Zlora
s Ar=30ra iq51epcsével is kisérleteztek — sikerrel.

V.3.7. A Brook Taylor angol matematikus altal 1715-ben kimondott tétel szerint egy alkalmas fliggvényosztalyhoz

tartozd ) fiiggvény kozelithetd a kivetkez6 hatvanysorral:

FG) = fea)+ ) x—2)+ (x—x) + (x—x)° +..+R,

)
21

J )
3

ahol R, az ugynevezett Lagrange-féle maradéktag (reziduum). Bizonyithato, hogy
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limR, =0
= X

R.=5 esetén a Taylor-sor a kovetkez6 alakot olti:

FE* )+ F6)x-%)

Ebbdl atrendezéssel kapjuk J'Ge) kozelitésére a kovetkezd, elsé rendben pontosnak nevezett formulat:

S 1)
.

— X,

J(x)

V.3.8. A hidrosztatikus modellekben nincs fliggdleges gyorsulas, ezért a harmadik mozgasegyenlet a hidrosztatika

alapegyenletévé egyszerlisddik, vagyis nem prognosztikai, hanem diagnosztikai egyenlet lesz: dp(2) = gp(2)dz

Megjegyezziik, hogy a hdaromdimenzios hidrosztatikus (pontosabban fogalmazva kvazi-hidrosztatikus, vagy
kvazisztatikus) modellekben lehet vertikalis sebesség, csak gyorsulds nem. A vertikalis sebességi mezé a kontinuitdsi
egyenlet felhasznaldsaval adaptdlodik a horizontalis sebességi mezohoz.

V.3.9. Mivel egy hullam megjelenitéséhez legalabb 225 tavolsag kell, ezért a Fold atlagos keriiletét is figyelembe

véve M =40000 km / (2As)+2000

V.3.10. EPS megjelenitési lehetéségek:

1. valamennyi EPS-tag térképes megjelenitése (,,bélyegalbum”, stamp charts);
2. asokasagi eldrejelzés atlaganak térképe (ensemble mean);

3. klaszterek felallitasa (klaszterek kialakitasa az EPS-tagokbol, cluster charts);

4. egy kivalasztott elem néhany értékének térképes megjelenitése valamennyi EPS-tag alapjan kontroll-elorejelzéssel,
vagy anélkiil, sokasagi atlaggal vagy anélkiil, éghajlati atlaggal vagy anélkiil (,,spagettitérkép”, spaghetti plot);

5. a sokasagi eldrejelzés szorasa; kiiszobérték atlépésének valosziniisége;

6. egy kivalasztott elem varhato idébeli menetének megjelenitése valamennyi EPS-tag alapjan kontroll-elérejelzéssel,
vagy anélkiil, sokasagi atlaggal vagy anélkiil, éghajlati atlaggal vagy anélkiil (,,faklya”, plume);

7. egy adott elem sokasagi eldrejelzése a 25 és 75%-os kvartilisekkel, a mediannal, az alap- és a kontroll-
elorejelzéssel (EPS-meteogram).
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VI. fejezet - Diszkontinuitasi feluletek a
légkorben

VI.1. Légkori frontok

VI.1.1. A tropopuza felett a hémérséklet valtozas abszolut értéke legalabb 2 km-es rétegben 2 °C km™! értéknél
kisebb. A tropopauza szintjében a nyomas kisebb mint 500 hPa. Szintén megall a homérséklet csokkenés a
mezoszféra felsd hataran. Ezt a két réteghatart a VI1.1.2.d abra szemlélteti. A sztratoszféra tetején athaladva
(sztratopauza) viszont a hémérséklet novekedés sziinik meg. Ezt szemlélteti a VI.1.2.e dbra.. llyen az alakja a
hémérsékleti inverzios rétegzddésnek is. A konvektiv hatarréteg felsé hataran megjelené hémérsékleti ugrast a
VI 1.2.c abra, illetve a tipikus hideg- vagy melegfronti hdmérsékleti rétegzodést a V1.1.2.a dbra, mig a felhétetd
tipikus homérsékleti rétegzédést a V1.1.2.b abra mutatja. A VI1.1.2.a abra megfelel egy tipikus éjszakai inverzids
helyzetnek is.

VI.1.2. Vizsgaljunk stacionarius, idében allando frontfeliiletet!

2 -2 |de=0
T :.hC'IJ':_

L=
=

A frontfeliilet — az egyszeriiség kedvéért — legyen parhuzamos az x tengellyel, vagyis az északi félgombon a hideg
levegd (1) északon, a meleg (2) délen helyezkedik el.

- ] Jax=0
ey |

A nyomas nem valtozik, illetve a hideg és a meleg levegében ugyantigy valtozik az x tengely mentén. Egyszertien
szamithato az ilyen stacionarius front hajlata — az y tengellyel bezart (% ) szoge —, pontosabban a hajlasszog

dz |
tgdt=— |
tangense &/
(@) (&)
dz _ L)y Loy
& (@) (&) _|
L gz ), | Ez‘!:_
A sztatika alapegyenlete e szerint a hideg levegdben (1) ugyanolyan magassagban nagyobb a
gy g g gy gassag

stirliség — tehat a nyomads jobban csékken a magassaggal —, mint a (2) meleg levegdben.

A frontfeliilet hajlata pozitiv, & Ebbel kovetkezik, hogy a horizontalis nyomasi gradiens a hideg levegében
nagyobb, mint a meleg levegdben. (Itt a horizontalis nyomasi gradiens értékér6l nem pedig abszolut értékérdl
,,beszéliink™.)
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Diszkontinuitasi feliiletek a 1égkorben

Pa

a)

e) * v =

Pa Pa P2 Pa

MVI1.1. abra. A nyomasi és az aramldasi mezo fobb tipusai frontfeliiletek mentén. A fronttol délre a meleg levegd,
északra a hideg levegd helyezkedik el. (Dési és Rakoczi, 1970).

VI.1.3. Ha a stacionarius front az y tengellyel parhuzamos, akkor a kiindulasi egyenletiink
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Diszkontinuitasi feliiletek a 1égkorben

@) (&) ]
dz  |\¢x oLéx) ]
dx I cp _"JEp\‘:_|
|\ &z Hh o Lez) ]
Z=pfy
Ekkor a geosztrofikus szélegyenlet ¢ felhasznalasaval:

d= iplvgl_plvgl
g A&

ami az allapotegyenlet felhasznalasaval

majd tovabb alakitva:

dz ff_»g =¥ Flva+v, ff"-f —Vg
& g L-L g. 2 | g T,-F

Nézziik meg a frontfeliilet hajlatat az ageosztrofikus sz¢l hatasat is figyelembe véve. A horizontalis mozgésegyenletek
felhasznalasaval a nyomasi gradiens:

&p du o dv_
e p—tpph —=—p——pfu
. P o ﬂ'ﬁ, Ay ’
illetve az ageosztrofikus szél (Va V% , o THTH, ) bevezetésével
g:—pfv:+pﬁ' ,g =pfu,—pfu
oo cy .

B

Tekintsiink — ahogy a feladat els6 részében is — egy y tengellyel parhuzamos stacionarius frontot! A frontfeliilet
egyensulyi hajlata:

"2 —;2“: | duy  dy
& e ekl Fem-ewm 1Pa P
b (@) (e g A=, 8 AP
\\ez ) \az),]
dit, dig
B U TR
g L-L ¢ nL-i
)
illetve kihasznélva, hogy &
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e
-1

+ 1
T,

f
|,

Iv,-Tyy
7.7,

LEN b

A frontfeliilet hajlata tehat egy adaléktaggal egésziilt ki, ami azt mutatja, hogy a hajlat fiigg a gyorsuls nagysagatol
és iranyatol, vagy masképp fogalmazva, az ageosztrofikus szélkomponens nagysagatol és iranyatol.

VI.1.4. A frontok mérsékeltovi ciklonokhoz k6tddnek. A front vonala haladjon parhuzamosan az izobarokkal (a
ciklon kdzéppontjatol tavol)! Kiindulasi egyenletiink a gradiens szél:

ahol 7 a vizsgalt id¢jarasi objektum (ciklon, vagy anticiklon) gorbiileti sugara, v, az érint0 iranyu sebessége, mig

cp cp
== — =0
Cr  a sugérirAnyll nyomasi gradiens. Ciklonalis rendszerben v, > 0, € ; anticiklonalis rendszerben v, < 0,
@ <0
¢r . Ilyen aramlasi rendszerben az egyensulyi hajlat:
dz _ fppa—pyvy 1 ;0:""_-:: _401"’_-:1 _ S hv, Ty, 1 II":: Iy
dr g A A L g L-I g IL-T

(@' —8" =(a+b)(a—B))

A kifejezés tovabb alakithato, kihasznalva az * azonossagot:
E = _f_f_ Va7V ( 1+V:I+V:1 .j
d g L-L L fr

Az egyensulyi hajlat ismét egy adaléktaggal tér el a Margules-féle formulatol. Az adaléktag forditottan aranyos a
gorbiilettel és a két leveg6tomeg homérséklet kiilonbségével, mig egyenesen aranyos a két levegétomeg szélsebesség
kiilonbségével, illetve az atlagos szélsebességgel, valamint a két 1égtomeg atlagos hémérsékletével.

Jel6lje az 1 index itt is a hideg, a 2 index a meleg leveg6t. Az adatok behelyettesitése utan:
;E x2.1-107
a) &

4z

. ~-21.107
b) ¢

VIL.1.5. A kétszer rétegzett kozeg ciklonalis és anticiklonalis forgasat, s benne az eltérd sebességgel mozgo hideg

és meleg levegdtomeg hatarfeliiletének elhelyezkedését az MVI.1.2. abra szemlélteti. Ciklonalis rendszerben v, >0 R

anticiklonban *= * 0.
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MELEG

HIDEG

a) V2 <V, b) V2> Wy

MELEG

HIDEG

HIDEG

€) V2 <y d) Wz >V

MVI1.2. abra. A ciklonalis és az anticiklonalis 6rvénylés négy fo tipusa kétszer rétegzett kozegben. Az abran I —
hideg; 2 — meleg levego.

VI.1.6. A front vonala parhuzamos az y tengellyel. A Margules-féle egyensulyi hajlat:

‘,.
|
-
,
=
=
L
Lid

2 ey 1z 3-8
IL,-T, 981 7 12

=1,15-107 =0,066° = 3,96’

(p=48)=1.054.10" 5"

1
VI.1.7. A front vonala parhuzamos az x tengellyel. f A Margules-féle egyenstlyi hajlat:

3-(-3)

E

4
e

—u,; 1.054-107

£2 =3.2.107 =0.18°=10.8’
L-T, 9.81

-297.15.

fj—r“
g

Ba¥

VI.1.8. Kihasznaljuk, hogy a front vonalara mer6leges sebesség dsszetevé mindkét levegétomegben ugyanakkora.
az eltérés a frontra mer6leges 0sszetevokben lesz. Toljuk kdzos kezdbpontba a két sebességvektort, majd a sinus-
tételt kihasznalva hatarozzuk meg a front haladasi sebességét és iranyat! A szamitashoz a MVI.1.3. abra nyujt

segitséget. Ismert a két levegétomegben (1) és (2) a szélsebesség ¢és a adott a két vektor altal bezart szog (7).
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—_ 9ms’ 9ms’'
f-'-' -."'--._ I
/ P 0 —
( 20 ~—— )
Ny Szélsebesség a front két oldalan K
Fraontvonal
|
— |
=} v v
P 1 z R 2
! e 1
[ 20° ,_‘ " — 10
Ny [ X K
f Nﬁﬂ:h:
| V,
J 1

Frontvonal
i
I

A frontfelllet elhelyezkedése, a front haladasi sebessége, a frontvanallal
parhuzamos sebességisszetevok

v

2
o
i '_{,T,/”"/]
\\j K
v, A

A front haladasi iranyanak meghatarozasa a sinus-tétel alkalmazasaval

MVI. 1.3. abra. A hideg és a meleg levegd kizos kezddpontba hozott sebességvektora, s a front haladdsi sebességének
meghatdrozdsa az igy kapott haromszdg magassaganak a megadasadval.

! !

sing  sin

Tudjuk, hogy % +p=180"-% , tovabba teljesiil, hogy

sin(180 — %) =sin(ax+ ) =sinc-cosS+sinfF-cos i cosa = (1-sino )

és
A fenti egyenletekb8l mar meghatarozhaté a front haladasi sebessége és iranya, s megadhato a frontvonal
elhelyezkedése, ami merbleges a haladasi sebességre. A front haladasi iranya a két sebességvektor altal kijelolt
haromsz6g magassiga lesz. Mig a front vonala a haromszog harmadik oldalaval (a két k6zos pontba vitt
sebességvektor végpontjait 0sszekotd szakasszal) parhuzamos lesz.

a) a front haladasi sebessége 8,75 m s71, a front haladasi iranya —5°-kal tér el a keleti iranytdl. Mivel mind a hideg,
mind a meleg levegOben a szélsebesség nagysaga megegyezik, a front haladasi sebességét a két vektor altal kijeldlt
egyenld szart haromszdg magassaganak a helyzetébdl hatarozzuk meg.

7.1ms

-1
b) A front haladasi sebessége , a haladasi iranya délkeleti.

VI1.9.A ™ ésa > sebességvektor x tengellyel (keleti irannyal) bezart szoge legyen most ¥1 ¢s Y2 A frontvonal
x tengellyel bezart szogét (¥ ) hatirozzuk meg! Ebben segit a MVI.1.4. dbra.

W =1, =arcsin

wsin(w, — ) u
Jvf + " = 2vpvycos(y — ) Vr= W_E
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Megadhatjuk a front haladasi sebességét is:

|v1v:sin( uny = M"1j|

rl= =
- \!"'1. + vy —2vveos(i, —us)
b
/// .-'-:l

o 7 / Ve

// '&\.‘_. =, .-..-H\
W) W il I

Ny %) K
vf - ..__‘_"
-,

MVI.1.4. abra. A frontfeliilet elhelyezkedése és a front haladdsi sebessége ( Yidsa V1 akét légtomegben mért
szélvektor). A front haladasi sebessége Vs , az x tengellyel bezart szoge: Yir

) tgo = 0,008 =046%=27.6'

Az adatok behelyettesitése utan a feladat megoldasa: a a frontvonal hozzavetdlegesen

-1
130°-0s szoget zar be a keleti irdnnyal. A front haladési sebessége hozzavetdlegesen 8ms

b) A front hajlata tger = 0.01=037"=39.2 A front vonala 30°-os szdget zar be a meridionalis irannyal.

VI.1.10. Tekintsiik a frontfeliiletet egy kis vastagsagu egyensulyban 1év6 légrétegnek a MV 1.5. dbra szerint!

MVI1.5. abra. Homérsékleti rétegzddés a frontdlzondban. A horizontalis hémérsékleti gradiens szélnyirdst generdl.

tgor =——
Fik

& a frontfeliilet hajlata.
A frontfeliilet vertikalis metszetében a Az rétegben a termikus szélegyenlet altalanos alakja:

=

Az fTay T Az ST Ay

_——

Au, g ﬂf_i_;gﬂ.rx g AT

>
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Av, g AT v AT g AT

= —_—— R —— ——

Az fTAx T Az fT Ax

Az egyenletben Auy,, Av, a horizontalis sz€Inyiras komponensei, e Ve azatlagos geosztrofikus szél komponensei
a vizsgalt Azp rétegben. Kihaszndlva, hogy a frontalzéna vékony és mindkét levegétomegben elhanyagolhato a

Az rétegben bekovetkezd szélsebesség valtozas, kapjuk, hogy

LAY/

Sua—u Av | =v, v,

£l
Legyen az (x, z) sikmetszeten a frontalis réteg koordinata-iranyok szerinti vastagsaga Axy €s Azp (MVI1.1.5. abra).
A front vonala parhuzamos az ' tengellyel. A front hajlatanak a meghatarozasaban a front két oldaldn mért

;'l‘v'g _E AT
Az fT Ax gy AT =~ G -D)

meridionalis sebesség és a zonalis hdmérséklet valtozas jatszik szerepet. Ekkor

Az

A frontfeliilet hajlasszogének tangense Axp geosztrofikus kozelités esetén a termikus szélegyenlet. igy a front
hajlata:

Az __ff Ver ™ Va
Aoce g L-1

El

ami formailag megegyezik a Margules-féle formulaval. A fenti 0sszefiiggés felhivja a figyelmet a frontfeliiletek
alakja és a termikus sz¢l kozotti kapcsolatra. Ez érthetd, hiszen barotrép 1égkorben nem lehetnek frontfeliiletek —
nincs termikus sz¢l.

VL1.11. Jeloljiik a € fizikai mennyiség frontfelillet menti szakadasat [‘g‘] -vel, azaz skalarértékii € esetén
legyen

vektor értéki esetén pedig

ahol az 1 és 2 index fizikai mennyiségének a frontfeliilet adott pontjaban a front egyik illetve masik oldalan felvett
n(l,0,0)

értékeét jelenti. Az i ésj 6sszegz0 indexek. A feladat feltételének értelmében a frontfeliilet normalvektora
azaz a front az (> ) koordinatikkal parhuzamosan huzodik.
A frontfeliileten keresztiilhaladé tdmegaramnak zérusnak kell lennie, azaz

[ov-n]=[pv.]=0.

PV =PV = 0.

1 2
Az energiamegmaradasra a Pe=1pV +¢ Osszefliggés alapjan hasonld egyenlet irhato fel:

[,051‘-1':]:[,0(1}\;: +¢})1‘-n]=[@v:+¢?}pvx]=0

E}

amib6l
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(‘_1’4'91‘1_ + iy, — (% ;0:1"':: + Oy vy, =10

>

ahol ¢ mosta bels6energia-stirliség.

Az impulzusaram vektormennyiség, szakadasi feliilet menti ugrasa a Pp=F impulzusstiriiséggel a

[(P; C*") -n]_ = [p“v__?i‘_l

alakban irhat6 fel. Ennek a mennyiségnek azonban csak akkor kell eltiinnie, ha az er6hatasok ugrasa is zérus a
feliilet mentén. Lokalis folyadékban csak a nyomasbol szarmazo erdnek lehet ugrasa, ezért a feladatban adott
feltételek mellett, az impulzusaramra vonatkozo feltételek a

I_Ep+,ov__»::)?:-j_|=0

n(1.0.0) o ¥/ =%

alakot oltik, és az miatt a

[.p+.|01"::'] =.p1+.|01v1:x - _plvgx =0.

[101"":] =AW — PV Ve = 0.

[JGV:VI ] =My TV, = 0
komponensekre esnek szét.

VI.1.12. A tomegaramnak nem lehet szakadasa a frontfeliileten, az 0jabb feltétel csak annyiban jelent tobbletet,
hogy megtiltja a tomegpontok atlépését egyik oldalrol a masikra, azaz

W, =¥, =0

kell legyen. Ezzel az impulzusaramra vonatkoz6 els6 feltétel csak abban az esetben teljesiilhet, ha A=P

VI.1.13. Ebben az esetben '1:F1 T Y22 = O, de "= = 0 és ‘T O. Az impulzusaramra vonatkozd masodik és
harmadik feltétel ez esetben a
(‘;11' _V: 1_)0_" = 0
E=V. 0 =V Oy
illetve
(\»’1‘_ —V:‘_)O:' =0

res o VL=V . V=W
alakot 6lti, amibdl "= T "= &g L2 T 2

Ebben az esetben a tdmeg-, energia- és impulzusaramra vonatkozo feltételek a

.V: 1

- - % ip|=0
= + : =0 | 2

[p\fx] 0’ [ PTAY, | és L =
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alakuak, ahol ? a belsdenergia-stirtiség. Ezeket a szakadasokat erds szakaddsoknak nevezziik. Erds szakadéasok
a lokéshullamokban jonnek 1étre, a meteorologidban nincsen szerepiik.

VI.2. A tropopauza

VI.2.1. A Napbdl érkezd sugérzasi energia egy részét a sztratoszférikus 6zonréteggel kapcsolatos fotokémiai
folyamatok elnyelik, emiatt ebben a rétegben magasabb lesz a 1égkdr hdmérséklete, mint kozvetleniil a termikus
tropopauza alatt.

VI1.2.2. Harom alapvet6 elmélet ismert:

1. a termikus, mas szoval sztatikai elmélet szerint a hideg 1égtomeg 6sszehtizodik, ezért f6l6tte alacsonyabb a
tropopauza, a meleg légtomeg ezzel szemben kitagul, ezért f616tte magasabb a tropopauza (Gustav Stiive, 1926);

2. a kinematikai elmélet szerint a tropusi teriiletek magas és a polaris teriiletek alacsony tropopauzajat a kézepes
foldrajzi szélességek szinoptikus képzddményei, azaz az anticiklonok és a ciklonok eldoldali és hatoldali
aramlasa szallitja északrol délre, illetve délrdl északra (Jakob Bjerknes, 1933);

3. a dinamikai elmélet szerint a ciklonokban és az anticiklonokban megfigyelhetd vertikalis cirkulacié okozza a
tropopauza beszivodasat, azaz magassaganak csokkenését, és kitolodasat, azaz magassaganak novekedését.

VI1.2.3. A ciklon hideg oldalan.

VI.2.4. Mivel a termikus tropopauzaban megsziinik a kornyezet hdmérsékletének csokkenése az emelkedd
levegorészecskéhez viszonyitva, ezért a tropopauza alsé szintjén megsziinika felhajto erd, azaz itt talalhato a
konvektiv réteg elméleti felsé hatara. (Ez alapvetden meghatarozza a konvektiv felhok lehetséges legnagyobb
vertikalis kiterjedését és ezen keresztiil a zivatarfelhdkben keletkezo felhdelemek maximalis méretét.)

VI1.2.5. Természetes ok: id6jarasi frontok és vulkankitorések esetén, valamint mesterséges, vagyis antropogén ok:
pl. 1égkori atomrobbantasok.

VI1.2.6. Olyan anyagok jutnak a sztratoszférdba, amelyeknek egyetlen forrasa van a 1égkor szempontjabdl: a
foldfelszin. Ilyen anyagok példaul a vizgdz, a vulkani por és hamu, tovabba az antropogén eredetli halogénezett
szénhidrogének, mas elnevezéssel a kloro-fluoro-karbon (CFC) vegyiiletek.

VI1.2.7. A sztratoszféraba jutd vulkéni por mddositja a 1égkori sugarzasatvitelt, és az éghajlat atmenti megvaltozasat
idézheti eld. A sztratoszféraba, majd onnan a mezoszféraba jutd vizgdz hozza létre az éjszakai vilagito felhdket,
a felszin kozelében inertnek ismert halogénezett szénhidrogének pedig fotodisszociacios képességiik révén
hozzajarulnak a sztratoszférikus 6zon — lancreakcidhoz hasonlé médon torténd — bontasdhoz, azaz az igynevezett
ozonlyuk kialakulasédhoz.

VI1.2.8. Az allando 1égkorrel nem rendelkez6é Merkurt leszdmitva valamennyi bolygd 1égkorében megfigyeltek
izoterm €s inverz rétegeket. Ezeken a bolygokon is troposzféranak nevezik a felszin és az izoterm, vagy inverz
réteg also hatara kozotti gazburkot, de az ottani troposzféra f6l6tti gdzburok inkabb hasonlit a f6ldi mezoszférahoz,
mint a sztratoszférahoz. Ennek két oka is van: a tobbi bolygon nincs olyan fotokémiai folyamat, mint a foldi
ozonrétegben, mas részrol az izotermia vagy inverzio kialakulasat a — féként metanbol, nitrogénvegytiletekbol, és
részben vizgézbdl allo — felhdk altal kivaltott iveghdzhatas hozza 1étre. A tobbi 1égkdr ,tropopauzaja” leginkabb
a foldi légkdr mezopauzajahoz hasonlit. Sztratoszféraja — eddigi ismereteink szerint — csak a f6ldi légkdrnek van.

VI.2.9. A tropopauza atlagos magassaga mindkét félévben északrol dél felé csokken a nyomasi, és novekszik a
magassagi koordinata-rendszerben. A téli és a nyari félév kozott egyediil a polaris légtomegben van jelentds
valtozas: nyaron szamottevoen emelkedik az érték. Az atlagos hdmérséklet a magassag novekedése miatt északrol
del felé csokken. Télen a tropopauza alacsonyabb és nagyobb a valtozékonysaga.

VI.2.10. A megfigyelési adatok alapjan a 850 hPa-os féizobarszint hdmérsékletét (fg50 pa), valamint a tropopauza
magassagat (p;) és hémérsekletét () az MVI.2.1. tabldazat tartalmazza.

MVI.2.1. tablazat. A tropopauza szintje a TEMP taviratok adatai alapjan.
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1350 hpa (°C) p; (hPa) 1, (°C)
00 UTC 11,4 224 -56,3
Sodankyla

12UTC 11,6 237 —-55,7
00 UTC 4,0 276 -52,1

Trappes
12 UTC 5,0 219 -59,5
o 00 UTC 4.4 327 —47,7

Ajaccio
12UTC 4,0 309 45,5

Rogtdn szembetlinik, hogy az also 1égrétegekben mennyivel melegebb van Lappfoldon. A tropopauza elhelyezkedését
tekintve azt latjuk, hogy a feliilet Franciaorszagban (Trappes 12 UTC-s mérését leszamitva) alacsonyabban van,
akar a téli, akar a nyari atlagot nézziik. Lappfoldon viszont épp forditott a helyzet, ott a tropopauza magassaga
meghaladja a sokévi atlagnak mind a téli, mind a nyari értékét. Ez is alatamasztja annak jogossagat, miért van
ilyen nagy hémérsékletkiilonbség észak-déli iranyban. A tropopauza homérsékleti értékei a sokévi atlag kortil
alakulnak, ami 0sszefligg azzal, amit a tropopauza magassagaval kapcsolatban megjegyeztiink.

VI1.2.11. A tropopauza hajlata z-rendszerben:

ahol az l-es index a troposzféra felsd részére, a 2-es index a tropopauzara vonatkozik. A feladatban megadott
adatok alapjan:

#=65100"Km™

tgd, =—0,001538 & =-0.088°

A megadott adatokat behelyettesitve , amibdl az egyensulyi hajlatra "* adodik. Ez
azt jelenti, hogy a tropopauza észak felé haladva lefelé dol, ami megfelel meteoroldgiai ismereteinknek.

VI1.2.12. A tropopauza hajlata z-rendszerben:

g6, = cy -C:L
L =
A feladatban megadott adatok alapjan:
EEI _5 -1 E
-3 - — =310 K — =10
%=3100Km™ . 5=0. 5 "
A megadott adatokat behelyettesitve te, =-0.01 , amibdl az egyensulyi hajlatra G, ==0.57

adodik. Ez azt jelenti, hogy a tropopauza észak felé haladva lefelé dol, ami megfelel meteoroldgiai ismereteinknek.
Ah

=tgf, .
A dolés ismeretében kiszamithatd a magassag valtozasa 100 km-en: 100lem , amibol Ah=-1 km, azaz a

tropopauza magassaga 100 km-rel északabbra 10 800 m. A kapott nagy magassagkiilonbséget az északi iranyban
torténd erdteljes hiillés eredményezi.

VIL.2.13. A 47. és az 50. szélességi korok kozotti tavolsagkiilonbség 333 km. A magassagkiilonbségbdl kiszamithatod
a tropopauza hajlata:
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=700

tgh, =———— =-2,1.107
© 333107
A tropopauza hajlata z-rendszerben:
8T, e,
5o, -2
: v =

A feladatban megadott adatok alapjan:

e —4

#=10"Km™ =0, E 3,33-10°

E >

Az adatokat és a tropopauza korabban kiszamitott hajlasszdgét behelyettesitve a kdvetkezo egyenletet kapjuk:

12107 Km0
ey

-2,1.107 =

10" Km™

amit a tropopauza horizontalis homérsékleti gradiensére megoldva:

L g0 Km™
cv

azaz a hdmérséklet a tropopauzaban észak felé haladva 0,9 °C-ot emelkedik 100 km-enként.

VI1.2.14. A tropopauza hajlatanak kiilonbsége a z- és p-rendszerben kapott érték kozott:

(e (e
av j Lév)
tgf, —tg 8, = e at
-
A feladatban megadott adatok alapjan:
‘ L TR 4100 ke [SBR]
% =107 Km™ »=0 v/, 510m ay ‘!;

> El >

A megadott adatokat behelyettesitve
tgf, —tgf, =—14-107

A 47. és az 50. szélességi korok kozotti tavolsagkiilonbség 333 km. A magassagkiilonbségbdl kiszamithatd a

te 8, =_700 =-2.1-107
tropopauza hajlata: 3.33-10
&L, er,
A tropopauza hajlata z-rendszerben: f17
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Diszkontinuitasi feliiletek a 1égkorben

A feladatban megadott adatok alapjan:

Az adatokat és a tropopauza korabban kiszamitott hajlasszogét behelyettesitve a kdvetkezo egyenletet kapjuk:

12107 Km0
21107 =

10" Km™

amit a tropopauza horizontalis homérsékleti gradiensére megoldva:

L g0 Km™
cv

azaz a homérséklet a tropopauzaban észak fel¢ haladva 0,9 °C-ot emelkedik 100 km-enként.

VI1.2.15. Az észak-déli irany( hémérsékleti gradiens helyett ezuttal a ciklonbol sugariranyban kifelé mutatd
hémérsékletvaltozas okozza a tropopauza magassaganak valtozasat. Annak érdekében, hogy az eddigi jeloléseinket
hasznalhassuk, tekintsiik a ciklon déli pereme és kozéppontja kdzotti kiilonbséget! Ekkor az eddig megszokott
moddon fennall, hogy a homérsékleti gradiens délre mutat, a tropopauza pedig észak felé lejt.

A magassagvaltozasbol kiszamithato a tropopauza hajlata:

tg &, B0 510°
: 10°
A tropopauza hajlata z-rendszerben:
8L, &T,
tg 8 _ v G

A feladatban megadott adatok alapjan:

% =96-10" Km™

>

ami megfelel a szaraz adiabatikus homérsékleti gradiensnek. A troposzféra vertikalis hémérsékletvaltozasa:

o
Il
[

A troposzféra horizontalis homérsékletvaltozasanak kiszamitasahoz meg kell allapitanunk a ciklon pereme és
kozéppontja kozotti kiilonbséget a troposzféra hdmérsékletében. Mivel a potencialis hdmérséklet a tropopauza
mentén allando, a hdmérsékletkiilonbség a magassagkiilonbségbdl szarmazik, és a szaraz adiabatikus hdmérsékleti
gradiens szerint szamolhato:

AT, =-1500m-9,6-10° Km™ =-144K

A tropopauza horizontalis hdmérsékleti gradiense tehat:
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Diszkontinuitasi feliiletek a 1égkorben

¢hL _-MAK 1t Km

cv 10" m

azaz 1,44 °C-ot csokken 100 km-enként. Az eddigi adatokat az egyenstlyi hajlasszog egyenletébe behelyettesitve:

Cﬂ£+1=44-10'S Km™

ay

-1,5.10% = S—
9.6-10° Km

amit a horizontalis hdmérsékleti gradiensre megoldva

88 10° K
cv

azaz a homérséklet a ciklon belseje felé haladva 2,88 °C-ot csokken 100 km-enként. Az 1000 km sugaru ciklon
pereme és kozéppontja kozott ennek alapjan 28,8 °C a homérsékletkiilonbség.

VI.3. A sugararam (jet stream)
V1.3.1. A lokalis Descartes-féle koordinata-rendszerben.
V1.3.2. 490 ms”

VI1.3.3. A 1égkdr, de csak a kdzepes foldrajzi szélességeken.

VI1.3.4. A foldforgas eltérit6 erejének valtozasa, azaz a Coriolis-erd horizontalis komponensének ndvekedése a
p6lusok iranyaban.

VIL.3.5. A kozepes foldrajzi szélességeken a nyugati szél dominanciaja jellemzd, ezért hozta kontinensiink f61¢ a
vulkani port és hamut az aramlas. Az Eyjafjallajokull kitdrése atszakitottaa tropopauzat, és a finom szemcsés
vulkani por és hamu megjelent kontinensiink csaknem teljes Iégkdrében. Mas izlandi vulkanok kitorései nem torik
at a tropopauzat, azok anyaga foként durva szemcsékbdl all, ami viszonylag hamar kihullik, illetve kimosddik a
troposzférabol.

VL.3.6. A politikusok tanacsado6i abban reménykedhettek, hogy a kdzepes foldrajzi szélességek nyugati aramléasa
¢és a nyugatrol keletre fij6 polarfronti jet Szibéria iranyaba sodorja a radioaktiv felhét. (Megjegyzés: késobb az
aramlas — a ritkan eléfordulo retrograd, azaz kelet-nyugati iranyt vette, igy jutottak el a kiiileped6é radioaktiv
részecskék eldbb Eszak-Europaba, majd Lengyelorszagon at Kozép-Kelet-Européaba. Ezt a ritka id6jarasi helyzetet
a szinoptikusok azota is gyakran emlegetik Csernobil-helyzetnek.) A robbanas utani szennyezdanyag felho terjedését
az er6dm térségében az MVI.3.1. nagyfelbontasu mitholdkép szemlélteti

VL1.3.7. Feltételezve, hogy a ballon felbocsatasanak helye és a célpont ugyanazona f6ldrajzi szélességen fekszik,
tovabba, hogy a polarfonti jet a Csendes-Ocean folott nem valtoztat irdnyt, a két partvidék tavolsaga
60 hosszusagi fokra becsiilhet6. Ez 8 000 km-nek felel meg egy loxodroma mentén. Ha a sugararam sebessége

minimalis, azaz éppen 25 ms™ 25 ms_l, akkor a kérdéses id6 90 ora.

VI1.3.8. A kovetkezo legfontosabb megallapitasok tehetdk:

1. a polarfonti jet mind télen, mind nyaron sokkal erésebben meanderezik, mint a szubtropusi jet;

2. apolarfonti jet hullamszama mind télen, mind nyaron nagyobb, mint szubtropusi jet hullimszama;

3. akét sugararam egymashoz viszonyitott tdvolsaga fiigg mind az évszaktol, mind a meridianoktol, azaz a foldrajzi
helytdl, vagyis a tengerek és a szarazfoldek eloszlasatol.
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Diszkontinuitasi feliiletek a 1égkorben

~—concrete barriers

\Il
i

Yopruobunocoka AEC i, PR A

Wi ‘r-
Chornobyl Power Plant —J_ P ‘-‘2 \ fipyat River

C i Bl o
cooling pond -~

'—Iq:rFl-Hl:PEI-U At =
Chornobyl

MVI3.1. abra. Miiholdfelvétel a radioaktiv felhé terjedésérol a csernobili robbands utan (mesterséges szinezés).
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VII. fejezet - A légkori turbulencia
VIL.1. Térbeli és id6beli atlagok

VIIL.1.1. a) Azonos atalakitasok utan:

XT=X"(F+F)=XT+X T =XT+XT =XT+XT'=XT

c) P X'=pE - ) =pX =P X Yihasznilvaa sulyozott atlag definicids egyenletét

és a stilyozott atlag dtlagara vonatkozé dsszefiiggést (£ =4 ) kapjuk a bizonyitasra var kifejezéseket.

4 PXT=px’ (F+F") = pX ' T+pX'T"=pX' T '+ p(X - X)F =pX'T"

s

kihasznalva a stlyozott atlag

VII.1.2. a) Azonos atalakitasok soran, kihasznalva az atlagolas tulajdonsagait (az atlag és a sulyozott atlag értéke
az atlagolas soran nem valtozik):

P =p X -X)=p' R+ X -X)=p' X -X)+p X' =p'X'

b) A meteoroldgiai allapothatarozok sulyozott atlagra és attol vett eltérésre torténd felbontasa alapjan:

PXT = p(X+X")-(T+T")=p XT+pX T +pX"T+p XT"

Kihasznalva, hogy

(X)=0 gy PX"=0 o PT"=0

>

tovabba az atlagolés tulajdonsagai miatt

pXT P T
kapjuk a bizonyitani kivant allitast, ami a kovariancia szamitas modszertanat adja meg sulyozott atlagolas esetén:
PXT =p XF+pX'T"

¢)Kihasznaljuk, hogy XX = XX +X X jlletve X '= X+ X"=X"-X" Egtfelhasznilva X = X+X"'=X'-X"+X
amit az els6 egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy
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A 1égkéri turbulencia

vagyis a Reynolds-féle atlagolas alkalmazasaval — a stilyozott atlagolassal 6sszevetve — alabecsiiljiik a varianciat.

VII.1.3. Azonos atalakitasok utan kapjuk a bizonyitasra varo osszefliggést:
(PX) =pX—pX=(p+p)X+X")-pX =pX'+p' X+p' X" = pX"+p'X

VIL14. Az X=X+X" Y =Y+7" Z=Z+Z" helyettesitéssel, az atlagolasi szabalyok figyelembevételével, pl.
PE"=0 246dik a megoldas.

VII.1.5. a) Tekintsiik a kontinuitasi egyenlet tér- €s idobeli atlagolasra vonatkozo alakjat:

cp

—+divpV =10
ct .
Az atlagolasi szabalyok figyelembevételével:
%P GV =P s divpV = C,— +div (,o+p Y(V+V j °p
ct cr ct
Kihasznaltuk, hogy # Vi=0 ¢ pV=0,

b) A stlyozott atlagolas alkalmazasaval:

LT =2V =2 Y+ (Y )= 5 B 420 Y

VII.1.6. Azonos atalakitasok utan: (pX)=(p+p ) (X+X)—pX=pX'tp'X .

1.

— i

Abban az esetben ha a stiriség fluktuacio szerepe elhanyagolhato, p X , akkor (pX) = pX” ,azaz X' = X",

Xxp|X+X
tehat ? o -|.
o] |X |
Ha a sﬁrﬁség fluktuacid szerepe nem elhanyagolhato, P , akkor (pX)'=p X ,azaz X <X" tehat
pX =~ p (xexv) lp <<1]

. Természetesen minden esetben teljesiil, hogy * p

A Boussinesq-féle folyadék esetén feltételezziik tehat, hogy vertikalis elmozduldsok esetén nem

o1, b ey
—_ = pwpl wtw" |
hanyagolhaté el a siiriiség fluktuacio. Példaul: © W | vagyis (@) =AW & o lletve
el [ —(= o)
. pT~p T+T"|
P r , vagyis (pT)'~ ol és . A masodik momentumokra pedig teljesiil:
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A 1égkéri turbulencia

o5 |- T T« p T T P FT

A hémérséklet turbulens aramara vonatkoztatva:

T = [p 7| = [p T

Megjegyezziik, hogy a Boussinesq-féle kozelités sem adja meg a sulyozott atlagok feltételezésével szamitott
momentumok pontos értékét, de az elhanyagolas a szamitott aramoknal két nagysagrenddel kisebb tagra vonatkozik.

Lt

T

o T

Xf.' le:"':x =1: "':x

VIL.1.7. Adott az mért meteorologiai allapotjelz6 és az % sulytényez0 (altalaban a

stirliség) id6sora. Az atlag és a stlyozott atlag alakja:

1 E
SN ax
FoNET &
_ 1 N 1 N - E

A homérséklet sulyozott atlagdnak a meghatarozasanal az entalpia fogalombdl indulunk ki Hi=pepl =l ,

a sulytényezd pedig %= Ppe =L .

¥

1
- ?%prﬁ;rr C,T
T= T = ;
_._Zprﬁzr d
N iml l

Allandé specifikus gazallandd (CP “pi ) feltételezésével (pl. eltekintiink a nedvességfluktuacio hatasatol):

j‘._z

{3

Az éllapotegyenlet atlagolasaval a sulyozott a kétfajta hdmérsékleti atlag kozotti kapesolat:

T=T+2—
P

Megjegyezziik, hogy a termodinamikai allapotegyenlet — természetszeriileg — teljesiil a sulyozott atlagokra is:

p=pR,T

Hasonl6 médon szamithatjuk a sebesség ¥ sulyozott atlagat.

u=Pl_y PY
P P
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A 1égkéri turbulencia

q:p_1 f:]z___:-:\_
2

A specifikus nedvesség (koncentracio) sulyozott atlagat a definicios egyenlet alapjan

szamithatjuk, ahol #+ a vizgdz sfirlisége.

1 N 1 N
— =2p. —=2pP4 — -
A _NTU NG _pa_-. P4
TLTTY TTir oo
~>o —zo ° o
-\ fml -\' iml
A
Megjegyezziik, hogy Q.
- 1 X
I= S Z T - - z o
VIL.1.8. Az atlaghémérséklet: NI ahol N 2% azesetszam. 1 =10:3°C
r=r+2L
A VIIL1.7. feladat megoldasa alapjan: P A levegd atlagos siirfisége

_ - 1 N . .
p:pz?zfﬂ__ =12285kgm™

iml
b

£

PRI

ahol a siiriiség alternal6 idésora:

p,=1231kgm™ p,=1226kgm™ p ,=1231kgm™

5 seee

! '= - 25 - _3 9 r 13 r r . . ror
A hémérséklet és a siiriiség fluktuacié adatsoraibol © I'=-125107°C 5 kétfajta atlagolas kozott az eltérés

ezred fokos nagysagrendii. A stlyozott atlaghémérséklet a kisebb. A kiilonbség elhanyagolhato.
A stlyozott atlagolas az adott térfogatban 1évé egységnyi tomegii levegd entalpidjat hasonlitja 6ssze (a fajhd (ﬁa”
) allandosagaval szamolva).

VIL.1.9. A feladatot kézzel is kiszamithatjuk, de egyszeriien megoldhato6 pl. excel tablazatkezeldvel is.

T=9094°C El=9=9397 C w=—2emstwT'=00242Kms? w'T"=002422Kms"’

A kétféle kovariancia kozotti eltérés 0,1%-on beliili, azaz gyakorlati szamitdsoknal elhanyagolhato.
VIL.1.10. A harom sebességkomponens atlagértékei:

V= 2.36m s o= 0.9 cm 57!

> E)

u=14Tms"

A kovariancia matrix alakja, s értékei a torzitatlan becslés formulajaval:

la'u' u'v' w'w') S; 0.0110  0.0075 —0,0072"
covP= v vV Vw'|=Z 00075 00073 -0.0064
W wv ww' | (-0.0072 —0,0064 0.0098) .
. - T [mT s
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A 1égkéri turbulencia

VIil.2 Alkalmazott egyenletek, fobb
egyszerusitések, lezarasi hipotézisek

VIIL.2.1. Kiindulési egyenletiink az atlagos potencialis hdmérséklet idébeli valtozasat leird osszefiiggeés. Ez egy
differencial egyenlet, de mogotte mindig egy térrészt képzeljiink el, ahol a valtozasok bekovetkeznek.

i® 0 -_— @ @ 0 0 @ g — & —— — =
L v = o U0V — W@ 41,0040
dr cr cr e ay cz | Cx cy cz |
Nincs
) 6 @b )
- u +v—

i 1 a . o o v )
potencialis hémérsékleti advekcié - N

éo
—-w— =10
konvekcio 2 ,

» nem-adiabatikus hébevétel, vagy kiadas

R

— == a - VO'+ WO | +V,A0+0
de &t cr & gy cz | Ex gy cz |
b

molekuléris diffizio Ye2€ =0

A turbulencia horizontalisan homogén és izotrép -

a) A potencialis hdmérséklet lokalis valtozasat a turbulens aram divergencia kormanyozza. Megadja, hogy ,,mennyi
h6 marad” az adott térrészben.

0 & ——
—=——w'@'=b
ct cz
Az integralas elvégzése utan:
@=0;+bt .

A szamértékek behelyettesitésével O=LIK

b) Ha a fluxus-divergenciat az advekci6 okozza, akkor a kormanyzo egyenletiink:

= -1
V. =5ms . r1: , Yo . IYSTE v s r1sz P . r
ahol "* a horizontalis sebesség, ©# pedig a potencialis hdmérséklet széliranyba esé megvaltozasa. Az
egyenlet rendezése utan:
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A 1égkéri turbulencia

-5 10~ L
©_5 3Ry 06.10%Km™

A0 =0,06K

Az 1 km-re juto, s folyamatosan fennmarado potencialis hémérséklet kiilonbség , aminem nagy érték.

VIL.2.2. Az egyszerliség kedvért valasszuk meg a koordinata-rendszeriinket ugy, hogy a szél az x-koordinata
iranyadban fujjon. A passziv nyomanyagra kapott egyenletet felirhatjuk a keveredési aranyra (q) is — az
egyszerusitések figyelembe vételével — a kovetkezd alakban:

- &g £ —
&Hq=_ﬁ—“’§'
o &
8 —— s i
—w'g'=-5-10" g kgs

cZ
5

T -1 -1
0.25gke™ ms vertikalis specifikus nedvesség fluxus cs6kkenést jelez, ami nagy érték.

Az altalunk vizsgalt 1égrész egyik lapjat a széliranyaba forditjuk. Az araml6 levegd 1 ora alatt 36 km-es

- _ £ ol -1
utat tesz meg. Ha csak advekcié van, akkor ehhez az tithosszhoz Ag=0.36-3gkg" =18 gke specifikus

0.9gks™ lkgm™

nedvességkiilonbség tartozik. Ennek az atlagértéke dgy1 m?-es feliileten 36 km-es szakasszal és

3 -1 -3 3 __ -2 .
levegostiriiséggel szamolva 1 ora alatt 0.9-107 kgkg™ -1kgm™.36.100m=2Tkgm vizg6z aramlik be az

egységnyi feliileten. A teljes vizsgalt feliileten 1075100 7 =5-10"m" | 40 alatt bedramlo vizglz, ami aztan a
hasab fels6 oldallapjan el is tdvozik az egyszeriisitett modelliinkben minddsszesen

10.8-10° kg’ ami megdobbentden nagy érték. Ez vizgéz fluxusra szamitva az 1 km*-es feliileten:

10.8-107 kg

— 0 310 kgm CsT=3gmTsT
10" m* -3600 s

, ami nagy érték.

VII.2.3. Az atlagértékekre vonatkozo hiarom mozgasegyenletet “* -val szorozva azt kapjuk, hogy:

Az [ és & indexek permutalasaval a kovetkez6 egyenletek adodnak:

—18p — &

— Cu,  —— Cu, —— — @, — €
g — Aty —= fEjuu —Oug—u =—+ulV——"—u —u. U,
St S dx R o P o Cooxs ox. T
A fenti egyenletek 0sszeadasa utan:
— &, —0du, ——Ou, — Ou, —— —
£ _—"‘r&__‘_—"‘r&:__&:‘_—"i‘&__&:_—': fE_.:_;Et;_.&:'i‘fE;.:_;&_.&: -
crt ct e © oo, : : : :
— — —1ép —18p — &*u, — &y, — 8 — — 8 ——
—-S.ug -0 ug—u —— U —=—tuV——stuV———u, —u'u —u,—u '
P cx P o cx,” o cx ‘ o

Kihasznalva azt, hogy:
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A 1égkéri turbulencia

—éu —fu f——
M, —tu— = — .,
- ct S ct ct
és

G ——fw — 8 — ——fu, ——éu

e, — UL — =, —— Ll R —— T L ——

Y B s CT cr : & oY cr

O

— =0

/ , a kovetkez6 Osszefiiggés

Kihasznalva az 0sszenyomhatatlan koézeg kontinuitasi egyenletét, miszerint

adodik
—fu, ——fdu, — & — ——"Cu, § ———
T 1 — tuu — =, — U U — = —— U
Yox; 7 ox ox; Yok, ox
Teljesiil tovabba, hogy
— ¢ | —Cu cu, Ci — ¢ | —cu. | Cu. Cu
u T=—| it; |—= T =— u —
o cx, cx. | ox. ox cx cx, cx. | o ox
4 B B 4 és 4 B 4 4 s
valamint
£ — ¢ l—cu. . ¢ —cu |
P L el il el T
cx,” cx; |\ cx;) eox.\ ox |

A fentiek alapjan az masodik momentumra vonatkozoé egyenlet attekinthet6bb alakba irhato

A—— A —— - -
Tl oMUl = e+ s —
CI C_-\,: L o = o
— — —1ép —1ép — . fu du, — — & —
- ug— 0 ug— ::=Hp —a__=_p+1-'_ g, —2Vv—— -y, ——uu —u,—u ',
2o fog=a &/’ oo, o, ’ &, ‘
Az T és ¥ indexek kiegyenlitése utan:
6—1 & —1— u, @ 2 8u; | & ——
—u, +—u u;=1fg; aa: u —25,.ug 2=—p+1'ﬂ =2v — | —2u.—u'u
et ox; ‘ - 2 ox; C_T:' ' | cx. | e :

Az 6sszegzés elvégzése utan a jobb oldalon talalhato elsé tag nullaval lesz egyenld

2 aa "’f&‘lnaluﬁ+ fEy s, al—U

Ez érthetd, hiszen a Coriolis-erd — 1évén kényszererd — nem végez munkat. Tovabba tudjuk, hogy

g —a c — & .

——u, =2 | +2u,—

cx,” | o, | che "
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A 1égkéri turbulencia

és
— ¢ —— ¢ — — Cu
Uy —— Uy U, =—— Ul U — U U —
cx Yo ¢ e

Végeredményként a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

-

cE. —CcE. — wdp —du —u, & ——
— i, — '=—§_._:a.g—='_ VU — T U —— ——— U U
ct Y ox, P Cx; cx;” ook, ox, :

VII.2.4. A fluktuaciokra vonatkozo egyenletet ¥: _vel szorozva a kdvetkezd egyenletet kapjuk:

Bu o —éw o du o du oo @' _u'dp'
, ——tu u——Fuu — 4w u —= e u o g, —— = _p +
ot R B v of B N e poox

) , @ .
+u; i, —u; U,
X cx :

A fenti egyenletben az [ és © indexeket felcserélve és a kapott egyenletet a fentivel dsszeadva azt kapjuk, hogy:

Ou' 6w’ —ow' ~—0ow' -, Cw .,  Cu ooaBw' o g
u, —tu, —tu, U, —— -t U —— i U, — U U, — U U —— o, —— =
-t oot - o, - Yoo, oo, S0 S ox, -0 o,
C C Nk O wép' w'ép' B !
=fequ v+ feau v+ 0 gu, ' =+ 8, 00— — = :EJ —:‘ﬂi+l-'a;_. — L+ ——+
- : - : @ Qg pdx pix ox " cx.”
+E’t3_' L U +E’tr A
cix; : X :
Kihasznalva, hogy:
Ly ._-+&: T T I
ct ct ct s
A ,— G — ¢ ,
Uy U, —— U U, —— = U, — i U
Yo 4o, Y ox
- - - b
N - - - -
Uy U, — ‘U U, —— =, — U U T — U W = — U U U
o, R = sk, T ook, o ” o
b
tovabba tudjuk, hogy
&p' & .. Eu c N T e
i npzn pu—-p - iy — |= _ [ 5
cx. & ‘ c ., Cx cx, | &x; o, co
; , valamint 7 I L /
és ezért
' L c cis NG TR fu.' Bu, ' & - T T
=t —=— |, —ty, — |-l ——=——u 'y -1 —=
cx cx cx; cx cx; | ox; ox; ox;” cx; cx
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A 1égkéri turbulencia

A fentiek alapjan:

— o —w o u — s u ——w = fea ' et
ct i Yo : R s o T ox, oex, T T R
@' e 1lée . éw' & ., du'|
+O.gu, =+ ou.'=——= —p'u,'—-p +—pu'-p'— |+
(& @ plix cx. ox ox; |
& cu,' Cu c — & ——
H— . =2 —— ta —w ' u —
: . ox. - ox : chx N
Az atlagolés elvégzése utan:
6—— — & — — Cu, —du, & ———— . 8/ — = —
— e —u = — e — - ——w e e = S, O+ 6, O+
ct T el I Toox:  ox; " N !
+ g u e | = —plu +—p'y - P —+— ||+
R T plex; CX; cx, ox; )

+H—u;'u, -2 -

cx. Cx,

A Coriolis-féle tag nullaval lesz egyenld — a kényszererd nem végez munkat.

2feu'u'=

2fensuy 'uy '+ 2 ety 'uy ' =0

U My Tl U = Uy o Tl By o T U i
ct ©ox; ©oox; ook, X :

"; : — | -2¢

Lu,

+£(6.,u, @ +8,u. 0|+

ol dx

I

Az ugynevezett nyomas-diffiziot és a molekularis diffiziot leird tag elhanyagolhat6 a tobbihez viszonyitva. Ezért

azt kapjuk, hogy:
i, ' O’
Fuy SV ==~
ahol ;X a disszipacios tag.
Az T ésa ¥ indexek kiegyenlitésével azt kapjuk, hogy
T — & — — 8y 6w g . 28—
—u "ty —u = 2w — ——u, T+ =8, Ot =—u ' p 28,
Cox s o ox ! e " o :
S

g = S
= . Ennek felhasznalasaval a turbulens kinetikus energia

A turbulens kinetikus energia definicio szerint:

iddbeli megvaltozasa:

Be — e —fy & — g.—=. 18—
—tu— =y, ———u. e+ =8, O+ =—u'p'— &,
o pox, o

Yook ox Y

VIL.2.5. A potencialis hémérséklet fluktudciojara kapott egyenletet € -vel szorozva azt kapjuk, hogy

430

http:// www.renderx.com/

render


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render

A 1égkéri turbulencia

ce"” —e@" ce el c 2 a —
e tu 20wy m20v, 1200 @
ct o, ek, 7 ox e ox; -
Su ;'
o2 S
Az atlagolas elvégzése utan az egyenletet kiegészitve a & taggal, amelynek értéke nullaval egyenld
(gondoljunk a kontinuitasi egyenletre), azt kapjuk, hogy
f@" —ée" 20 ¢ ;
Ay N, 7 L kA= T, T
ct 7 o Yoox; ax;
ahol a disszipaciot leiro tag:
o
g, =1, 0’ Cn 3
&x;

VIL.3. A turbulencia Kolmogorov-féle spektralis
elmélete

VIL3.1. Induljunk ki a

Vi (Vry)=V(V-y)=Vr=-V

azonossagbol, amely azért érvényes, mert az dsszenyomhatatlansag miatt V-¥ =0 Ennek megfelelen:

v Vi=—p.[Vx (V ><1‘_'|_| == (Vxe)=—(v.V.0)=-(V.o.v|=-V-(oxv|-w-(Vy].

A jobboldalon azért jelent meg a masodik harmas vegyes szorzat, mert a nabla, mint differencial operator, csak az
orvényvektorra vonatkozik. A vegyesszorzat \xv) divergenciava vald atrendezésekor azonban a
differencialoperatort mar a vektorszorzat mindkét tényezdjére, tehat a sebességre is érvényesiteni kell. Ezt
kompenzalja az -(Vxv) tag. Megjegyezziik, hogy bar az atalakitas a nabla szimbolikdban jartas szemmel nézve
jol érthetd, a divergenciat érdemes az Einstein szimbolikaval is kifejteni. Ekkor az eredmény formalisan konnyebben
adodik:

Vo(exv)=8g,0v =v£:0,0,+0,6,0y, =v.6,00, —0.8.8v,
Ezt az 6sszefliggést a vektorjelolésekre visszaalakitva adodik, hogy
V-{wxv)=v-(Vxe)-o-(Viv)=v-(Viw) - o .
Tehat:
v Vir=—y(Vxe)=-V(oxv)—o .

Az Osszefiiggést a teljes tartomanyra integralva és a jobboldali els6 integralt a Gauss-tétellel atalakitva azt kapjuk,
hogy
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A 1égkéri turbulencia

[v- Vv dr ==[ V- (0xv)dV - [0'dV = [ (exv)-dd- [ dF
v ¥ v A ¥

A teljes tér hatarara vonatkozo integral azonban eltiinik. Ezzel az allitast igazoltuk.

VIL.3.2. A Reynolds-szam értéke:

VL _10710°

- 21011
v SV

B

Re

a molekularis viszkdzus erdk tehat elhanyagolhatoéak. A viszkdzus erdket

=Y i m=107 mm
710

nagysagrendi mozgasok esetén kell figyelembe venni. Eddig bontja le az energiakaszkad a nagy 6rvényeket.
VIL.3.3. Az energiaspektrumot a

=

J=Ke"- k"

alakban keressiik, ahol £ dimenzi6 nélkiili szam. A jobboldali és baloldali mennyiségek dimenzidinak meg kell
egyezni. Jeloljiik a hosszsag dimenziot L-lel, az idé dimenzidt pedig 7-vel. A V sebesség dimenzidé ennek
megfelelden L/T. Az energiaspektrum dimenzidira vonatkozo egyenlet:

L;':T—: - L::tr_::\c L—_..‘ .

Az egyenlet a hosszlisag és az id6 dimenzid szerint a

egyenletekre esik szét, ahonnan _

VIIL.3.4. Hatarozzuk meg a sebességet hatarozzuk meg dimenzidanalizissel! Vegyiil fel a sebességet:

v. =3k
alakban! A dimenzidkat 6sszevetve:

L=I*"L*

Tlo7

1 1
“=3 =3

ahonnan ,azaz 't , vagyis az atfordulési id6:
1 1
I.=—= =
RS
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A 1égkéri turbulencia

Adott skalan az atfordulasi idovel jellemezhetjiik a betaplalt energianak a kisebb skalak felé torténd atvitelét, azaz

Stacionarius esetben £ allando, tehat =27k ami éppen a Kolmogorov-féle spektrum.

VIL3.5. A mozgasegyenletbdl adodik, hogy amennyiben csak a viszkozus erd hat, akkor jo kozelitéssel:

V. 2 V. ’|
= =Wy v r vk
T, ) I )

>

azaz

atfordulasi idével, azt kapjuk, hogy

1 P

kO S dewver, 1) S0

L) )

ds

VIL3.6. Az 6rvényességi egyenlet elhanyagolhato viszkozitas esetén a df alakot 6lti. Ebb6l mar kovetkezik,
hogy

VIL3.7. Az 6rvényvektorra vonatkozd mozgasegyenlet elhanyagolhato viszkozitas esetén a

dﬂ:['m-\?'lf
ar - .

alakban irhato fel. Kétdimenzids aramlasban a jobboldali tag az ugynevezett ,,vortex stretching” zérus, hiszen
@(0. 0,2 es vix v)

VIL3.8. Allitsuk el6 a térbeli energia és ensztrofia stirliséget is a ¥ aramfiiggvény segitségével. Tudjuk, hogy a
lokalis energiastirliség

az ensztrofia-siirliség pedig
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A 1égkéri turbulencia

L, 5 12
Z=E[_"—' E.-’f_]

Az aramfliggvény

wik.r)=> a'(ke*’

Fourier-sorfejtése ortogonalis tagokbol all, igy a lokalis energia és ensztrofia-siiriiség integralasakor csak az

o)

amplitidok négyzeteinek 0sszege marad az integrandusban. A k térbeli 6sszegezés helyett integralasra
térve ar, adodik, hogy,

E=[i|e] dk

E

illetve

o:“:d}c

z=(x

Ezzel az allitast igazoltuk.

VIL3.9. Mivel az aramfiiggvény Fourier-sora ortonormalt, mind a kinetikus energia, mind az ensztréfia a

moédusoknak megfelelé tagok sszegére bomlik, tovébbé az elézé feladat értelmében az ensztrofia a £ =k E
alakban fejezhet6 ki a megfeleld energiaval. Surlédasmentes esetben a kétdimenzids aramlasban mind az dsszenergia,
mind az &sszensztrofia megmarad, tehat az egyes tagok megvaltozasanak dsszege zérus:

8E, +8E, +8E, =0.
K 8E, +418E, +9K[8E, =0 .

Az egyenletrendszer megoldasa:

illetve az ensztrofia-valtozasok:

ki 8E, =—

[}
|_J|la'l

- - 27 .
I 8E,, kG8E, =——I;8F,
1087 H500; 32 207

Az eredmény azt mutatja, hogy amennyiben a kdzéps6 hullamszamhoz tartozo energia csdkken, akkor mind a
nagyobb, mind a kisebb hullamszamok felé aramlik az energia, de a kisebb hullamszam (nagyobb térbeli skala)
felé tobb energia aramlik, mint a nagyobb hullamszamok felé. Az ensztrofia éppen forditva viselkedik, ott a nagyobb
hullamszam felé aramlik tobb ensztrofia.

L 1 1

VIL3.10. ® dimenziéja T~ 7 dimenziéja T~ , % dimenzidja L . Keressiik a spektrumot szorzat alakban:

Srll_z ‘?: il

>

amibdl
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A 1égkéri turbulencia

tehat

Az ensztrofia-spektrum:

11

L
E—}

R=nik"

Ebbdl a VIL.3.8. feladat alapjan megallapithatd, hogy ebben a tartomanyban az energiaspektrum:

alaku.

S=nik”
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VIIl. fejezet - A felszinkozeli réteg és a
planetaris hatarréteg

VIIL.1. A felszinkozeli réteg profiljai

VIIL.1.1. A vizfelszin felett kisebb az érdességi magassag, vagyis a szélsebesség gyorsabban né a magassaggal,
mint az érdesebb vizparti teriiletek felett, igy atlagosan a viz feldl fi1jo szél esetén mérhetiink nagyobb
szélsebességet a standard 10 m-es szinten.

és a logaritmikus szélprofil egyenlet ¢ Kz

K =u' —| Cu_u,

VIIL.1.2. A turbulens diffazios egyiitthaté

osszevetésével Ky =wuz , tehat a magassaggal linearisan né.
£yl
'r_'.! =i, i_& -1
Kiindulva a keveredési ut L) meghatarozasabol, indifferens rétegz6dés esetén: Ly =xz=uky .
- n__"._l
ly=u, C,.—&
VIII.1.3. Kihasznalva az ) egyenléséget a dinamikus sebességre kapunk osszefiiggést a hossz-
és az idolépték alapjan:
= [ c-&_f cz)
c &fE-z
u
=-/@ . e o ,
Legyen cZ ! Az impulzusaram allandosagat feltételezve (a felszinkozeli rétegben vagyunk) fennall, hogy
c - 1 i,
L-r SO R
cz , vagyis Z . Ahhoz hogy az kiindulasi egyenletiink teljesiiljon, az aranyossagi tényezé: & . Ekkor
fu  u

teljesiil, hogy €z &2, ami a logaritmikus profilegyenlet.

VIIIL.1.4. A logaritmikus szélprofil egyenlet alapjan:

uz)="(lnz-Inz) u(z)=":(nz—-lnz,)
K K

>

Képezziik a két egyenlet hanyadosat, majd rendezziik Iz -ra:
o = tyln z —u ln z, . Exp"fzczln Z—wlnz, |
' Wy, —ig e ] ’ Uy —
2 és igy
,=5cm

. A szélmérés bizonytalansaga a szélsebesség kiilonbség mérésében

Au=06ms"

. . (o Z
Az érdességi magassag értéke °F

+0.2ms™

, ami a mért szélsebesség kiilonbséghez képest ( ) nagy érték. A legnagyobb lehetséges
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

___ -1 _ -1 __‘_ -1 _q4 = -1 — =
érdességimagassaigebbenazesetben(m_1 0.lms™ =0.9ms ,&-_1=6+0=1m5 =1L7ms )Z{_lo-‘jcm,a

1 1

w=1+01ms" =11ms" ) Zo=Llem

legkisebb érték (kis gradiens és alacsony szélsebesség a 2 m-es szinten:
Mit lehet tenni a bizonytalansag csokkentéséért? a) A terepi mérések eldtt dssze kell kalibralni a szenzorokat.
b) Lehetdség szerint egymastol tavolabb kell elhelyezni a szenzorokat, hogy csokkentsiik a szélsebesség kiilonbség
mérés relativ hibajat. c) Tobbszor kell ismételni a profilméréseket, hosszabb id6szak mérései alapjan kell megadni
az érdességi magassag atlagértékét és annak szoérasat. d) Tobb szintben kell mérni, s a profilmérések alapjan
gorbeillesztéssel meghatarozni az érdességi magassagot.

VIIL.1.5. A szélsebesség mérésekre a logaritmikus profil illesztést grafikus program (a mi esetiinkben az
excel) segitségével végeztiik el, de ma is hasznalhatunk log-linearis diagramokat, vagy magunk is irhatunk
egyszeri gorbeillesztési programot (linearis regresszio, lasd pl. Dévényi és Gulyas, 1988). Az érdességi

i, - -1
_= —=0.14675ms
magassag: 2 =~ >-° ™ a dinamikus sebesség az MVIIL 1.1 dbra alapjin & . A Kérman-

-0 4 -1

konstans értéke 0,4, igy a dinamikus sebesség “*~ 0.59m s . A 4 m-es szintre vonatkoz6 turbulens diffiziés

- _ 2 -1
egyiitthato: Ky =ku.z=0.94m"s

10

#[m]

»
o s g
P & [ms )
7
f'/ =
- / £= 0,059 405K
:’u > R = 0,995
0,01 -

MVIIIL.1.1. abra. Logaritmikus szélprofil illesztés.

VIII.1.6. Tekintsiik két kiilonb6z6 szinten végzett szélsebesség mérés kiilonbségét:

wi—u =l —d)—ln(z ~d)], f7=1.2. .k i=;
K : !

A feladat a mért és a becsiilt sebességkiilonbségek négyzetosszegének a minimalizalasa, amit valamilyen numerikus
modszer segitségével oldhatunk meg:

mi_ni:f[;.-—;_i]—i[ln[z__—d]—ln(z:—dj]\i‘ Ci=12 ki
LJj \ K o J

A gyakorlatban hosszabb mérési periddus soran a becsiilt kiszoritasi rétegvastagsagok atlagat vessziik.

VIIL.1.7. A keveredési ut hipotézis alapjan:
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

A hatvanyfliggvény derivalasi szabalyait figyelembe véve

Ly =l B 2,05

Ezt behelyettesitve a felsd egyenletbe és integralva “ ¢s z szintek kozott visszakapjuk a hatvanykitevos

=/l

sz¢€lprofilt. A turbulens diffuzios egyiitthato Ky a magassag (B-1) hatvanykitevds fiiggvénye alapjan

valtozik.

~E

z

U@ =u,)| — |
Tz ) I
VIIIL.1.8. Els6 1épésként derivaljuk a hatvanykitevés szélprofil egyenlet \ e logaritmikus

alakjat a magassag szerint

B értéke fligg a magassagtol, de pl. Z0=200 o5 ¢érdességi magassagot vlasztva (alacsony vegetacio
gg gassag p g gassag y veg

Al0m)=0.19 = F(50m)=0.145 A(100m)=0.132 igy els6 kozelitésként alkalmazhato az 1/7-es profilkitev.

=107 m)

Megjegyezziik, hogy tengeri teriiletek felett (¢ az atlagos hatvanykitevék is kisebbek, pl.

B(100m) =0.072
Altalanos esetben a Monin—Obukhov-féle hasonlosagi elmélet alkalmazasaval:

2,(2)

2y
ahol = =

VIII.1.9. Logaritmikus profilok esetén az érdességi magassag (s ha kell, a Kiszoritasi rétegvastagsag) és a
Z  szinten mért szélsebesség alapjan meghatarozzuk a dinamikus sebességet, majd ennek ismeretében a
kiilonb6z6 szintek szélsebességét. A szamitasi eredményeket az MVIIL 1. 1. tablazat foglalja 6ssze.

MVIIL.1.1. tablazat. A szélsebesség értékek kiilonb6z6 magassagokban logaritmikus és hatvanykitevés profilok
feltételezésével. A 10 m-es szint szélsebessége 4 m s

Paraméterek #(30m) (50 m) z(100m)
Profil alakja
(%, 4,7 [ms™] [ms™] [ms7]
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Logaritmikus z,=10cm 4.95 5.4 6.0
z, =50cm 5.5 6.1 7.1

z,=50cm ’d=3m 6.5 6.9 8.0

Hatvanykitevés B=0,08 4.4 4,35 4.8
B=17 4.7 3.0 533

£=0.2 5.0 5.5 6.3

£=04 6.2 7.6 10,0

F=1/T d=3m 4.85 5.25 5.8

Az eredmények értékelésébdl kitlinik, hogy az érdességi magassag és a hatvanykitevé meghatirozasa az egyik
kulcs kérdése az optimalis szélsebesség, s igy a varhato szélenergia termelés meghatarozasaban. Ezért is fontosak

a terepi mérések.

VIIIL.10. Nappal kiozepes besugarzas és 4 m s 1 os szélsebesség esetén a Pasquill-Gifford-féle stabilitasi
osztaly B — C , és az ehhez tartozé atlagos hatvanykitevé értéke varosban 0,175; vidéki teriileten 0,085.
Ejszaka 5 okta felhézet esetén D stabilitasi osztalyban vagyunk. A hatvanykitevé értéke varosi teriiletek
felett 0,25: vidéKki teriiletek felett 0,15. A szamitasi eredményeket az MVIIL 1.2. tablazat szemlélteti.

MVIIL.1.2. tablazat. A szélsebesség értékek kiilonb6z6 magassagokban hatvanykitevds profilok feltételezésével.
A 10 m-es szint szélsebessége 4 m s Nappal kozepes besugarzassal, mig éjszaka 5 okta felhdzettel szamolunk.

#(30m) %(30 m) %(100m) 2(150m)
Kategoria Teriilet e
[ms™] [ms™] [ms™] [ms™]
Nappal B-C Varos 0,175 4,85 5,3 6,0 6,4
Vidék 0,085 4.4 4,6 4,85 5,05
Ejszaka D Varos 0,25 5,25 6,0 7,1 7,9
Vidék 0,15 4,7 5.1 5,65 6,0

VIII.1.11. Nézziik a logaritmikus szélprofil egyenletét:

ulz—d) =2 [In(z —d) ~Inz,]
K- .

A felirasbol kovetkezik, hogy az atlagos kiszoritasi rétegvastagsagot (E ) az egyes teriiletelemekre jellemzd
értékek stlyozott atlagabdl kell szamitani:

d=2s4d,

>

S 5=1
i E
ahol S az egyes teriiletelemek réSZarénya:
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

A logaritmikus szélprofil logaritmikus skalan jelent lineéaris kapcsolatot, igy az egyes teriiletelemek érdességi
magassaganak logaritmusaval kell dolgoznunk. Vessziik ezeknek a sulyozott atlagat. Ez lesz az atlagos érdességi

, . ] 2 I3 r 7
magassag logaritmusa, amibdl “¢ szamithato:

Inz,=>slnz, | Zo=exp > 5l oz, |
i és i

Az adatok behelyettesitése utan: @ =:>+m o =7cm

VIil.2. Monin—Obukhov-féle hasonlésagi elmélet
és alkalmazasai

VIIIL.2.1. Nézziik a turbulenciat alakité mennyiségek dimenzidjat! Az impulzusaram és a szenzibilis hdaram helyett

_ 12 -1
hasznalhatjuk a dinamikus (vagy surlodasi) sebességet w=01p.) " [ms™] 4 o dinamikus hémérsékletet,

. 12 =
L=CH puep) ™ K] . A harmadik mennyiség a F=g'0 sabilitasi paraméter (a felhajtoerd szamitasanal),
[ms= K]

melynek a dimenzidja . A dimenzidanalizis szerint:

[ms FKF[ms™ K] =[m]'

K]

Harom kiilonbdz6 dimenzionk [m], ] g [ a.b.c

megoldhat6. A harom egyenlet:

, €s harom ismeretlen kitevonk ( ) van, igy a feladat tehat

a+c=1, —a—2c=0 gy b—c=0

Az egyenletrendszer megoldasa:

vagyis

. f PO B
Az aranyossagi tényez6 a £ = Karman-konstans,

P V) i
7 KBI, xB(-H/pc,,)

VIIL2.2. A (z/p)" meghatdrozasanak pontossaga 17.5% , 1gy Lrten megadasanak a bizonytalansaga 122.5%

-

B L_'. i

VIIL.2.3 Erdsen stabilis egyenstlyi helyzetben a dimenzionélkiili magassag nagy pozitiv értéket vesz
fel. A turbulens energetikai viszonyokat meghatarozo Richardson-szam egy véges kritikus értékhez tart, ami felett
mar nem alakulhat ki egyensulyi turbulens rendszer, a turbulens kinetikus energia forrasa mar nem kompenzalja
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. . . . . . Ri, Sy
annak nyel6it. A turbulens kinetikus energia egyenlet szerint a fluxus Richardson-szam () a felhajtoerd és a

mechanikus turbulencia kinetikus energia generacios tagjanak a hanyadosa:
-1
1

_BHIepp) _ w, [Eu| _ w (u Y
= u &Ly, | Gz KL, \kz (D)) =¢ @y (2)

Ri. —
’ 1 €U
>

cz

és teljesiil, hogy a Richardson-szam az impulzusdramra és a szenzibilis hdaramra jellemz6 univerzalis fliggvényen

keresztiil kifejezhetd a fluxus Richardson-szambol:

E.
R =ﬁ E-\ =_.~' Q‘}:’(:’J =R:‘.— QH(;‘)
(au) o) 7 e
|62 )
lim Ri=Ri, . ¢ ()=b, " .
, ezért erOsen stabilis rétegzodés esetén =7~ "= ami linearis profilkdzelitést jelent. Hasonlo

Mivel ==

e g e () o .
alaku kozelités igaz a fliggvényre is.
VIIL.2.4. Indifferens esetben az univerzalis fliggvény értéke bu(&'=0) =1. Indifferens egyenstlyi helyzet koriil
Taylor-sorba fejtve az univerzalis fliggvényt

=0, =0 | el
\ C S == co __':_:

Megtartva a sorfejtés nulladik és elsd tagjat kapjuk a logaritmikus-linearis profilra jellemz0 univerzalis fiiggvényt

- 4
nagy abszolut értékli negativ szam.

I‘.‘- don

VIIL.2.5. Erés instabil rétegz6dés (szabad konvekcid) esetén
or 270 g 20, ilyenkor kialakulo konvektiv turbulencia paraméterei koziil hianyzik

£ esetén Lo

a mechanikus hatasokat leiré impulzusaram. Ennek a feltétele a () =cy a alapt univerzalis fliggvény,
hiszen [(7/2Y 17 =(2/ ) =u.

- S

2 e O S Rﬁi ;Zw | =ZLIBC-H pe, )T

& Kz Kz

Hasonl6 alaku univerzalis fiiggvényeket hasznalunk a hd, nedvesség és a nyomanyag turbulens diffuzios

folyamatainak leirdsanal.
A dimenzionélkiili magassag és a Richardson-szam kozotti kapesolat altalanos alakja (lasd a VIIL2.3. feladatot

pic £ 92)
is): b (9 .

=13
), akkor a Richardson-szam alakja:

o L3 -
Ha az 1/3-0s profilkzelitést alkalmazzuk (9 (8) =€t~ g5 2(S) =cx
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

R: S Cg .23 Cg a3

|:F| Ci i

Cr

Ha a Hogstrom-féle 02 (2) =24 (S) profil kozelitést alkalmazzuk labilis rétegzddésben, akkor

Ri=0,957

A % (&) =6,(2) profil kozelités (mas néven O’KEYPS-formula) szerint indifferens rétegz6dés esetén a Richardson-
szam ¢és a dimenzionélkiili magassag megegyezik, mig az 1/3-os profilkdzelités esetén a Richardson-szdm a
dimenzionélkiili magassag 4/3-os hatvanykitevdjével ardnyos. (Nézziink utana az O’KEYPS-formula eredetének!)

VIII.2.6. Hasznaljuk a

S =2, (0=
Z

cZ he

(L

A-A=-g, (N
4

&
felbontast.

-6, dinz=[(1-g,(O)dInS =¥, () +dlands

VIIL.2.7. A leggyakrabban hasznalt univerzalis fiiggvények (VIII.2.1. tabldzat) integral alakjat

[6.(0dms
(..'i = (‘-U.’z H) )

stabilis rétegzodés esetén az MVIIIL.2.1 tabldzat, labilis rétegzddés esetén az MVIIL2.2. tablazat mutatja.

MVIIL2.1. tablazat. A hasonlosagi elméletben alkalmazott f6bb univerzalis fiiggvények és integralt alakjuk stabilis
rétegzodes esetén (a, b és c dallandok).

Stabilis rétegzédés(; >0 ), b (€ ), ¢r() \P__=_| 2()dla (5€ (M. H) )
blnd +al
t;f;-i-b i C _n
blnl+al+=-72"
2
e +al +b
o+ lx
| o a
1+:X ,aholX—a:+b és A =0
N 4 32 11 _ 3172
P S T DS AN N S
3 5 XA C4+b5°
e
_1 - I 1 X14_514 4 X14_
EX_ +bl_bl—41nw+zjl—45rctmbl—4_

MVIIL2.2. tablazat. A hasonlosagi elméletben alkalmazott f6bb univerzalis fliggvények és integralt alakjuk instabilis
rétegzodes esetén (a, b és c dallandok).
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Labilis rétegzédés (£ <0 ), (&) () Yo =] a(Oding (sEOLH) |
bln |:"|+c;r:"
-Z(-o
al +b €

e 2 Xl: 1 XI:_EJII
a(_?:] ,aholﬁ:“-“o —Tai‘th_“:Tlni,

X2 ahol £ =a5+b gg X=0

1 13 _playd  gl2 2 ¥ 4 pl
TlﬂlnﬁX - j+Tar|:ta.t1 !
- b -0 i o
X—l:
9 4 9 v4
X ———arth —— + ——arctan —— =
AT PRI T3
1 x4_pt o 14
=b141nX14+514+ﬁarctanT
s ~,.F_,__.'_,,__
0=T £
.'\‘__le

VIIIL.2.8. Derivaljuk a potencialis hémérséklet logaritmikus alakjat Z szerint:

éin@ éinT R, élap

£z ¢z ¢, Cz

M

Alkalmazva a sztatika alapegyenletét nT , a kovetkezo Osszefiiggeés adodik:

0 oleT g )
— ===t
¢z Tlcz «cp)
9
Kihasznalva, hogy T
80 &T g
=T
8z &z ep,
£ -
M=—=097°C/100m
ahol Com a szaraz adiabatikus hdmérsékleti gradiens. p, =1000bPa areferencia szint nyomasa.

10 m-es rétegben az eltérés a potencialis homérseklet kiillonbség (*"3'é ) és a homérséklet kiilonbség (fﬂ: ) kozott

= 0.097%C "ami sok esetben elhanyagolhato.

Ri=<{—=—
VIIIL.2.9. A Richardson-szam alakja (VIIL2.3. és VIIL2.5. feladat): P (O . Az impulzusra vonatkozo
turbulens diffuzios egytitthato alakja, felhasznalva az
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

turbulens diffiizios egyiitthatora is:

K= :
B, (<) . Hasonlo6 kifejezést kapunk a hére vonatkozo

Kz T 7 psszefiiggéseket:

Ku z

5=

eredményeket az MVIII.2.3. tabldzat mutatja.

P (2) . A Hogstrom-féle univerzalis fliggvények alkalmazasaval kapott

MVIIIL2.3. téblazat. A Richardson-szam ( BT ) és a turbulens diffuzios egyiitthatok ( Ky (5D , K&(2) )
magassagfiiggése a Hogstrom (1988) univerzalis fiiggvényeinek az alkalmazasaval.

Megjegyezziik, hogy

hasznalhatjuk a logaritmikus profilkozelitést is. Idedlis esetben indifferens rétegzédés esetén (£i =0

Rétegzodés Ri K, () [m' 4 K (2) [m' 4]

- 32710 Kz Ku,z

e =D 0os = 4 === K, =— KE_.=103 -
Stabilis = I\ 1+6C (14607 Y16l # 1+8.27

1 -

- e ."1_]] 6 73 _ Kii Z _ I:OEK-H_Z
Labilis = * 0.950 ———=| ¥ 19.301¢ a6t

095  \1-19.3Z) (1-19.35) d-11.62)

Indifferens & = 0 Ky =ruz Ky =1,05002

|£]=0,05-0.1

esetén kvazi-indifferens helyzetrdl beszéliink. Ilyenkor els6 kozelitésként

:'u—:’O)a

szenzibilis héaram, s igy a dinamikus hémérséklet is nulldhoz tart (£ =0, 20 L > %2 )

2=7=1

VIIIL.2.10. A Hogstrom-féle univerzalis fiiggvények (-Gj‘-'--r ) és 9s(2) ) menetét a == =" tartomanyban az
MVIIL.2.1. abran ko6zoljiikk. Labilis rétegzédés esetén a fiiggvények értéke egynél kisebb, vagyis ugyanolyan
turbulens aram esetén labilis rétegzddéshez kisebb, mig stabilis rétegz6déshez nagyobb abszolut értéki gradiensek
tartoznak.

_“DM
—WH'

& =2fL sron

ul
r T T T T T T T et T T T |

=20 -15 -1.0 05 oo 05 10

-1=/7=1

MVIIL2.1. abra. Hogstrom (1988) ( 9 () és 0=(2) ) univerzalis fiiggvényeinek menete a = =7 tartomanyban.

A profilegyenleteket az univerzalis fiiggvények integral alakjabol kapjuk:
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1) =[laz—d)~In zy —(wy (z—dY Ly, ) — ¥y (2 Ly, )]
'y
és

O(z) =§(z: +d) +£ 0.95[(In(z—d) —1n z,) — (wg ((z—dVL,, ) =¥ 5z, /L) ]
K .

-_2795
L_'. Lo

Erdsen stabilis egyensulyi helyzetben ( _ ) példaul
¥y (D=-6-0+lhl) ¥z()=-82-(1+InJ)

Stabilis és labilis esetben — az univerzalis fliggvények integralt alakjanak az ismeretében — a fentiekhez hasonléan

irjuk fel a profilokat.
A dinamikus hémérsékletet a dinamikus sebesség (u_ ) és a Monin—Obukhov-hossz (JE-'--'U”“c ) alapjan hatarozzuk
meg:
-
KBL,y,

:—,0 c

. _ 2 -2 -1 . .
Minden adat ismert (* _0=4, F=33310" ms™ K wEpmitL. megadésahoz is.

Eredményeinket az MVIII.2.4. tablazatban kozoljik.

) a szenzibilis héaram

MVIIL2.4. tablazat. A dinamikus hémérséklet és a szenzibilis héaram kiilonbozé Monin—Obukhov-féle hosszak

eseten.
Ly, [m] I.[C] H[Wm?]
50 0,135 -49,1
200 0,033 -12,0
I’_'..'S’t - iI 0 0
-200 —0.033 12,0
=50 -0,135 49,1

A kiilonb6z6 Monin—Obukhov-féle hosszak alapjan szamitott szélsebesség és potencialis hdmérsékleti profilokat

az MVIIL8.2. és az MVIIL8.3. dbra szemlélteti. Megjegyezziik, hogy a példabeli esetben az **
sebesség jelentds impulzusaramra (mechanikus keveredés) utal. Ilyen esetekben nem lehetnek tetszélegesen nagy

=03m 57!

szenzibilis héaramok, vagyis nem kapunk minden esetben szigorian monoton névekvé szélprofilt.
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107
E — Logaritmikus
— [y, =20 m
E 4 = Lyp, = 50m
L jge = 200 m
6] —Lu,=-S0m
q <
24
T .
d+z
d 1]
o [ms"]
o T T T T
1] 1 2 3 4 5

MVIIL2.2. abra. Szélsebesség profilok a 2—10 m-es rétegben kiilonbdzé Monin—Obukhov-féle hossz esetén Hogstrom

— LT g p_ —
(1988) univerzalis fiiggvényei alapjan (u_ =03ms = L4m , d=lm és S0 Sem ).

10
E
e
& —
L gy ==50m
[
4]
| —— Logaritmikus
! — [ = 2 m
[ =30m
2
& [*C]
L] T
20 21 22 3 24 25

MVIII.2.3. abra. Homeérséklet profilok a 2—10 m-es rétegben kiilonbozé Monin—Obukhov-féle hossz eseten Hogstrom

O(d +2,)=21.85°C 2.=03ms" h=14m d=Ilm g5 Zo=3em

5 i

(1988) univerzalis fiiggvényei alapjan (

VIIIL.2.11. Stabilis légrétegzodést vizsgalunk. Kihasznaljuk, hogy ©=T és

fe T(0.5m)+T(2m)
AB~AT+1.5-0.97-107 [K]~ AT+0.01[K] ~ 2¢

>

=3.46.10" ms~ K

frjuk fel a Richardson-szam véges kiilonbséges alakjat!
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AB ‘izzi\._zconst-[lﬂﬁz; 7) — (W) ¥ (d)]

Ri=f——— - ol
(Aw) L. lniz, /2 = (¥, () -, (2D)

Hogstrom (1988) univerzalis fiiggvényeit hasznalva const. =0.23 Beirva az univerzalis fiiggvények alakjat Lot

értékét mar kiszamithatjuk. Stabilis esetben lehet analitikus megoldas, labilis esetben iteracios eljarast kell
alkalmazni. A mi esetlinkben:

Riz ,i\._é“iz:ﬂ;O:Q}'-(ln(z: zlj+812,:l;j
(Aw)” (In(z, /z))+6ALY

Az

Al =
- L

L

Ton

=17,69m I

Mon

ahol M A masodfoku egyenlet megoldasa utan =17, 95m.

Kihasznalva, hogy:

, s kihasznalva, hogy

1
In(zy /) = (W (L)W, (5D

&_=K,-l; =0.18m 57!

= 1

T, =xA0— - —=0,13K
0,95 [In(z, / 2} = (¥ (£, ¥ 4 (E 0]

Az eredményeket két tizedes jegyre kerekitettiik.

VIIL.2.12. A légrétegzidés labilis. A feladatot a VIIL.2.11. feladat analdgiajara oldjuk meg. Itt is kihasznaljuk,
hogy ©=7 s A@ =~ AT+3.0,97-107 [K] = AT +0.03 (K]

_ T(0.5m)+I(2m)

lg

Jéi =3.27-107msP K!

Au=053ms™ ( AO=-065K
A Richardson-szam véges kiilonbséges alakja:

AB o 9pe_ Az 095-In(z/2)—(We({)—¥s(£))]

Ri= - 227 =
p (Aw) Ly, Moz z)— (¥, () -, (a0l

Beirva az univerzalis fliggvények alakjat Liten értékét mar kiszamithatjuk. Labilis esetben iteracios eljarast kell
L,=—109m

Mon

alkalmazni. A mi esetiinkben , valamint

- 1 _
u, = KAu =0=22m51

In I:Z: le _I:‘P_'__r(:'w: )_\P_'__r(:'r: )) éS T_ =—O._35 K

Az eredményeket két tizedes jegyre kerekitettiik.

VIIL2.13. A 2-8 m-es réteg atlagos hémérséklete © = 28.63°C A7 chhez tartozo telitési gbéznyomas

e:(f)=6.11-10%3 =39 22 hPa
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A relativ nedvesség 65%, igy a levegé géznyomasa € = 0.65-39,22=25.5

7=062—°% 159107 ke ks
p—0.378e

A nedves leveg6 specifikus gazallanddja:
R, =R, (1+0.608¢)=2898 kg K’
az alland6é nyomason vett fajho:

Com = €,y (1+0.80) =1017,8 T kg K

>

R, =287Tkg K~ . ¢, =1005] kg K

ahol
B
6-T 27" —30095K=218C
A réteg atlagos potencialis homérséklete: LB (P'3 - a ).
po=t= 00 iis5kgm

A nedves leveg0 stirtisége: R,I 289.8-301.78
A szélsebesség és a hdmérséklet gradiens becslése:

u fu 1 Au 1 0.73 1 _1

% Gmz:z BMnznz 1363 o

cZ cinz z nz Z]_Z: = éS

¢  &ér 1 AT 1 —_0=S41=—0=15°Cm‘1

& élnzz Alnz J5,z, 1384

C;—G = C;—T +0,0097[*Cm™"]=-0,14[*Cm™]
A potencialis hdmérsékleti gradiens: ©= ¢z .

A=2-326.107 ms? K
A stabilitasi paraméter értéke: ©
Ri= g2 = -5 © _’:1“2 z=-0,270
A Richardson-szam becsiilt értéke: (Gu/ &) (Gu/dlnz) . Hogstrom (1988) univerzalis

fliggvényeit alkalmazva labilis rétegz6dés esetén:

/ £ I ]
Rz_z_(]:zm::ﬁgtf?zg 0.95(1 11:6’_11
B (£) (1-19357

e 1 . . - . , . - ?- 2
Szamolas utan = = ~0-233 , ami a 4 m-es szintre (¥ a4 ) vonatkozik, igy Ly, =-17.2m

E)

=t L 040139 L _0136ms®
élnz g, (0) (1+19.3-0.233) g T.=—0.083K
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Haa L. -ot szamitanank ki, majd a Monin—Obukhov-hossz definicigjabol az e _ot, akkor:
I'_:;cﬂce ! =04-(-014-4)— ! — =-0,122K .
Slnz gy () 0,95-(1+116-0,233)7" gg 4e=0.165ms
_ 4 -1 ] Yy __ 17 &
A két szamolas atlaga: “=~ 0.153m s és I.=-0.1025 K. Ebben az esetben viszont Lo =—17.3 ™ Ami kdzel

van a szamitott Monin—Obukhov-féle hosszhoz. Mi a magyarazat?

Ez utobbi eredményt hasznaljuk a turbulens aramok meghatarozasara:

Az impulzusaram: r=p,u’=1,155-0,1427 =0,0233 kg m~ s>

=—p = a5 78 . — T omn =1
A szenzibilis héaram: H=-p,c,ud =1155-1017.8-0,142-0,098 =16.4 Wm .

A feladat megoldasa soran képet kaptunk a becslés bizonytalansagarol. Ha a nedvesség hatasat is figyelembe

szeretnénk venni a turbulencia paraméterek meghatarozasanal, akkor a potencialis hdmérséklet helyett a virtualis
potencialis hémérséklettel kell szamolnunk.

VIIL.2.14. Els6ként hatarozzuk meg a szélsebesség és a potencialis homérsékleti gradienst az egyes alrétegekre,
majd ezek alapjan a Richardson-szamot. A Monin—Obukhov-féle hosszat az univerzalis fliggvények ismeretében
szamoljuk. Labilis egyensulyi helyzetet vizsgalunk. Hogstrom (1988) fiiggvényei alapjan:

- 8:(£) _ . 0.95Q-116)7"

Ri=72 ' =
03 (£) (1-1932)""

>

Businger et al. (1971) alapjan:

Az eredményeket az MVIII.2.5. tabldzat mutatja.

MVIIL2.5. tablazat. Szélsebesség és hémersékleti gradiens, valamint a Richardson-szam és a Monin—Obukhov-
féle hossz magassdagszerinti valtozasa az also 32 m-es rétegben a Kansas (USA) mérési expedicio adataibol alacsony
vegetdcio felett (préri).

Alréteg 24 m 4-8 m 8-16 m 1632 m
zz 2,8m 5,7 m 11,3 m 22,6 m
Gu_ du 1 0,4657 0,205 0,085 00357
¢z Alnz fzz, 308 - 208 2068 ek
_46 1 0,28 K m™ 0,09K m™ 0,047 K m™ 0,017K m™
&z dlnzﬁ Heeoim o m B etk Bk
A= £ 3.20-107 3.20-107 3.21-107 3.21-107
E [mS_:K_l] L b L b L L
_ g®/ éz , _ . . .
Ri=f—— -4 24.10™ —7.20-10™ -23.6-10™ —60.3.10™
(Cul k)
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

Hogstrom (1988) =-4.05-107 =—668107 S =-205-10" =-50,7-107
Ly, —69,1 m -853m -55,1m —44,6 m

Busingeretal. (1971)| . =-4.24.107 =-7.20-107 S =-236-107 £ =—603-107
Ly —66,0 m -79,2m —47,9 m -37,5m

Nézziik meg a Monin—Obukhov-féle hossz meghatarozasat az univerzalis fiiggvények integral alakjabol a 2—4 m-
es rétegben:

AG — 2212107 = 1 Inlz /7)) — (P (L) - ()

(Au) ) - L Ooizy /2= (¥, (50— (40D ]: )

Beirva az univerzalis fiiggvények alakjat Liten értékét mar kiszdmithatjuk iteracios eljarassal. A mi esetiinkben

Hogstrom (1988) univerzalis fiiggvényeit alkalmazva: Ly =—681m
- 1 -1 E,r._:,
i, = KAu — ——=0,60ms T, = =-041K
In (Z: z]j_fq;_',_r(:.;)_\P_{_r(:.;D , Kﬁﬂ_',_rs:-_

- A -1 =2
Az impulzusaram értéke: T=pu, =0432kgm™ s .

—- _9 T a2
A szenzibilis h@aram: H==p,cpnu1,=1299.6 Wm .

Businger et al. (1971) univerzalis fiiggvényét alkalmazva: Ly =—65m
"= KAz L ___058msT T=—"= - 040K
In(zy/ )= (¥, (¥, (5) KBLy,,,

e _ -1 -2
Az impulzusaram értéke: T=p, =0403kgm™ s

—- T T a2
A szenzibilis h6aram: H=—pcpul.=282.6 Wm .

(A4 ketféle modszerrel — az adott univerzadlis fiiggvények kozvetlen alkalmazasaval, illetve integralasaval — szamitott

Liten értéke kozott az eltérés a 2—4 m-es rétegben 1 m, ami hozzavetélegesen 2%-os bizonytalansagot jelent a mi
esetiinkben.)

VIIIL.2.15. Lasd Arya (2011) tankdnyvének /1. fejezetét. A konyv megtalalhatd az interneten.

VIIL2.16. A “=317C o5 hémérséklethez tartozo telitési géznyomas

e:(1)=6.11-107* =44 94 hPa_

e=035.4494=15,

A relativ nedvesség 35%, igy a levegé gbznyomasa ThPa A specifikus nedvesség:
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

g=0622— "  =10510" ke kg™
p—0.378e

A nedves leveg6 specifikus gazallandoja:

R, =R.(1+0.6087)=288 8 kg K™

>

az allando nyomason vett fajho:

€pn =€, (140,89) =1013,4 Tkg " K™

>

ahol e =287 Tke K™ ¢, =1005Tkg” K~

L.
=T &7 =304,41K =3125°C
.“- -p J..I

A réteg atlagos potencialis hdmérséklete: (p.; =1000hPa ).

- p 99700

Pn=0 7773 o)
A nedves levegd siirlisége: R.T  288.8-304.13

=1135kg m™

u= = =041ms" T=-= =-0265K
A dinamikus sebesség: P a dinamikus hémérséklet: P putte . A

>

Monin—Obukhov-féle hossz: - KBL

=3.2ms K

o]

ahol a stabilitasi paraméter:

(Ha a nedvesség hatasat is figyelembe szeretnénk venni a turbulencia paraméterek meghatdrozasandl, akkor a
potencialis homérseklet helyett a virtuadlis potencialis homérséklettel kell szamolnunk:.)

Az 6zon fluxust gradiens modszerrel hatarozzuk meg. A hékicserélddésre hasznalt (Hogstrom, 1988) univerzalis
fiiggvényeket alkalmazzuk:

cr—c1=2095[n 2, —In 2, —(We (£ =¥ 2(2D)]
K

c.=0227 ppb . , .. . . .
T . A turbulens 4ram (az 6zon iilepedés negativ fluxust jelent)

Fo;=—0,093ppbms~

Az adatok behelyettesitése utan:

Fos =—t.u

1
*. Ha a koncentraciot ppb-ben adjuk meg, akkor a fluxus: . Végezetiil nézziik

meg a [ppb] és a [mg m™ 1 kozotti atszamitast:

¢ [wm™]=c [ppb]- o, M M}

>

-1
. . . ,, . M_ =48 gmol
ahol az 6zon, a nedves levegd ¢és a szaraz levegd molekulatomege rendre: % ,

M, =M (1+0.608g)" =28,78 g mol™ os Ms=2896¢ mol™ 1ppb=1,89 ug m™

.Igyavaltoszam ami esetiinkben:
az 6zon fluxus értéke pedig:
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

F,=-1758ngm s =-0,176ugm s~

VIIL.3. A felszinkozeli réteg turbulencia
karakterisztikainak szamitasa

fl=

VIIL3.1. A becsiilt sugarzasi egyenleg: Rr=TI0Wm™ A sugarzasi egyenleg hdmérséklet fiiggése:

EBn__1 (66T —40T)
e l+g
cRw crrr =3
T=20615K e =13l Wm o ot .
Az adatok (* T =7 ™ ) behelyettesitése utn: I’ . A hémérseklet 1 °C-kal torténd novekedése

1L51Wm™ sugarzasi egyenleg novekedést okoz. A sugarzasegyenleg becslése csak kevéssé érzékeny a homérséklet

pontos megadasara.

f=£=£-00338ms K
VIIL.3.2. A stabilitasi paraméter: e I . Az impulzusaram, s innen a dinamikus sebesség
p p
.,«L g \ B
LM T BT | o | H =—p,cpmit T, .
a Monin—Obukhov-féle hossz * PRI, és a szenzibilis héaram l‘- Pt -l alapjan szamolhato:
I *_Il 2
u, % | =[L,, xB6(-H (pc_mjj]”) =038Ims™"
2
T, =- 7 _ 0,215K
€ gt

A dinamikus hOmérséklet:

Az impulzusra és a szenzibilis hére vonatkozo turbulens diffuzids egyiitthat6 alakja:

Kzu Kzu
Ky@=—-—= Ky@=—1-=
A Ky és Ky turbulens diffiizios egyiitthato profiljat az alsé 20 m-es rétegben a MVIIL.3.1. dbra szemlélteti.

A Monin—Obukhov—féle hasonlosagi elmélet alapjan Businger et al. (1971) univerzalis fiiggvényeinek az integralt

Asr—117 -1
alakjat hasznalva az 1-4 m-es réteg szélsebesség és potencialis hdmérséklet kiilonbsége rendre: Au=L17ms ,

AG=-059K Behelyettesités utan:

—037m?s? Kgy=Tu ==

K =u’ izﬂz—llm: 57!
AB

ek

>

— 1 3
B =r [ K@ &
Megjegyezziik, ha a turbulens diffuzios egylitthatok integraljat vennénk: &
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

= . 1 41 T a2 -l
Elvégezve az integralast: (Ka)g =04 m" s (Ka)y =051m"s

becslést hasznaljuk!

. A két becslés nem egyezik meg. Az elsé

20

| % [m]

15+
—KH

10+

! K [mZ g1 ]
0 3 0 9
MVIIL3.1. abra. A Ky és Ky turbulens diffuzios egyiitthato profiljat az also 20 m-es rétegben ( Ly =—350m
u.=0.381ms" x=04,
du  u. ul 0  ul
= Q-._r(:'ujzg ; "_ZK -
Tudjuk, hogy < % 1(£) , & #(5) , s ezek integralasaval kapjuk a bizonyitani kivant egyenldséget.
Az érdességi magassagot nem kellett hasznalni.
VII1.3.3. Indifferens rétegz6dés esetén:
4%, _es -1 _ _ | 1A%, & -1 _
g, =2.45u,=0858ms ’ g, =1%:, =0.665ms ’ o, =145u,=0.508 ms Indifferens esetben(r' =0K )nincs

szenzibilis hdaram, ez tigy lehet, ha or 20K . A gyakorlatban kvazi-indifferens rétegzddés mellett kapott dinamikus

homérséklettel szamolunk, ami nullahoz kozeli kis érték.

H}
Lygn=— - .
A Monin—-Obukhov—féle hossz KB(H /D€ prt.) ,adinamikus hémérséklet. Stabilis esetben ( H=—40Wm™
)
r_=__H =0095K I .
L =97.6m ~ p.c.u G, =145 u-[(1-152L,, ) T =0413m s~

oy =1.6-T.-[(1+52/L,, )] " =0,124K

453

http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

Labilis esetben (H =100Wm™ )

r-——f% _o2ux . .
L =—39.0m P € prite 0, =L45-u [(1-152L,,)" T =0,618m s~

oy =1.6-T,-[(1-152/L,, ) T = 0,556 K

w.=0,/06=167g

VIIL.3.4. Els6 kozelitésként kihasznaljuk, hogy . Labilis rétegzddés esetén alkalmazzuk a

1% 1z ~1144-12
T =125 2 [(1-152T yer) ] becslést. Ehhez meg kell hataroznunk a dinamikus sebességet és a a
Monin—Obukhov-féle hosszat. Az adatok behelyettesitése utan:

-H

—  L== =-0215K R
u, =+ p, =036ms" J (ﬁ;f=1005Ikg K )
Lip=—2 =—457m

KT,
1A% 1% 149412 _ o o -1 . 4
és igy O =545 2 [(1-152L,)" 1" =0.746m s ¢s W ELAIMST A yonvektiv PHR magassag:
p=0 S5y
fu T,

Z+d

VIIL.3.5. A felszin, pontosabban a szint és a referencia szint z,=d+10m kozotti rétegben a

Monin—Obukhov-féle hossz ismeretében:

Cor = lInz, | 2) = (Wi (g, | D)= DN

Ce=Cy=x"[Inlz, | 20) ~ (Wi, | L)~ Wy ey / DI -Gz, / 20) — (W, | D) =Wz IDT
Indifferens egyensulyi helyzetben az ellenalldsi paraméter az érdességi magassag fliggvénye:

Cy=Cy=Cr=x"lnC, ' 2)]"

i _ -3 i3 _ 3 -2 _ 3
Azadatok behelyettesitése utan: Calzg =107 m)=1.2-10 ,Cﬂ(zﬁ_m m}=19-10 ,Cﬂ(zﬁ_m m)=3.4-10 ,

Ci(e =107 m) =7.5-107

VIIL3.6. Legyen Cy =Cp =15-107

. A latens héaram:
LE=~L1p,Czus(g, ~q5) =—LC (0, —Pro)

- & -1
A fazisétalakulasi hé értéke: L =23-10° Tke™
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

b =2L
Szamitsuk ki a vizgdz stirliségeket az allapotegyenlet alapjan: € . A gdznyomas értékét a telitési gdznyomas

és arelativ nedvesség alapjan hatarozzuk meg. Vizfelszin felett a levego telitett (f =100% ). A telitési gbznyomas-
homérséklet fiiggvényt a Magnus—Tetens-formula alapjan szamoljuk. Vizfelszin felett:

E.—(r):rszll-l[)% [hPa]

B

o _ = = rom-l T _ - - oty
ahol | [°C] a hémérséklet, 4= '=° el gs £=237.3 allandok. Behelyettesités utan: e:(26 CJ_BlﬁhPﬂ,
5= % _18110%kgm=
CO100RT

e:(27°C)=35.ThPa 4o e:(28°C)=37.8hPa A 10 e referencia szinten: ,

C

_ -l -3
R, =461Tke" K . A vizfelszin felett a levegd telitett. A vizgdz stirliség és a latens hdaram értékei rendre:
- - E‘: -3 -3
Po=pP=——=244.10"kg m™ - — L
a) L=26°C ~ T RTw LE=ILC(p,—pPu)=236Wm™

by fe =27 C p,=25810"kgm™ [E=289Wm™

t,=28°C p,=27210"kgm™ [E=341Wm™

A parolgas mindharom esetben kis érték. Ennek oka a kis homérséklet és nedvesség kiilonbség a felszin és a
referencia szint kozott.

A szamitott parolgas egyenesen aranyos az ellenallasi paraméterrel. A modellekben nagy jelentdsége van az
ellenallas paraméterek pontos megadasanak. A modszer elso (durva) kozelitésként alkalmazhato a terepi mérések
feldolgozasaban.

VIIL3.7. A dinamikus sebességet és a dinamikus nedvességet logaritmikus profil kozelitéssel szamoljuk ki. A

=B 3imst
dinamikus sebesség: In(z,/ z)

A dinamikus vizg6z stirliség (’0 v ) a dinamikus specifikus nedvesség ( #* ) mintajara:

KA p,
,L}r..:—-
oz, z)

A vizg6z siriisége a két szinten megadhatd a hdmérséklet és a relativ nedvesség ismeretében az allapotegyenlet

- f e
,01_- T - =0 - - 5 = ~ 1o -

alapjan: 100 R"-'T. Felhasznalva, hogy e:(13°C)=17.1hPa és Py (0.5m) =118-107 kg m )

£,2m)=96-10"kgm™ prm B 0638 kg 21W

£, (2m)=596- Em” oy In(z,/ z) . A latens haram: LE =#921Wm™ 0, nagyon

nagy érték, s viszonylag alacsony homérsékleten. Ilyen extrém parolgast figyelhetiink meg pl. egy erds hidegfront
utan, amikor nagy sebességgel szarazabb levegd érkezik a vizfelszin folé (Liu et al., 2011). Szamitsuk at a parolgast

[mm éra™] 3600 Tm™

egységre! IWm™ 1atens hé azt jelenti, hogy 1 6ra alatt energia forditodik parolgésra,

amj S600/ L5 10°=144-10" kgm™ 107 mm

viz elparolgasat jelenti, ami megfelel L44- parolgasnak, igy a

= 0,7 mm

vizfelszinrdl 1 6ra alatt viz parolgott el.
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VIIIL.3.8. Az ellenallas modszer alapjan:

r=p,Cyttr =—LC (0., — p,.) =0,106 kg m™ s

B

H=p,c,:.Cour(©:,—-00)=—LC(p,, — p,y) =134 m™

A felszini nyomas 1000 hPa, igy ©=T .

A latens héaram kiszamitasahoz ismerni kell a felszini specifikus nedvességet. A vizfelszin feletti telitési goznyomas:

0,622 L
G, =— 2% 24410 kg kg™
2 p—0.378e,

3 Sy -
€,(28,41°C) =383 hPa’ s igy a telitési specifikus nedvesség: s

LE=Lp,Cru-(a, —g.)=—LC (0, — p,;) = 2689 Wm™
1 ora alatt hozzavet6legesen 0,4 mm viz parolgott el.

=0+0,6080g"

A virtualis szenzibilis héaram a virtualis hémérsékleti fluktuaciok ©, alapjan a kovetkezd

egyenlOség alapjan szamithato:

0, w'=0'w +0,60807 '

igy

¢,:0.6080

H.=H+ IE=134+198=332Wm™

5=2"9 192 °c=3007K -
ahol 2 . A két szenzibilis héaram (*** és H )kozott nagy az eltérés. Az adaléktag

ugyanolyan nagysagrendii, mint a kvézi-indifferens rétegzddésre jellemzd (kis értékii) szenzibilis hdaram (£ ).

Megjegyezziik, hogy a szonikus anemométerrel, ahol az Gin. szonikus hémérséklet fluktuacioit mérjiik a H. Jirtualis

szenzibilis hdaramot szamithatjuk, s ebbdl hatdrozzuk meg a szenzibilis hédramot (£ ).

VIIL.3.9. Induljunk ki a latens héaramra vonatkozé ellenallas modszer alapegyenletébdl:

LE=-L1p,Cyur(g, —4s.)

A vizfelszin felett a 1égrész telitett, mig a referencia magassagban mar telitetlen. Tekintsiik a referencia magassagban

a telitési specifikus nedvesség (¢ ) és a mért specifikus nedvesség kiilonbségét (¢ ), ami a standard meteorologiai
mérésekbdl is kdnnyen szdrmaztatathatd. Ekkor a latens ho két tag dsszegeként is felirhato:

LE=-Lp,Cyur(g.—g,) +LE,

LE,=-1p,Crur(g,—4,.)

A szenzibilis héaram alakja az ellenallas mddszer alapjan:
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H=-p,c,,Cyti:([©.-00)
Feltételezve, hogy a két ellenallas — hasonldan a kétféle turbulens diffizios egyiitthatdhoz — a felszin kdzelében

megegyezik (C_.__, =Cy ), tovabba ©=T felirhato, hogy:

LE ve = 4
_=3‘1=iq'- k: +£
H ¢w ,-T H
- i LE,=L-E, , [E_I.E sl Ey, t  E v vivois s
ami tovabb alakithat6 kihasznalva az == 2 ¢g = jelolést, ahol ~= ¢és £ a vizgbzaram, tovabba
- 0,622
g=

alkalmaZ va a £ kézelitést:
0.6--£ E,. — & E,.
= 5] s B 15

Cpp LT E

B'=

Az egyenlet — s ez volt Penman gondolata — tovabb alakithat6. A Bowen-arany 1j alakja:

57 LE-IE,
A IE

Az itt szerepld két (ij mennyiség a - pszichrometrikus allandé (ami a valdsagban kis mértékben fiigg a nyomastol
¢és a homérséklettol a fazisatalakuldsi hd homérsékletfiiggésén keresztiil — 1asd a Planck-egyenletet)

[ p—

0.621L1

A Clausius-Clapeyron—egyenlet alapjan pedig meghatarozhato a telitési gdznyomas-hémérséklet fiiggvény érintdje:

A Bowen-aranyt behelyettesitve a felszini energiamérleg egyenletbe:
Rn-G=LE+H=LE+B-LE

s igy kapjuk a jol ismert Penman-formulat:

[E=—2 @®n-G)+—L_IE
A+ Aty )

A ¢sa /" paraméter érékeit kiilonbozo relativ nedvességek esetén az MVIIL3. 1. tablazat szemlélteti. A szamitasok

soran ¢ =0-622e/ p , Com =cp(1+0.80) . A fazisatalakulasi h6 homérséklet-fliggésére a Planck-egyenletet hasznaljuk:

L=L(t,=0°C)+(c, —c,)t
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

Aoy~ 6 -1 —185 Ll =42 St
aholﬂr—O C)=15-10 Tke o 1830 kg K avizgbz allandé nyomason vett fajhsje, =4218Jkg" K

1 _1 . . rLr 7 r ” r 14 oo r
pedig a viz fajhéje. / [(hPa K™ értéke jo kozelitéssel allandd (alapvetéen a nyomastol fiigg, azzal aranyosan
valtozik, de a felszini léegnyomas valtozdasa azonban legfeljebb néhany %-os eltérést okoz az értékében).

MVIIL3.1. tébldzat. 7 és & értékei a relativ nedvesség fiiggvényében adott hémérséklet és nyomds esetén.

r=20°C p=1000hPa f=50% f=75% f=100%
¢ [hPa] 11,7 17,5 23,4
1, [°C] 9,3 15,4 20,0
g[keke™] 73-107 10,9-107 14.6-107
€ [Tkg 7 K™ 1010,9 1013,8 1016,7
y[MPaK™] 0,663 0,665 0,666
AhPa K] 0,780 0,984 1,449

Ha #=10000Pa r=3°C o relativ nedvesség 50%, akkor az egyes értékek rendre; € =*-360Pa i =4,7°C,

g=2.7-10% [ke kg?] ¢, =1007.2 Tkg” K" »=0660hPa K"’ A=0322hPaK"’

> >

VIIL3.10. A rendelkezésre all6 energia:

Ri—G =09Rn =504 Wm™

=17 = 2 o]
A 10 m-es referencia szintre vonatkozo6 adatok: a géznyomas: © =17.3hPa , a harmatpont Iy =13,27C ,

g, =109-107 [kg kg '] ¢, =1013,8 Tke 7K™ I(18.8°C)=245510° Tke™!
»=0657hPaK™ A=1108hPaK™

Tovabba:

g, =13.6-10"[keke™] R, =2017Jkg K p,=1162kgm™

>

LE,=—Lp,Ce(z.) ur(g,—g.)=251Wm™

>

i(RPE—G)=3]E5=—1‘\.‘.'m‘: LLE":QB:—H\'m‘: L
A A+y " LE=316.4+93.4= 4098 W m

>

A latens héadram szamitdsanal szerepld két tag koziil a masodik kisebb, de novényallomany felett mar nem
hanyagolhat6 el. Vizfelszin felett, ahol kicsi az ellenallasi paraméter ez az elhanyagolas els6 kozelitésként megteheto.

A szenzibilis héaram értéke a felszini energiamérleg egyenletbdl szamithato:

H=Rn-G-LE=942Wm™
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VIIL.3.11. A Bowen-arany modszer pontatlan, ha kicsi a hdémérséklet, vagy a nedvesség kiilonbség értéke a két
szint kozott, hiszen ilyenkor nagy a relativ hiba, s a Bowen-arany értéke bizonytalan. Nem miikddik a modszer

akkor sem, ha £ = —1, hiszen matematikailag tetszéleges megoldas adodik a szenzibilis és a latens héaramra.
Ilyenkor a rendelkezésre 4ll6 energia értéke alapjan egy atlagos Bowen-aranyt feltételezve becsiilhetjiik meg a
latens és a szenzibilis hdaramot.

B= EL ©:-0: _ Ta-Tige67L3 g o6
A szampélddban: EEIS e1me B
B=0=66ﬁ=]=03 B=0=661€=]=51
A minimalis Bowen-arany érték: —0.9 , a maximalis érték: —0.7 , vagyis nagyon

fontos a pontos hdmérséklet és nedvesség kiilonbség ismerete. A 0,1 °C-os hdmérséklet mérési pontossag nem
elég, hasonldan a 0,1 hPa-os pontossagu géznyomas méréshez. Masképp fogalmazva torekedni kell a szazad fokos
pontossaggal mérdé homérséklet, illetve harmatpont mérd szenzorok alkalmazasara, s ezeket egymashoz is kalibralni
kell.

VIIl.4. Az Ekman-spiral

VIIL4.1. irjuk fel az altalunk alkalmazott fiiggvényeket (sin, cos, exp) sorfejtés segitségével!

o 1y 1wl
) = (-1} x
sinx=) ————,
= (Zn+1)!
I
cosx=» ——
= ()
B
ef =" .
—
o F
A sorfejtés elvégzése utan
[ r 1 1 z
uxu, | l-1-=| 1-== | |=u,—.
o 217 = h
Wz 12 z
veu | l-—— | ———— |ru_—.
Rk 31K} =h

VIIL4.2. Amikor Z =0 az Ekman spiral egyenlete alapjan azt kapjuk, hogy:

Fzy., =z
exp, —— sin—
\R) Ok
tan o =—= —
]—exp.—z lcos 2
VRl TR tana(z—0)=1

>

és igy @€ =45

VIIL4.3. A szélsebesség maximumat keressiik. Ez ott lesz ahol a szélprofil magassagszerinti derivaltja nullava
valik:
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du [ | z) =z |z
— =i | —EXp —; cos‘—+1—exp:——_

d= |k Lok h h L d)

. Z
Slﬂ1—
¥

Ez akkor teljesiil, ha

z .z z 3
C051—=_51ﬂ1— 1—=—:T
1 ﬁjes]gy 1 4

A kapott értékek behelyettesitése utan =~ L07-u,

VIIL4.4. Végezziik el az Ekman-szallitds meghatarozasahoz az integralast a sebességprofil ismeretében:

.7 ) z[ " zY)  z [ z). z : - ko \
U=|lu—u, |dz=—||u exp —— jcos—+v exp —— sin— |dz=—(u Ly +v. [ | =——(u .+, ).
J £, | 3,:._| I £ | é“E.-I I O E ey 20 E £,

. By ) | [ zY. z fzy =z . v Ry \
V=|{v—v |dz=| u exp —— jsin ——v_ exp —— lcos— |dz=[agfz—vg.?1]=?[ag—vg]=
- : - k) h \ R} k] : L2 :

ahol az 1.1 integral alakja:

r ) z h [z z\=
I=|exp —= jcos—dz=—exp —= | sin—+cos— || =—
- . k) h 2 N hle 2

- b

r z), h z\ .z zl= h
I,=|exp —= |sin—dz=——exp —— | sin—+cos— || ==
k) 2 L RNk Rle 2

VIIL4.5. A kontinuitasi egyenlet magassag szerinti integralasaval azt kapjuk, hogy

Cii, % z| .z R
— | exp| == |sin —dz=-w(h)
vy L Rl ok o

- e
’ & e

&y ]
Ty : “-[.-3"'-]:%’.5 w(h)=22cms™
Mivel £V végeredményiil azt kapjuk, hogy = . Behelyettesitve a szamértékeket T .

VIII.4.6. Integraljuk az ageosztrofikus szélkomponenseket a hatarrétegben (egyszer(iség kedvéért a nulla és —*
kozott — azzal a feltételezéssel éliink, hogy a hatarréteg alatt az aramlas geosztrofikus.)

g . 7 @ 2N { ) { 7 T, . T.
U= | (u-u )dz= 2 [exp 2| r.cos 2= Z |~z sin 2-Z g = V2 (1. —1.01,)=—L

- Topms, \RJLT R 4 e ) e T T pf

0 5 0 N[ PN o 2] 5 _
V=|(v-v, |dz= V2 | exp i"2’vsin E—£'+2',.cos E—£'|dz= J:[I'WI_‘—I',.L]:——x:

- ps LT R 4] e 4) e T T pf

ahol
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: fzY (z =) d {z _ z 7y .z =«® ;_
I.=|exp = |cos, —=—— dz=—exp, = || cos, =—— |+sin| ———
L \e) e 4) 2 hJ| G Lho4

2 W, R

Il
|
m
B
=]
|

'- Y. (z @) h F23 .z o) (z ) «JE
L= exp — |sin 1———|dz 3 sin| ——— |—cos| ——— | | =——
: \h \h 4 Vho4, \h 4) 2

Az Ekman-transzport merdleges a szélnyirasi vektorra, az északi félgdombon a szélnyirashoz viszonyitva jobbra
mutat.

u(x=0=0 —0

VIIL4.7. A kezdeti és peremfeltételek segitségével £ =0 idépontban [ a parton és 77 a parttol

messze (¥ 7% )] a feladatban adott differencidlegyenlet-rendszer megoldasaval a ¥ idépontban

I T -
Bl y=—p—" =t ek

n
I ,GH o oH és Rfp

i=—

ahol a parttol tavol a Rossby-sugar, értéke:

R=eH |1

A viharhullam magassaga az id0 linearis fliggvénye. Minnél kézelebb vagyunk a parthoz, annal nagyobb a vizszint-
emelkedés titeme.

VIIIL.4.8.

Az Srvényesség id6beli valtozasat leird egyenlet a hatarréteg ' vastagsaga és a légkor 2 magassaga kozott
torténd vertikalis integralasat kovetden azt kapjuk, hogy:

= f[“_[.. !1‘E:I —11'['.H_'|]

H
-!E
WH)=0

Amennyiben az 6rvényességet a geosztrofikus drvényességgel helyettesitjiik, valamint kihasznaljuk, hogy

és H => 11 azt kapjuk, hogy:

Az integralas elvégzése utan egyértelmiivé valik, hogy az Srvényesség csokkenése a hatarrétegben jelenlévo
surlodasi erd miatt torténik

- - 1
Sg T o BEP _L”
£ & | 2H
- 2H
- =EC =

oF ) . 2K . o -
Abban az esetben, ha e | az kovetkezik, hogy " . Behelyettesitve a megadott értékeket ez az id6
megkdzelitéleg 5,2 nap.
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VIIL.5. A stabil és az instabil keveredési réteg
vastagsaganak szamitasa

VILS.1. Az MVIIL5.1. abra szerint a 1égallapot stabilis.

zo (cm)

1
MVIILS. 1. abra. A légallapot ésszefiiggése a Monin—Obukhov-féle hossz reciprokaval ( L ) és az érdességi
magassaggal ( Zo ).

A keverési rétegvastagsagot a

VIIL.5.2. El6szor a virtualis potencialis hdmérsékleti értékeket (/7,) hatarozzuk meg:

a) Helyi idében 15 oérakor a foldfelszinen:

T
(g an = 2022939 6 00587 kg kg™
== 7100400939 ,
105 ) 135 i
O(z,,), .. =284.0- ~283.7K
o 100400
462
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@.(2,7)an =283.7-(1+0.608-0.00587) =284 TK

b) 00 UTC-kor a foldfelszinen:

0.622-648

PR 0,00404 kgkg ™
100450 — 648

iz, =

0, )=279.1.
g 100430 |

@ (z,,) =278 7-(1+0,608-0,00404) = 279,4 K

A z,, z, és z3 markans pontokban (00 UTC-s radidszondas felszallas) hasonloan torténik a virtualis potencialis
hémérsékletek meghatarozasa:

Q(z)=28L1K @(z)=2835K @(z)=2940K

o S T T
A keveredési réteg feletti potencidlis hdmérsékleti gradiens € — 0.005 Km™ =0.5K/100m

ponti adatok alapjan.

a 2. és a 3. markans

VIILS.3. Az MVIIL5.2. dbran a radiészondas mérések alapjan megszerkesztett virtualis potencialis hdmérséklet

allapotgorbéje lathato. A keveredési rétegvastagsag napi maximalis értékét a €, @ Inae -bol kiindulé fiiggdleges
egyenes ¢s az allapotgdérbe metszéspontjanal leolvasott magassag adja meg. Ebben az esetben a tengerszint felett
a keveredési réteg felsd hatardnak magassaga 820 m. A keveredési réteg felsé hataranak foldfelszin feletti magassaga,

vagyis a keveredési rétegvastagsag: 1 = 520 m —140m=680m

m
1000

900 —+
800 F
700 +
600 dlapotgdrbe
300 +
400 +
300 +
200 +
100 F
0 } f } f } } } } }
278 279 280 281 282 283 284 285 286 287 288 K
wirtualis potencialis homerseklet

foldfelszin

MVIIL5.2. abra. A napi maximalis keveredési rétegvastagsag meghatarozasa a 00 UTC-kor végzett radidoszondas
mérés alapjan.

Mivel 07 UTC-kor még stabilis volt a 1égrétegzodés (T° >0 ), igy a szamitast 07:30 UTC-kor kell kezdeni a 07 UTC
és 08 UTC adatok atlagértékeinek figyelembevételével. A potencialis hdmérsékletet az M 1. melléklet szerint kell

o S T T
meghatarozni. A fentiek alapjan ¢ =0.005 Km™ =03K100m = 5 yoveredesi réteg fels6 hatdrara szamitott

potencialis hémérsékleti ugrast a kovetkezd egyenlettel kell kiszamitani:
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o - AhoKBL
*(1+24)-h-«-B-L °"

-0

A AIT,-re kapott értékeket az MVIIL5.1. tablazat tartalmazza:

MVIILS. 1. tablazat. A potencialis homérsékleti ugras korrekcio nélkiili és korrigalt adatai.

Szamitasi idoszak
i) AG, orrekeit nélkiil [K] AC ormigalt [K]
7.30-8. 00 0,11 0,30
8.00-9. 00 0,10 0,30
9. 00-10. 00 0,16 0,33
10. 00-11. 00 0,27 0,38
11. 00-12. 00 0,36 0,43

A keresett keveredési rétegvastagsagot iteracioval hatarozzuk meg. Vagyis h, értékét #; = 100 m-t6l fokozatosan
noveljik (pl. 1 m-rel) mindaddig, amig az egyenlség nem teljesiil. Az eredményeket az MVIIIL.5.2. tablazat
tartalmazza.

MVIILS.2. tablazat. A keveredési rétegvastagsag a nappali ordakban.

Szamitasi id6szak Keveredési rétegvastagsag valtozasa . i
[UTC] (AR Y [m] Keveredési rétegvastagsag (7 ) [m]
7.30-8. 00 20 120
8. 00-9. 00 97 217
9. 00-10. 00 119 336
10. 00-11. 00 126 462
11. 00-12. 00 106 568

VIIL.6. A turbulens keveredés, a
szennyezdanyag diszperzidja

VIIL6.1. Labilis [égrétegzddés esetén a fiistfaklya tomegkozéppontjanak a kémény alapjatol szamitott horizontalis
tavolsagat harom szakaszban kell meghatarozni.

min {(k-__ + Ah(x)) . Iﬁ} cha x=x
7 V(e xp) _
H (x)=<H (x.)+ ——H (x.)  ——— vha x.<x=x,;
£ R \ 2 A ‘! (.TH,_ _ .T...-) .
hi2 . htha x>x,

A forras és a flistfaklya stabilizalodasa kozotti szakaszban ('T =% ) a fiistfaklya tdmegkozéppontja lesz a flistfaklya
magassaga, ha az nem haladja meg a keveredési réteg magassagat.
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A fiistfaklya emelkedését (HP @) ) a kovetkezo egyenlettel kell kiszamitani:

(3F .x 3 F-x)
X A

Al(x)=) 2 4+ —_ .=
) Bl 28 &)
T(h . . AT,
E, = (J:j-'l.f__.-}‘__. E=g-w-r - —
ahol ﬁ:O__G’ L. , I

A szélsebesség a kéménymagassag szintjében a feladat szerint:

u, =u(h)=u(100m)=32ms"

_a1e =4 2 _an 4 3
A szamértékek behelyettesitése utan: E, =915.5m"s , F,=320.9m°s™ fiistfaklya stabilizalodasanak a

T
Fo=55ms

kibocsatastol mért tavolsaga esetén

x, =119F"

x,=1197
Behelyettesités utan: g o

A fiistfaklya kozépvonalanak ( 7, ) a forrastol vett tavolsag (* ) fiiggvényében valé meghatarozasahoz ismerni

kell a szennyezbanyag homogén atkeverddésének tavolsagat ('T*- ):

X, =i-T
>

ahol

T
- H

T =

— 112

oy ]

A keveredési réteg szélprofiljanak és a vertikalis diszperzios egyiitthato profiljanak ismeretében — a feladat szerint
— az atlagos szélsebesség €s atlagos vertikalis diffizios egyiitthat6 értéke rendre:

L

__ - -1 - _ -1
u=5"Tms ésG-q—lJ:GlQms .

A behelyettesités utdn a szennyezéanyag homogén atkeverddésének tavolsaga: X, =5033 m

o

Nem kellett korrekcios dsszefliggést alkalmazni sem a fiistfaklya stabilizacids tdvolsaganak ( % ), sem a stabilizacios
tavolsdgban kiszamitott fiistfaklya emelkedés meghatarozésakor.

Xpm X g Ah(x ) = Al

>

AT, >0 é F, > O. A behelyettesités utan:

mikozben S
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8r-(w,+3u,)
Xy m————

A behelyettesités utan: -

o

A fiistfaklya stabilizalodéasakor a forrastol s tavolsagra a fiistfaklya kdzépvonalanak magassaga:

HP (:r),) =490,1m

Az adatok behelyettesitése utan a fiistfaklya kézépvonalanak meghatarozasa:

min{(]00m+ﬂa‘f(1’jj . 350 m} cha x=1197Tm;
H_s[_\'sz- 357.1m —-0.056x .tha 1197m < x<3033m
275m . ktha x>=35033m .

A forras 1 km sugart korzetében 100 m-es bontasban ¢és a forrds 5 km-es kdrzetében 1 km-es bontasban a
értekeket az MVIIL6.1. tabldzat adja meg:

MVIILG6.1. tablazat. A fiistfaklya kézépvonalanak magassdaga ( B, ) a forrdas 5 km sugaru kérzetében.
H ,(x)
-

[m]
100 m 178,4
200 m 221,2
300 m 257,4
400 m 289,7
500 m 319,5
600 m 347,4
700 m 373,8
800 m 398.,9
900 m 423,0
1000 m 446,3
2000 m 445,1
3000 m 389,1
4000 m 333,1
5000 m 277,1

H,()
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VIIL.6.2. A keveredési réteg paraméterek vertikalis atlagait (G‘-T , ¥ )aVIILG.2. fejezet szerint szamitottuk ki. Az
atlagolast két 1épésben linearis profilok feltételezésével kell elvégezni. Az atlagolas soran kapott értékeket a
fiistfaklya kozépvonalanak magassaga, vagyis a forrastol vett tavolsag befolyasolja. Ezeket az értékeket a feladatban
megadtuk. Ismert a fiistfaklya kozépvonalanak a magassaga is (H,,(x)) a forrastol vett tavolsag (x) fliggvényeben.

A rétegzo6dés labilis. A horizontalis diszperzios egyiitthatot a kovetkez6 egyenlettel szamitjuk:

—5 L2
oy | -x
oK)=
: w-{l+e-X)
ahol
= L2
o] -x
T uh
h
o::H -
_5(1) éS p=0:3.

A fenti egyenletek alkalmazasaval a forrastol vett tavolsag és a flistfaklya k6zépvonal magassaganak a fliggvényében
az MVIIL6.2. tabldzat szerinti adatokat kapjuk a segédvaltozokra és a horizontalis diszperzids egyiitthatora.

MVIILG.2. tablazat. A horizontalis diszperzios egyiitthato és a meghatdrozasahoz sziikséges segedvaltozok értékei
a forras 5 km-es korzetében.

Segédvaltozok
H,(x) JR— _ o, (x)
’ [] @ \%) ‘. x [ms"]
[ms™] [ms™]

100 m 178,4 3,1 0,704 43 0,03 15,95
200 m 221,2 2,5 0,704 4,7 0,05 28,57
300 m 2574 2,1 0,704 5,1 0,08 39,43
400 m 289,7 1,9 0,704 5,5 0,09 49,06
500 m 319,5 1,7 0,704 5,8 0,11 57,91
600 m 3474 1,6 0,705 6,0 0,13 66,35
700 m 373,8 1,5 0,706 6,3 0,14 74,42
800 m 398.,9 1.4 0,708 6,5 0,16 82,16
900 m 423,0 1,3 0,710 6,7 0,17 89,67
1000 m 446,3 1,2 0,713 6,9 0,19 97,01
2000 m 445,1 1,2 0,708 5,8 0,44 213,55
3000 m 389,1 1,4 0,696 4,6 0,82 357,01
4000 m 333,1 1,7 0,693 4,3 1,18 469,53
5000 m 277,1 2,0 0,691 3.9 1,62 579,41

VIIL6.3. A vertikalis diszperzios egylitthatd egy emelt szintii és egy felszini részbdl tevodik Ossze:

6.(0) = Jo () + o ()
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H,(x)>0.1h o (=0

Mivel esetén a felszini rész , ezért csak az emelt szintli részt kell figyelembe venni. A
vertikalis diszperzios egyiitthatd emelt szintli részét a kdvetkezo egyenlettel kell kiszamitani:

; SRt
2.9, |

-~
—
w

G:e [_I_l = |

ahol

Wy - X

Gze_:(xj = aj| E' B
. L7 u

4

J= 1, ha a fustfaklya felfelé, és J ha a fustfaklya lefelé¢ iranyul. A fiistfaklya k6zépvonalanak magassaga

minden esetben meghaladja a keveredési rétegvastagsag 10%-at. (HP(I) >0.1-h ), ezért % =10 A képletben
L i1
szerepld % (=12) értéked:
b=R-q haj=1 és bh=R-a. haj=2
R=20 a. , , . . o .
ahol =¥, 7 értékeit pedig az alabbiak szerint kell kiszamitani:
—= 112 . .
= L a7
P S S S AR
wo| 2 2 g |
—— Lz -
(%) (o5 1/, . a4}
P A S Y B SO B YR
W 2 21 B |
A fenti képletekben szereplé paraméterek:
S = ‘lt_’: Wi
1+R* 3 =7\ .
= -=—=0,385 - oy /w
14387 13 f=l+R=5. VT -
H,(x)>0.1-h “’j=0=125
ahol a mi esetiinkben =27 7 > ¢sigy W

A szamitasokhoz hasznalt keveredési réteg paramétereinek vertikalis atlagait (F‘" , &) itt is a VIIL6.1.2. fejezet
szerint szamitottuk ki és adtuk meg a feladatban. Az atlagolast itt is két 1épésben linearis profilok feltételezésével
végeztiik el. Megjegyezziik, hogy az atlagolas soran kapott értékeket a flistfaklya kozépvonalanak magassaga,
vagyis a forrastol vett tavolsag befolyasolja.

A fenti egyenletek alkalmazasaval a forrastol vett tavolsag és a fiistfaklya kozépvonal magassaganak fiiggvényében
a segédvaltozokra és a vertikalis diszperzios egyiitthatokra az MVIII.6.3. tablazat szerinti adatokat kapjuk.

MVIIL6.3. tablazat. A vertikalis diszperzios egyiitthato és a meghatdrozdsahoz sziikséges segédvaltozok értékei a
forrds 5 km-es korzetében.
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A felszinkozeli réteg és a planetaris hatarréteg

Segédvaltozok
H,(x) _ 1 . (x)
B T A LN I S - U I
7] | e [ms™] | [ms™]
100 178,4 43 0,639 0,538 0,692 0,437 16,74 10,58 14,00
200 221,2 4,7 0,637 0,544 0,691 0,434 30,29 19,04 25,30
300 257,4 5,1 0,635 0,549 0,690 0,432 42,05 26,34 35,08
400 289,7 5,5 0,634 0,552 0,690 0,431 52,53 32,83 43,80
500 319,5 5.8 0,633 0,554 0,690 0,430 62,17 38,78 51,81
600 3474 6,0 0,633 0,555 0,689 0,430 71,31 44,44 59,42
700 373,8 6,3 0,632 0,556 0,689 0,429 80,00 49,83 66,65
800 398.,9 6,5 0,632 0,556 0,689 0,429 88,29 54,97 73,54
900 423,0 6,7 0,632 0,556 0,689 0,429 96,24 59,92 80,17
1000 446,3 6,9 0,633 0,556 0,689 0,429 103,88 64,70 86,54
2000 445,1 5.8 0,635 0,550 0,690 0,432 246,71 154,46 | 205,82
3000 389,1 4,6 0,618 0,597 0,685 0,412 460,05 | 276,93 | 379,70
4000 333,1 43 0,615 0,604 0,684 0,409 666,62 | 398,88 | 549,31
5000 277,1 3,9 0,612 0,614 0,683 0,405 917,96 | 544,53 | 754,71
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IX. fejezet - Légkori hullamok

IX.1. Feluleti és térbeli hullamok

IX.1.1. Az 6sszenyomhatatlan folyadék rotaciomentes aramlasara vonatkozé Euler-egyenlet:
Cou_ w2, 1o, ]

—Vaog=-V —+—v +7

ot 22 anol 7= EY,

(Megjegyezziik, hogy ebben a fejezetben — a hidrodinamikai targyalasmodban szokdsos (x, y) sikban dolgozunk,
ahol az y irany jelenti a kétdimenzios folyadék vastagsagat a nehézségi erétérben, ezért az egységnyi folyadékelem

“ g 7. Y=o
potencialis energidja F=g) )

Az egyenletet integralva azt kapjuk, hogy

i—¢}+£+lv3+z=6(r)
a p 2

>

ahol G tetszOleges, csak az id6tol fiiggd fiiggvény.

IX.1.2. Oldjuk meg a Laplace-egyenletet egyetlen harmonikus zavar feltételezésével. Tegyiik fel, hogy a folyadék
felszinét az

Hix, £) = Acos(foc— o)

harmonikus fliggvény szerint modositjuk. Keressiik a ¢ sebességpotencialt meghatarozo
Vig=0

Laplace-egyenlet megoldasat (x.2) = F(¥)sin(fec— @) a1akban,

Megjegyezziik, hogy a sebességpotencialra itt alkalmazott — az elméleti hidrodinamikdaban elterjedten hasznalt
jelolées — eltér a meteoroldgiai gyakorlatban megszokottol. Ismét hangsulyozzuk, hogy a kétdimenzids

folyadékaramlasban az (x, y) sikban dolgozunk, a sebesség-komponensek =V | az y tengely a helyi fiiggdleges
iranyaba mutat. E jeloléssel a folyadékaramlas kétdimenziossagat hangsulyozzuk.
A Laplace egyenletbdl az fQ) amplitudo fiiggvényre az

Fr)-Ff=0

differencidlegyenletet kapjuk. Ennek altalanos megoldasa

f=Ce¥ +De™

Ha a folyadék mélysége igen nagy, akkor D=0 tehat

¢=Ce" sin(loc—o1)
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Légkori hullamok

A feliiletre vonatkozo kinematikai feltétel szerint a feliilet részecskéi minden pillanatban a feliileten maradnak.
Ennek figyelembevételére definialjuk az

Flx, y.0)=y-1(x.1)

fiiggvényt. Ez a fliggvény a feliilet minden pontjara minden iddpillanatban zérus, azaz

FE  wwF=0
de @t ha Y=7050)
A derivalasokat elvégezve
- - - - aF 3 3
oF__en OF__°onZoy  anmen
& 8 ox éx, @&  azazg &t @x  pp Y=N06D

> >

A nyomasi feltételbol adodik, hogy a felszinen a nyomas megegyezik a kiilsd P nyomassal, igy ha az id6fiiggd

_pf
Gin=—
Bernoulli-egyenletben a P vélasztassal éliink, akkor az egyenlet a

I:;—¢}+l(z¢:+1|::)+g}‘;'=0
cr 2

ha ¥ =7C%.0)

alakra egyszertisodik.

A fenti feltételekbdl adodé egyenleteket linearizalhatjuk, ha a mozgas amplitdoja kicsi. igy a részecskék feliileten
en

maradasat  kifejez6 ~ egyenletbdl ct , illetve a  jobboldalt Y szerint  sorbafejtve

v 0.9+ 4= )
| 0.0

adodik. A magasabb rendben kicsiny tagokat elhanyagolva azt kapjuk, hogy

Ty

n
't

vix, 0.8)=

! |

ha ¥=0

[}

Hasonloképpen a Bernoulli-egyenlet, a sebesség négyzetek elhanyagolasa a

Osszefiiggésre vezet. A feliiletre vonatkozé kinematikai és dinamikai feltételbol végiil azt kapjuk, hogy

Ch= Ao .
—Co+gd=0._

A g
ot = gk @ ="—2¢" sin(loc— @r)
Innen a diszperzids reldciéra = ~ & C

, a sebességpotencidlra , a sebességre

(a7
hS

u=""= Awe® cos(foc—wr) ,

a3 l‘n| )

3
-|'€3—'—-€

v=—C = Awe” sinloc—o4)

(]

¥
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Légkori hullamok

adodik. A csoportsebesség:

ami éppen az

fazissebesség fele.
IX.1.3. A sebesség Osszetevok:

u=Awe” cos(koc— wr)

v=_Awe” sin(loc— wr) .

A kitérés kicsiny, ezért a részecskék egyensulyi helyzetiikt6l csak kevéssé mozdulnak el, igy az (%: Yo) koriil a
mozgas sebességének idofliggése a

'

x
— = Ame™" cosliog, — o) .
at

7P

ay A,
— = Awe™" sin(foc, — or)
ar

figgvénnyel kozelithets. Ebbol

*(2) =—Ae™ sin(log, — @)

V'(7) = de™ cos(foe, —wr) .

A két egyenletet négyzetre emelve és dsszeadva azt kapjuk, hogy

azaz a részecskék egyensulyi helyzetiik koriil korpalyan mozognak. A korpalya sugara a felszintdl mért tavolsag
fiiggvényében exponencialisan csokken.

IX.1.4. A szamitas menete megegyezik a gravitacios hullamokra vonatkoz6 szamitas menetével, kivételt képez
azonban a dinamikai hatarfeltétel, mert ott figyelembe kell venniink a feliileti fesziiltségbdl ad6do gorbiileti nyomast.
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Légkori hullamok

X X+AxX
MIX.1.1. abra. A feliileti hullamok sematikus képe.

Az MIX.1.1. abra alapjan a kijelolt ivelemre hato erd, fliggdleges komponense

o| Yt A A 1y L o, S
\ dx de | dx”
A felfelé mutat6 gorbiileti nyomas
R e
= AxAr g ax”

A dinamikai hatarfeltétel pedig ennek megfelelden:

p:=p+c7lii?
o

Az iddfiiggd Bernoulli-tdrvény tehat a

Lren-Z -0
cr g ox” ha y=0

alakot 6lti. Igy a kinematikai és dinamikai feltételekbél

Foa,q)
4 g+2i | =Co
Chk=dw g . £

adodik, amibdl a diszperzids relacio:

o= [+ LK
2

A csoportsebesség:
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Légkori hullamok

do 1  3gk)
== o+

dk 7 )
2\/gﬁc+£ﬁc‘" R
Je)

A * hullamszamhoz tartozé harmonikus hullam fazissebessége:

o

c,=2- E:%
k kE p
Lathato, hogy
ok’
C k 1 ok 1 2
\fﬂﬂik-* 2\/3k+5,e€ \ P = g4li
I 2 p

IX.1.5. A IX1.2. feladatban kovetett gondolatmenetet és jeloléseket hasznalhatjuk. A Laplace-egyenlet
megoldasaként kapott

#(x y.1)=(Ce" + De™® |sin(or— 1)

sebességpotencialban azonban a v(—h)=0 hatarfeltételt kell figyelembe venni, ahol 7 a folyadék mélysége:

5—9'_’ =(Cle® - Dke™ ) sin(ioc— @1)

v(=h)=(Chke™ - Die™ |sin(loc— o) = 0
azaz
Chke™ =Dke™ = D=Ce&™*
Ezt felhasznélva
¢(x. y.1)=Ce ™ ("™ +7" .] sin(for— @) = 2Cechk( v + k) sin(loc— o)

A kinematikai és a dinamikai hatarfeltétel linearizalasa nem valtozik:

en_od| i B

ot &y, ct
Beirva a hatarfeltételekbe a

B(x v.2)= EC'e_:"chk['.J.' +h)sin (foc—or )

sebességpotencialt és a feliileti zavarként valasztott
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Légkori hullamok

Hix, £) = Acos(foc— o)
fiiggvényt, azt kapjuk, hogy
Awsin(foc— o) = ECE_::;";EL'Sh;EC[.l_:L' +h)sin (for—wr).
—2Ce *chk (v+h)@cos(ke—or)=—gdcos(loc—or) .
A peremfeltételeket ezekbdl az egyenletekbl az ¥ =Y helyettesitéssel kapjuk:

Aw=2Ce"i=h (%),
2Cwe " ch (kh)=gd,

amibdl a diszperzios relacio:
@ =,/gkth (k)

IX.1.6. Vegyiik fel a hullimokat kelt6 zavart 7050 =Ac0sU=00 j1avban. Ezutan ismét a IX.1.2. feladat
gondolatmenete mentén haladhatunk, azonban a Laplace-egyenletet mindkét kozegben meg kell oldani, majd a
két megoldast a hatarfeltételek szerint illeszteni. A Laplace-egyenlet megoldasa a két kdzegben rendre:

& (xv.1)=(Ce” +De™™ |sinloc— ax) .

d(xy.t)= ['_C:e:'-“" +D,e® _'] sin(foc— or) .
Az els6 kozeg ,,feliilr6l”, a masodik ,,alulrol” végtelen, ezért

limg =0 = =0, g(xy.1)= De ¥ sinfjoc— o)

lim ¢,=0 =  D,=0. ¢(xy.t)=Ce"sin(loc—wr).
A linearizalt kinematikai hatarfeltétel valtozatlan:

cn _cg
ér &y o

A dinamikai hatarfeltétel a két kdzegre vonatkozoan:

R =60
et g 2

%2 en =G,
&t p, 2 -

A hataron a nyomas a két kozegben megegyezik, azaz P=P=P tovabba ¢ljlink a G(7)=G,(2)=0 valasztassal

és vegyiik figyelembe, hogy linearizalaskor a sebesség négyzetet tartalmazo tagok elhanyagolhatok. Szorozzuk
végig az egyenleteket rendre a megfeleld kozegbeli stirliséggel, majd tegyiik egyenlové a két kifejezést. Ekkor a
hatarfeltételt az
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Légkori hullamok

2g e
A—+tp,tpEn=2 §+p: + 080

>

illetve atrendezés utan a

3 8 . _
Al p % anip-p)
ot ot

alakra hozhatjuk. Beirva ide a

g(x pt)= De™™ sin(loc— er)

>

&(xy. )= Ce” sin(foc— 1)

sebességpotencialok idéderivaltjait, és a hatarfeltételt az ' =~ 0 helyen véve, azt kapjuk, hogy
(-opD + wp,Ccos(lioc—or) = gd( o, — 2 ) cos(loc— 1)
A kinematikai hatarfeltételbdl pedig a két kozegre rendre az

@Asin(foc—of) = D sin(foc— ot .
@ Asin(foc— @) = MO sin(foc— or) .

egyenletek adodnak, amibdl kovetkezik, hogy

fgy a dinamikai és kinematikai hatarfeltétel

Colp+p)=gdlo—p).
Ao=kC

Osszefiiggésre egyszerisddik, amibdl a diszperzios relacio:

sty

y p=p,y) fliggvény szerint. Helyezkedjék el a

IX.1.7. Valtozzék a levegd slrlisége az - magassaggal a
kimozditando ¥~ térfogatt 1égrész kezdetben az Yo magassagban, ahol az egyensuly miatt stirlisége megegyezik

a komyezet £ =P1¥) giriisegével. Mozditsuk ki a légrészt 2 tavolsageal felfelé. Ekkor kisebb stirfiségii
kornyezetbe kertil, tehat a ra hatd felhajté erd kisebb lesz, mint sajat silya. Emiatt egyensulyi helyzete felé kezd
gyorsulni. A mozgéasegyenlet az egyensulyi helyzettdl mért pillanatnyi kitérés fiiggvényében:
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Légkori hullamok

o e dv
lo(yv &) =gy We=Tp(y,) 5"

Mivel a légrész kimozdulasa kicsiny, a baloldali stirGségkiilonbséget sorba fejthetjiik és a magasabb rendii tagokat
elhanyagolhatjuk,

Ayg = p(y,) &

dr

dv d* () &P

Mivel dt dr | ¢studjuk, hogy ¥ negativ, az egyenlet atirhat6 a

d* () _

4 2
dr’ P

cv

Ay

alakra, ami a jol ismert harmonikus rezgdmozgas differencialegyenlete. Ebbdl a kitérésre a Ay = A, 05N yiveras

id¢6 figgvény adodik, ahol

£

2

cp
cv

N=

a légkor statikus stabilitasat jellemz6 Brunt—Vaisala-frekvencia.

IX.1.8. A mozgasegyenlet horizontalis és vertikalis komponense:

C Cut C 1ép
_+&_ —= -
ot cx oy 0 ox
cv . ov &v 1ép
ﬂ—+fn‘.— \,ﬂ—: — -
&t ox &y 0 o

A tdmeg ¢és a térfogat megmaradasat kifejezo egyenletek:

cu  ov

—+—=0,
cgx  Cv
C;—'G +u cﬂ_p + vi—p =0.
ct cx oV
W
Megjegyezziik, hogy a 4t egyenlet nem jelenti a stirtiség alladosagat, hanem csak azt, hogy minden individualis

részecske megorzi slirliségét.

IX.1.9. A masodrendiien kicsiny tagok elhanyagolasa utan a mozgasegyenletek a kdvetkez6 formaban irhatok:

i e
1 _ 1
==
cr cx
&v,  én. é é
Pyt = gp - _gp =g
&t cv cv cv

ahol kihasznaltuk, hogy a nyugalmi allapotra érvényes a hidrosztatika alapegyenlete. Az 6sszenyomhatatlansagot
¢s a stiriség allandosagat kifejezd egyenletek:
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Légkori hullamok

gx &v

c o,

ﬁ + v—:o' =0.
ct cyV

A fenti egyenletekbe behelyettesitve a feladatban megszabott fliggvényeket, és a derivalasokat elvégezve, azt
kapjuk, hogy

~i pyeou; =~ikp; o

—i g, =—#—G,0 . (D
By

iy + 2L =0, 3)
Y
O s I R &
&

Itt =+=1 az imagindrius egység. Az egyenletrendszerbl meghatirozhaté a rendszer diszperzios relacioja.

Fejezziik ki az els6 egyenletbdl a nyomas perturbaciot, és hatarozzuk meg - szerinti derivaltjat:

ép; & pyons| @ép, . pywéu
- == — =—— i t+t——
o avl i ,-': k &y E &
u=-L 2%
Helyettesitsiik be ide a fenti 3. egyenletbdl adodo KV ssszefliggést:

stirliségperturbaciot a fenti 2. egyenletbe, rendezés utan:

e M B Py
ey Py oy

Vegyiik észre, hogy a jobboldali zarojel masodik tagja kifejezhetd az

i)
i)

("

E‘:L.

By

Ej...

_-\.‘-2 =

= |m

£
o

Brunt—Vaisala-féle frekvenciaval (IX.1.6. feladat), azaz

i)
i)

T
e

o leman e N leo
opp ey ey | @)

Ey

— "
A tovabbiakban hasznaljuk fel, hogy nyugalmi allapotban a stirliség a magassaggal a Po = Pt fliggvény szerint

csokken. A vertikalis sebesség amplitidojara kapott differencidlegyenlet ezzel az
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Légkori hullamok

so1aw LN )
LI S Y N
© H oy L)

T
e

Ey

T R ¥
alakot olti. Keressiik az egyenlet megoldasat ly)=ete alakban. A

— v (y)=——e""e" +ila*# "
5=y

,C— Wiv)=
P

T T
gl g% + gl gV gl gHY
H

4H?
Osszefiiggéseket visszahelyettesitve a diszperzids relaciora a

_\r}kl

1

=
o R
4H-

kifejezés adodik. A sebesség-perturbaciok:

o ew [ ik lil\I -.— Fire—at
H].:Hl [-:L.-] E. =: E_E I H )

g e
w=y4 (¥ e _ gIE et
IX.1.10. A fazissebesség definicid szerint:
k
C=—
k. b
azaz
N . .
c= k = [ Key +1e, |
() eers L
- L 157
illetve
@ ‘ NS
f'=‘5'|=?= , 1
[ (i +017) B+ +— |
\ I\ 157 )

A csoportsebesség definicio szerint:

o o

c.=Vo=—eg +—e
ck cl ,
azaz
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Nk B+ L cavie | v re L
1 4H* ) 1 L 4HY)
Cel = 7.2 32 "ol - V
3 Nk P+t ! @ k'+|i"+—]-.'
‘. L. 1 | Y2 L 4H* )
i — ) ’
4H* )
1 INU?
Cprg =——=
Bt
\ H‘ ,-'l
'\r: . r \ T
C :i Nk — F+ lﬁ'el—ﬁu’e|
;o2 17 474 )
F+lit— - -
4H* )
IX.1.11. A diszperzios relacio az
N
@= 5 5
kE=+r
alakra egyszertisodik. A fazissebesség pedig:
NI Nia Nt _
c= il e + N €, = N = ke, +1e, ).
['_ﬁc2 +1? _']E ['_Ecl +F3_']E ['_,fc2 + Fl_']E
illetve
a Nk
c=|c|=—=. —
k| (& +17)
A csoportsebesség a IX. 1.10. feladatban nyert eredmény alapjan:
N N
ke = — [l e
G+ (K2 +1)7

Lathato, hogy a fazis és a csoportsebesség vektor skalaris szorzata zérus, tehat a két sebesség merdleges egymasra.
Yo 1, és L « 1
Megéllapithat tovabba, hogy amennyiben Arra a tartomanyra korlatozodunk, ahol & H , azaz

e =1 otta sebességek:

o v F e T :IJEL' |i| 5 _‘L P Ii' R
m=u (y)e" s = e T T
- 2H &) x
b
w=W ()T =W T 5 gE T

E_H + Hﬂ =0
A Gx divergencia egyenlet alapjan lathatd, hogy
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g+ =k-v =0

kovetkezésképpen a részecskék sebessége merdleges a hullamterjedés iranyara, masképpen a részecskék sebessége
a hullamfrontban torténik. Az ilyen hullamzast nyirasi hullamnak nevezziik.

IX.2. Hanghullamok megoldasok

IX.2.1. frjuk fel a nyomést és a stiriséget alPor Pos egyensulyi és P A kicsiny perturbaciok segitségével a

P=Pe TP P=PF P glakban! Helyettesitsiik be ezt az adiabata egyenletbe:

(py+21)-( 2 +:‘5’1_‘|_“ =puPy

és alakitsuk at a kovetkezoképpen:

p:p:_m.l"'ﬂ:-]"'ﬂ; =m0,
Yy

(1+x) a4

Alkalmazzuk a két tag hatvanyara a kicsiny *-2K esetén érvényes Bernoulli-kozelitést:

A A
L Po i 2 !
Végezziik el a beszorzast és hanyagoljuk elé a masodrendiien kicsiny tagokat! Azt kapjuk, hogy

z. R
=v—=pn =r—T
n=] ) o=, i o

b

amivel az allitast bizonyitottuk.

IX.2.2. irjuk fel a kis perturbaciokra vonatkozé linearizalt mozgasegyenletet, valamint a kontinuitasi egyenlet
linearizalt alakjat:
v
oy —="Vp
&t

>

C..ﬂ"'p:v"'l =0
&t !

Vegyiik észre, hogy mivel a perturbalt allapotot a nyugalmi allapothoz viszonyitjuk, a sebességet a y=n kicsiny
perturbacid képviseli, igy mind a sebesség, mind a strtiségderivalt esetén a teljes advektiv tag elhanyagolhatova
valt!

Képezziik a mozgasegyenlet divergenciajat:

¢s helyettesitsiik be a kontinuitasi egyenletbdl a sebesség divergenciat:
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=1 - v:pl
er !
Felhasznalva, hogy a IX.2.1. feladat szerint
1
A=—Th ¢ ?’if
€, ahol M
a fenti egyenlet az
1 & 1
I nfl =V'p
C ct

alakra hozhato. Az egyenlet megoldasat keressiik 4™ Gikhullam alakban! Ekkor a hullamegyenletbdl a
0 =K

diszperzios relacio adodik, amibdl a hullam fazissebessége:

illetve vektorialis alakban:

=Lk Xk
Ok M K|

A diszperziés relacio szerint a korfrekvencia a hullamszam linearis fiiggvénye, azaz a csoportsebesség a
hulldmszamtdl fiiggetlentil:

G

azaz a fazissebesség és a csoportsebesség ebben az esetben megegyezik. Mivel tetszéleges zavar leirhat6é harmonikus
hulldmok 6sszegével, illetve integraljaval, a fazis- és csoportsebesség egyezése bizonyitja, hogy a hang terjedési
sebessége minden hanghullamot egyértelmiien jellemez.

IX.2.3. Induljunk ki a IX.2.2. feladatban kapott

i)

.

(%]

Cia

1
&

hullimegyenletbél és vegyiik figyelembe, hogy gémbszimmetrikus esetben? =2+ 2 | Ehhez illeszkedve térjiink
at térbeli polarkoordinata-rendszerre, és vegyiik figyelembe, hogy esetiinkben a Laplace-operatornak csak * -tdl
fiiggd része lesz! A hullamegyenlet a Laplace-operator térbeli polarkoordinatas alakjanak felhasznalasaval:

lép 10 cp
f &t ¥ or o
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Ez az egyenlet a

1., .
p=—d(r. ¢
RN
helyettesitéssel a
18d &d
f & &

egydimenzioés hulldmegyenletté egyszertisodik. A hullamegyenlet megoldésa altalanos alakban:
dir.t)=flr—ct)+glr+c,d)

alakban kereshetd. Az els6 tag a pozitiv r, a masodik a negativ » iranyban terjedé hullamot reprezental. A
hanghulldmok esetén az utdbbi eset értelemszeriien nem létezhet, igy a nyomas perturbacio a

plro)= lf(r —c,f)
¥

alakban adhaté meg. Harmonikus hullam esetén a megoldas:

IX.2.4. A megoldasban a IX.2.2. feladat gondolatmenetét érdemes kdvetni. Vegyiik fel a nyomast és a stirliséget

a Por P egyensulyi és a A A kicsiny perturbaciok segitségével a P=PyTP:5 P=PTP1 glakban! A
mozgasegyenletbdl és a kontinuitasi egyenletbdl a kicsiny stirliség és nyomas perturbacio kdzott a masodrendiien
kicsiny tagok elhanyagolasa utan a

Ty

.ipl

-3 '\T’Ipl
ct

Osszefliggés adodik. Itt kell figyelembe venni a folyamat izotermikussagat. Helyettesitsiik be a nyomas és a stirtiség
perturbaciokkal kifejezett alakjat a

pp "t =allando

izoterma egyenletbe! Az egyenlet ugyanolyan szerkezet(i, mint az adiabata-egyenlet, csak a siiriség kitevdje
valtozik:

. " W1 -
(B o )P+ 0] =Bp '
Ezt alakitsuk at a kovetkez6képpen:

.oy | 1+ “'&: = Dy
A Py )\ Po)

Innen a masodrendiien kicsiny tagok elhanyagolasa utan adodik, hogy
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; 1 1 ;
J,f)l:iplzf_:plz ahol g;:iz__

Innen a masodik feladat gondolatmenetével

IX.2.5. A hanghullamokat azzal zarjuk ki a 1égkori mozgasegyenletekbdl, hogy feltételezziik, hogy a légrészek
mind térfogatukat, mind sliriségiiket megérzik a vizsgalt mozgas soran. Megjegyezziik, hogy hidrosztatikus
feltételezéssel (nincs vertikalis iranyu gyorsulas) ki tudjuk szlirni a vertikalis iranyban terjedé hanghullamokat.

IX.3. Tehetetlenségi és gravitacios hullamok

IX.3.1. irjuk fel a hidro-termodinamikai egyenletrendszer kicsiny perturbaciokra vonatkozé alakjat az adott
feltételeknek megfeleléen! Mivel a levegd eredetileg nyugalmi allapotban volt és a silriiség allando,
7=0, ¢ =0és Z£ =0
cz . Kovetkezésképpen a mozgasegyenlet a
C:—'1+ EVp, + fle.xw ) =0,
cr

a kontinuitasi egyenlet pedig a
V., =0

alakra egyszeriisodik. A megoldast a

Er-ct w 0K
P =pe

v =$‘;E: -t
sikhullam alakban keressiik, ahol a csillaggal jeldlt mennyiségek rendre a sebesség- €s a nyomashulldm

v W) és o U 103 -5 - B .
v % W) éspy allandé (komplex) amplitadoi, (e ko &) pedig a hullamszam vektor. Figyelembe véve, hogy

a megoldas fiiggetlen az - koordinatatol, a mozgasegyenletet komponensekben kiirt alakjabol és a kontinuitasi
egyenletbdl a kdvetkez6 egyenletrendszerhez jutunk:

ci;, _C
—+a #_ﬁi =0
ot cx s
E. .
N fuy =0
ot

B

ewy  _d
J.;.o_—ﬂ:[]

ct cz

B
Cu, oW
_ 1 + _ 1_ 0
gx cz

Beirva ide a sikhullim megoldast, a derivalasok elvégzése utan a differencidlegyenlet rendszer karakterisztikus
egyenletrendszerére azt kapjuk, hogy:
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—io, +idk, p — fiy =0
—iow + fi; =0
—iow;, +ikdp =0

ik +ikwy =0

Ennek a komplex amplitidékra vonatkozé homogén linedris egyenletrendszernek csak akkor van nem trivialis
megoldasa, ha a rendszer determinansa zérus (Lasd a lineéris egyenletrendszer megoldasanak az elméletét is)!

- —f 0 ik
foo—dw 0 0

Innen a determinanst az elsd sor szerint kifejtve az
-Gkl + & f i —ae'k =0

ey

adédik. A T eldjel azt jelenti, hogy minden hullaimhoz tartozik egy ellenkezd irAnyban haladé hullam is. A formula

= _sing
mutatja, hogy a diszperzids relacio csak a hullamterjedés iranyatdl fiigg, hiszen d és ¥ a hullamterjedés
iranyanak vizszintessel (az * tengellyel) bezart szoge. A hullam fazissebessége:
e, =2
illetve vektorialisan:
;= =L Sk Ty
fTE S TE TR
A hullam csoportsebessége:
k k.
fer fIM- :
_—— R Tk T - 3
= mz;&ex-i-;&er:— | |“3:+ T | |e,‘.=—ﬂ‘i"ex+ﬂ—§e‘_
e N I L .
ahol kihasznaltuk, hogy
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k| =, fil+ A
A csoportsebesség a
Jk, Sk,

Cor =3 (_k;ex +kxe;) = _:[k e, I
i e

alakban is felirhat6, amibdl azonnal latszik, hogy a fazissebesség és csoportsebesség merdleges egymasra, hiszen

o€ = 0.
IX.3.2. A
—iow +idk.p, — fiy =0 ,
o +fu =0
—iow] +ikap =0

th ) +ikwy =0

karakterisztikus egyenletrendszerb6l meghatarozhatdk a sebességek komplex amplitudoi. Az egyenletrendszer

nem fiiggetlen egyenletekbél 4ll, igy példaul az “1 amplitidot szabadon valaszthatjuk. Vélasszuk tehat “ -t valos
allandonak és fejezziik ki a tobbi amplitudot ennek fiiggvényében a karakterisztikus egyenletrendszerb6l! A masodik

egyenletbdl
.__¥
M=
@ b
a negyedikbdl pedig
'I-i.'l Z_Fﬂl
AN perturbacios sebesség komponensei tehat:
. §Er-a) i e ihrwn ko w iiron . .
ulzule'k LW =—iale' Froen W =—fale' Fretahol ki, 0.k ).
p 3 : .

Innen azonnal latszik, hogy a sebességvektor merdleges a hullamszam vektorra, hiszen
v-k=0,

vagyis a hullam, transzverzalis. A sebességkomponenseket a fenti komplex 0sszetevék valos részei adjak, azaz

]E‘:x

. . . e . k. . .
w=u cos(k-r—wt), = ~uy sin (k-r—car), 111:—?&1 cos(k-r—cir)

>
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@:L -

ahol figyelembevettiik az VST diszperzios relaciot, valamint azt, hogy — = e T Azt ™ sebességek
(x.

ellentétes fazisuak, ereddjiik végpontja adott helyen az * ?) sikban a hulldmterjedés irdnyara merdleges egyenes

Je+K .

iy
mentén mozog k. amplitadoval:

) cos(k-r—ar) € .

JIE+1
‘E‘:‘

.y : k. .
v =1 cos[_k-r—mr_lex—fal cos(k-r—ar)e. =

ahol “a ¥ hullamszam vektorra merdleges egységvektor. Az ) iranyu sebesség Osszetevd az erre merdleges

egyenes mentén 20° -os faziseltéréssel valtozik. A két fiiggvényt négyzetre emelve és 6sszeadva a

o1 KR, L2
(v} +y = “k ~lur)

kor egyenletét kapjuk. A sebesség-hodograf tehat valoban kor.

IX.3.3. Tekintsiik a

perturbacids egyenleteket! Célszerii valtozonként dolgozni, és a megoldast az

“= &1('\: Ij = Etl" [ Z_.l E: -t
v= “’-1(-\': I) = \;1“ [._Z..l = -t
w= 11.1" [._Z..l o Pa—

rp=p ['_z_'Ie"::

alakban keresni. (A hullamszamnak most csak egyetlen komponense van, ezért az indexet elhagytuk melldle.) A
linearizalas soran a masodrendiien kicsiny tagokat elhanyagolhatjuk, igy a karakterisztikus egyenletrendszer az

—ipou; =—ikp] + pfis .

—iny =—fiy .
. dp
—ipow = i
az
il + L =0
az

alakot olti. A hatarfeltételekbodl azt kapjuk, hogy az als6 hataron a vertikalis sebesség zérus, a felsén pedig a nyomas
b _ 0

mindig megegyezik a folyadék feletti dllando nyomassal, azaz ¢ - . Tehat

w, =0, haz=0
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és

C:pl +11'1€£=0= haz=H,
i Bz

E

illetve az atlagos nyomasra érvényes hidrosztatikai feltétel miatt:

i—uigp:& haz=H,
&t )

Beirva ide a sebesség €s nyomas perturbaciot:

ipp, —gpw, =0 haz=H,

A karakterisztikus egyenletrendszer elsé két egyenletébdl ! -t eliminalva azt kapjuk, hogy

- ke

W=——— A
plo”=f7)

Beirva innen -t a karakterisztikus egyenletrendszer negyedik egyenletébe, azt kapjuk, hogy:

ik’ @ ., duy
—_— 5 T =0
ple=r7) dz

Ebbol

d; P[0 =) &

=

d- o d="

adédik, amit a karakterisztikus egyenletrendszer harmadik egyenletébe beirva és kissé atrendezve 1 -re a kovetkezd
masodrendt differencidlegyenletet kapjuk:

d'wy ch W =0
dz o —f
. . WL
o s ;f:if Aﬂ = 2
Az egyenlet megoldasat 1 ¢  alakban keresve adodik, hogy et =f) , amivel az egyenlet altalanos

megoldasa:

w, =Ae” +Be ©
alakban adhato meg. Az -1 €5 B egyiitthatokat a hatarfeltételekbol kaphatjuk meg. Az als6 hataron (2 =0) "1 = 0 ,
azaz 1=—F  tehat

w] =2Ash{yz)
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A felsé hatar FP1—8PW = 0. haz=H, hatarfeltételét a karakterisztikus egyenletekbdl kapott

ik ., duy
———p+—2=0
ple =7 dz

egyenlet segitségével a

M __KE e 0 haz=H,
& (o'—f)
alakra hozhatjuk. Beirva ebbe a hatarfeltételbe a
312
24ych (72) - —X & _ Ash(72)=0. haz=H,
R
-, . L
| Keo |2
megoldasfiiggvényt, és felhasznalva a —f sajatérteket az
1
%[_@‘—f‘_]‘=th _ —T |
e =)

diszperzids relaciohoz jutunk. Az egyenlet transzcendens, algebrai Uton csak specialis esetekben oldhaté meg
@ ra.

IX.3.4. Tekintsiik az

o

ke

folle =

1
[-_C‘J:_f:f =th : - |
(e =1 )

diszperzids relaciot, és érvényesitsiik a sekélység kH, <<1 feltételét. Ekkor a jobboldalon allé tangens hiperbolikusz
fiiggvény értéke jo kozelitéssel

kA,

_ B
(@ =S
b

tehat

A fazissebesség:
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A csoportsebesség:

do keH . eH,

L'_J_zf: = = = =
“ 7 i \ff' +iceH. \,£+9H
JEL-: 0

&

vagyis a csoport- €s fazissebesség szorzata gH .Vegyiik észre, hogy amennyiben a forgés hatésa (f) elhanyagolhato,
akkor a fazis- és csoportsebesség egyenldvé valik, azaz az ilyen hullamoknak nincs diszperzioja.

IX.3.5. Induljunk ki a sekélyfolyadék kozelitésben kapott

o= ffT+iceH,

diszperzids relaciobol. A diszperzids relacioban akkor valik dominanssé a forgas kdvetkeztében adodo hatas, ha

5
£
=—.lgH,

S = defeH . Hataresetben a két hatas éppen egyenld, ami akkor kovetkezik be, ha A ~, amibdl a
A Rossby-sugar:

2;

A= il gH,

f

Az adatokkal: + = 6200 km
: o=k gH, . . . . . Y . .

Amennyiben ¢,akkor ez fizikailag azt jelenti, hogy a mozgas soran a gravitacios hatas elhanyagolhato

¢és a hullamzas kizarolag egy tehetetlenségi erd, a Coriolis-eré hatasara jon létre. Emiatt az ilyen hullamokat
tehetetlenségi vagy inercidlis hullamoknak nevezziik. A tiszta tehetetlenségi hullamok diszperzids relacioja az

o=%f Osszefiiggésre egyszerisodik, amibol kovetkezik, hogy ezeknek a hullamoknak a csoportsebessége zérus.

Kovetkezésképpen csak allohullimok lehetnek.

IX.3.6. A horizontalis mozgasegyenletek és kontinuitasi egyenlet kis perturbaciokra vonatkozo linearizalt alakja
esetlinkben:

A mésodik egyenlet ¥ szerinti derivaltjabol kivonva az els6 egyenlet " szerinti derivaltjat, és felhasznalva a
kontinuitasi egyenletet azt kapjuk, hogy
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. &y By
S1T L T o
ahol £X €V az orvényesség perturbacioja. (Az dsszefiiggés az abszollt 6rvényesség megmaradasat fejezi
ki.) Az dramlas kétdimenzios és divergencia mentes, igy bevezethetjiik a Vi=va(xy) perturbacios aramfiiggvényt,
= ——C_Wl g5V, = —C_Wl
amellyel: ey ©X  alakban fejezhetd ki.

Az aramfliggvénnyel az orvényességi egyenlet az

g
EJX

- B I B
—+U— Vi +f—L=0

\Ct cx

=4 = " alakban! A derivalasokat elvégezve a

alakot 6lti. Keressiik az egyenlet megoldasat ¥
(kU —-a)(k +k |- fr, =0

karakterisztikus egyenlethez jutunk, amibdl

o=k | U-—P—|
OB HE

A zavar fazissebessége definicid szerint

@ @ kU kg
Cr=717 o = = o T E]
BN R TN R (B +&)

illetve vektorialis formaban:

A csoportsebesség definicio szerint:

€. =VN.o=—e +—e,
S ok cke, -
A derivalasokat elvégezve:
B -FB | 28Kk
cf__=L+‘B_: — e, t————=¢€,
(i +hc | | (ef+0 |

Latszik, hogy a fazis- és csoportsebesség nem azonos iranyu.

IX.3.7. A sebesség komponenseit az aramlasi fliggvénybdl hatarozhatjuk meg:

C_Wl — —:'j‘:}_J‘ler't!_m' v = CHW1 — :.kx;ier-i:!—n;z.

c1 Cx

==
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;v =0

ahonnan azonnal latszik, hogy k , tehat a sebesség ¢és a hullamterjedés irdnya merdleges egymasra.

IX.3.8. Tekintsiik az

. il
@a=Uk ——
Tk +E

diszperzids egyenletet, amibdl az * irdnyu terjedési sebességre az kovetkezd egyenldség adodik:

Vegylik észre, hogy ez a sebesség a hullamfrontok és az * tengely metszéspontjainak a sebessége €s nem a
fazissebesség * komponense. Azonnal latszik, hogy ez a sebesség kisebb, mint az alaparamlas sebessége, azaz a

sz¢€l ,,atfj” ezeken a hullamokon, tovabba nagyon kicsiny 4 -k, azaz nagy hullimhosszak esetén ezek a hullamok
a horizontalis aramlassal szembe is haladhatnak.

a) A csoportsebesség vektor a IX.3.6. feladat szerint

2 2w | 2pkk
¢, =Vao= U- ',kaﬂ. + -}SJL le, + :Bx"":‘e,‘.
o+ ) (i) ] (k)

e a1 o k=0 . - . C .
Térjiink at arra specialis esetre, amikor ¥ ~, azaz a hullam az * tengely mentén terjed és a hullamfrontok
L

parhuzamosak az " tengellyel. Ekkor |k|=| és

B

c.=Vo=U+—2 |
(& +k) )

€, .

c=

@
ami valdban nagyobb a G

= [’_ —kiz
= fazissebességnél.

b) A csoportsebesség az * iranyu fazissebességgel kifejezhetd a kovetkezd alakban:

(e kk ek k)
s TCE T —= —F &, T €, =CE T —— | . T e, |
RN el LR TR
ahol
c= e - £
oK
k, .
— =cosc ek=.|i 2’+|E-|e_.'|
Az MIX.3.1. dbra mutatja, hogy | | és  ahullamterjedés iranyaba mutat6 egységvektor.
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MIX.3.1. dbra. A ¥ hullamszam vektor komponensei
Tehat:

4

€. =ce, + Cos Ce;

Stacionarius esetben a hullam terjedési sebessége zérus, azaz € =0 és ekkor a csoportsebesség is a # hullamszam

B

s, . . . 7 ¢, =20 cosak
vektor iranyaba esik. A stacionaritas miatt Kk azaz “= =~ .

Tisztan * iranyu hullamterjedés esetén ez azt jelenti, hogy a csoportsebesség kétszerese az atlagos szélsebességnek.

c) Ha az alaparamlas sebessége zérus, akkor a diszperzids relacio:

egyenlethez jutunk, ami a hullimszam térben kor egyenlete. A kor kdzéppontja a @ pont, sugara . A kiilénboz6é
korfrekvencidhoz tartozé kordk mindegyike az origoban érinti az tengelyt. A csoportsebesség vektor adott
korfrekvencia mellett minden pontban a kor kdzéppontja felé mutatd vektor, hiszen definicié szerint merdleges a
konstans korfrekvenciaju feliiletekre.

IX.3.9. A IX.3.6. feladat megoldasa szerint:

a hullamok fazissebessége:

Az adatokkal:
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%05
=10 mt s

2n

s 2 5
_ 2Qc0s60” _ ™" 243600
6371%10° m

A z
B+id=] =L T ~6.8x107 m™?
ST 0 m) 2510 m

- "8 %&‘*ms_l
Kk
c=213ms™

|
85ms sebességgel terjednek. Ez az érték alig tér el

el
korrekcids tagot ugyanis erésen csokkenti az,

Erdemes észrevenni, hogy a hullamok nyugatrdl keletre,

az atlagos szélsebességtdl. A szélsebességhez képest vett ~

hogy a “ hulldmszdm viszonylag nagy.

1X.3.10. A hullamterjedés sebessége
c | L'—E :
k]
= EE\{E = 4500 km
B A

- P =\/§_ A,
hiszen ¥ . Staciondrius esetben a terjedési sebesség zérus, tehat U illetve
, amelyen nagyjabol hat hullam fér el.

27R; cos45 ~ 28000 km

szélességi kor hossza
IX.3.11. A tdlengés egyszeriisitett modellje a sekélyviz egyenletekre épiil:
S

ahol u a horizontalis sebesség, H a vizmélység, 7 a vizmélység megvaltozasa a lengés kovetkeztében. A fenti két

egyenlet alapjan:
C.‘? =c’ H 7

Itt €~ veH a hullam terjedési sebessége. Az oszcillaciok periddusideje:
2L
_?_ =
. gH

ahol L a tartaly, vagy a to karakterisztikus hossza, n a csomopontok, fél-hullamhosszak szama (order of oscillation).

A tolengés dinamikajat az MIX.3.1. interaktiv videon szemléltetjiik.
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Légkori hullamok

Seiche

Lk bissegth i)
walsr dinpiIh i)
# praviatiosal acceleration g=2 81 m's”

oidar of one
{man &

“previons mdex vt

MIX.3.1. interaktiv video. A tolengés
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X. fejezet - Légkori energetika
X.1. Légkori energiafajtak

E, = i‘pgzdz

A nyomas magassagfiiggése a sztatika alapegyenlete és a gazegyenlet szerint:

dp=-pgdz p=Ri}__= %——Ridz
Ebbol
mZ -5 .
7 RL
illetve atrendezve
P =p_-e_%r'
Tehat:
o RL, - RLd
g P g g p

Beirva ezt a helyzeti energia kifejezésébe

RT, £ RT.] | "R C A5
llnid_pz_' D lni—l I| = — o 1n£—1|+p: |=_'I
;__ P o \ s | o \ D J o

&= W C A = A

E = p1n£+p_-—p|
| .

g

&

A P s Po szintek kozotti szaraz levegd esetén PemP=ME ahol ™ akét réteg kozotti egységnyi alapteriileti
fiiggbleges 1égoszlopban 1évo levegd tomege.

A stlypont magassaga:

A sulypont magassadgaban a nyomas:

496

render

http://www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

Légkori energetika

A bels6 energia:

X.1.2. A feladat szerint adott a talaj szintjén a nyomas (Pﬁ ) és a hdmérséklet ( T ), valamint a kérdéses £ szinten

P

anyomas. A sztatika alapegyenletébe beirvaa ~ RT sfiriiséget valamint a T=L=7Z pgmérsékletet, a
dp g d=
D RT—-yz

ahonnan

. B
- “:P? - zj_: | 1— i | E
h-yz=T, £| 7\ oy
el s |— 4,
- [E
LRy p )T 1
dr=—0200 20T
vy OB\ M) oy
A homérséklet és a slirliség a nyomas fiiggvényében:
FoNE PN
T=T,-yz=T, £| p=L-Z 2
: : VB RT T: P/

E,=|p2)zgd

Az potencialis energia a nyomas fiiggvényében:
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Légkori energetika

< . E"-. . £ F
2T "plE . | ple 1
E,=—|2|1-| =] ||&=-Zp-|=| m%
! . -'-;l Dy I 1 | WPy ‘%+l
. _ R
)
o | § - §2 Ix3
Eyz_"J_ =) ——] 1= — o
r= (p,—p) %Hi Ey
A sulypont magassaga:
- ( T R4
P =T=J.1—_] Po i 207 |
py—p ¥ T+1p;—p| iy
A bels6 energia alakja:
E =|peTd=|LcTd
L RT
Beirva ide a
oo Ea
T. Ry i
PR Ryl p . 1 dy
FE By ) By
kifejezést
P ] r. 2T [ .
¢ RL T p e &, B |l P epolo|, | p e
E=———o1| | do=—T — = oo - .
R g lp) g ?+1|'~,P:,' R,.~+gi Py )
Az atlaghomérséklet definicid szerint:
f:i[c,_.,ordp E,
iy me,
azaz
T [, Ea
f: Fa 0 1_ i =
p—rRy+gy b))

Az eredmény jol mutatja, hogy annak ellenére, hogy a homérséklet linearisan valtozik a magassaggal, az
atlaghomérséklet nem a légoszlop aljan és tetején mért hdmérséklet szamtani kdzepe, hiszen a légoszlop aljan a

slirliség nagyobb, mint a tetején.

X.1.3. A helyzeti energia:
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Légkori energetika

E;zgfzpdz

A sztatika, dp=-gpdz alapegyenletével és parcialis integralas utan

E, =—-|-zdp =—[pz] +_|-_;:rdz=plzl—_;::z2 +_|-pRsz

B

A bels6 energia:

£5=|=p:,_.rdz=%|"pﬂrdz

>

R=c —c, . L f1rox
ahonnan az £ v Gsszefliggés felhasznalasaval:

= R c,—c,
| PRTdz=—E, =—*—E =(x-1)E,

£, £,

B

azaz

Ep =pmz —pz,H(K-DE,

B

c, E,
K== '-=|.7—1

ahol v . Vegyiik észre, hogy amennyiben P=8 talaj szintjén vett nyomas p.=0 akkor &

X.1.4. A X.1.2. feladat szerint

-r:| »

-

ér

Itt €z a hdmérsékleti gradiens.

A teljes potencialis energia kiszamitasahoz a 1égkort érdemes 42 vastagsagli gdmbhéjakra osztani, amelyekben
a sliriség allandonak tekinthet6. A Z magassagban fekvé réteg levegdjének potencialis és bels energiaja rendre

dE, = p(z) g(Rs+2) 7m2de dE,=p(z)e,T(Re+2) 7z
Hatarozzuk meg eldszor a belso energiat!

z |

- - T
E =| d.Eé:—lR‘;R'E'J p(z) 1+R .
0 FJ
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Légkori energetika

( z |
1+—
Mivel a troposzféra magassagahoz képest Ry igen nagy, az Rp ) tényez6t nulladik kozelitésben 1-nek

1422

vehetjiik, pontosabban szamolva pedig Ry -képlettel kozelithetjiik.

Nulladik koézelitésben tehat
E, =4RinZ | dz
= Fp] R ] o

A X.1.2. feladafban azt kaptuk, hogy

Cy I C'.'-pi‘?_E | ( P ‘
— | pdz=—-—/1-| —|
R Ry+g| \p)

47(6,37-10°) =5.1-10% m?

A standard légkor adataval 9,22-10' Jm™ Megszorozva ezt a Fold felszinével LAz

" . . E =471077=47-10%J
Osszenergia pedig ~* .

Vegyiik észre, hogy ebben a kozelitésben a Fold felszinét mintegy sikba kiteritve képzeljiik el, és nem vessziik
figyelembe a gdmbhéjak keriiletének a magassaggal vald ndvekedését.

A kovetkezo kozelitésben az integral két tagra esik szét, els6 tagja a most meghatarozott nulladik kozelités. A

masodik tag pedig egyszerlien becsiilhetd, ha a zlzp kozelitést alkalmazzuk. Ekkor

." z- \'u
E=E, 1+2-=
2= En R: )
z 22 X
1—==21.—=6-107
¢s e 6370 , azaz az Ujabb megkdzelités, csak néhany ezrelékes valtozast eredményezne!

A helyzeti energiat a X.1.3. feladatban a potencialis és a belso energia kdzotti 6sszefliggést felhasznalva hatarozhatjuk
meg. Kihasznalva itt is, hogy a Fold sugara sokkal nagyobb, mint a tropopauza magassaga, a keresett helyzeti
energia jol kozelithet6 az

E,=4R;a[pz - pizy +(k—1E,q]

E, =—1Rf-rr['_plzl—p:z:_'|+—L7-10: -0.4

Lag1c*?

Az adatokkal: 2 =0M 2 =234hPa, z, =11000m

—4.637°.107 3,14-234.11000+1,88-10% =4.6,37°.3,14.234.11.10° =1 3.10%
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Légkori energetika

E,=175.10"1]
X.1.5. A kinetikus energia:

E =1 [P

=3l ove

A sztatika ¥ =—Pgd egyenletének felhasznalasaval

£ --L]y

E— _E_! v dp
v RT, »p

- z=——"=In—
g e s
= P linearisan

Z
A sebesség a feladat szerint % ésaX.1.2. feladat szerint izoterm 1égkor esetén

csokkend homérséklet mellett pedig

v(z)=

- e
z="%1- £ i
4 | \ P/
- vy
cT A
Y=—— z
ahol ©z ahémérsékleti gradiens. Felhasznalva ezeket, a ¢ jeloléssel az izoterm légkor esetén
RT, ;
W) =m ey 2o
g P
linearisan csokkend homérséklet esetén pedig
- e
L, (plf
wp)=w=L1- 2
: |_ \ o ) |
A kinetikus energia az a.) esetben
JRT 18 M)
E=-o—t [l 2 d&
g g, \rpJ
mivel
| 1n‘ﬂldp=pJ1n 2 p_;+2|+2|>
. | L)l \p) | |
[ In® &;dp=le.1n 2ol £ +2|+2|>—2_p3
. P | e &) ]
501

render
http:// www.renderx.com/


http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

Légkori energetika

VR (p)
L= —< pln” £I+2plln &|+2p1—2p3>
z- 1g w2y, o)
Vv RT, | Fo ]
£ a2y e02 )
22 | ;) In(2]
Az atlagsebesség:
z @& @i R, [ p) f o0
wprae —Zfzdp T[T 2 dp [l £ | dp
- g; £, 8 \p) RILw; b
V= — = — = = =
[ 17 Pp- P g by—-r
| pdz ——|dp -
l g;
pl-ln —15—1?+p: plln-ﬂ!—p1+p
_ AL o) J _ kT, Vi WP ) - 1 A
g - ¢ RT, [ p,) - A () -
g BB g 2 1n L. bBy—B In i. b0
g \n) L \m)
Nézziik meg, hogy milyen nyomasi szinten kovetkezik be ez a sebesség!
RT, [p,) 1 2
“ln, — |=v, —
g i } Popn | N
g \p W 2o PR
L 7 d
. PR ) pyln — |
In B =In p_ — = =1- —
P x_.pl,."l {2y | o~ Py— B
n — [
|_ \ pl A |
X.1.6.
a) A kinetikus energia:
17 1: | p-p) , tHe)
E=5|pvd=—r |V (@)dp=—7" | | do+ || = | dp
25 g, L |\ P2 ) s
_ PP
:L =
Alkalmazzuk az elsé integralban az ~ ¥2~ #1 helyettesitést. Ekkor
B AS 1 I 5_1 1
(| 2o—p | AT, V¥ - |
| | dp =_| Vil —m) dv = - | =—=(m—n)
i Pa—B ) B L 3 o 3

A masodik integral esetén legyen oA és igy
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Légkori energetika

{ 2 P
vdy=—=
|1 B 3 '
£ = YnPo_ P
Tehat: <& 3 6g
b) Az aramlési sebesség vertikalis atlaga
— 14 1 [% ¢ p-p | v,
"‘.‘ef!:_l —_J l l""_r p, P d;;):Tr
Py 2y Pl 5 By~ J =
az atlagos aramlas kinetikus energiaja pedig
1—2; Wi 1%, vinm,
E ==V _ .. dZ = e—— —_——
2" :|‘,0 2 —I g l ¥ 8z

¢) A nyirasi kinetikus energia a teljes kinetikus energia és az atlagos aramlas kinetikus energidjanak kiilonbsége:

E _ Vie Py _ Vie Py _ Vie Py
' 6g 8g 24g

X.1.7.

A sztatikus stabilitasi paraméter definicid szerint:

_ _dne
d;; b
. R
w2 oo BT %2
ahol & a specifikus térfogat. Felhasznéalva az P WP s P sszefiiggéseket, azt kapjuk,
hogy
_RT/| dlnT R din p | o—:pf
1= 1
pl d ¢, dp | D
A derivalasokat elvégezve és az egyenletet rendezve a
I _vGﬁ 17
4 _R1 ;o)
dz ¢, 7| R

differencialegyenlethez jutunk. A valtozokat szétvalasztva

Rdp dT
€, P P c_xaip:
R‘. bl
majd integralva
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Légkori energetika

c, G, ph
. % ,:p,
il PO R
> O
c, P I—f's :P
0 7
Kifejezve a hémérsékletet
.. R
c.o.p |l bl €0,
T:T—-’”ﬁp|£'+-’”ﬁp
BT |im) R*
A bels6 energia:
/ o s R .
H 1% C,.. C,0y D T ‘:{: Coos . '563};3.
E-[peTe=——[cTep=2 -2 [ 2 gpel(p—p) 2 -
! g; gl R \p g R
. - -£ .
e | cap |l 1 | 7 |5 £, L €,0. 0,
=2 T1,- 1- = —+—=(p,— —.
g\ TR JEA _| o g[-p“ nl= g
Itt kihasznaltuk, hogy
LE 2.
pie 1 p
7 PoEaP

A helyzeti energia mint azt a X. 1.3. feladatban lattuk kifejezhetd a bels6 energiaval

E,=-[p, ]J +£E§ =_-i:;'l‘zl"'ﬂ‘gl“
E Pafy ﬁr C,_.

Ismerniink kellene tovabba 1 nyomasu szint magassagat. Ezt a sztatika dp=-pgd alapegyenletébol hatarozhatjuk
= £
meg, ha RT _be beirjuk a feladat el6z6 kérdésére valaszként kapott I értéket és az egyenletet a valtozok

szétvalasztasaval integraljuk.

_RTdp_
dp=-pgdz 4 g p
Ennek felhasznalasaval:
R (oY ]
Rlo-m 2] 4| Foe
g \ P ) o
c.a.pt R
=G0 k=
ahol R és o,

Az egyenletet rendezve
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Légkori energetika

Ry (2] R,
g PP g r
majd integralva:
R, 11f T
“n-1—= 2| p | “2 T p] =z
| £ Py kP £
Visszairva T és k jelentését:
e [ - R -
Re,l c, .05\ | ‘©. | Re,a.p; )
Repfp oo ||\ ()| R0, P
grRi -~ K |\ g R p

X.1.8. A X.1.3. feladatban belattuk, hogy a 2169 és P2 @) szintek kozott elhelyezkedd egységnyi teriiletii
1égoszlop potencidlis és belsd energidja kozott fennall az

Ep =p, 25, —pz+E(x-1) ’

E,
2 =04
Ei‘

Nyilvanvald, hogy ugyanezt az aranyt kapjuk akkor is, ha P4 =PE

Az egyensulyban 1év6 1égkorben a nyomas monoton csokkend fiiggvénye a magassagnak, azaz a e fiiggvény
folytonos és fiiggvénye Z -nek, tovabba tudjuk, hogy pz0 mivel Z=0 ¢s 7 2% esetén 2= 0 , afliggvénynek

valamilyen Z >0 értéknél maximuma van, ez azt jelenti, hogy a maximum hely kornyezetében vannak olyan

helyek, ahol P ugyanazt az értéket veszi fel!

dy dp
— —=0 P
X.1.9. Az ¥ =2(2)2 fiiggvény maximum helyéta dz feltételbol adodo  dz egyenletbdl hatarozhatjuk

meg a kiilonbdzd rétegzédésnek megfeleld ¥ = F (2) fliggvény behelyettesitésével.

e
s -

—_z
—

- RT
a) Izoterm 1égkdrben a barometrikus magassagformulanak megfelelen £ =~ 72~
Zp:LE R =p:€ RI F=—
azaz  RT amibdl £

- - . K - )
b) Politrop légkorben 2P~ =dllandd (m=&) 1 ¢ A, ¥=2(2)7 fo0veny minimuménak meghatarozésa
el6tt érdemes belatni, hogy a politrop 1égkorben a hdmérséklet a magassaggal linedrisan csokken. A gaztdrvény
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Légkori energetika

e

felhaszndlasdval a politropiat definiald egyenletbdl adodik, hogy PI " =alandd  genesve ennek teljes
differencialjat:
AT+ L T dr =0
1-m ,
amibdl

Beirva ezt a hidrosztatika alapegyenletébe

majd a gazegyenlet felhasznalasaval:

E M ar_£24
ITl-m RT
ar
Innen mér kifejezhetSa &2~ hémérsékleti gradiens:
__er_ m-lg
&z m R

A kapott dsszefliggés mutatja, hogy a hdmérsékleti gradiens a politropia fokatdl fiiggd allando. Fejezziik ki az
egyenletbdl a politropia kitevot:

A homérséklet valtozasa a magassaggal a

IT'=T1-yz

alakban adhato meg, és a politropia miatt

Térjiink vissza most az ' fiiggvény minimumanak meghatarozasara!

[ T | T, -yz *_—1
vepl 1 z=p e
y=p P T

om
|1

z
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Légkori energetika

ami rendezés utan:

1" I, ¥
" — 7
m—1T,—yzT, (m-1)T,-yz)=myz

és igy

L _ (=10,
(zm-Dy

Visszairva ide a politropia kitevd 7 -val kifejezett értékét, azt kapjuk, hogy

A kifejezést tovabb alakitva:
zg=R(T,—vz)=RT(z)
amibdl

. _RIG

a

&

Az Ssszefiiggés mutatja, hogy politrop 1égkdrben a £ kifejezés ott veszi fel maximumat, ahol az egységnyi

tomegi levegd helyzeti energiaja lokalisan megegyezik az RI(2)

kozepes energetikai szintjének nevezni.

szorzattal. Ezt a magassagot szokas a 1égkor

c¢) Az adiabatikus 1égkdr a politrop légkor specialis esete, ahol T , azaz

. RT,  RI,
g+xR g+L4R

d) Az allando stirtiségii [égkorben az allapotegyenletet nem hasznalhatjuk, mert a kozeg nem gaz, hanem folyadék.

A politropitasi egyiitthatd ™ =% (hiszen egyébként tetszéleges F mellett PP ™ nem lehetne allando),
£
kovetkezésképpen R . Ez a kritikus vertikalis hdmérsékleti gradiens. Ha 7= "z akkor a 1égkor semmiképpen

sem lehet hidrosztatikus!

X.2. A légkori energiak kozotti atalakulasok
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X.2.1. A divergencia integralja a Gauss-tétel felhasznalasaval feliileti integralla alakithatd. Az atalakitas azonban
nem nyilvanvald, mivel a teljes 1égkort a Foldgomb és a vele koncentrikus igen nagy sugari gémb hatérolja. Ez a
tartomany nem egyszeresen 0sszefliggd, ezért a Gauss tétel kozvetleniil nem alkalmazhaté ra. A tartomany azonban
egyszeresen Osszefliggdvé tehetd, ha a Fold kdzéppontjan atmend sikkal bevagjuk és az MX.2.1. abran lathato
modon a 1égkor hatarat formalisan egyetlen feliiletté tessziik.

MX.2.1. abra. A légkor mint egyszeresen Osszefiiggo tartomdny az energetikai vizsgalatokban.

Ez a tartoméany mar egyszeresen dsszefiiggd, igy alkalmazhat6 a Gauss-tétel:

[V jar=Tj da=Fsv-d4
¥ A A

A feliilet természetes modon harom részre bomlik. A foldfelszin altal alkotott gombre, a vele koncentrikus nagyon
tavoli gdbmbre és a bemetszési feliiletre, amelyet kétszer, ellentétes normalvektorral kell figyelembe venniink. A
bemetszés mentén adddo fluxus jarulék nyilvanvaldan zérus. Igy:

[vjar=Tjd4+ [ jdd=[ovdd+ T sv-dd=0
v Fgd Fid

e P e e
iwgissmb tweigamd

ugyanis mind a foldfelszinen, mid a 1égkdr fels6 hataran a normalis iranyu sebességnek zérusnak kell lennie.

X.2.2. Fejtsiik ki a baloldali integrandusban a totalis hidrodinamikai idéderivaltat és alakitsuk at az alabbi modon:

(es

Y (oS .
ﬁ'§=p £y vs '=M—SE+J{)1'-‘FS_
dr \ Ot ), &t e

Hasznaljuk fel a

L +v-(pv)=0

ar Y
kontinuitasi egyenletet! Azt kapjuk, hogy:
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Légkori energetika

2( 55" o 3( oS
85 _2065) 55 ()« pu-vs 222
dr cr o cr

+V-(pvS]).

Az egyenletet a teljes térre integralva az igazolando allitast kapjuk, mert a jobboldali divergencia teljes térre vett
integralja a Gauss-tétel értelmében eltiinik.

dE, d. FEL
d_; =%| pgz dI’=_|_§l_ﬂgZ_]dI".

T

X.2.3. A X.2.1. feladatban bebizonyitott tételt a £ skalarra alkalmazva:

£ =| ,oal_gz_]dl' =|pgwdl’.

dr

X.2.4. A termodinamika I. f6tételének egységnyi tomegii levegore felirt alakja szerint:
47 =50—- pda

Ebbdl az egységnyi idore vonatkoztatott energiamérleg:

dr de
Y g3
" ar 7

B

ahol ¢’ az egységnyi tomegti levegd altal egységnyi id6 alatt felvett hd. Az 6sszefliggést a teljes 1égkdrre integralva,

o= —
és felhasznalva, hogy 7 :

dE, ¢ - 1dp
2= |Q'pdV +| pp——dV
< iI_,Jﬂ ;I_ppp‘ ¥p

A sliriség derivalta a kontinuitasi egyenletbdl behelyettesitve, adodik hogy

dE;-\ [ [
—=|Q'pdV —| pV -vdl
dr l"‘ pAV=| BV s

X.2.5. frjuk fel a mozgasegyenletet:

dv

P =-Vp—fplk=v)-gpk+pF

B

ahol F a surlodasi erd siirtiség. Szorozzuk be az egyenletet a sebességgel és integraljuk a teljes légkorre:

dE [ [ r dE:.' 1 . _ r o 0 .
= = |v VedV = pawdr+] oo Fdr - ==|v-VpdV | pgwdl’ +| pv-FdV

Alakitsuk 4t a jobboldal elsé tagjat a kovetkezoképpen:
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Légkori energetika

~[v-Vpdr =~ V-(sp)dV +[ pV vV =[ pV -vaV

B

[V-(vp)dr =0
hiszen a Gauss-tétel értelmében © . Ennek megfeleléen:

?‘ =J v -vdl"—J pawdl’ +J pv-Fdl

X.2.6. frjuk fel a mozgasegyenleteket térbeli polarkoordinata-rendszer alkalmazasaval komponensekben:

;JE=— ! Lo pf-pvtptigo-p-_+F,
dr Rocospdd R R
dv 1 &p 1’ W
= _pfu-p—tgp-p—+F,
P R 2o pfi pR; ¢ ,GRF E
dw &p u? +v7
P—=———pg+plutp +F
dr cr .

Szorozzuk be az egyenleteket a megfelelé sebességkomponensekkel, majd adjuk dssze az els6 két egyenletet és

integraljuk az igy nyert két egyenletet a teljes térre! Jeldlje s ahorizontalis sebességekbol Ep pedig a vertikalis
sebességbdl nyert kinetikus energiat €s a tovabbiakban a / index altalaban is a horizontalis sikban 1évé
mennyiségeket. A tendenciakra az:

Fos _ [,-V,pdV - [ piwdV— [ pX wav + [ F,ov, ¥’
&y v o Re P
Lo [wBar [ pewdr +[ plawdV + [ p X2 war + [ Fawdr

Osszefiiggéseket kapjuk. A nyomasi gradienseket tartalmazé tagok parcialis integralassal és a Gauss-tétel
felhasznaldsaval a szokasos alakra hozhatok:

_l-"‘;. Vipdl =_|-"‘?;. (vop)dl + l-P"‘?;. v, dl= [Pv}. v, dF

¥
>

[wPay = [A 2 gy [ p D ap
-;. cr T cr 3. cr

T

Ezzel a belsé energia valtozasat leird egyenlet az

E, [ gpdr—[p¥,v, dv [ p 2 ar
5 = e

B

alakot 0lti. Bevezetve a szokasos
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Légkori energetika

C[:£5‘= Ei."»._] = J. P"— P dr’

>

C(E,E,)=[pZ2ar
’ ; c¥

B

C(E,.E,)=—| pgwdr

jeloléseket €s a kinetikus energia valtozasat megszabo tagokat dsszevetve a belsd energia és potencialis energia

valtozasat megszabo tagokkal, azonnal lathatd, hogy a horizontalis sebességb6l szarmazo kinetikus energia
atalakulhat a vertikalis sebességbdl szarmazodba, és az atalakulasi sebesség:

C(E,. E., ) = [ plawdV +[ o “‘; Y edr
i g F

A bels6 energia generalasat és a kinetikus energia disszipaciojat kifejez6 tagok:

G(E,)=[0'par

B

D(E,) =_|-p""».'F». dr

>

D(E,)=~] pw-EaV

A fentick alapjan az alabbi doboz diagram készitheté (MX.2.2. abra).

[ —
. ¢(E,, E..) . i
E A L o —D( E,., }

C(E, E.) ClEg:Ex)

GEy— & |[mry Be D)

MX.2.2. abra. A légkori energiadatalakulasok sematikus képe.

X.2.7. A

—+ NV -v=0
& P
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Légkori energetika

= £

kontinuitasi egyenletbe helyettesitsiik be a gazegyenletbdl a stirliséget, RT | Azt kapjuk, hogy:

2 —££+p'\7-1‘=0
de T dr .

EL

\ dI |

dT

ar_1
dr ¢

termodinamikai egyenletet alakitsuk at a kontinuitasi egyenlet segitségével a kovetkez6 formara

I _Lig-r1v.5)
dt ¢ :

>

majd helyettesitsiik be a kontinuitasi egyenletbe:

i['Q'—.E\’.I"F-'a‘_']+p"\7 =0

&_»p
ds Tcr :
(2

és fejezziik ki ¢ -t:

(v- T]p+£p0 ——p'f ¥
&y £

1 _, pR
——[v'f]p+§ Q- L —Vy—pV.v=—
£ &y

Bontsuk szét a sebességdivergenciat és az advektiv tagot horizontalis és vertikalis részre

¢ . R £, W
2L ——(%,,)p- Tf + PO —Z pV, vy~ p
ct ' Cy- C! & G2
w2
Hasznaljuk fel a statika alapegyenletéta €2 tagban:
¢ . : . R . £, W
Lo, V) p+Wpg+=pQ —LpV, v, - L p<
ct ' ' - Cy &p €I
Derivaljuk id6 szerint a hidrosztatika alapegyenletét:
— L gL =gV (pv)
cz ¢t cr S

cp
Fejezziik ki innen ¢t
vertikalis részre:

az egyenlet = ¢és Z kozotti integraldsaval, és bontsuk szét a divergenciat horizontalis és

"

V-(pv)dz= 9|T [pt‘]dz+i:r| HJT]

=

[ }]

dr=

E'Q

H'-—

wolov)dz+ pgl | z)

FR

z
o
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Légkori energetika

Tegyiik egyenldvé a nyomas idéderivaltjanak horizontalis és vertikalis tagokra bontott kifejezéseit:

T o S, \ . R . C 'y CIW
g| Vi-(pv)de+pgl =—(v,-V, ) p+Wpg+—pQ'—=—=pV, -v——=p—
: c, c, ¢, €z

=

e

P
Fejezziik ki innen ¢ -t és kissé alakitsuk at a jobboldalt, megkapjuk a Richardson-egyenletet:

P_zl _S[Ta'[ﬁ"‘}.l]dz_[.Ta'P“'a]"'in""in}."“a:
ez &7 S ' gy ¢y

=

r=—
Itt v . Vegyiik észre, hogy a jobboldalon csak horizontélis sebességek és derivéltak szerepelnek! Ebbél az
Osszefliggésbol a 0 és z szintek kozotti integralassal megkaphatjuk a hidrosztatikussag teljesiiléséhez sziikséges
sebességet.

X.2.8. Hidrosztatikus kozelitésben ¥ =0 (kivéve azokban a tagokban, ahol a nehézségi gyorsulas szerepel) azaz:

D[-.E:.'n' ] =0

C(E,.E,)=0
A tovabbi atalakulasi sebességek pedig

C(E,. Ey)=| 2V, v,dV

>

. - Y-
C(E,. E,)=[p=—ar=]=
’ ’ ; cr ;

av — (w24 = [WepdV =C(E.,. E,)

>

C(E,.E,)=-[pgwdr

Ezekkel az 6sszefiiggésekkel a doboz diagram is egyszerisodik, amit az MX.2.3. abra szemléltet.

[
. IECELELY
), % p 'ﬁ’ fw
ElE. )
G(E,) E, C(E,.E,) By =P (Eu)
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MX.2.3. abra. A légkori energiadatalakulasok sematikus képe hidrosztatikus kozelitéssel.

X.3. A felhasznalhato potencialis energia

X.3.1. A folyadék potencialis energiaja adott pillanatban

E,= | |;;0.E-”1'~' di dd:%[pgk-: dd
A1 -y

Vezessiik be a folyadék
h= l | hdA
Ay
atlagos mélységét! Az atlagos mélység fiiggetlen az id6t6l, hiszen a folyadék V=hd térfogata az
osszenyomhatatlansag miatt allando. Ezzel a magassag a 1= h+4 alakra hozhato. Beirva ezt a potencialis
energiaba:
E,=2[pg(fi+i) dt=Lpg 7 a1+ pei[n i+t pen? s
=5 pelh+i =5pg|h peh|h S pe|k
=4 = A A = A
[Hda4=0

Az atlagképzésbél kovetkezden + ,igy

E, =1[pgidi+1 pg[n? s

;—;J pPeh -1+;pg_| R dd4
=4 = A

Mivel az els6 integral konstans értékii, a masodik pedig csak pozitiv lehet, az energia akkor minimalis ha

H(x2.0=0 E7 azt jelenti, hogy a folyadék energidja csak novekedhet, ha felszine eltér vizszintes egyensilyi
helyzett6l. A kinyerhetd potencialis energia:

E;.*_:'e:'}_el’ - ‘E‘_s _E.\.:;.. :é l‘pgh:(l’: v. 5 ) dA4
2 .

X.3.2. A folyadék atrendezddését az MX.3.1. abra szemlélteti.

. A+ A
By A > P . '

MX.3.1. abra. A folyadék tomegatrendezédése Margules gondolatmenetét kovetve.

Kezdetben a folyadék helyzeti energiaja:
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Légkori energetika

Az egyenstly beallta utan a helyzeti energia:

1 e I S S
E,=—pe—2l tpgdh —2 4op 2|
AT g T a4y 2 4+

A kezdeti és minimalis potencialis energia kiilonbsége:

1 1| A A4, .
—pghy | A4— 4 [+- gl | A ———— | — g A4, B =
2SR T T2 L s
1 1 A4 1 1 AA, 1 1 244, 1, . .2 A,
B e ML . B i MY PP P e
2P g, 2 g 27 g, 2 PR
A
A4=4==
Ha 2 akkor

1, . 5
AE, = g[,pl —py)gdhy
A két folyadék ossztomege ekkor:

T
Fln

M=

A, \
> (o1t P)
Ebbdl az egységnyi tomegre jutd mozgési energia:

AE, _gh p-p

gh Ap

M 4 p+p, 8 p

X.3.3. Az el6z6 X.3.2. feladat megoldasa alapjan az adatok behelyettesitése utan:

— 7 a a 4
hy, =2 kom, 3 ko &g 3 hom

és igy az aramlas atlagos sebessége értékek mellett rendre:

F(2km)=161ms" 7(G3km)=19.7ms" F(5km)=254ms™

X.3.4.

a) A sebesség maximuma a

= dv(x) =y —vxed =0
dx ) )
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Légkori energetika

egyenletbél adodoan az *=1 helyen van és Vo =W

b) Irjuk fel elészor a gradiens szél egyensulyt a tengelytdl * tavolsagban elhelyezkedd részecskére!. Az drvénnyel
egylitt forgd koordinata-rendszerben a hidrosztatikai nyomasbdl szarmazé gradiens erd tart egyensulyt a Fold
forgasabol szarmazo Coriolis és az 6rvénylé mozgas koordinata-rendszerében fellépo centrifugalis erével. Legyen

h=hr) , folyadékfelszin magassaga a folyadék tekintett aljatol!. A mozgasegyenlet:

£

dh Vv
= A+ —
dr ﬁ ¥

Beirva ide a sebességfliggvényt és attérve az * helyett az * valtozora, amivel

dr _dhdx _1dh
& dedr 7 dx

E

g dh e Xe Y
=—=fuxe + —,
r dx x K
dh Ve LV 1
—=—xe Tt —2xe
dr g g
Ve V&
= f" = b = —
Bevezetve az g & £ jeloléseket a

di —x -1x
— =axe " +bxe
-

egyenlethez jutunk. Az egyenlet kozvetleniil integralhato parcialis integralassal:

hix) =I_—-:;r:re_x_lf + [ae_x d.\'+i e | + [%e‘zx dx

[y

>

1 - - b -1x 1x b
hix)=—axe™ —ae”" +a——xe=  ——e " +—
2 4

h(x)=al1- (1+x)e-*]+%[1—(1+ 2x)e™ | +h(0)

A folyadék atlagos magassaga a mozgashoz illeszkedd tengelyl koordinata-rendszerben:

_ 15 Y =
Pl [ ixd@de=— | xh(x)dx

Xpm Ty

=

Mivel Kovan — 1, az integral fels6 hatarat az xe ™ jellegii tagokban * = % -ig kiterjeszthetjiik és felhasznalhatjuk
az
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Osszefiiggést, ami 7 -szer egymas utan alkalmazott parcilis integralassal egyszeriien igazolhatd:

_ T 2a 2, . 25 %, . W e
h =:L | h(0)+a+% il’d_\’—:—a | (xe™ " +x" ]t:b:—_1 b |[J:e"“ +2xe " |dx
Xoz 3 :‘- e ':._." ‘: . . F;:. l: ) .
- b 1/ 36
h=hh+a+—-——— ba+—
X g )
Ebbdl
W =h—Th=—a(ltxe™ — 21+ 20 + | 6a+32 |
4 X s )
¢) Az atlagos magassagu folyadék helyzeti energidja
E,=| [ [pehxdodxdn
azaz
E =222 zlnoy+a+-Lt l6as™® i
T TEET 4 2.0 8)

A felhasznalhato potencialis energia:

A potencialis energia:

i :' == [ - - b - -
E,=| | | pgh'xd@dxdh’'=2mpg = | *’I»".-(U)—i-c;rl 1-(1+x)e " I+1I 1-(1+2x)e " |

|L xdx

[

Az integralas elvégzése utan:

94' 98® 134B 1 [ . 3BY

Eer=epnd == +3n = 22547 )

A kinetikus energia:

E = | | J-ﬁgledé‘dxd»‘:- =2 | Vhde = 2pmvie % By +%ﬂi+ 53192 3|

X.3.5.A P=F*P" felbontassal allitsuk el6 az integrandust a
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L
P

alakban, majd fejtsiik sorba a masodrendiien kicsiny tagokig a valtozoban:

. Cok(k+1 : 0 s k(1) Y
Pt -p —1+[,EL+1]i (e1)(2') —1=[k+1| 25+ e+ ) '
b 2 ) ' ‘B 2

" |“<:i
" '

Amikor ezt a kifejezést a feliilet szerint integraljuk, akkor a ¥ -ben elsdrendii tag kiesik, hiszen a feliilet szerinti

atlagtol vett eltérést méri. Tehat:

p'=—2de., d0="d, Zo~Z=
Felhasznalva a co @ e €P  kozelitéseket, az integral az

-

R 1}:_., ©° 20
EA:,,——;_.lp' ' ———dpdd
<& Py g ¢@| cp
. ép )
gl‘zi_o:f
alakra hozhat6. Tovabba alkalmazhatjuk a o kozelitést is.
R13:_,(6) o
E,=t—r [ 2| s dpdd
<8 Py L) Eh
P

A kbzelitésben ©  tovabb alakithato, ha felhasznaljuk a potencialis hémérséklet definicios egyenletét és a

gazegyenletet:
o_ = Pu Y i 'f.p:: V& s
G = _?_ —_— _— = — o
5, R\p, R
Ezzel a felhasznalhato potencialis energia a keresett
£,-1T% s
4 g _: 25’

__ Za6
v=—=—
alakot 6lti, ahol ¢ P g statikus stabilitdsi paraméter.
a'=F T
X.3.6. Hasznaljuk az T Kkozelitést és alakitsuk 4t a statikus stabilitasi paramétert a logaritmikus derivalt
¢és a hidrosztatika alapegyenlete segitségével az alabbi modon:
__ _&le én@é __én@ 1 _&3nd
F=—l——=0——=8—— =——
ép éz ép ¢z gp g éz
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R
Ve,

srr

P |
P/ definiciojat:

@l
e

(5]

Q’|"-1|
I:-u | &

R
+—_
CpD

“ Y
el

=) 7
g

Helyettesitsiik be ide a potencialis hdmérséklet

Egyszeriisitve és felhasznalva a homérsékleti gradiens és a szaraz adiabatikus homérsékleti gradiens

r=-L ilewer,-£
cz c crer

[F =T

r

0
“Einl &

kozelitést a felhasznalhatd potencidlis energiara vonatkozé Wiin Nielsen féle

, T
o =0—=
Beirva ezt és az r
Osszefliggésbe a Lorenz altal adott
1% 1 (T
E=—||T = = dd
* gll_j r.-r\1) ¥
Osszefiiggéshez jutunk
‘. E —-FE Lo
X.3.7. Irjuk be "7 £ -be a definicios integralokat
E,-E Tdp——C2 ;':de
£ _fl P
r-ol 2|
és helyettesitsiik \ o0 ) kifejezést, ahol Poo =1000hPa :
e, 1% . 1 ¢,%
E,—~Er=—— |6 dp———=|0Odp
g Py 1+k g
Hasznaljuk fel, hogy
‘dp= ——d(p™)
ETETY
] + | pd@l

A PP TC

majd integraljuk parcialisan
I B U
g l+k | py - -t e

.

Mivel a 1égkor tetején és aljan a szogletes zarojeles tagok eltlinnek
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(el k+1 . 1
c " = - A
E-p =22 f(2) 2l 20\l g
9]+k|‘:| ) p cp ) J
X.3.8.
o 1@ 1 128 -1 _[(p) pee
- F a7 7 i E - e _. — =
Iy, o é|p ’E‘.|- ply, cp \ Py ) Ky cp
gp |
|
a)
o=r £
Mivel \Po/
60 or(p\ ik _or 1(p\ () (5 [ _kT_|
v @ p) P &dlp) plp) \p)| pe p]
=
E—RT I =£
[N

Felhasznalva ezt, és a gazegyenletbdl adodo # Osszefiliggést, valamint a # szaraz adiabatikus

hémeérsékleti gradienst:

-2 |p Ll M __ T fi_1|=_£'£_1|=
Kl pe pl Il g | I, T, |
G:E']_Ll
Tw 14l
20 _ ity ()
b) A T segitségével kifejezhets 7 P VP ) Ezzel,
x\_' ‘\I;EL'+1 _j,_ , E
E =—22 j 2 _ 2 En By
kT 5\_ { ",_j':_ kT 5\_ —k 1
F C Iy 7| P
[ —_ _ = a = —_— _— _1 a
A—+1Ta'-!. 7y ¥ k+17d 7, | ¥

X.3.9. Adiabatikus koriilmények kozott

E +E; =K=a'llando'.

Beirva ebbdl E, -taz E,~E=-E Osszefiiggésbe, adodik, hogy

K-E —E =—E.

Mivel adiabatikus kériilmények kézott £= = 312080 45401 hogy
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K'-E.=-E,

>

tehat, Ex megvaltozasa megegyezik E; megvaltozasaval.
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XI. fejezet - A szinoptikus skalaju
légkori folyamatok dinamikaja

X1.1. A szinoptikus mozgasrendszerek fobb
sajatossagai, matematikai leirasuk

XI.1.1. Ha a geosztrofikus sz¢l definiciojaban allando =1 szerepel, akkor

9
ami altalanos esetben nem nulla.

XI.1.2. Az éllapotegyenlet szerint
&=RT/p

Szinoptikus skalan hidrosztatikus kozelitésben dolgozunk, a hidrosztatikai egyenlet nyomasi rendszerbeli alakja

_ &
cp )
A két 6sszefliggésbol
_e® BT
¢ p
adodik.
XI.1.3.
a)
p oS G _ i 10@) O 102 1 g
) & &y ex\ fyex | avi £ v £
b)
ur . ==Xy =2 2= cos(iy
: La fF L f

] N H
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

1 s 1 ..
L ey p)=—V'@=——&k sin(lx)
) Ji o

XI.1.4. Erdemes attérni a logaritmikus derivaltra:

280 _ 216 _i®in6)

Tg=———
O ép ép ép  p

A potencialis homérséklet definicidja (Poisson-képlet) alapjan

R
h@=nT+—(np,~1np)
c,

Ezt P szerint derivélva:

amelynek elsé tagja

D) _ € IaP%_C laptha-lmR)=L+ 19

cp ep'. R ) &b p odp

Ebbdl, felhasznalva a sztatika alapegyenletét:

O=———+t—7"7 -
pp Cp e,p T ppl

cp1 0 2o R _&o 180/ R)
c

XI.1.5.

XI.1.6. A kvazigeosztrofikus 6rvényességi egyenlet:

e _ S
—=—v V([ + N+ fi—
ct - - cp

A keresett horizontalis divergencia az utolso tagban van elrejtve, ugyanis a kontinuitasi egyenlet alapjan

voy=—22
L
Ezt kifejezve az egyenletbdl, behelyettesitések utan
o, . 11 P
Vov=s ——=—v_.VJ —fv_ | —=294.10""s
et = b
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

XI.1.7. Az el6z6 feladathoz hasonld modon kifejezve a horizontalis divergenciat a geopotenciallal felirt 6rvényességi
egyenletbdl:

V-vix, v, p.t) =—%1'E T%T@+f—fi§r(7¢’)

A jobb oldalon
V'@ = —¢ f, ksin(k(x—cf))

A tovabbi derivalasokat elvégezve és a geosztrofikus szelet a geopotenciallal kifejezve azt kapjuk, hogy a horizontélis
divergenciat megado kifejezés els6 tagja

_%:fg -V % Vig +fj _ % (cos %H) cos(ki(x—ct))

E

a masodik tag pedig

L e (Vi) =—k;—f': cos( i x—er))

e

A kettd 6sszegébol

e’ 117

Vv(x, v, p.t)= cos — cos{k(x—ct))
0 2

Xl.2. A tendencia- és az omega-egyenlet

XI1.2.1. Egyhullam-kozelités: feltessziik, hogy a tendencia térfiiggését mindharom iranyban egy darab
hulldmkomponens irja le, azaz

C;_‘p - F(Ije.‘:}.x—_.:_‘.'—v_!:-
ct

>

ahol =4 &5V a kiilonbozo iranyokhoz tartozo hullamszamok, ¥ pedig valamilyen fiiggvénye az idének.
Alkalmazzuk a tendenciaegyenlet bal oldalan all6 differencidloperatort erre a fiiggvényre!

vl B OO payar i+ L e

cpl T op )|\ ct

2 1 a ED g
(V) —

cr ér
X1.2.2. Feltessziik, hogy
o= F(r)é-:/-_f—_d_l'—lp:l

Ezt az alakot behelyettesitve az omega-egyenlet bal oldalan allo kifejezésbe:
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

) f g "Ir_ cand sl f P T
T g OO e e

X1.2.3. Szamitsuk ki a tendenciaegyenlet jobb oldalan all6 tagokat! Az elsé tag:

—f ¥ f %v:—:m £l= gkj cos(icx)

B

a masodik tag pedig nulla. Egyhullam-kozelitésben dolgozva ez aranyos a tendencia (—1)-szeresével, azaz

cd Ko

-C == K cos(iod)
ct £
ahol C=0 4llands. Az *=0 koordinataju pontokban 5% 0 =1 o 2 bal oldal pozitiv, ezért
E;@ <0
ct

>

azaz a geopotencial csokkenni fog.

X1.3. A vertikalis sebesség becslése

X1.3.1. A XL 1.7. feladatban lattuk, hogy a megadott geopotencial-fiiggvényhez tartozd horizontalis divergencia
mezeje

V-vix, v.p.0) =k‘—f"cos w cos(k(x—cr))
s P

A kinematikai modszert alkalmazva

}Lf ~cos 2 cos(k(x—ct))dp’ =~ L2 sin . cos(k(x—c)

0 0 o/ Py

@(x. y. p. i) =—-Ij

X1.3.2. Szamitsuk ki az omega-egyenlet jobb oldalan 4ll6 kifejezést a megadott geopotencial-fliggvényre! Ebbol
a

'T-Z_i_if: :wzjwsing—pcos(h’)
oo,

T cp )

T

differencidlegyenlethez jutunk. Keressiik azon "'? allandét, amely mellett az

» =T, sin 2 cos(is)
z.

fiiggvény kielégiti ezt az egyenletet! Ehhez helyettesitsiik be a fenti @ fliggvényt a differencialegyenletbe! Az
eredmény:
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

—JT:. i +—H— :51 cos(ﬁc\) fLTdL 2 cos(kx)
G o) op, P, .

5 P - 5
T, Jlmck
— =l

N AP

A két oldalon 4ll6 fiiggvény akkor egyenld minden * # esetén, ha az egyiitthatok egyenlék, vagyis
Tp;

T py )

Ebbél 7o —t kifejezve:
p flmcks

Ekkor
o R Pl & T
plexa & &)

._ .T

Ennek segitségével a @ _yektor masodik komponensét atirjuk, és igy a
_Rér(év, éu | R|er| év, éu.)
éx | plav| éx’ éx )

o- R(&:el &4 er)
Pl &x &y’ &x & J p ey

alakhoz jutunk. A
(&v, ou,
| &x oox |
sikvektor azonosithato a
4 5-11: \!
=k
. o
térvektorral, ebbol
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

_R
P

eT | cv,
cv

| Ex

Vagyis a @ _yektort megkapjuk, ha az izotermak mentén haladva megallapitjuk a geosztrofikus szélvektor valtozasat.
Ezt a vektort az oramutato jarasaval megegyez0 iranyban a horizontalis sikban 90 fokkal elforgatva megkapjuk a

@ _vektor iranyat. Nagysaga aranyos a geosztrofikus szél egységnyi tavolsagon valdé megvaltozasaval és a
hémeérsékleti gradienssel.

X1.3.4. Az allapotegyenlet és a sztatika alapegyenletébdl kapott

r-pe_p(_ o0
R R &p)
felhasznalasaval
v cu &y u_ &t v, &
~1=—EH‘TT— Eﬂ—cﬂ—r Eﬂ—cﬁ—r=ﬂ fﬁ"'ﬁ Cﬂ
P cx pox dx pdx dv COx cxcp Cx Cvip
&y, cu, &7 év, 8
0= RTegr H &P NP
p oy cy Cxcp  CV CuCp
X1.3.5. Széamitsuk ki a € -vektort!
0, = - 0 ™ Giniee—c)
I 2y 0,=0
Ebbéla € -vektor divergenciaja:
V-Q=- JELf—[sm—cos(ﬁt(x—fa‘)j
r= 2

500 hPa

Specidlisan, a ¥~ -os szinten, =0 -ban és *=0 _ban

cifym
Py

V-Q(x=0,1v, p=500hPa,t=0)=— <0

Ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy a megadott pontban felaramlas van.

g
_—
XI.3.6. Induljunk ki a hidrosztatikai egyenlet szokasos “F alakjabdl és helyettesitsiik be a gdzegyenletbdl
 _RT r= 2 e
az ? _illetve a potenciélis hémérsékletbél kifejezvea ¥/ Osszefliggést:
e_ R p 'gz_i P_ o
op 0 B ) Pyl P,

A geosztrofikus sz¢l komponensei
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A szinoptikus skalaju 1égkori folyamatok dinamikéja

1ed ¢
U,=———— V.= ——
: gv 5 f ex
l.:,;_qﬁ =@ Cﬂﬂg =¥ C:'G
Derivaljuk ? szerint ezeket az 5sszetevdket és hasznaljuk fel, hogy 7 . Azt kapjuk, hogy F &,
&v, o
& ox , vagyis
oy
L - y(kxVO)
oo

Itt kihasznaltuk, hogy # -rendszerben irtuk fel az 6sszefliggéseket, azaz / fiiggetlen ¥ és ' -tol.

XI1.3.7. Képezzilk a 4f  derivéltat, ami adiabatikus koriilmények kozott zérus.

d. _ _[ee éo 0\ dVO [éu co &v,éo). [du 20 &, c0).
OZT—::G:T - +iu, - +v, — =+ ‘_EH—+‘_—°‘_— 1+ —‘_ﬁ — +,-._‘.-_
dt | ot Séx % v dr Lo dx ik dy ] | dv dx &y dv )
Innen
dve [(év, _ . [,
———=- —=-VO|i- =-VO|j
dr cx £V
azaz
= v
- Lvoe|i- —Lt.ve|j
£x joL ey i

ami az el6z0 feladat értelmében az

e

F:—.
£ Ve ¢

eredményre vezet. Ez azt jelenti, hogy a frontogenetikus fliggvényt a € _vektornak az izentrop feliiletekre merdleges
Osszetevdje szabja meg.
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XIl. fejezet - Kulonbozo tipusu és
kulonbozo skalaju légkori instabilitasok
Xll.1. A hidrosztatikai instabilitas

XII.1.1. A makro-a (planetaris) és a makro-f (szinoptikus) skalan alkalmazhato a hidrosztatikus kozelités:

a0 & wa0. (MXILL1-2)

Ez a kozelités a tobbi nagysagrendi skalan nem allja meg a helyét, mert elfedné az adott nagysagrendi csoport
mozgasrendszerei esetén a képzodés mechanizmusat és a miikddés Iényegét. A mezo és a mikro nagysagrendi
,.focsoportok™ kozott az alapjan tesziink kiilonbséget, hogy mi a szerepe a foldforgasi drvényességnek, azaz az
f-nek és a f-nak. Ha értékiik allandonak tekinthetd, vagy elhanyagolhato, akkor egyértelmiien a mikro skala 1égkori
képzédményeinek egyikével van dolgunk. Ellenkezd esetben azokat az egyenleteket és Osszefiiggéseket kell
hasznalnunk, amelyekkel a mezometeoroldgia operal.

XII.1.2. HOomérséklet a kovetkezo indexeknek: SSI, NI, NI*, LI, K, TI, VT, CT, TT, KO, SI, RI, Brl és MJI.
Definiciojuk szerint a BI és a SWEAT hibrid indexek, igy dimenzidjuk nem értelmezhetd. A PIJ index dimenzidja

0 -1 -1 2 -2
Cepm™ A CAPEésa CIN dimenzidja Tke ,azaz ™ ¥ Arészletes dimenzidanalizis szerint a CAPE dimenzidja

:1 ,L}

a nyomasi koordinata-rendszerben a specifikus térfogat (% ) és a nyomas (p) dimenzidjanak szorzataként

311 PO D -1_ -1
irhato fel: (m"kg™)- (Nm™)=Nmkg™ =Tkg . A z-koordinata-rendszerben megadott definicid szerint a dimenzid

(ms™)-m=m"s~ A Gefinicios egyenlet szerint BRN dimenziémentes. A H és az SRH dimenziéja ™ 5" Az EHI
dimenzidémentes, ha az 0szt6 dimenzidja s

7

p=—= - .
XI1.1.3. Helyettesitsiik be a RT siirtiséget a dp=-pd® g atika alapegyenletébe:

do= —% do (MXIL13)

majd az egyenlet atrendezése utan integraljunk a P gsa P2 izobarfelilletek kozott! A geopotencial értéke a két

izobarfeliileten legyen rendre 4 és 2, ! Az integral alakja igy:

[ RT(p)

w=[ do. (MXIL1.4)

A homérséklet fliggdleges valtozasat helyettesitsiik a P ¢s P2 izobarfeliiletek kozotti réteg kozéphomérsékletével:
T=["Tp)dp. (MXILL.5)
A hatarozott integral értéke a behelyettesités utan a Newton—Leibniz-formula szerint:

(@, -®,) =Rf1n% _ (MXIL1.5)
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

XII.1.4. A SYNOP-tavirat adatainak tablazatos és szoveges elemzése utan az eredményeket a MX71. 1. 1. tablazatban
kozoljiik.

MXII1.1. tablazat. A felhofajtak (C), a felhozet mennyisége (N), a legalacsonyabb szintii felhézet mennyisége (N
» ) és a felhéalap magassaga nappali gomolyfelhok esetén (h ¢, ) Budapest-Pestszentlorinc allomason 2013.
mdjus 20-an.

00 7 Cu mediocris, Ac és As, Ci spissatus 1000-1500 3 -
01 4 Cu mediocris, Ac lenticularis, Ci spissatus 1500-2000 1 -
02 3 Ac lenticularis, Ci spissatus 2500 < 1 —
03 2 Ac lenticularis, Ci spissatus 2500 < 1 -
04 | Ci spissatus 2500 < 0 -
05 1 Ac lenticularis, Ci spissatus 2500 < 1 —
06 1 Ac lenticularis, Ci spissatus 2500 < 1 —
07 2 |Cu humilis 1000-1500 2 700
08 4 | Cu mediocris 1000-1500 4 850
09 3 Cu mediocris 1000-1500 3 1000
10 4 Cu mediocris 1000-1500 4 1150
11 4 Cu mediocris 1000-1500 4 1250
12 5 Cu mediocris 1000-1500 5 1350
13 6 Cu mediocris, Ac cumulogenitus 1000-1500 5 1450
14 4 Cb, Ac cumulogenitus 1000-1500 4 1200
Cu mediocris, Ac cumulogenitus,
15 3 1500-2000 2 1500
Ci spissatus cumulonimbogenitus
Cu mediocris,
16 2 1500-2000 1 1500
Ci spissatus cumulonimbogenitus
17 2 Cu mediocris, Ci spissatus 1500-2000 | 1500
Cu mediocris, Ac cumulogenitus,
18 2 1500-2000 1 1300
Ci spissatus cumulonimbogenitus
Cu mediocris, Ac castellanus,
19 3 1500-2000 1 -
Ci spissatus cumulonimbogenitus
Ac castellanus,
20 5 2500 < 2 -
Ci spissatus cumulonimbogenitus
21 7 Ac castellanus, Cs 2500 < 3 -
22 7 Cu mediocris, Ac castellanus, Cs 1500-2000 1 -
23 5 Ac castellanus, Ci spissatus 2500 < 2 —

GG az észlelés idépontja (UTC), N a borultsag (okta), C a felhd(k) fajtaja, & a felhdalap észleld altal kodolt
magassaga (méter), N, a legalacsonyabb szintl felhézet mennyisége (okta), 4, a nappali gomolyfelhd magassaga
a Ferrel-formulaval szamolva és kerekitve. Megjegyzés: 07, 08 és 18 UTC-kor azért nem egyezik a szamolt és az
észleld altal megadott felhGalap-magassag, mert nem teljesiiltek a szabad konvekcio feltételei.
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Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

A hajnali 6rakban a felhézet mennyisége jelentdsen csokkent. A nappali gomolyfelhd-képzddés megindulasa utan
fokozatosan novekedett a kumuluszok mennyisége. 13 és 14 UTC kozott zaporeso hullott az allomason. Erre utal
—a jelenlegi id6 kodja mellett — a Cb, valamint a kdzépmagas- és magas-szintl felh6zet megjelenése. Ez utobbiak
mennyisége a délutani 6rakban csak fokozatosan csokkent. Az esti 6raktol ismét megnovekedett a felhdzet.

XIL1.5, »=—(0.6°C-16,2°C)/(3060 gpm — 754 gpm) ~ 0,676 °C/100 m
). A légkor feltételesen instabil.

. (A szokasos feltételezéssel 18Pm ~1m

XI1.1.6. NI =21,2 °C; NI*= 18,2 °C; K=36,5 °C; B =96,4; VT=28,9 °C; CT=25,9 °C; TT = 54,8 °C. Gyenge
konvekciot mutat NI és NI*, er0s konvekceiot, illetve zivatart jelez az dsszes tobbi index.

XI1.1.7. A 2013. majus 22-én beérkezett jelentések kiértékelését az MXII. 1.2. tabldzat tartalmazza. A megfigyelési
adatok koziil a gomolyos felh6zet mennyisége, a jelenid6, az elmult id6 és a csapadékmennyiség adatai a
legfontosabbak.

MXIIL 1.2. tablazat. A gomolyos felhézet mennyisége, a jelenidd, az elmult idd és a csapadékmennyiség adatai a
f6- és mellékterminusokban a 2013. mdjus 22-én beérkezett jelentések alapjan egy mdsodfaju hidegfront atvonuldsa

soran.
09 UTC 12 UTC 15 UTC 18 UTC

Neu | Www | Wi I Ney |l ww | Wi | Rg | Ney |Ww | Wi | Ney | ww | Wi [ Ryp
Szécsény 4 5
Josvafo 1 4
Miskolc 0 ] : 0 J| v 1 7 |nsz|nsz| O |nsz| ¥ 4
Zahony 6 9
Sopron 0 0
Szombathely 2 nsz| 5 | )( |V 0 1 |nsz| % L | )(| % 2
Moson-magyardvar 0 0
Gyor 0 0
Veszprém 0 0
Tata 0 0
Budapest O |nsz|nsz| 5 |nsz|nsz| O | 2 | %] | % 2 |nsz| % |03
Agard 0 0
Kékestetd 9| fE=| =19 | &=V 2 7|V v E] Y v 14
Szolnok 0 : : 0 ] 5 5 |nsz|nsz| O |nsz|nsz| 5
Poroszl6 2 2
Eger 6 |nsz|nsz| O [nsz|nsz| O 7 1(%)] ¢ S )] ¢ 5
Debrecen 7 : 7V |V 5141V 1 [nsz| ¥ 7
Napkor 4 6
Farkasfa 0 0,2
Zalaegerszeg 0 0,1
Nagykanizsa 0 0
Kaposvar 0 0
Siofok O |nsz|nsz| 4 |nsz|nsz| O 2 |nsz|nsz| O |nsz|nsz| O
Pogény 0 : : 6 | nsz 5 nsz |nsz| 1 |[nsz|nsz| 5
Paks 3 3 : v 1 4 |nsz|nsz| 2 |[nsz|nsz| 1
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Baja 5 5

Kecskemét 0 : : 0 1V 6 4 |nsz|nsz| 1 |nsz|nsz| 6

Szeged 4 : : 0 : : 4 5 |nsz| - 0 | )(| - 4
T_.‘

Békéscsaba 0 . 3|V Vv 4 4 | Vv 0 |nsz| ¥V 5

Téat

Sarmellék 3 |nsz|nsz| 4 |nsz|nsz| O 2 |nsz|nsz| O |nsz|nsz

Megjegyzések:

* N¢y @ gomolyos felhézet (Cp =1, 2, 3, 9) mennyisége (okta);

* jelentése: az allomason esd hullik/hullott (60 < ww < 65/ W = 6);

V' jelentése: az alloméason zaporesd hullik/hullott (80 < ww < 85/ W, = 8);
» ,nsz” jelentése: nincs szignifikans jelenség (ww < 20; W, < 3);
» Kékesteto esetében N, = 9 és ww = f = egyiitt, valamint W = = azt jelenti, hogy az allomas felhében van;
* Rg az elmult 6 6ra csapadékmennyisége mm-ben;
* Ry, az elmult 12 6ra csapadékmennyisége mm-ben.

A KO-index térképeinek elemzése alapjan az index értéke 09 UTC-kor nyugaton —4 és 0, keleten 0 és +5 kozotti,
12 UTC-kor nyugaton —6 és —3, keleten —3 és +2 kozotti, 15 UTC-kor északkeleten —3 koriili, az orszag tobbi
részén —5 és —7 kozotti, 18 UTC-kor orszagszerte 0 és —6 kozo6tti nyugaton —6 és —3, keleten —3 és +2 kozotti,
délkeleten —6 alatti értékeket mutatnak az elérejelzések. (Vegylik észre, hogy a térképanalizis 1,5 °C-onként tortént!)
Ezek alapjan megallapithato, hogy napkdzben orszagszerte fokozatosan nétt a hidrosztatikai instabilitas. Ezt
igazolja, hogy a 14 észlelovel miikodo allomas koziil csak Sidfok és Sarmellék nem jelentett csapadéktevékenységet.
A t6bbi helyen es6, zapor és zivatar egyarant el6fordult. A 06 és 18 UTC kozotti 12 6ra alatt lehullott csapadék
mennyisége 0,1 és 9 mm kozott volt. Osszesen hiisz, csapadékmérével ellatott allomads jelentett csapadékot. A
csapadékot jelentd és észleld nélkiili allomasok koziil is valosziniileg tobb helyen volt zaporesd vagy zivatar.

XII.1.8. A TEMP-taviratok alapjan az egyes indexek értékeit az MXII.1.3. tablazat szemlélteti.

MXII 1.3. tablazat. A radioszondds mérések alapjan meghatarozott stabilitasi indexek (TT, BL, SI) 2013. majus 26-
an.

allomas idépont T BI SI

Poprad 00 UTC 52,7 95,6 44,7
Budapest 00 UTC 50,2 95,2 443
Szeged 00 UTC 48,6 95,9 36,6
Poprad 12 UTC 51,5 96,0 48,1

Az indexek egyértelmiien azt mutatjak, hogy erds, kozel igen erGs a hidrosztatikai instabilitasra valo
hajlam. Ahol 12 UTC-kor is mérnek, ott az latszik, hogy az instabilitas napkézben erésen névekedett. Ez indokolja
a megfigyeléseket tornado-kezdeményekrdl, valamint a felhdszakadas €s a jégesd kialakulasat. Felh6szakadas
eléfordulasat a csapadék-mérések is igazoljak.

XII.1.9. A TEMP-taviratok alapjan szamitott stabilitasi indexeket az MX1I.1.4. tablazatban kdzoljik.

MXII.1.4. tablazat. A radioszondas mérések alapjan meghatarozott stabilitasi indexek (K, VI, CT, TT, BI, SI)
Poprad, Budapest, Szeged és Belgrad TEMP-taviratanak ,,A” része alapjan 2013. mdjus 12-én.
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allomas idépont K 28 CT T BI N
Poprad 00 UTC 21,1 28,7 19,7 48,4 96,9 37,4
Budapest 00 UTC 25,5 28,5 20,5 49,4 95,9 43,0
Szeged 00 UTC 29,6 27,7 18,7 46,4 97,6 45,1
Belgrad 00 UTC 22,9 28,1 23,3 51,4 95,7 41,4
Poprad 12UTC 23,4 27,9 23,0 50,9 96,5 41,9
Belgrad 12 UTC 29,5 243 24,0 48,3 94,5 45,6

A TEMP-taviratok alapjan megallapithato, hogy 2013. majus 12-én a K-index tobbnyire gyenge, a V'T, a CT és az
ST gyenge vagy mérsékelt, helyenként erds, a TT tobbnyire erds, a B tilnyomo tobbségben erds konvektiv aktivitas
kialakulasat mutatja. Poprad 12 UTC-s temp-analizise szerint 12 UTC-kor K =23, TT= 50, LI =-3, CAPE = 696,
SRH =43, TI = 26. A K-index gyenge, a 7T és az LI erds konvekciora utal. A CAPE és az SRH alapjan kicsi a
valésziniisége tornado kialakulasanak, de a lehet6ség benne van az iddjarasi helyzetben. A hidrosztatikai instabilitasra
vonatkoz6 elemzéseket az MXII.1.5. tablazat megfigyelési adatai messzemenden igazoljak. Tornado képzddésének
lehetésége adott volt a 1égkdrben, de a jelenség kis horizontalis kiterjedése miatt a keletkezés helyét lehetetlen lett
volna orakkal korabban elére jelezni.

MXIIL 1.5. tablazat. A gomolyos felhdzet mennyisége és tipusa, a jelenido, az elmult ido és a csapadékmennyiség
adatai 2013. majus 21-én 12 és 18 UTC-kor beérkezett jelentések alapjan.

2013. majus 12. 12 UTC 2013. majus 12. 18 UTC
New | Cow | WW | Wi | Rg | New | Cou | WW | Wy | Rpp

Szécsény 0,6 0,6
Josvafo 0,1 13
Miskolc 5 Cb nsz Y 0,2 3 Cb 4] 4 0,5
Zahony 0 0
Sopron 0 0
Szombathely 5 Cu nsz | nsz 0 0 nsz | Nsz 0

med
Moson-magyardvar 0 0
Gyor 0,3 0,3
Veszprém 0,1 0,1
Tata 3 3
Budapest 2 Cb (%) | nsz 0 0 nsz | Nsz 0
Agard 0,3 0,3
Kékesteto 4 Cb nsz § 0,4 9 f= = 0,4
Szolnok 3 Cu nsz v 0,2 0 nsz | Nsz 0,2

hum
Poroszlo 0 0
Eger 2 CE})V nsz nsz 0 2 Cb v] 4 |
Debrecen 2 Cu nsz nsz 0 0 nsz | Nsz 0

med
Napkor 0 0
Farkasfa 0 0
Zalaegerszeg 0 0
Nagykanizsa 0 0
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Kaposvar 0 0
Siofok 4 |Sc,Cu| V v 0,1 1 Sc nsz | Nsz 0,1
cu.g.
Pécs / Pogany 6 Sc nsz : 0,6 1 Sc nsz | Nsz 0,6
Paks 4 Sc nsz . 0,2 1 Cu nsz Nsz 0,2
med
Baja 1 1
. Cu
Kecskemét 3 nsz nsz 0 0 nsz Nsz 0
hum
Cu
Szeged 5 |Sc,Cu| nsz nsz 0 1 nsz | Nsz 0
med
. Cu
Békéscsaba 1 nsz nsz 0 0 nsz Nsz 0
med
Téat 0 0
Sarmellék 4 Cu nsz nsz 0 1 Cu nsz Nsz 0
med hum

XII.1.10. 3500 és 4500 J kg ! kozott.

Xll.2. A barotrép instabilitas

XIL.2.1. A D horizontalis divergencia definiciés egyenlete alapjan az alaparamldsra a kovetkezo feltétel teljesiil:

XI12.2. Az ¥ (220 650 V& 2.0 perturbalt mennyiségekre a kivetkezd egyenléségnek kell teljesiilni:

cu'  cu'
— _=0

gx  Ox
XI1.2.3. A relativ orvényesség €s a szélmez6 definicidja alapjan

. o&v o eu ov' [dU cu')
| -

cx v ox L dv &y )

Atalakitasok utan

ahol

= arr ., ., v’ du'
- 88 L =—"—.
dv cx  Cv

S agis 2630 =200+ L (50

(MXIL.2.1)

(MXI1.2.2)

(MXI1.2.3)

MXI24-5)

(MXII267)

X11.2.4. Mivel a feladat feltételei szerint © = ° , ezért a (XIL.2.5) és az (MXII.2.6) egyenletek alapjan barotrop

instabilitas akkor alakul ki, ha

534

http:// www.renderx.com/



http://www.renderx.com/
http://www.renderx.com/reference.html
http://www.renderx.com/tools/
http://www.renderx.com/

render

Kiilonbozo tipusu és kiilonbozo skalaju 1égkori instabilitasok

=0, (MXIL2.8)

A Newton—Leibniz-szabaly alkalmazésa, azaz az egyenlet kettds integralasa utan ebbdl az kovetkezik, hogy

v AT ahol @ és b tetszleges valds szamok. Az @Y szorzat horizontalis szélnyirast jelent, azaz a

csatornamodellben az alaparamlas meridionalisan valtozé sebességii. Ha ' el6jeléto] fiiggéen két kiilonbozé @
konstanst adunk meg, akkor irany szerinti szélnyiras 1ép fel.

XI1.2.5. A barotrop 6rvényességi egyenlet kimondja, hogy a barotrop 1égkor drvényessége idében allando, azaz

dn _d+N o cagyis .97 g (MXIL2.9-

dr dr : dr  dr ’ 10)

A d/dt individualis derivaltak Fuler-féle felbontasat, valamint az MXIIL.2.6 és az MXI1.2.7 egyenleteket felhasznalva
az Orvényességi egyenlet a kdvetkezd alakot Olti:

& v +v'cﬂ%f+v'ﬁ=0. (MXII2.11)

ct co ch

A levezetéskor figyelembe vettiik, hogy S esetében az atlagolas id6beli atlagot jelent, azaz = csak y-t6] fiigg,

tovabba azt, hogy a kis perturbaciok modszerének alkalmazasakor ( U2 u' és o miatt) a masodrendben
pontos mennyiségek szorzata elhanyagolhato, azaz
c &y 13)

o, ¥ (MXI1.2.14-
cv & 15)

A XI1.2.3. feladat megoldasa alapjan

;= (MXI12.16)

o’ e

XI1.2.7. A XII.2.5. és a XII.2.6. feladat megoldasanak felhasznalasaval

v dU

E’ -3 - E -1 _a< \-: _
7 DU (V) + o +}5’J!—0 - (MXI112.17)

AV
el

X11.2.8. Ha & =9 akkor

W(x,y.f) =¥, (1) e M (MXI12.18)

¥y e™

A kapott eredmény azt mutatja, hogy a * =<2} hullsmfiiggvény amplitadoja & = 0 esetén fiigg az

id6t6l, azaz az amplitado “~ 0 esetén novekszik. Az (MXII.2.15) és a (X11.2.3) egyenleteket felhasznalva
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V=i gl (MXI1.2.19)

ezért a meridionalis szélkomponens is novekedni fog iddben, vagyis a zonalis alaparamlasra exponencialisan
novekedd amplitidoju meridionalis perturbaciok rakodnak. Ez vezet a barotrop instabilitas, azaz sugararam (jet
stream) meanderezésének kialakulasahoz.

XI1.2.9. A XI1.2.4. feladat megoldasat felhasznalva

&__dU__afav)_ _d4f, +5f|__£"5‘f o MXIL220
dv d}': dvi dy dv| dvi W VRN ’ )

XI1.2.10. A (XIL.2.5) egyenlet és a XII.2.3. feladat megoldasa alapjan a barotrép instabilitds kialakuldsanak
feltétele:

‘3_'+ﬁ——T+ﬁ 0. (MXIL221)

A jelen feladatban megadott sz¢Elprofilt behelyettesitve:
.|+f5’———[ﬁll+ﬁ——f5’+ﬁ 0. (MX112.22)

XII1.2.11. A XI1.2.4. feladat megoldasat felhasznalva és a jelen feladatban megadott szélprofilt behelyettesitve
akkor alakul ki barotrop instabilitas, ha

euo &y dldl . v
S rmt =2 % pmd =0,
&’ @t m) dvdvl ,1'1,:| (V22

A hiperbolikus fiiggvények derivalasi szabalyait és definicios egyenleteit alkalmazva:

a [ ¥ Vodlu, L) U,

— Uih— |=— —sch*— |=-21— thi: schi:z
dv T o) dvln ») iy om0 »n)
L_« E.'-' ¥ E'.'-' Ll
= (MXIL224)
M Il_e-‘ fpe™ "'_I

Mivel a tort nevezdje nem vehet fel nulla értéket, ezért az + = 0 helyen

U e
dv ¥ 4

=0. (MXI12.25)

XI1.2.12. Ismét a barotrdp instabilitas kialakulasanak a X71.2.10. feladatban is alkalmazott feltételét alkalmazzuk
az (MXII.2.21) egyenlet szerint. E16sz0r az egyenletben kijelolt derivalast hajtjuk végre:

%Z%ﬁﬁ_i %th[’_}' J‘l_'l_lsch['_,r v+ th(y }-1_1]%5:}1 (3/ 3=

4
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- . . S o B_2fefd e
= sch” v/ )=th*(y/ y)sch(y/y)|=F— - - (MXI1.2.26)
- - | E'T il + E—_‘-' L |
Az ¥=0 helyen
d'U _ 8-0
e B—=F5. MX11227)
Az (MXII.2.21) egyenletben megfogalmazott feltétel szerint
d'U
—?ﬂﬁ:—ﬁﬂﬁ:o. (MX112228)
N

XIl.3. A baroklin instabilitas

XII.3.1. Induljunk ki az atlagos potencialis hdmérséklet logaritmikus megvaltozasat leird

_ - R
dln@=dinT-Zdlnp (MXIL3.1)

c

)3

egyenletbdl. Tudjuk tovabba, hogy a o=—In(p/ p) redukalt nyomasi koordinata-rendszerben a vertikalis iranyt

elmozdulas:
do=—dlnp. (MXIL3.2)
Igy teljesiil, hogy
én@ énT Rélnp élnT R _
cln p _E'lnp c, E-lnp_c np ¢, B
— e (MXI1.3.3)
Ll R__LeT Rz __Llrp
Teo ¢, Tieo ¢, | RT
Teljestil tovabba, hogy
iln@ P E@__p _E éo )
hr 6% & ) (MXIL3.4)
A fentiek alapjan:
o 80
r=p 222
73 e~ (MXIL3.5)
XI1.3.2. A XII.3.4 egyenlet alapjan
dg & ,_ . g _ .
—=—(@+g)+(U+u)—(@+g)+v'—(g+g)=0. (MXI1.3.6)
dr & o cv
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Mivel mind U, mind 7 csak yés @ fiiggvénye, ezért az egyenlet az alabbi alakot 6lti:

&' %' 8¢ .G  _.éq'
I 5 IS BV B B
ct (o (o cy cV

(MXIL3.7)

Alkalmazzuk a kis perturbaciok modszerénél megszokott eljarast, azaz a masodrendben kicsi tagokat elhanyagoljuk:

gs v

o

oy | Do
o
(=)

(MXI389)

[aF]
-

Ty
il I-Q_
=

Az elhanyagoléasok utan a feladatban szerepl6 egyenlethez jutunk.
XI1.3.3. A ¢ fazissebesség XI1.3.16 egyenletének diszkriminansa az £=1 &r1ék esetén

- -1 b y
et+e |
] _

K —4ic (coth1-1)=k* -4k -—1|

Le—e
= —4I70,313= 17 —1,252K% =—0,252%° (MXIL3.10)

Ha vertikalis szélnyiras 1ép fel, akkor ©=0. Mivel * minden £=0 ¢rtékre pozitiv, ezért a ¢ fazissebesség

=1

karakterisztikus egyenletének diszkriminansa esetén negativ.

XI1.3.4. A kozeget 6sszenyomhatatlannak tekintjiik, kivéve a konvekci6 jelenségét. Ebbdl az kovetkezik, hogy az

e =exp(-0) mennyiség értékét allandonak tekinthetjiik, igy az L= _vel szorzott haromtagu 6sszeg utolso

tagjanak derivalasakor

=0, (MXIL3.11)
ey
XIL.3.5. A I kiemelhetd a @ -szerinti derivalas tényezdi koziil az =) _vel szorzott haromtagu 6sszeg utolsod
tagjaban.
XI1.3.6. Az y-szerinti derivaltak értéke nulla lesz, azaz
c-‘\I:‘: _0 i a_q (MX13.12-
v cv 13)

XIL.3.7. Az eldrejelzési tartomanyban az also €s a felsé hatar athatolhatatlansaga matematikai alakban azt jelenti,

hogy a P=Py g5, 2=0 helyeken €7/ ¢¢=0_ Ezek a meggondolasok egyben a peremfeltételeket is megadjak
az egyenlet integralasahoz.

XIL3.8. A Coriolis-paraméter &lland6, ezért kiemelhetd a @ -szerinti derivlds tényezéi koziil az & ¢ _vel

szorzott haromtagti 6sszeg utolso tagjaban, és az f=r értékkel helyettesithetd.

XI1.3.9. A tablazat ¢) soraban megadott feltétel, azaz a XI1.3.6. feladat megoldasa alapjan a kovetkez6 egyenletet
kell egyszertisiteni:
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e —c)_—;{“P3+e°é.f”r ¢ .| (MXIL3.14)

A tablazat b) és e) soraban megadott feltételek, azaz a X711.3.5. és XII.3.8. feladatok megoldasanak, tovabba a
fiiggvényszorzatok derivalasi szabalyainak alkalmazasa utan egyenletiink a kdvetkez6 alaku lesz:

(L’—ﬁ)Jl e L f= " e f =3 (MXIL3.15)

. ¢o do

A tablazat a) soraban megadott feltétel, azaz a XI1.3.4. feladat megoldasaban szerepl6 feltétel szerint az egyenlet
igy egyszertisodik:

U -0)| -1, +%e°e'° e, :=0 . (MXI13.16)

o |

Ezzel megkaptuk a XII.3.13 egyenletet, mivel ¢ ¢ =1,
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